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1 Neurdnio de McCulloch-Pitts

Warren S. McCulloch e Walter H. Pitts foram dois pioneiros do aprendizado de maquinas.McCulloch
(1898-1969) estudou filosofia e psicologia em Yale e se tornou médico psiquiatra em 1927 na Columbia.
Em 1942 McCulloch era professor no departamento de psiquiatria da Universidade de Chicago quando
conheceu Pitts (1923-1969), um jovem de 19 anos extremamente brilhante e sem-teto. McCulloch entio
convidou Pitts para morar com sua familia e os dois passaram a colaborar. Pitts era autodidata. Aos12 anos
de idade leu Principia Mathematica de Whitehead e Russell em trés dias e enviou uma carta a Bertrand
Russell apontando problemas no primeiro volume. Russell respondeu a carta convidando-o para estudar
no Reino Unido, a partir disso o garoto passou a se dedicr a l6gica e a matemdtica.

Em 1943, Warren S. McCulloch e Walter H. Pitts publicaram um artigo intitulado .4 Logical Calculus
of the Ideas Immanent in Nervous Activity propondo que neurdnios implementariam operagoes légicas.
Fizeram isso simplificando neurénios biolégicos na forma de um modelo representado na figura 1.

Apés o trabalho de Rosenblatt em 1962 os neurdnios de McCulloch-Pitts passaram a ser denominados
Perceptrons. Um Perceptron implementa a classe de hipéteses composta por fungées afins:

H:={p(W -z +Wy): W,z e R"; W, € R}

Figura 1: Neurdnio de McCulloch-Pitts



Escolhas populares para a fungio de transferéncia ¢(u) sio:

1. Perceptron Booleano: ¢(#) = sign(x) ou ¢(#) = O(x), onde

®(u):{1 seu <0

0 caso contrario,
¢ a funcio de Heaviside.
2. Perceptron Linear: ¢(x) = u.

3. Perceptron Logfstico: ¢(#) = tanh(x) ou

1
1+

P(n) =

4. Perceptron ReLU: ¢p(#) = max(0, «).

2 Perceptron Booleano e Separabilidade Linear

Defini¢ao1. Um conjunto de treinamento S = {(xy, y.) : n € [m], ©, € R, y,. € {£1}} é linearmente separdvel
se existe um W € R™ tal que (W - (1, T))Yy > 0 para todo u € [m].

Por simplicidade, deste ponto em diante, trataremos apenas do caso H := {p(W -x) : W, x € R"}.

Como consequéncia, se a regra ¢ gerada por um Perceptron Booleano sem ruido, entio ela ¢ linear-
mente separdvel. Em 1969, Marvin Minsky (1927-2016) e Seymor Papert (1928-2016) publicaram o livro
Perceptrons: an introduction to computational geometry. Este livro tris uma série de resultados matemati-
cos sobre Perceptrons, em particular, ressalta a incapacidade de se implementar em um neurénio simples
a operagio légica XOR, que nio ¢ linearmente separdvel. O livro também demonstra que mesmo re-
des com uma camada escondida sio incapazes de implementar certas operagdes légicas a menos que pelo
menos um de seus neur6énios da camada interna esteja conectado com todas as entradas (contrariando a
intui¢io da época de que era necessirio que localidade dos neurdnios seria uma propriedade desejavel).

Para um dado conjunto de 7 de vetores {x,, : T, € R", x € [m]} é possivel construir 27 diferentes
conjuntos de treinamento S. Uma pergunta imediata é: quantos destes conjuntos de treinamento seriam
linearmente separdveis?

3 Capacidade de Representa¢io: Teorema de Contagem de Fungoes de
Cover

Definigio 2. Em um espago afim de n dimensoes, um conjunto de pontos estd em posicio geral se nio mais
do que k + 1 destes pontos estiverem em um hiperplano de k dimensoes para k < n pontos.



p/N

Figura 2: Fragio de conjuntos de treinamento linearmente separdveis como fung¢io do nimero de exem-
plos por dimensao do espago.

Um conjunto de 7 vetores {x, } amostrados de forma independente de uma distribuigao geradora de
dados p(x) estardo em posi¢io geral quase sempre (i.e., a menos de um conjunto de medida nula). Em um
relatdrio técnico do Systems Theory Laboratory de Stanford publicado em 1964 com o titulo Geometrical
and Statistical Properties of Linear Threshold Devices, Thomas M. Cover demonstrou o seguinte teorema.

Teorema 1 (Teorema de Contagem de Fungdes de Cover). Consideremos m pontos {x,} com x, € R”
e € [m]. Suponha que estes pontos estejam em posi¢io geral. Seja C(m, n) o nimero de conjuntos de
treinamento linearmente separdveis construidos a partir destes m pontos em n dimensoes, entdo

S m-1
C(m,n)=22( ; )
i=0

Demonstragdo. Primeiro construimos uma recursio utilizando um argumento simples. Comegamos com
m pontos. O nimero de conjuntos linearmente separdveis que podem ser construidos com esses pontos
¢é C(m, n). Agora adicionamos um novo ponto. Tomemos um particular hiperplano de separagio.

Podem ocorrer um de dois cendrios: o novo ponto estd contido no hiperplano ou o ponto estd em um
dos semi-espagos. No primeiro caso, pequenos deslocamentos podem colocar o novo ponto de um lado
ou do outro do plano e este ponto d4 origem a dois conjuntos de treinamento distintos. Como um ponto
estd contido no hiperplano, o ndimero de conjuntos linearmente separdveis nesse caso ¢ C(m, n — 1), ja
que neste cendrio temos um grau de liberdade a menos. No segundo caso, a adi¢io do novo ponto define
apenas um conjunto de treinamento. Escrevemos assim a seguinte relagio de recorréncia:

Cim+1,n)=Clmyn)+ Clm,n—1)

Iterando a recursio demonstra-se o teorema. O
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Figura3: O Perceptron Mark I (2 esquerda) foi a primeira implementagio do algoritmo Perceptron produ-
zida por Frank Rosenblatt em 1957 no Cornell Aeronautical Laboratory. O sistema era conectado 2 uma
matriz com 400 fotocélulas de sulfeto de cidmio (a esquerda) que liam imagens apresentadas por uma
matriz semelhante iluminada. No canto direito da foto a direita temos uma um conjunto de potenciéme-
tros que implementavam os pesos adaptativos W. O algoritmo de aprendizagem era implementado por
motores elétricos que giravam os potencidémetros a cada exemplo apresentado.

O niimero de conjuntos de treinamento possiveis, linearmente separdveis ou nio, ¢ 2”. Uma quanti-
dade interessante ¢ a fra¢io de conjuntos de tamanho 7 linearmente separéveis, ou seja, C(m, 7)/2™.

Note que C(2n, n) = 2" e que se m < n, C(n, m) = 2™. Para n grande podemos escrever

el

Na figura 2 mostramos o comportamento de fragio de conjuntos de tamanho  linearmente separa-
veis como fungio de 72/n para varios n. A fragio colapsa abruptamente em 7 = 2x.

3 1
—C(m ”) ~ = {1 + Erf
2m 2

Considerando o regime em que 7 é grande, conjuntos de treinamento menores que 27 sio linear-
mente separdveis quase sempre. J4 conjuntos de treinamento com mais de 2 exemplos quase nunca sio
linearmente separdveis. Dessa forma o teorema sugere que um conjunto pode ser feito linearmente sepa-
rivel quando embebido em um espago tal que 7 > p/2. O teorema também sugere que 27 exemplos sio
suficientes para identificar a regra de classificagio, daf referir-se a este valor especial como a capacidade do
Perceptron.

4 Algoritmo Perceptron de Rosenblatt

Em 1957 Frank Rosenblatt publicou um relatério técnico no Cornell Aeronautical Laboratory intitulado
The Perceptron: a perceiving and recognizing automaton. O projeto era financiado pela US Navy e virou
noticia no New York Times em 1958. Neste artigo Rosenblatt apresentou o primeiro algoritmo de apren-
dizagem de miquina e o implementou em FORTRAN num IBM 704. Em seguida o Perceptron seria
implementado em hardware como o Mark I Perceptron.



Algorithm 1: PERCEPTRON DE ROSENBLATT

t W0

> while 3 (x;, 7)) € SeyW - x; < 0do
3 ‘ W W + Y1)

4+ end

s return W

Assim o algoritmo Perceptron de Rosenblatt consiste em alterar o vetor de pardmetros apenas para
casos classificados incorretamente de forma a corrigir esta classificagio. A cada atualizagio dos pardmetros
¢ possivel que casos previamente classificados corretamente sejam modificados na dire¢io errada. Em seu
trabalho de 58, Rosenblatt também demonstrou a convergéncia do algoritmo para regras linearmente
separaveis.

Teorema 2 (Convergéncia do algoritmo Perceptron). Suponbhamos que:

1. existe um T € S"(1) tal que y,(T - x,) > 'y para algum y > 0 e para todos (x,, y,.) no conjunto
de treinamento S de tamanho m.

2. lzull < R
Nessas condigies o algoritmo Perceptron de Rosenblatt encontra T em no mdximo | R [y | atualizagies.

Demonstragdo. Considerando que no passo k < 1 o exemplo x; esteja classificado incorretamente temos
que

Wil

[WeatllIT| (da suposigio 1)

2 W/e+1 -T

= We+ym)- T

= W,-T+yx T

> W;-T +v (dasuposi¢ior)

> ky (porindugio da suposi¢io 1)

Por outro lado,

IWeal> = [|Wi+ ylmlllz (usando a suposi¢io 1)
= WLl + lyll® + 20(Wy - )
< |IWlI? + ||2])* (classificagio de / est4 incorreta ey € {+1})
< |IWl)? + R (da Suposi¢ao 2.
< kR (por indugio da suposigio 2)
Tesmos entio que k*y < ||[Wpl|* < kR%, o que implicaem k < R* /7. O



4.1 Algoritmo Perceptron como um sistema dinimico

Um exercicio prolifico consiste em olharmos para o limite (termodinimico) » — oo representando o
algoritmo Perceptron como um sistema dinimico em tempo continuo. Comegamos por adotar o Percep-
tron Booleano naforma y(x) = @(T'-x). Em seguida escrevemos um passo de atualiza¢io proporcionado

pelo par (x, y;):
AW

W(t+e¢)— Wi(r)
ex; [y - O(W (1) - )]

Em / passos teremos:
W(t+le+e)— W(t+k)=cx;|y— OWI(t) z;+ Oe))]

Aqui O/(le) representa o resultado das atualizagdes até o passo / dado por W (r + le) = W(z) + O(le).

Somando sobre [ obtemos:

n—1

1V0+na—qu:}:nvo+k+g—vvu+kn
=0

Tomando os limites simultineos 7 — oo e ne — 0 obtemos:

W) -W() 15
i IO 2S00 0]

Finalmente obtemos um sistema dinimico em tempo continuo representando o algoritmo Perceptron:

W) o [te) - 0021}

Teorema 3 (Convergéncia do algoritmo Perceptron em tempo continuo). Se y(x) = O(T'-x) com | T'|| =

1, x € X ¢|X| < oo, entdo
AW
— = (@@ -ew ),

converge, para t suficientemente grande, o ponto fixo W* com Eg|[W*] = 0.

Demonstragdo. A dinimica pode ser reescrita como a descida pelo gradiente

AW
—— =-VE
7 (W)

na superficie de erro

E(W) := (W - ) [y(a) - OW -)])



Podemos demonstrar que £(W') ¢ uma fungio de Lyapunov. Temos que £(0) = 0. Também que
EW) = (W -2)[0(T - x) - (W - )]),s)
= <|W - x| [1 —sign(T" - x)sign(W - zc)]> >0

@) —
Finalmente JE W
ZovE L - WVEIP<0
7 7 IVE|" <
Especificamente para | X| < oo:
dE AW \?
T--|T) - @ DeT o) 6w DO ) - 6 -2 ee

=D (5lOT-z) - oW o))
7

2
< - <Z(7}x]) 0T -x)-6(W - a:)]> (pela desigualdade de Schwartz e ||T'|| = 1)
J p@)
= (T 2| [0((T - &)W - 2)])y,
2
< - [n;i)gp(m)|T . w|] = K> comX*W)={xeX:(T )W x)<0}

X*(W) nio é vazio se E(W') > 0. Como ‘i—f(W) < -K*?eE(W) > 0,E = Oparat > w.
Consequentemente, para ¢ suficientemente grande, £ ¢ constante e um ponto fixo W* ¢ atingido, pois
%(r) = 0. Como |T" - x| > 0 quase sempre, sign(T" - x) = sign(W™ - &) quase sempre.

O

s Anilise do Algoritmo de Gibbs

O Algoritmo de Rosenblatt foi a primeira proposta de algoritmo com uma demonstragio rigorosa de
convergéncia. H4 outras alternativas para algoritmos de treinamento. O desempenho de diferentes algo-
ritmos pode ser comparado calculado-se a Curva de Aprendizagem Eg(m). Esta curva pode ser avaliada
no pior caso (ou seja, para os piores conjuntos de treinamento possiveis) ou no caso tipico. Na década
de 1990 a comunidade de Fisica Estatistica desenvolveu intensamente técnicas nao-rigorosas capazes de
determinar Curvas de Aprendizagem para diversos algoritmos em Perceptrons simples ou multicamada
(veja, por exemplo, [3] e [4]). Nesta se¢io discutimos a determinagio destas curvas para um algoritmo
que ndo ¢ pritico, mas ¢ passivel de andlise detalhada.

5.1 Geometria da aprendizagem em Perceptrons

Para que possamos explorar a geometria da aprendizagem em Perceptrons vamos restringir nosso cendrio
ara Percetrons Booleanos y = sign(W - @). Os conjuntos de treinamento serdo gerados por um per-
g 2



Figura 4: No caso realizdvel os dados sio gerados por um Perceptron “professor” T'. O Perceptron que
aprende aregraé W eentre ele e T'hd um 4ngulo 6. Na regido hachurada hi discordincia na classificagio.

ceptron T' de forma que W, T € § N Vamos assumir também que a distribui¢io geradora de casos ¢
isotrépica sobre a hiperesfera S N

n

e =[ ]| 596+0+ 3ot -

J=1

O processo de aprendizagem neste cendrio pode ser imaginado como um passeio do vetor W pela
hiperesfera de raio /7. O erro de generalizacio pode ser calculado facilmente observando a figura 4. A
regiio de discordincia na classificagio depende do menor dos 4ngulos entre os vetores. Se a distribui¢io
de casos é uniforme pelos 4ngulos a probabilidade de discordincia serd:

EglW] = P {sign(T ~x)sign(W - x) < O}
_ 0
o
= —arccosR
3
com o overlap definido como
T W

R=——— =cos(wEg)
n

Definigio 3 (Espago de Versdes). O Espago de Versoes de um conjunto de treinamento S = {(x,, y‘m)}‘(’:‘:1
¢ 0 conjunto de regras compativeis com S, ou seja

V(S):={x: Ex[W,S] =0}
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Figura s: A regido hachurada representa o Espago de Versoes, o conjunto de vetores compativeis com o
conjunto de treinamento.

5.2 Algoritmo de Gibbs

O algoritmo de Gibbs consiste em amostrarmos com distribui¢ao uniforme uma regra no Espago de ver-
soes, ou seja,

W~ U[¥(S)].

O objetivo desta segio ¢ calcular a curva de aprendizagem Eg(a) para & := % para n — 0. Neste limite,
conhecido como limite termodindmico, a curva de aprendizagem se torna independente da composigio
detalhada do conjunto de treinamento.

O erro de generalizagio ¢é fungio do overlap R. Gostariamos de determinar o overlap mais provével
para um conjunto § de tamanho 7. Como o algoritmo de Gibbs amostra uniformemente membros do
espago de versoes, podemos em principio determinar a probabilidade de um dado E¢ avaliando a fragio
do espago de versdes ocupada por vetores que formam com 7" um ingulo #Eg. No limite termodinimico
a situagio ¢ consideravelmente mais simples ja que é possivel mostrar que quase todos (a menos de um
conjunto com medida nula) vetores formam o mesmo 4ngulo com T'.

O célculo da curva de aprendizagem tipica do algoritmo de Gibbs que se segue nio ¢ rigoroso, mas
pode ser verificado por simulagio. De fato, como veremos, o cdlculo depende de um passo heuristico no
momento matematicamente injustificavel.

5.3 Calculo de Réplicas
O célculo que introduzimos nessa segao foi proposta por Elizabeth Gardner em [1]. A ideia consiste em

calcularmos a fragdo da hiperesfera S N ocupada pelo espago de versdes de um conjunto de treinamento
S de tamanho 7. Chamemos esta fragio de €(S). Queremos determinar a fragio tipica. No limite ter-



modindmico é possivel mostrar que a distribui¢io p(€2) induzida pelos conjuntos de treinamento estd
concentrada em torno de sua moda e que se calcularmos (€2) de fato obteremos um valor de Q bastante
raro. Para evitar este problema calculamos valor esperado de In Q. Além disso é possivel demonstrar [2]
que In Q(S) ¢ uma quantidade auto-mediante, ou seja, conforme # — oo as flutuagdes induzidas pela
aleatoriedade na escolha do conjunto de treinamento desaparecem.

No limite termodinimico a esperanga (In €(S)),(s) assume a forma

1
Jlim_ —(In Q(8))ys5) = max (R, a).

ou seja, fixado o tamanho do conjunto de treinamento «, a fragio da hiperesfera ocupada pelo espago de

versoes tem a forma
Q(OC) ~ emp(cos(ch(oc)),oc)’

onde Eg(a) = ~arccos(argmax ,¢(R, o)) é a curva de aprendizagem. A fracio ocupada pelo espago de
versdes ¢ assim fung¢io apenas do tamanho do conjunto de treinamento e para cada o hd um overlap R(.)
dominante no espago de versdes. Essa ¢ uma peculiaridade da hiperesfera com infinitas dimensoes: o
espago de versdes tem a forma de um “guarda-chuva” com todos os vetores formando o mesmo 4ngulo
em relagdo a regra geradora dos dados T'.

Comegamos por utilizar o seguinte limite:

(@) -1

(In€($)) = lim p

A (Q*(S)) chamamos forma replicada.

A fragio da hiperesfera ocupada pelo espago de versoes ¢

_ [ [ AaweawiR =n (Loon W)
oo </ famaipi-» 1\ i >T

>
Temos que

/ ABY(|BIP - n) = (27"

A forma replicada ¢

[T, AW (W2 = n) 5 (T @, W, - x
k _ a=1 o n
e </ mer Lo (25 )>T

) / [T AWI(IWell* ~ )
(27re)k/2

e ey

I0

X



Neste passo utilizamos que [ dx g(x)d(x — #) = g(u). Outra propriedade ttil da distribuigio de delta de

Dirac ¢é sua representagio de Fourier

dx ixx
d(x) = EyCA

Empregando a representagio de Fourier escrevemos:

Hﬁzl dWaa\(”WaHZ - 7Z)
(27e)k/2

/ l—[ d)\ﬂ#d)\ﬂ;“ / l_[ d”f&d”.u l_[ ®()\4Mu/_,c) exXp |2 Z )\a‘u)\ au + ZZ %Mil#
{L
<exp —\/LZ Z)A\a‘uwd . w“ — \/LE Z it[uT : .’.CM >
Dk “

7

(@"($))

X

X

T,z

Agora calculamos a esperanga sobre os casos utilizando

i) = [ ][50+ 0+ 530 -1)

p=1 j=1

1 1 i . )

[53(96 +1)+ 53(}6 - 1)] exp [—\/—% (Zﬂ: AuWia + i, T;
>T

= <exp Z In cos ( (Z AquWia + uMY})) >
T
. 2

2 <exp 7, (Z }\aMVV}a + iy, 1

] i\ a

Lo W, T Az

_ <exp S TanEE S s >
153

1]
A
&
<

o

O
I'—W b3

(Z AquWia + ity 1

> (Série de Taylor para cos até ordem 2 e para In em ordem 1)
T

ab
= /nndqﬂb/l—[nd]{ <l—[3(W T—nRﬂ)> [ 12 (W, W, - ngu)
a<b T a<b
X exp —%Z(ﬁw)z = > Mg - Z/\am ~ N i
wa {ua;tb ¢

II



Retornando ao célculo original:

kAW A(|W,||? -
(QYS)) = | (27”()”%/2 1= —n) l_[a\ (W, Wi, — ng) <n 3 (W, -T—nRﬂ)>

a<b

/ ﬂnd%b ey (175 Do [ 175 it JEC
X exp |i Z)\"f‘)\ +zZuMiz{u
X exp —%Z(;\ﬂﬂ)z = > AqAudas — ZAM —Za@

[u,,ﬂ

{ua;tb @

T

X

Agora introduzimos a representagio de Fourier para as trés distribuigoes delta remanescentes e escre-
vemos:

(@"(S))

/1:| dVV]ﬂ /l_l —exp —i;%;(%ﬂ)z + iﬂ;%
/ H Aqdg exp |~ Z GV + i Z b
a<b 27!'/71 a<b,j a<b
dR,dR, ) N _ .
/ﬂ 2T < —lﬂZdeVVjﬂT}+ln;RﬂRﬂ
/ 1_[ d)\ﬂ#d)\ﬂﬁ‘ / :[ d”;‘fl# D O\ guty)
X exp iz )\W)A\ﬂM + iZ Uy ity
ez w

x exp |3 > =5 3 Awhuuga - Z’W% SN
‘u«,ﬂ

(ua;tb “

X

X

X

Como o erro de generalizagio independe de T, seu valor esperado ¢ redundante e podemos escolher

12



T;=1 Rearranjando os termos obtemos:

d%ﬂ dqézbdéab dRadRa
/U4W/D 27 /n /l:[ 27 /n

exp [z—Z/e +quﬂbqﬂb+m2RR
\/_exp[ Z—(W) —zanbWWb—zZRW

(@"(S))

X

X

a<b
/1]
/ l_l d)\ﬂ#d)\ﬂM / 1—[ gl E[ O(Agutty)

exp |1 Z Ndan =5 2 Ol =5 Y Awhuga
/.L,d

[/

A integral /7 sobre ity pode ser calculada usando a identidade

}n

X

X

1 2

exp | iny, tt, — ot
N [#M MZ "

X

I

€X - X| = —— €X
A V2a ! |4a

O resultado é

1 . 1 A
Il = exp |:—§I/t[i - l.%‘u Z )\ﬂ‘MRﬂ + 5 Z(}\d‘LARﬂ)Z
a a

Notando que hd m = an cépias das integrais em p varidveis, ficamos com

EILEE

exp [z—Z/e +m2qﬂbqﬂb+m2RR
a<b
ex —(W)Z— W Wy — R,
T e |3 onr =i S 3

(@"(S))

X

X

}n

X

{/ due 2" /l_ld)\ Ay HG()\ u)e i Y, AR,
izx\ﬂ)\ﬂ—éz 1—R2))\2——Z)\)\b Gas — RRy)

atb

X

exp

3



Definindo

A A dW /eﬂ
GS(/ed) éﬂb} Rd) = ln l/ rl a _l Z (W )2 lZa<b %bW Wb ZZ;{R W

ko1
—E—EIn(detA)——ZR A7l

k‘

1
—E—ETrlnA— —ZR A Rb,

com
Ay = iaﬂbkﬂ + Z?ab(l - 3ab)

e utilizando a identidade

1b.A7'b
dx T ATITb _ €2 '
(2m)k/2 VdetA

Também definimos

d),d s e . C
Ge(gup Rs) :=1n [ / Du / 1_[ ;W . n G(Aﬂu)e_’”zﬂ’\“&“Z“)‘“/\"_%Z“(I_Rﬁ)’\i_% Lath NP\ Gar=RaRs) ] ,
a a

2
com Du = du e /2 ]\ 27, reescrevemos

(Q4(S))

X

X

a<b
, 1 1@ s s
STeAB +7 ) R,R, - 55 TrhA-> D ReA R, + aGrgay Ra)
a a,b

d/ACﬂ dqabd%b dRade
/l:[47r‘/1;! 2w /n /1:[ 27 /n
/ 1—[ Aq.bAaq. / 1—[ dR,dR,
27 /n 27 /n

1

exp 7|5

1 A A A A
eXp {71 iz Z kﬂ + iZ éﬂb%zb + iZ R.R, + GS(/ea) %b; Ra) + “GE(%zb: Ra) }
k
Definindo B, := 9. + ¢up(1 — d45). No limite 7 — o0 esta integral ¢ (veja, por exemplo, [5])

|

ko1 1 5 a-1%

|

1 )
“TrAB + iZ R.R,
R,R,A,q P

(QF(S)) ~ exp {n Extr

Calculando derivadas em relagio a R, e A, e igualando-as a zero, encontramos
R,=1 Z AR,
b

14



Mg := Ay = By — R.Ry

Chegamos assim a

1
(QF(S)) ~ exp {nEléi;r [ETr InM + aGE(g, Rﬂ)}}

Seguimos em frente introduzindo o Ansatz de réplica simétricaq,y, := qe R, := Rintroduzido por G.
Parisi (trabalho pelo qual ganhou a medalha Dirac de 2002 [6]) ejustificado a posteriori pela concordincia
das curvas de aprendizagem que obteremos com os resultados numéricos. M é uma matrix &£ X k£ que no
Ansatz simétrico é

1-R* ¢g-R* ... ¢g-R
y g-R 1-R* ... g-FR
q—R2 q—R2 . 1-R?

Esta matriz apresenta k — 1 autovalores 1 — 4 e o autovalor remanescente 1 — g + k(g — R?). Usando este
resultado encontramos

k 1 - R
(QF(S)) ~ exp {nEé;r [5 In(1-¢) + > In (1 + /eql p ) + aGEg(g, R)”

Agora trabalhamos com Gf(g, R). Comegamos por considerar que @(x) = 1 parax > 0, usamos as
simetrias das integrais e completamos o somatério com a condigdo 2 # b para escrevermos:

In / Du / ]—[ d/\fd/\” ]—[@(Aﬂu)e—i”RZMmZaMa—%u—Rz)zMﬁ—%(g—RZ)zmm]
a

In |2 / Du/ ]—[d/\ /Hd/\ﬂ =R Ly Aati BaAaha=3(1-q) £a N~ 5(q-R) (L, A)]

o \2
Em seguida usamos a transformagio de Hubbard-Stratonovich para eliminarmos o termo (Z g )\ﬂ) e

Ge(g, R)

integrarmos em A:

h ” dAy 11— 5,02~ Aa(Ad—uR—tW)
G(,R):IHZ/DL‘/D%/ d)\a/ _ezqdﬂ p
e [ 0 0 l:[ l_l 27w
00 ) : k
= In Z/Dt/ Du[/ Le 2(1q)()‘”RfW]R)]
0 o 27(l—g)
R + t+Jg — R?
= { /Dt/ DuH* |-V )}
Vi—-¢g
onde

6= [ Do
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Mudando varidveis com
g - R? + uR
Vg

<

e integrando sobre # obtemos

GE(q,R):ln{Z/DzH(\/% H* (—z ﬁ)}

Até aqui todos os passos do cédlculo foram rigorosos ou podem ser feitos rigorosos. No préximo

passo fazemos uso de uma heuristica se nenhuma justificativa matemadtica, mas que permite que a solugio
correta seja encontrada: fazemos uma expansio de Taylor em torno de ¥ = 0 (que até agora era um
numero natural!):

nEI)é’IEr[}fln(l—q)+%ln(l+k%)+aln(2fDzH(_—Rz)Hk(—z i))]

<Qk(S)> ~ 4 W/q—RZ 1-g
N enkqutr[%ln(l—qH%%ua / DzH( ;—}_2;2) InH(—z é)]
k—o0

Finalmente calculamos o limite £ — 0 e encontramos

. {QK9) -1
llm —_—
k—0 k

1 1g- R -
—ln(l—q)+—q +2a/DzH R
2 21-g

~(In (S))

¢

— lnH(—z ﬁ)]

Calculando as derivadas em relagio a R e g e igualando-as a zero obtemos duas equagdes para o ex-

Extr
R,q

tremo:
_R2 _Rz exp [—zz%]
ql_q — %/DZH(W Hz(_z lé)
Ryg-R* ﬁ/DzeXp [_7(4—R_R+ﬁ)]
\@H o H(—z %})

O algoritmo de Gibbs funciona escolhendo um vetor W' com distribui¢io uniforme sobre o espago de
versoes do conjunto de treinamento S. R representa o overlap tipico entre o vetor escolhido pelo algo-
ritmo e o professor T'. g representa o overlap tipico entre dois vetores escolhidos independentemente
pelo algoritmo. Como o cendrio que estamos analisando ¢ realizével, o professor também ¢ um membro
do mesmo espago de versoes e hd uma simetria entre as duas situagdes: 1. dado um professor no espago
de versoes, escolhemos um vetor no mesmo espago; 2. escolhemos um vetor no espago de versoes e, em
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seguida, escolhemos um segundo vetor de forma independente. Dessa simetria esperamos que g = R scja
solugio para as equagdes quando g = R:
exp |- |
# (~=R)
Resolvendo numericamente esta equagio obtemos R(e) e dai a curvade aprendizagem Eg(a) = %arccos[R(oc)].

Na figura 6 mostramos a curva de aprendizagem tipica de um Perceptron Booleano aprendendo por um
algoritmo de Gibbs.

\/1——/Dz

6 Aprendizado Bayesiano

Qual seria 0 melhor algoritmo possivel no cendrio que analisamos? A melhor classificagio possivel é ob-
tida por um algoritmo bayesiano, por uma Bayes Point Machine [7]

No aprendizado bayesiano o teorema de Bayes fornece uma distribuigio posterior sobre o espago das
regras apds a observagio do conjunto de treinamento S:

PSIW )p(W)
[ AW p(SIW )p(W)’

pWIS) =

No caso livre de ruido a verossimilhanga é dada por
PSIW) = l_[ Ly, =sign(w )]
u=1

O objetivo do algoritmo ¢ prescrever uma classificagio y para um novo exemplo . A prescrigio baye-
siana € ypaes = sign(p(y = +1/S, ) — p(y = —1|S, x)). Calculando o posterior p(y|S, ) obtemos:

2018, ) / AW p(W|S)p(IW, )

PSTW (W)
/ W BB

sy AW pW)pOIW, 2)
Jys)4Bp(B)
ﬁI/(S) de(W)IL[yzsign(Wm)]
Jy(s)4Bp(B)

Ou seja, o classificador bayesiano ¢é resultado de uma votagio no espago de versdes sobre a classificagio do
novo caso . No limite termodinimico 7 — oo ¢é possivel mostrar [7] que:

ybayes(w) = Sign [WCM : .’E] 5
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Figura 6: Curvas de aprendizagem tipicas de um Perceptron Booleano em um cendrio realizivel com exem-
plos de treinamento gerados uniformemente em uma hiperesfera de # — oo dimensées. A curva mais
alta corresponde ao algoritmo de Gibbs e a mais baixa corresponde ao algoritmo étimo bayesiano.

onde

%% fmd rW)
CM —
[y(s)dBp(B)

¢ o centro de massa do espago de versées. A mdquina que implementa que encontra o centro de massa é a
Bayes Point Machine. A curva de aprendizagem de uma Bayes Point Machine pode ser calculada usando
técnicas semelhantes aquelas que apresentamos em detalhes na segao anterior (leia, por exemplo,[8]). O
resultado pode ser escrito em termos do erro de generalizagio do algoritmo de Gibbs e ¢

ayes 1 .
Eéy (alpha) = —arccos [\/cos(ﬁEg‘M”(oc))}

Na ﬁgura 6 mostramos a curva de aprendizagem otimo bayesiana juntamente com a curva de aprendiza—
gem do algoritmo de Gibbs.
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7 Problemas

1. Dado um conjunto de pontos {a;} a casca convexa é o conjunto de todos os pontos & dados por
T = Zj a;xj, ondea; > Oe Zj a; = 1. Considere um segundo conjunto de pontos {y;} e sua
casca convexa. Por deﬁnigio, os dois conjuntos de pontos serao linearmente separdveis se existirem
W e Wy taisque W - x; + Wy > O paratodox;e W - y; + Wy < 0 para todo y;. Mostre
que se as cascas convexas se intersectarem, entao os pontos nao poderio ser linearmente separaveis.
Mostre também que se os pontos forem linearmente separdveis, entio suas cascas convexas nio se
intersectario.

2. Mostre que paran — coem = an

1 =aln2 paraa < 2

—In C(m, n)

n <alna—(a—-1)In(e—1) paraoc>2

3. Gere numericamente 72 nimeros aleatdrios que sejam produtos de 7z nimeros aleatdrios indepen-
dentes igualmente distribuidos entre 1 e 2 com 7 entre 10> e 10° e 7 entre 5 e 50. Aproxime a
distribuigao de x por um histograma e compare a evolugio com 7 do valor mais provavel x,,, de x,
da média (x) e a quantidade x,,, := ") Construa um argumento para que X, coincida com
Xp quando 7 — co. Por que X,y < xpyp?

4. Mostre que no limite termodinimico a maioria das regras no espago de versoes classifica um novo
exemplo da mesma maneira que o centro de massa do espago de versdes. Para m — oo, verifique

sign Z sign(W; - x)| = sign Z W, - x
j=1 J=1
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