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Capitulo 1

Idéias Centrais em Estatistica

1.1 Variaveis Aleatorias

A idéia mais central da Estatistica é o fato de que medidas em geral tém precisao
limitada (simples contagens tém, no entanto, precisdo infinita) e observagoes
apresentam variacoes nao controladas. Dessa maneira, a mensuragao repetida
da mesma quantidade resultard em valores distintos. Variagdes que se devam a
fatores que nao controlamos constituem o que denominamos erros estatisticos.
Assim, uma medida de altura sem controle da varidvel “sexo” produzira resul-
tados com variagbes estatisticas devido a diferencas na altura devido ao género.
Para ilustrarmos uma varidvel aleatéria recorremos ao histérico experimento
de Cavendish para determinacao da massa da Terra.

Figura 1.1: Balanga de tor¢ao de Cavendish.

O experimento de Cavendish foi publicado em 1798 e consistia em uma
haste de madeira de comprimento L. = 1.8m com esferas de ago com massas
m = 730¢g nas pontas suspensa por um fio. Em uma posi¢do proxima a cada
uma duas esferas pequenas eram colocadas duas esferas grandes com massas
M = 158kg. Devido & atragao gravitacional entre as esferas e o torque do fio as
esferas pequenas tendem a uma posigao de equilibrio com os centros das esferas
grande e pequena permanecendo a uma distancia r apos uma deflexdo de um
angulo 6 da situacdo inicial. Medindo o coeficiente de tor¢ao do fio (k) pela

3



1.1. Variaveis Aleatorias

observacao de oscilagoes naturais da haste, a distancia de equilibrio r e o dngulo
de deflexdo #. Cavendish conseguiu efetuar medidas da densidade da Terra
em relacao a densidade da dgua. O experimento é claramente extremamente
sensivel e as fontes possiveis de erros estatisticos sao intumeras. Cavendish
realizou n = 29 repeticdes do experimento produzindo o seguinte rol de dados:

4,88 [ 5,07 | 5,10 | 5,26 | 5,27 | 5,29 | 5,20 | 5,30 | 5,34 | 5,34
5,36 | 5,39 | 5,42 | 5,44 | 5,46 | 5,47 | 5,50 | 5,53 | 5,55 | 5,57
5,58 | 5,61 | 5,62 | 5,63 | 5,65 | 5,68 | 5,75 | 5,79 | 5,85

Tabela 1.1: Rol dos dados para medidas da densidade da Terra relativos &
densidade da agua. O conjunto dos dados é uma amostra de tamanho n = 29.

Os valores apresentam variagoes que nao sao arbitrarias. Como alguns inter-
valos de valores ocorrem com mais freqiiéncia do que outros podemos atribuir
a eles um certo elemento de realidade. De certa forma, a constatacdo que dé
origem a Estatistica é a de que ndo é possivel falarmos de um valor para uma
medida, mas apenas de uma distribuicao de valores.

ma varidvel aleatoria é um objeto matematico X que a cada medida
fornece um valor . Uma medida x tem probabilidade p(z)Axz de ser
encontrada em um intervalo de x a = + Az. Dizemos que X esta
distribuida segundo p(z) e indicamos isso como X ~ p(x).

Ha trés formas béasicas para visualizarmos a distribuicdo de uma variavel
aleatoria.

1.1.1 Diagrama de Ramos e Folhas

O diagrama ramo e folhas é uma forma de organizacao dos dados que per-
mite a utilizacao dos proprios digitos para desenho da distribuicao da variével
aleatoria. Para isso escolhemos o tltimo digito como folhas e os restantes como
ramos da seguinte maneira:

488
49 |

50 | 7
510

52 | 6799
53 | 04469
54 | 2467
55 | 03578
56 | 12358
57 | 59
585

Figura 1.2: Diagrama de ramos e folhas: cada digito ocupa a mesma largura e
a curva formada pelo envoltério representa a distribuicao da variavel aleatoéria
que nos interessa, a saber, a densidade da Terra medida em termos da densidade
da agua.



1.1. Variaveis Aleatorias

Se tivéssemos que apostar em um valor representativo para a densidade da
Terra, com base em nossa amostra, deveriamos escolher algo entre 5,20 e 5,70.
Uma primeira estimativa seria, por exemplo, 5,45.

1.1.2 Tabela de Freqiiéncias

A segunda alternativa consiste na construg¢do de uma tabela de freqiiéncias.
Para isso escolhemos a largura dos intervalos de contagem de forma a termos a
tabela adequadamente povoada (ou seja, sem muitos intervalos sem nenhuma
contagem nem com poucos intervalos largos demais). No caso de nossos dados
utilizamos o bom senso para escolhermos um intervalo de largura 0,2. Temos
entao:

’ Intervalo \ n; \ fi (%) ‘
4,850 1 | 55 x100=3,5
505,21 2 7
52K 5,4 9 [ o5 x100=31
5,4F5,6 | 9 31
5,658 7 24
586,01 3,5

Total 29 100

Tabela 1.2: O simbolo F significa que o lado esquerdo estéd incluido no inter-
valo e o direito excluido. A ultima coluna contém as freqiiéncias relativas que
indicam a chance de encontrarmos medidas de nossa amostra em cada intervalo.

Como a variavel que medimos é quantitativa e continua (ou seja, tem pre-
cisdo limitada) somos obrigados a fixar intervalos para construirmos a tabela de
freqiiéncias. Ao escolhermos estes intervalos perdemos informacao detalhada
do rol, ou seja, nao sabemos mais quais seriam as nove medidas no intervalo 5,4
a 5,6, por exemplo. Dizemos entdo que construimos uma tabela de freqiiéncias
com perda de informagao.

1.1.3 Histograma

A representacao grafica por exceléncia para a distribuicdo de uma variavel
aleatoria é o histograma.

Figura 1.3: Histograma vivo para alturas de estudantes. Mulheres em branco,
homens em preto. As alturas em pés (1 pé=30.5cm). Note que duas populagoes
diferentes sdo aparentes. A separagdo em dois histogramas diminuiria a largura
de cada um dos histogramas resultantes. O histograma sugere uma distribuicao
bimodal de alturas (uma moda para cada sexo).



1.1. Variaveis Aleatorias

Na versdo mais simples apenas representamos a tabela de freqiiéncias em
um grafico com barras da seguinte maneira.

Frequéncia
-
=}

94[] 145 150 155 160 165 170 175 180
Altura (cm)

Figura 1.4: Os riscos no eixo horizontal indicam a localiza¢do das medidas. O
histograma é uma representacao da contagem dos pontos em cada intervalo e
nos da uma idéia imediata da distribuicao da variavel aleatoéria.

Pela defini¢do de variavel aleatoria a distribuigdo p(x) nos daré a chance
de encontrarmos as medidas em um certo intervalo de largura Az quando
calcularmos o produto p(z)Az. No nosso exemplo Az = 0,2. Se quisermos
saber p(z) precisamos que em cada intervalo i 0,2 x p; = f;, onde f; sdo
as freqiiéncias relativas tabeladas acima. Assim, por exemplo, no intervalo
4,8 + 5,0 teremos que p; = 0,035/0,2 = 0,175, po = 0,07/0,2 = 0,35,p3 =
0,31/0,2 = 1,55 e assim por diante. A funcdo p(x) é denominada densidade de
probabilidade e serve para conectarmos as observacgoes empiricas de varidveis
aleatérias & teoria matemética das probabilidades. A partir do histograma
podemos entao construir um grafico para a densidade de probabilidade o que
fazemos a seguir.

Histogram of cavendish

15

10

Density

1 Ll L CLI L T
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48 5.0 52 54 56 58 6.0

cavendish

Figura 1.5: Densidade de probabilidade. A curva sobreposta é uma tentativa
de estimar qual seria o aspecto geral do histograma se repetissemos as medidas
muitas vezes e construissemos um novo histograma com divisdoes bem finas.
A area de um intervalo abaixo da densidade corresponde & probabilidade de
ocorréncia deste intervalo de valores da variavel aleatoria.



1.2. Medidas Resumo

O histograma obtido a partir de uma amostra nos traz informacao sobre a
densidade de probabilidade. De forma geral podemos dizer que:

O histograma é uma estimativa amostral da densidade de probabilidade
p(z) que define a variavel aleatoria X.

1.2 Medidas Resumo

A questao que tentamos responder experimentalmente continua, no entanto, em
aberto. Qual seria a densidade da Terra? Nossa amostra pode ser descrita por
uma distribuicao de valores que explicita as variagoes devido a erros estatisticos.
Gostariamos agora de extrair dessa amostra um valor que melhor representasse
o que obteriamos se pudéssemos realizar as mesmas medidas livres de erros.
Suponhamos que os erros aumentassem ou diminuissem o valor “real” com
probabilidades idénticas. O valor livre de erros deveria entao estar no centro
da distribuicao observada. O centro da distribuicao é representado por uma
medida de posi¢ao ou de tendéncia central. O erro de nossas medidas é descrito
pela largura da distribuicao denominada medida de dispersao ou variagao.

1 5 T T T T
10 - .
| disperséao
51 - ou i
variagao
0 | | |—|_ _| |
0 2 4 6 8 10
posicdo

ou
tendéncia central

Figura 1.6: Uma distribuicao pode ser descrita de forma resumida por uma
medida de posicao e uma medida de dispersao.

1.2.1 Medidas de Posigao

H4 trés alternativas populares para medidas de posi¢ao: mediana, moda, mé-
dia.



1.2. Medidas Resumo

1.2.1.1 Mediana

[A mediana & o menor valor maior do que 50% dos dados da amostra. ]

A determinagdo é muito simples: se o rol contiver um ntmero impar de
dados subtraimos um, dividimos por dois e pegamos o ponto do meio; se o
numero de dados for par, dividimos ao meio e utilizamos a média entre o
altimo dado a esquerda e o primeiro & direita. Exemplificando em nosso rol
teremos:

4,88 [ 5,07 | 5,10 | 5,26 | 5,27 | 5,29 | 5,29 | 5,30 | 5,34 | 5,34
5,36 | 5,39 | 5,42 | 5,44 | 5,46 * | 5,47 | 5,50 | 5,53 | 5,55 | 5,57
5,58 | 5,61 | 5,62 | 5,63 | 565 | 5,68 | 5,75 | 5,79 | 5,85

Tabela 1.3: Temos n = 29. A mediana serda entao definida pelo o dado na
posicao (rank ou ordem) de nimero 15. Mediana= 5, 46.

Note que alteracoes nos dados que nao mudem a quantidade de dados em
cada um dos lados da mediana ndo modificam seu valor. Por exemplo, se
substituirmos x99 = 5,85 por za9 = 585 teremos o mesmo valor. Dizemos que
a mediana é uma medida de posicao

1.2.1.2 Moda

[A(s) moda(s) é(sdo) o(s) valor(es) mais freqiiente(s). j

A moda esté definida também para varidveis nominais (por exemplo: nomes,
marcas, localidades, sexo, estado civil). Além dessa aplicacdo 6bvia, a moda
é util como ferramenta de diagnéstico para a presenca de representantes de
duas populacoes diferentes em uma amostra. Neste caso a moda serd muito
diferente da mediana e da média. Um exemplo ilustrativo é exibido a seguir:



1.2. Medidas Resumo
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Figura 1.7: Histograma (& direita) para medidas do comprimento do corpo
de formigas verdes operarias (& esquerda). O histograma pode ser consider-
ado, desprezando-se pequenas flutuagoes estatisticas, como sendo bimodal. As
modas seriam 52,5 mm e 82,5 mm. A bimodalidade sugere a presenca de repre-
sentantes de duas populacoes distintas na amostra. Note que a mediana estaria
localizada entre as modas. A diferenca entre modas e mediana é um indicio
da presenca de duas populacoes distintas. Para decidirmos se ha ou nao duas
populagoes seria necessario calcularmos o risco de estarmos errados caso de-
cidissemos que ha duas populagoes. O caculo deste risco é parte do processo
de teste de hipdteses.

Nos dados do experimento de Cavendish a moda pode ser localizada facil-
mente na tabela de freqiiéncias ou no histograma como sendo MODA=54.

1.2.1.3 Meédia

meédia aritmética pode ser interpretada como uma forma de utilizar o fato

A d tmét d t tad f de util fat
e erros estatisticos ocorrerem com igual probabilidade para cima e para baixo

d tatist 1 babilidad b

do valor “real” para obter estimativas mais precisas pela replicacao de um ex-

perimento. A média em uma amostra ¢ definida da seguinte forma:

__ Titmt 4, I —n <
T = = *Zj:1 xj , onde x1,Z2,...,x, s40 obser-
n

vagoes contidas na amostra.

Para nosso exemplo teremos = = 5, 448.

Figura 1.8: Se imaginarmos que cada dado é um pequeno peso posicionado na
posicao equivalente ao seu valor na reta, a média pode ser compreendida intu-
itivamente como o ponto de equilibrio (centro de massa) do histograma. Dessa
forma esperamos que uma pequena quantidade de valores extremos (como no
lado direito da figura) domine o célculo da média. A média é, portanto, uma
medida pouco robusta, muito sensivel a valores raros mas extremos.



1.2. Medidas Resumo

1.2.2 Medidas de Dispersao

A cada medida de posi¢io corresponde uma medida de dispersdo, para as trés
medidas de posi¢ao que apresentamos acima temos, respectivamente: a distan-
cia interquartis, a largura & meia-altura e o desvio padrao.

1.2.2.1 Distancia Interquartis

A distancia interquartis (inter-quartil ratio=IQR) é

distancia interquartis (inter-quartil ratio=IQR) é a largura da caixa
que contém 50% dos dados no centro da amostra. IQR = Q3 — Q1,
onde Q1 é o primeiro quartil definido pelo menor valor maior que 25%
dos dados e @3 é o terceiro quartil, definido como o menor valor maior
que 75% dos dados.

Os quartis s@o obtidos ao calcularmos o sumério de cinco ntimeros que
serve para construirmos o boxplot. O boxplot é uma forma alternativa para
representacao de uma distribuicao, mais detalhada do que uma simples par de
medidas resumo mas menos detalhado do que seria um histograma. Para o
exemplo que estamos discutindo temos:

488 [ 5,07 | 5,10 | 526 ] 527 | 529 5,34 | 5,34
5,36 | 5,39 | 542 | 544 | 5,46 * | 5,47 | 550 | 553 | 5,55 | 5,57
5,58 563 | 5656 | 5,68 5,7 | 579 | 585

Tabela 1.4: O primeiro quartil esté localizado entre o sétimo e o oitavo dados
sendo Q1=5,295. Ja o terceiro quartil esta situado entre o vigésimo segundo e
o vigésimo terceiro dados Q3=5,615. IQR=5,615-5,295=0,32.

A distancia interquartis pode ser visualizada ao compararmos o boxplot
equivalente ao histograma dos dados.
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1.2. Medidas Resumo
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Figura 1.9: Box plot e histograma para o experimento de Cavendish. A linha
tracejada representa a posicdo da mediana. Dentro da caixa temos 50% das
observacgOes. A largura da caixa é o IQR e representa a largura do histograma.
No nosso exemplo IQR=0,32.

Como a mediana, o IQR também é uma medida de dispersao

1.2.2.2 Largura a meia-altura

A largura a meia-altura (LMA) é a largura do histograma na metade
da freqiiéncia maxima.

A forma mais direta para determinacdo da LMA é através da tabela de
freqiiéncias ou do préprio histograma.

8,
6
_______________ LMA I
ar
2,
o l—’— 1
48 5 52 54 56 ) 6
MODA

Figura 1.10: A LMA é determinada medindo-se a largura do histograma na
metade da altura maxima. Em nosso exemplo LMA=0,6.
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1.2. Medidas Resumo

1.2.2.3 Desvio Padrao

O desvio padrao é uma medida da distancia média dos dados em relagao a
média. Para determina-lo primeiro calculamos a variancia.

VAR. (T =T+ (22 =7 + - + (@, — 7)?
n
n 2

de livro de Estatistica, VAR = 3", (z; — T)*.

ou, para ficar com cara

O desvio padrao ¢é a raiz quadrada da variancia:

E)P: \/(ﬁm—x)2+(x2—x)2+...+(xn_x)2 _ IR

n

Para ilustrar realizamos o calcula passo a passo em nosso exemplo. A
média é T = 5,45 (aqui arredondamos para duas casas decimais para facilitar
os célculos). Comegamos por calcular os residuos (z; — ) :

4,88°5,45—0,57 | 0,38 | -0,35 | 0,19 | 0,18
0.16 20.16 | -0.15 | -0.11 | -0.11
20,09 70,06 | 0,03 | -0,01 | 0,01
0,02 0,05 | 0,08 | 0,10 | 0,12
0,13 0,16 | 0,17 | 0,18 | 0,20
0,23 0,30 | 0,34 | 0,40

Tabela 1.5: Note que a soma dos residuos é nula devido a defini¢do da média.

Em seguida, elevamos os residuos ao quadrado.

(—0,57)2=0,32 | 0,14 | 0,12 | 0,036 | 0,032
0,026 0,026 | 0,022 | 0,012 | 0,012
0,008 0,0036 | 0,0009 | 0,0001 | 0,0001
0,0004 0,0025 | 0,0064 | 0,01 | 0,0144
0,0169 0,0256 | 0,289 | 0,0324 | 0,04
0,0529 0,00 | 0,1156 | 0,16

Tabela 1.6: A variancia é o residuo quadratico médio. Note que a varidncia,
assim como a média é sensivel a poucos dados muito afastados da média. Neste
caso a variancia serd VAR=0,047. O desvio padrao serda DP=,/0,047 = 0, 22.

No experimento de Cavendish podemos afirmar que a precisao de
medida é de 0, 22 , para mais ou para menos, e que a nossa melhor estimativa no
momento para o valor da densidade da Terra é T = 5,45. Como ji comentamos,
a repeticao de medidas ir4 aumentar a precisao do resultado final num processo
de cancelamento de erro. Especificamente, o erro ira ser reduzido em 1/\/n—1
onde n representa o numero de medidas. Em nosso exemplo o erro final serd

12



1.3. Exercicios

0,22/,/38 = 0,04. A densidade da Terra que resulta do experimento pode ser
finalmente divulgada como T = 5,45 4+ 0, 04.

1.3 Exercicios

1.3.1 Comparando Populacgoes

Uma das principais aplicagoes da Estatistica é a comparacao de amostras prove-
nientes de duas populagoes diferentes. O objetivo neste tipo de tarefa é a de-
terminagao do efeito de variaveis que estao sendo controladas sobre a variagao
de medidas. Mulheres que amamentam secretam calcio no leite. Parte deste
calcio pode ser proveniente de seus proprios ossos, assim algumas mulheres
podem experimentar perdas 6sseas durante este periodo. Com o objetivo de
medir as perdas Osseas, pesquisadores mediram o percentual de mudanca do
contetido 6sseo em trés meses em 20 mulheres em fase de amamentacao e 10
mulheres de idades semelhantes que nao estavam nem lactantes nem gravidas.
Os dados sdo tabelados abaixo.

] lactantes \ nao-lactantes |
4725 49| 2708240009 |-02] 10
53| 83 | 2.1 68 | 43 | 1.7 [ 2.9 | 06 | -16 | 2.2
22 | 7.8 | =31 | -1,0 | 6,5
18] 52 57 7003

Tabela 1.7: Percentual de mudanca do conteiido 6sseo em trés meses de mul-
heres lactantes e de outras mulheres.

Mulheres em fase de amamentacao apresentam mais perdas 6sseas do que
outras mulheres?

A forma mais direta de procedermos consiste em: 1. organizar os dados em
um rol; 2. calcular o sumdrio de 5 nimeros e construir um boz plot.

13



1.3. Exercicios

(a) Os dados organizados ficam

Mulheres em fase de amamentacio Outras mulheres
8,3 7.8 7.0 -6.8 6,5 22 [ a6 [ 06 [ 02 [ 00
5,7 5,3 5.2 4.9 4,7 09 | 10 | 17 | 24 | 29
4,3 3,1 2,7 2,5 2,1
1,8 -1,0 0.8 0,3 22

Sio dois os sumarios possiveis: média e desvio padrio e os 5 numeros (min, max,mediana,q1,q3). Optamos pelos
sumiria de 5 nimeros.

Mulheres em fase de amamentacio QOutras mulheres
MIN | ©Q1 [MEDIANA] Q3 [ MAX MIN | Q1 [MEDIANA] Q3 | MAX
83 | 61 | 45 | 195 | 22 22 | 06 | 045 | 17 | 29

(c) A representacio mais adequada ¢ o Box plot.

A
B i e ittt
B S T
PO SUSNRN SN p— S —
PERDA
OSSEA 5l _L ______________
(%)
4 1
6 [ e——t oo
I _L fffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

LACTANTES NAO-LACTANTES

() O Box plot apresenta evidéncia de maior concentracio de perdas em mulheres lactantes, com a mediana e
terceiro quartis negativos. Uma conclusio mais definitiva dependeria de um teste de hipoteses para diferencas entre
médias.

Figura 1.11: Solugao para o exercicio.

1.3.2 Darwin e Galton

Em seu livro 1876, The Effect of Cross-and Self-fertilization in the Vegetable
Kingdom, Darwin descreveu uma série de experimentos projetados para demon-
strar que a fertilizacao cruzada contribuiria para produzir plantas com cresci-
mento mais vigoroso do que aquele observado em plantas auto-fertilizadas.
Para a analise estatistica dos dados Darwin consultou seu primo Francis Gal-
ton um dos pioneiros da bioestatistica (e da eugenia).

14



1.3. Exercicios

‘ . Francis Galton
Charles Darwin (1822-1911)

(1809-1882)

Os dados a baixo representam as alturas finais em polegadas plantas prove-
nientes de pares de sementes de mesma idade. Em um tratamento (Cross) a
fertilizacdo foi cruzada, no outro (Self) houve auto-fertilizagdo. Ha evidéncia
de diferenca entre os tratamentos de fertilizagao?

235 | 17,4
12,0 | 204
21,0 | 20,0
22,0 | 20,0
19,1 | 184
21,5 | 18,6
22,1 | 18,6
204 | 15,3
18,3 | 16,5
21,6 | 18,0
233 | 16,3
21,0 | 18,0
22,1 | 12,8
23,0 | 15,5
12,0 | 18,0

1.3.3 Eficiéncia Agricola

A introdugdo de técnicas estatisticas é em grande medida responséavel pela
revolucao verde na segunda metade do século 20. Um tipico problema em
agricultura é a determinacao do rendimento de uma lavoura em funcao de
caracteristicas do solo ou de plano de plantacdo. O rendimento em kg de uma
plantacao de milho depende da taxa de plantas por acre. A tabela a seguir
mostra o rendimento de para varias taxas de plantas por acre:

15



1.3. Exercicios

Mil Plantas/acre Rendimento (1000 kg/acre)
12 3.8 2,9 3.0 3.6
16 4,2 3.1 3.4 3.8
20 4.2 3.3 3,5 3.8
24 3.4 3.5 4.0
28 3.0 3.8

(1) Represente os dados da tabela graficamente. (2) Calcule o rendimento
médio e o desvio padrao para cada taxa de plantas por acre. (3) Represente
a média e o desvio padrdo de forma grafica (pontos com barras de erro). (5)
Qual taxa de plantas por acre vocé sugeriria com base nas anélises acima ?

m

4.5
T . .
& 4 °
2 3 [] [} .
= .
g 3,54 ° : ]
2 s 8 * .
£
T 25
&
2 T T T
10 15 20 25 30
Mil Plantas/acre
@ Mil Plantas/Acre | Rendimento médio | DP
) 12 33 044
16 3,6 0,48
20 37 0,39
24 3,6 0,32
28 34 057
(3)
45
®
g 4
2 e,
g 354 e
=]
g o
@
E
T 254
D
o
2 . T T
10 15 20 25 30

Mil Plantas/acre

Figura 1.12: Solucao para o exercicio 3.

1.3.4 Meédia e Mediana

1. Em uma pesquisa envolvendo alunos formados em uma universidade par-
ticular a média e a mediana da renda mensal foram mensuradas. Os
resultados (ndo necessariamente na ordem certa) foram R$ 3000,00 e RS
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1.3. Exercicios

4000,00. Qual seria a média e qual seria a mediana? Justifique sua re-
sposta descrevendo o raciocinio utilizado.

2. O histograma abaixo mostra a distribui¢ao de alturas em centimetros de
uma particular populacdo de mulheres idosas. Marque sobre o grafico a
localizacao aproximada da média. Estime visualmente o valor e marque
sobre o grafico o desvio padrdo desta populagao.

Frequiéncia
»
5

?40 145 150 155 160 165 170 75 130
Altura (cm)

3. Nas figuras a seguir identifique qual das marcacoes é a média, qual a
mediana e qual a moda.

ABC AR C
2] (]

ABC
L]

1.3.5 Avaliagcao de Desempenho

Outra aplicagao central de técnicas estatisticas é a avaliagao de desempenho
quando indicadores apresentam flutuagoes aleatérias. Os dados abaixo repre-
sentam as cestas por partida de 2 jogadores de basquete, contadas por totais
de pontos marcados. Apresente os resultados de forma de grafica e compare os
resultados dos dois jogadores.

’ Jogador 1 \ Jogador 2 ‘

15 50
45 12
32 46
16 10
30 20
90 0

26 52
52 44
34 10
40 45

17



1.3. Exercicios

1.3.6 Diagnéstico

Representagoes graficas e Estatistica podem ser empregadas para o deteccao de
problemas em areas variadas, por exemplo, na gestao de negocios. O dono de
uma venda desconfia que um de seus vendedores tem aconselhado seus fregueses
a realizarem suas compras em outro estabelecimento. Para testar sua hipotese,
ele contou o nimero de vendas realizadas a cada dia como funcao das horas que
aquele funcionério passou atendendo os clientes. O estabelecimento ficou aberto
durante o mesmo periodo de tempo em todos os dias, com outros funcionarios
responsaveis pelas vendas quando o funcionario suspeito nao estava presente.
Baseado apenas nos dados recolhidos abaixo para 9 dos dias em que as medidas
foram feitas, verifique se as suspeitas do dono da venda s@o razoaveis.

| Horas trabalhadas | Pecas vendidas |

4 20
50
60
20
40
60
80
60
10

| DN = ~J| Ot Co| DO O

1.3.7 Decisao

A Estatistica fornece uma série de ferramentas para decisao utilizando infor-
magao quantitativa como no exemplo que segue. O dono de uma venda de-
sconfia que um de seus vendedores tem aconselhado seus fregueses a realizarem
suas compras em outro estabelecimento. Para testar sua hipoétese, ele contou
o namero de vendas realizadas a cada dia como funcao das horas que aquele
funcionario passou atendendo os clientes. O estabelecimento ficou aberto du-
rante o mesmo periodo de tempo em todos os dias, com outros funcionéarios
responsaveis pelas vendas quando o funcionério suspeito nao estava presente.
Baseado apenas nos dados recolhidos abaixo para 9 dos dias em que as medidas
foram feitas, verifique se as suspeitas do dono da venda sdo razoaveis.

] Transporte publico \ Automovel ‘

28 29
29 31
32 33
37 32
33 34
25 30
29 31
32 32
41 35
34 33
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1.4. A Distribui¢do Normal

1.4 A Distribuicao Normal

A descricdo completa de fendmenos aleatoérios é fornecida pela distribuicao de
probabilidade da variavel aleatoria que pode ser estimada em uma amostra
pela construcdo de um histograma. Alguns tipos de histograma aparecem de
forma recorrente e podem ser justificados por modelos matematicos para pro-
cessos aleatorios. Uma das formas mais genéricas é a distribuicdo em forma
de sino conhecida como distribuicdo normal ou distribui¢ao gaussiana. Galton
formulou um experimento que nos mostra visualmente de que forma emerge a
distribui¢do normal. A tdbua de Galton (também conhecida como quincunz)
esté representada na figura a seguir.

FIG.7. FIG .8. FIG.9.

1S

1S
[

)
]

Figura 1.13: Quincunx de Galton em trés variantes. As bolinhas caem até as
calhas da extremidade inferior colidindo de forma aleatoéria com os pinos no
caminho. Ao aumentarmos o tamanho da tabua observamos a formacao do
histograma em forma de sino.

Para entendermos um pouco dos elementos necessarios para a formacao da
distribuicao gaussiana podemos tentar construir um modelo matematico para
o funcionamento do quincunx. Uma bolinha em queda se choca com um dos
pinos da tadbua e tem chance igual de ir para direita ou para esquerda a partir
de sua posi¢ao inicial no centro. que identificamos por Sy = 0 . Se for para
a direita diremos que ela se deslocou a distancia positiva X;em seu primeiro
passo. Se de deslocar para a esquerda diremos que a distancia é negativa.
Sucessivamente a bolinha ird se chocar com pinos nas fileiras subseqiientes se
deslocando, respectivamente, X5 , Xge assim por diante até X,,. A distancia
total a partir do centro no final ird definir a divisdo da calha na qual a bolinha
ird ser depositada e serd a soma dos deslocamentos ao atravessar cada fileira:

Sn=X1+Xo+ X3+ -+ X,

A distribuicdo da varidvel aleatoria S,tende ao formato do sino a medida
que n cresce. Este é o conteudo do Teorema do Limite Central. Basta que
tenhamos uma soma grande de numeros aleatérios independentes para darmos
origem a uma distribuicao normal. O interesse da distribuicao é, no entanto,
muito mais amplo, pois, podemos utilizar o mesmo modelo matematico do

19



1.4. A Distribui¢do Normal

quincunx para descrevermos fen6menos mais corriqueiros. Por exemplo, alturas
de pessoas ou tamanho de folhas.

! Frequency diagram or histogram

q\. of leaf lenaths
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Figura 1.14: Histograma para o comprimento de folhas. Podemos imaginar que
exista um comprimento basico (médio) de folhas e que um grande nimero de
fatores se some para produzir variacoes deste comprimento para cima ou para
baixo, condi¢oes suficientes para emergéncia de uma distribui¢do normal.

A distribuicdo normal apresenta propriedades matematicas que nos possi-
bilitam uma interpretacdo direta do que sdo medidas tipicas e do significado
do desvio padrao.

{ i i
-2.58¢0 -G -LeA T -1.00 ~6.76 +H7g HOe e HAc 1256

50% of the area
' 68% of the areq

A% of +e area,
d45% of the Arq

st

99 % of the areq

Figura 1.15: Lembrando que a area sob a densidade de probabilidade descreve
o percentual de casos no intervalo. A distribuicdo normal é simétrica, a média
(mean), a mediana e a moda situam-se no centro. 50% dos dados ficam em
um intervalo que vai da média - 0,670 até a média + 0,670. 68% dos dados
estdo no intervalo entre média - o até a média + o. 95% dos dados estdo entre
média - 20 até a média + 20.

A distribuicdo normal acontece com muita freqiiéncia, assim em geral é
um bom comeco supormos que o histograma de nossa amostra ir4 tender a
uma distribuicdo normal conforme aumentamos seu tamanho. E claro que
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1.4. A Distribui¢do Normal

essa suposicdo nem sempre estarad correta pois hd uma série de fendmenos
cuja distribuicao difere bastante de uma normal, no entanto em Estatistica
sempre trabalharemos com algum tipo de versao aproximada da realidade.
Um exemplo de distribuicdo muito diferente de uma normal é a distribuicao de
rendas familiares.

BRAZIL AND GREATER SAO PAULO, 1987
Family income distribution

Brazil RMSP, 1987
Income brackets

15 < 4 207%
4- 8 281%
8-15 260%
15-30 17,2%
Sao Paulo 30< @ 7,9%

Frequency (%)
23

§ 10 18 20 25 30
Source: IBGE, PNAD Minimum wage (Mw)
s, 92

Figura 1.16: Distribui¢ao de renda familiar na Grande Sao Paulo e no Brasil.
Note que a concentracdo de renda é maior no Brasil do que em Sao Paulo. As
distribuicoes sao assimétricas e a chance de grandes desvios da média é maior
do que na distribui¢do normal.

1.4.1 Escore Z

A distribuic¢ao normal permite uma definicao bastante especifica de valores altos
ou baixos. O que significa uma pessoa ser alta ou baixa, ou o que significa uma
nota no vestibular alta ou baixa? Nossa espectativa inicial é que as notas
do vestibular tenham distribuicao normal. De fato isso ocorre nas disciplinas
humanisticas, mas ndo em matematica ou fisica. Na figura a seguir mostramos
um histograma das notas da primeira fase da FUVEST na area de exatas em
2007.

|— Media: 41.1

88 a0u: 1 ——t
T [ |
B3 E m [
B
83 Tew
o 1 =
B 1mm
of 1% —
- e 1
B5 oe%-:
S j |Lm~
B 0 i T
Og 0 5 10 15 20 25 0 B 40 45 30 B 60 68 0 7S 80 8 0

Pontos

Figura 1.17: Apesar de claramente assimétricas (menos pessoas com notas
altas do que baixas) em uma primeira aproximagio as notas da FUVEST tem
distribuicdo normal. A média do histograma é T = 41,1 e o desvio padrao é
o = 15 (localize-os na figura). Como podemos julgar se fomos bem ou mal no
vestibular?

Para sabermos se fomos bem ou mal no vestibular podemos usar as pro-

21



1.4. A Distribui¢do Normal

priedades matemaéticas da distribuicao normal para definir o escore Z.

xTr —
z =

. O escore Z indica quantos desvios padrao a observagao x

dista dg média. Supondo que o histograma da variavel aleatoria tem a
forma de uma distribuigdo normal (que é uma aproximagdo, mas uma
boa aproximacdo como ponto de partida), de posse da estatistica Z,
podemos consultar uma tabela para sabermos o percentual de obser-
yacgoes que estaria abaixo do valor observado.

Digamos que nossa nota no vestibular foi x = 60. Serd que fomos bem ou
60 — 41,1

mal no vestibular. O escore Z serd z = = 1,26. Qual o percentual

de candidatos com nota mais baixa do que a que obtive? A tabela Z (ou
da normal padrao) mostra a probabilidade de observagoes menores do que z,
denotamos esta probabilidade por ®(z)( letra phi maitascula). Na tabela da
préxima, pagina temos em cada linha os primeiros dois digitos do valor de Z e
em cada coluna o dltimo digito.
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1.4. A Distribui¢do Normal

[ =] oo 0T 002 [ 003 0.0 [ 005 U06 | 00 .08 000 |

-3.4 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002
-3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
-3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0006 0.0008 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
-3.1 0.0010 0.000% 0.0004 0.0009 0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007
-3.0 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
-2.0 0.0019 0.0018 0.001% 0.0017 0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
-2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
-2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0031 0.0030 0.0020 0.0028 0.0027 0.0026
-2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0041 0.0040 0.0030 0.0038 0.0037 0.0036
-2.5 0.0062 0.0060 0.00549 0.0057 0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0043
-2.4 0.0082 0.0050 0.0078 0.0075 0073 0.0071 0.0060 0.0068 0.0066 0.0064
-2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.0009 0006 0.0004 0.0001 0.0080 0.0087 0.0084
-2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0125 0.0122 0.0116 0.0116 0.0113 0.0110
-2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
-2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183
-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0230 0.0233
-1.8 0.0350 0.0351 0.0344 0.0336 0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0204
-1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0409 0.0401 0.03492 0.0354 0.0375 0.0367
-1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0505 0.0405 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0618 0.0606 0.0504 0.0582 0.0571 0.0550
-1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681
-1.3 0.0968 0.0051 0.0034 0.0018 0g01 0.0885 0.0860 0.0853 0.0838 0.0823

-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1003 1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0085
-1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
-1.0 0.1587 0.1562 0.1530 0.1515 1402 0.1460 0.1446 0.1423 0.1401 0.13790
-0.9 0.1841 0.1814 01788 0.1762 1736 01711 0.168E 0.1660 0.1635 0.1611
-0.8 0.2119 0.2080 0.2061 0.2033 2005 0.1977 0.19406 0.1922 0.1894 0.1867
-0.7 0.2420 0.2380 0.2358 0.2327 2206 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148
-0.6 0.2743 0.2700 0.2676 0.2643 2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451
-0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2081 2046 0.2912 0.2877 0.2543 0.2810 0.2776
-0.4 0.3446 0.3400 0.3372 0.3336 3300 0.3264 0.3228 0.3102 0.2156 0.3121
-0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 3669 0.3632 0.3504 0.3557 0.3520 0.3483
-0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4000 4052 0.4013 0.3074 0.3036 0.3807 0.3850
-0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247
-0.0 0.5000 0.4060 0.4920 0.4880 4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 5160 0.5100 0.5230 0.5270 0.5310 0.5350

0.5308 0.5438 0.5478 0.5517 EBET 0.5506 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753

0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 5048 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141

0.6170 0.6217 0.6255 0.6203
0.6554 0.6501 0.6628 0.6664
0.6915 0.6950 0.6935 0.7019
0.7257 0.7291 0.7324 0.7357
0.7680 0.7611 0.7642 0.7673
0.7881 0.7910 0.7934 0.7967
0.8150 0.8186 0.8212 0.8238
0.8413 0.8438 0.8461 0.8486
0.8643 0.8665 0.8686 0.8708
0.8840 0.8860 0.8888 0.8007
0.0032 0.9040 0.0066 0.9082
0.0102 0.9207 0.0222 0.0236
0.0332 0.9345 0.0357 0.9370
0.5452 0.9463 0.5474 0.9484
0.9554 0.9564 0.9573 0.0582
0.0641 0.9640 0.0656 0.0664
0.8713 0.9716 0.5726 0.9732
0.0772 0.9778 0.0783 0.0788
0.9821 0.9526 0.5830 0.95834
0.85861 0.9864 0.5868 0.9871
0.0803 0.0896 0.0808 0.2001
0.5918 0.9520 0.0922 0.9925
0.0038 0.9240 0.0041 0.0043
0.0053 0.0055 0.0056 0.0057
0.5965 0.9966 0.5967 0.9968
0.0074 0.9975 0.9976 0.907T7
0.0081 0.0082 0.0082 0.0083
0.9987 0.9987 0.59587 0.9988
0.2900 0.9291 0.9991 0.2001
0.9903 0.9993 0.0004 0.9004
0.9905 0.9595 0.5965 0.9996
0.9007 0.9997 0.9997 0.2007

6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
G700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6870
7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
7380 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7540
TT04 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
Too5 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
8264 0.8280 0.8315 0.8340 0.8365 0.8380
0] 0.8631 0.8554 0.8577 0.8500 0.8621
8720 0.8740 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
8025 0.8044 0.8062 0.8080 0.8007 0.0015
0009 0.0115 0.9131 0.0147 0.0162 0.9177
0251 0.9265 0.0270 0.0202 0.0306 0.9319
0382 0.9304 0.9406 0.0418 0.0429 0.9441
0405 0.9505 0.9516 0.0525 0.8535 0.9545
0501 0.9500 0.0608 0.9616 0.0625 0.9633
0671 0.9678 0.0686 0.0603 0.0600 0.9706
0738 0.8744 0.9750 0.9756 0.8761 0.9767
0703 0.0708 0.0803 0.0808 0.0812 0.9817
0838 0.55842 0.95846 0.9850 0.6854 0.9857
0875 0.9878 0.9881 0.0554 0.9837 0.9890
0004 0.0908 0.0000 0.0011 0.0013 0.9016
027 0.9929 0.9631 0.0932 0.6034 0.9836
0045 0.0046 0.0048 0.0040 0.0051 0.9052
00590 0.0960 0.0061 0.0062 0.0063 0.0064
0969 0.5970 0.9971 0.0972 0.6973 0.9674
0077 0.2978 0.0970 0.0070 0.2080 0.9081
0084 0.0084 0.0085 0.0085 0.0086 0.0086
0.9959 0.9989 0.0956 0.8990 0.9690
0.2902 0.0002 0.0002 0.0003 0.9293
0.0904 0.9904 0.0905 0.0005 0.9005
0.9906 0.9596 0.9996 0.6996 0.9697
0.9007 0.0007 0.0007 0.0007 0.9008
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Figura 1.18: Tabela Z (normal padrdo). A nossa nota tem valor z=1,26. Bus-
camos a linha 1,2 e a coluna 0,06 para acharmos ®(1,26) = 0,8962. Ou seja,
nossa nota foi maior do que a de aproximadamente 89,62% dos candidatos.
Podemos afirmar que fomos bem na prova.

O escore Z também permite que representemos graficamente detalhes de

23



1.5. Estimacao Estatistica

distribui¢des, por exemplo, veja o grafico de referéncia para o peso de meninos
pela idade.

Peso por idade MENINOS

Ministério H
Dos 5 aos 10 anos (escores-z) e Skl !ﬂﬂ

a

Idade (meses completos & anos)

Fonte: WHO Growht reference data for 5-19 years, 2007 (http://www.who.int/growthreflen/)

Figura 1.19: Cada linha da figura corresponde aos pesos com um certo escore
Z. Assim podemos dizer que 97,7% (z=2) das criangas de 9 anos pesam menos
que 39,5 kg (localize este ponto no grafico). Os escores Z permitem que um
grafico apenas transmita muito mais informacao.

1.5 Estimacao Estatistica

Frequentemente desejamos medir alguma quantidade em uma populagao in-
teira com recursos e tempo escassos. As técnicas de Estatistica permitem
grande economia de trabalho nessas circunstincias. O procedimento denomi-
nado estimacdo estatistica consiste da extracao de informacao relativa popu-
lacao através da observagdo de uma amostra dessa populagdo. Como ilustragao
suponha que desejemos realizar uma pesquisa de opinido. Cada questao sendo
respondida na forma de uma escala de 1 a 5. Queremos avaliar a nota média
em uma populacdo. A esta média populacional denominamos pardmetro pop-
ulacional. Se tivéssemos recursos suficientes poderiamos colher respostas de
toda a populagao realizando um censo, no entanto, utilizaremos as técnicas da
estimagcao estatistica para obtermos uma estimativae da escala média utilizando
uma amostra (veja a figura).
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Variavel

c02005 28
. i
Estatistica mf* Média Amostral = 3.75

amostra

tougl L ik
Parametro “‘q'w Média Populacional= 3.72

populacdo

Figura 1.20: Nossa variavel aleatoria corresponde a escala de pesquisa. Quer-
emos determinar o valor de um parametro populacional, no caso, a resposta
meédia aos questionarios. Como nao temos recursos suficientes para realizarmos
um censo que permitiria a determinacao direta do parametro populacional, col-
hemos uma amostra. Qualquer céalculo que facamos utilizando dados de uma
amostra é denominado uma estatistica. Assim calculamos a resposta média
na amostra como uma estatistica que sirva como um estimador do parametro
populacional.

Ao escolhermos uma amostra particular corremos o risco de obtermos uma
estimativa muito diferente do parametro populacional. Nao temos como saber
se nossa amostra esta proxima ou nao do parametro populacional a menos que
realizemos um censo. A teoria de probabilidades permite, no entanto, que de-
terminemos um intervalo que contenha o valor do pardmetro populacional com
probabilidade definida. Em outras palavras, conseguimos fazer uma afirmacao
sobre o valor do parametro populacional com risco definido de estarmos errados.
Para visualizarmos como isso pode ser possivel, comecemos por um experimento
mental (ou Gedankenexperiment, como Einstein costumava denominar). Imag-
inemos o que aconteceria se coletdssemos varias amostras e determinédssemos
estimativas utilizando cada uma delas. Os resultados certamente variariam,
esta variacao seria maior a medida que as amostras diminuissem de tamanho
e menor a medida que aumentassem. No limite, com amostras do tamanho de
populacao teriamos varios censos e a variacao seria nula.
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Figura 1.21: O Teorema do Limite Central garantira que as estimativas de mé-
dias obtidas utilizando amostras suficientemente grandes tenham distribuicao
normal. A distribuicdo das médias é denominada distribui¢do amostral. A
média da distribuigdo amostral é igual & média populacional p(letra mii, pro-
nunciada articulando-se um “u" e pronunciando um ‘“i"). O desvio padrdo é
igual a %, onde ¢ é o desvio padrao da populacao e n é o tamanho da amostra.

Note que nao conhecemos os pardmetros populacionais. Suponhamos, como
ponto de partida, que conhecamos o desvio padrao populacional o e o tamanho
da amostra n. Obtemos uma estimativa para a média populacional . Quere-
mos agora definir um intervalo que nos forneca 95% de chance de conter, caso
fizéssemos um censo, o valor populacional . Como poderiamos definir tal in-

e
estimativa ir4 variar de acordo com a distribuicdo amostral. A chance da mé-
dia populacional estar fora do intervalo é igual a chance de que o z escore de [
seja maior que 2 ou menor que -2. Ou seja, a chance é de cerca de 5%. Assim
podemos dizer que o intervalo definido tem chance de 95% de conter o valor
desconhecido da média populacional.

tervalo ? Suponha que definamos o intervalo como [ — 2—= ok o+ 2
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Figura 1.23: Histograma obtido ao medirmos alturas em uma amostra de
tamanho n = 115. Nossa expectativa inicial é de um histograma em forma
de curva normal, assim calculamos a média e o desvio padrao de nosso con-
junto de dados e com isso desenhamos uma curva normal sobre o histograma
para visualizarmos a semelhanca. A média na amostra é T = 1,71m e o desvio
padrédo é de o = 0,09m. Sabemos entdo que cerca de 68% dos dados estarao
no intervalo [1,62,1,80] e cerca de 95% dos dados estardo entre [1,53, 1, 89].
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Figura 1.22: Cada intervalo de confianca na figura é resultado de uma
amostragem. Na pratica coletaremos apenas uma amostra, em 95% dos ca-
sos u estard dentro de nosso intervalo. O risco de estarmos errados estard
sempre presente (sinto informa-los !).

Para darmos um exemplo concreto do processo de estimagao, digamos que
desejemos determinar a altura média em uma populacao. Para isso coletamos
uma amostra de tamanho n = 115 tomando o cuidado para que esta amostra
nao seja viciada, ou seja, para que o critério que usarmos na escolha da amostra
nao tenha relagdo com a variavel que queremos medir (assim, por exemplo, nao
iremos medir 115 jogadores de basquete ou 115 joqueis !). O histograma obtido
aparece na figura a seguir:

Um estimador sem viés é uma estatistica que tende ao parametro a medida
que aumenta o tamanho da amostra. Quanto mais rapido o valor do estimador
tender ao valor correto do paradmetro populacional mais eficiente ele serd. Um
estimador sem viés e eficiente para a média populacional sera a média amostral
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usual:

. X1t T2t F Xy . L1 .
bL=T= o estimador para a média populacional

n
coincide com a média amostral usual.

Em seguida precisamos avaliar a largura do intervalo de confianca. Para isso

precisamos de uma estimativa para o desvio padrao populacional . Um esti-
mador eficiente e sem viés para o desvio padrao amostral serd a raiz quadrada
da wvaridncia amostral, que é a varidncia usual dividida por n — 1 ao invés de

n.

(7 —2)2 4+ (22 —T)2 + -+ (z, — T)?
n—1

VARamostral =

O estimador para o desvio padrdo populacional serd entdo:

=V VAR mostral- NOte que esta estimativa estd relacionada com
desvio padrao calculado na amostra da seguinte maneira:

o n . . ~ , .
6=DP 71 ou seja, o desvio padrao usual tendera a subestimar

o desvio padrao populacional. Nas planilhas eletronicas ha sempre as
duas versoes. O desvio padrao populacional é nosso DP. O desvio
adrao amostral é nosso &.

Em nosso exemplo calculamos i =7 = 1,71 e DP=0,09. Para obtermos a

estimativa do desvio padrao populacional efetuamos a correcao acima de forma

/11
que 6=DP ﬁ =0,09 x 1,004 = 0,09 (note que para amostras grandes nao
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faz diferenca se usamos VAR ou VARgmostrai- O intervalo de confianga sera :

ﬁ (Fator de Confianca) x %. Aqui estamos utilizando uma @
n

mativa para o desvio padrao populacional ¢ no lugar do valor correto
o. E claro que esta estimativa tera ela propria um erro, que estamos
ignorando. Para amostras nao muito pequenas a aproximacgao é boa.
Para amostras pequenas ha uma versao avancgada deste calculo que leva
em conta estes erros (utilizando as chamadas distribui¢oes T de Stu-
dent). O Fator de Confianca ira depender do risco de estar errados que
aceitamos correr. Quanto menos risco aceitarmos menos informativa
serd nossa estimativa. Se quisermos 50% de chance de estarmos erra-
dos, escolheremos o fator de 0,67, se quisermos 32% de chance de erro,
escolheremos o fator como 1. Para 5% de chance de erro, o fator sera
\Qpara 0,3% sera 3.

Continuando nosso calculo teremos, para 95 % de confianca
0,09
V115

Aqui a convencdo é usar dois algarismos significativos quando o primeiro
significativo for 1 ou 2, e um algarismo significativo quando for maior que 2.
Assim obtivemos 0,017 e acrescentamos um algarismo significativo escrevendo
1,710. Outra foram alternativa de escrevermos o resultado é g = 1,710(17).

f=1,7142x =1,710 £ 0,017

1.5.1 Determinacao do tamanho de uma amostra

Podemos usar nossas técnicas para avaliar intervalos de confianca de forma
inversa para obtermos o tamanho da amostra n em termos do erro desejado.
Quanto menor o erro desejado, maijor serd o investimento em coleta de dados
que precisaremos fazer. O tamanho da amostra seré:

Fator de Confianca) x 617 . .
n = ( Z 6a) . Aqui um nivel de erro estatistico
Tro

aceitavel tem que ser fixado por nés. a estimativa para o desvio padrao
populacional tem que ser obtida em um estudo piloto, extraida de es-
tudos anteriores semelhantes ou simplesmente fixada a priori de forma
conservadora. O fator de confianca também é fixado por nés, sendo
tradicdo (ndo uma regra justificavel) fixar-se 2 para termos 95% de
onfianca.

Digamos entao que queremos saber o tamanho da amostra necesséria para
estimarmos alturas com erro de 5 cm para cima ou para baixo. Fixemos 6 =
0,10. Teremos entao

2
2x0,1
n= [ : =16

0,05
Assim, uma amostra com 16 pessoas seria suficiente apra atingirmos a pre-
cisdo desejada. Até agora apenas comentamos o caso de varidveis quantitati-
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vas, frequentemente, no entanto, desejamos estimar percentuais de ocupacao de
classes em varidveis qualitativas (por exemplo, no caso de elei¢gdes ou pesquisas
de opiniao). Neste caso teremos a seguinte expressio:

2
1
Primeiro calculamos n* = { T ] . A seguir obtemos o tamanho da
rro
n* ~
amostra como n = —— , onde N é o tamanho da populacao.Esta

14+ —

. . N 2 . . . 2 2z
estimativa para o tamanho de amostra é pessimista, ou seja, é possivel
que o erro que encontrarmos apos a pesquisa seja menor do que 0 erro
ue especificamos inicialmente.

Digamos entao que queremos saber se uma determinada populagao com
N = 5000 pessoas é contra ou a favor de certa idéia. Gostariamos de avaliar
os percentuais contra ou a favor com erro de 5% para cima ou para baixo.
Assim temos n* = (1/0,05)% = 400 e n = 400/(1 + 0,08) = 370. Ou seja,
precisariamos entrevistar 370 pessoas em uma estimativa pessimista.

1.6 Exercicios

1.6.1 Medidas Experimentais

Experimentos jamais fornecem apenas um valor quando repetimos medidas
muitas vezes. Quanto mais repetirmos as medidas maior tenderd a ser a
precisao de nosso resultado. Um experimento para determinacao da taxa
metabolica masculina. O consumo de calorias em um dia foi medido em uma
amostra de n = 7 individuos. As medidas obtidas em cal/dia estdo listadas na
tabela abaixo:

[1792 [ 1666 | 1392 | 1642 | 1460 | 1867 | 1439 |

Estime o consumo médio na populacao utilizando um intervalo de confianca
de 95%. (Siga os passos usuais: 1. calcule a média aritmética para estimar a
média populacional; 2. calcule a varidncia amostral e o desvio padrao amostral
para estimar o desvio padrao populacional; 8. calcule o intervalo de confianca
multiplicando o fator de confianca adequado (=2) pela estimativa do desvio
padrao populacional e divida pela raiz do tamanho da amostra menos um. Re-
sposta: fi = 1608 £ 150).
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1.6.2 Teste de Hipdteses

Figura 1.24: Os Shoshoni , tribos de nativos americanos do Wyoming, costu-
mavam decorar seus objetos de couro com retangulos. Em Lowie’s Selected
Papers in Anthropology (1970) Dubois,C. (ed) levantou-se a hipotese de que os
Shoshoni estariam empregando a razao durea em suas decoracoes.

a a+b

Figura 1.25: A razdo durea é definida como ¢ = — = =1,6180..... A razdo

aurea é utilizada para dimensionar a relacao entre largura e altura em arquite-

tura em artes plasticas correspondendo & razao de aspecto — = 0,6180....
¥

Gostariamos de testar a hipotese do uso da razdo durea pelos Shoshoni, para
isso foram colhidos os seguintes dados para a razdo de aspecto de molduras..

0.693 0.662 0.690 0.606 0.570
0.749 0.672 0.628 0.609 0.844
0.654 0.615 0.668 0.601 0.576
0.670 0.606 0.611 0.553 0.933

1. Construa um diagrama de ramo e folhas para visualizar a distribuicao
dos dados. 2. Construa um histograma. 3. Calcule o sumaério de 5 nimeros. 4.
Estime a razao de aspecto média na populacdo com um intervalo de confianca
de 95%. A razdo Aurea seria compativel com as observacoes com 95% de
confianca? (A razao durea estd dentro do intervalo estimado?)
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1.6.3 Empate Técnico

Uma, pesquisa pré-eleitoral foi conduzida utilizando-se uma amostra de tamanho
n = 5000 de uma populacdo de N = 10milhdes de eleitores. O candidato A
recebeu 44% das intencoes de voto e o candidato B recebeu 41% da preferéncia.
12% do eleitorado declarou intengdo de anular seu voto. Podemos afirmar que
o candidato A ganharia as elei¢oes?

1.6.4 Avaliando uma Medida em Relacao 4 uma Populagao

O nivel sanguineo de colesterol é importante devido aos riscos de doencga coro-
naria associados. Para meninos de 14 anos média populacional é estimada em
f = 170 mg/dl. com desvio padrdo de 6=30 mg/dl. Casos acima de 240
mg/dl requerem cuidados médicos especiais. Qual seria o percentual esperado
de meninos de 14 anos com necessidade de tratamento?
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