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Apresentacao

A proposta desse trabalho é otimizar o hedge dos derivativos contratados em
balcdo através de contratos de maior liquidez, como os listados nas bolsas de val-
ores. A otimizacdo do hedge permite que os ganhos da atividade de intermediacao
sejam maximizados, pois 0s ganhos conseguidos na venda teriam risco de mercado
remanescente minimo, permitindo uma reducao nos precos oferecidos aos clientes

e consequentemente, um maior grau de competitividade para o banco.
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Introducao

Entre os produtos oferecidos pelas institui¢cbes financeiras aos seus clientes corpora-
tivos e institucionais estdo os derivativos de balcdo (OTC - over the counter). Os derivativos
séo contratos financeiros criados para fornecer aos clientes uma forma de protecéo (hedge)
dos seus fluxos de caixa futuros em relacdo as flutuacGes dos precos e taxas praticados
no mercado. Sao instrumentos que podem atender aos mais diversos setores da economia,
tanto ao produtor de soja, que quer garantir o preco de venda do seu produto quando for
feita a colheita, quanto ao fabricante de latas de refrigerante, que quer evitar aumento no
custo de producéo devido ao aumento do preco do aluminio no futuro.

As instituicdes financeiras buscam atender a seus clientes com contratos especificos,
adequando prazos e volumes com as necessidades da empresa. Entretanto, a instituicao fi-
nanceira ndo pode absorver todo o risco do contrato. Também ndo é interessante para a
instituicdo ficar com seu patriménio exposto as flutuacdes das taxas. Assim, ao fecharem
0s contratos de balcdo com seus clientes, as institui¢des financeiras buscam anular o risco
desses contratos nas bolsas de valores, através de instrumentos financeiros de maior lig-
uidez. Surge nessa hora, a habilidade dos operadores e dos analistas de risco que realizam
toda uma engenharia para anular o risco da operagéo e ainda conseguir um ganho finan-
ceiro.

Como é definido quanto a empresa deve pagar pelo derivativo? Varios fatores po-

dem entrar na composi¢do do preco, tais como classificagdo de crédito do cliente, custos
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operacionais, custo de margens de garantia, custo da anulacéo do risco de mercado e prob-

abilidade de perda devido ao risco de mercado remanescente.

Os bancos realizam operacdes de forma direcional, especulando e apostando na movi-
mentacao dos precos. Mas esse trabalho sera realizado com enfoque nas area comerciais,
que realizam apenas a intermediacdo do hedge. O lucro dessas areas vem basicamente
da margem comercial conseguida na venda do derivativo. Entretanto, devido as necessi-
dades especificas dos clientes, o banco sempre acaba correndo algum risco remanescente,
pois nas bolsas de valores sdo encontrados apenas contratos padronizados, que dificilmente
oferecem um hedge perfeito para o contrato de balcdo. Ha quem diga que a procura de
ativos de maior liquidez para a obtencdo de hedge de contratos especificos € uma arte.

A proposta desse trabalho é otimizar o hedge dos contratos de balcdo através dos
contratos listados nas bolsas de valores. A otimizagdo do hedge permite que os ganhos
da atividade de intermediacdo sejam maximizados, pois 0 ganho conseguido na venda
ndo teria nenhum risco remanescente envolvido, permitindo até mesmo uma reducao nos
precos oferecidos aos clientes e consequentemente, um maior grau de competitividade para
0 banco.

Neste trabalho, os derivativos escolhidos para a aplicacdo dos conceitos foram os
derivativos de taxa cambio, muito utilizados pelas empresas importadoras e exportadoras,
com dividas ou recebiveis em dolar e que ndo querem que as flutuacGes da taxa de cdmbio
interfiram nos resultados de sua atividade.

O risco das operacgdes foram modelados de acordo com a expansdo Delta-Gamma

dos intrumentos utilizados. Essa expansdo consiste na aplicacdo de expanséo de Taylor
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multivariada nas func@es de calculo de preco. Assim, a carteira de hedge € avaliada com
a aplicacdo de cenérios de estresse nos componentes principais de risco, sendo a melhor
carteira aquela que apresentar a menor variacdo esperada no valor. As técnicas utilizadas
para calcular os precos dos derivativos e o risco das carteiras serdo mostradas no Capitulo
1.

Para otimizar a composicdo da carteira de hedge, foi escolhido o algoritmo genético.
A idéia principal desse algoritmo consiste em modelar a solugdo de um problema em um in-
dividuo de uma populacéo. Através do mecanismo de selecdo natural, onde sobrevivem os
individuos mais aptos ao meio ambiente, a populacdo converge para uma solucao 6tima. O
algoritmo € de rapida implementacéo e possui um grau de flexibilidade elevado na defini¢éo
da funcdo objetivo. Seu funcionamento sera detalhado no Capitulo 2.

Para aplicar esses conceitos, foi desenvolvida uma arquitetura que sera apresentada
no Capitulo 3. Serdo apresentados os derivativos mais comuns no mercado brasileiro, com
a modelagem no preco e do risco de mercado. Também sera detalhada a modelagem orien-
tada a objeto do sistema, cujo maior objetivo foi permitir facilmente a adi¢éo de novos in-
strumentos de hedge, novos contratos de balcdo e diversas fungdes de avaliacdo da carteira
na composicao da funcao objetivo.

Finalmente, no Capitulo 4, serdo descritas as conclusdes do trabalho e apresentacédo
de idéias para futuras direcdes. Em futuros estudos, pode-se por exemplo incluir risco de

crédito ou risco de liquidez na avaliacdo da carteira de hedge.



Chapter 1
Risco de Mercado

1.1 Marcacao a mercado

O conceito de marcacdo a mercado (mark-to-market) é utilizado para valorizar ativos e
passivos. E um conceito muito abrangente, com muitas variaveis a serem consideradas e
muitas de dificil mensuracdo, como risco de crédito ou ndo pagamento (default) ou risco
de liquidez que envolve o grau de dificuldade de transformar seu ativo em caixa.

Neste texto estaremos considerando apenas a valorizacao dos ativos segundo 0s pre¢cos
e as espectativas de taxas de juros observadas no mercado. Dependendo dos instrumentos
utilizados na observacao das taxas futuras, outros aspectos de risco podem estar embutidos
no valor observado, além da pura espectativa de variacdo. Esses efeitos serdo desprezados
nas analises.

Neste trabalho os ativos decompostos em quatro componentes principais, dos quais
derivam grande parte dos produtos encontrados no mercado de derivativos.

1) Ativos fisicos: sdo aqueles que possuem os precos cotados diretamente no mercado
e envolvem entrega fisica. Esses ativos sdo modelados diretamente pelo comportamento do
preco de mercado observado. Como exemplo pode-se considerar as acdes, as commaodities

e as diferentes moedas no mercado de cambio.
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2) Ativos com fluxos de pagamento futuro pré-fixado: esses ativos envolvem o rece-
bimento de caixa numa data futura num valor pré determinado pelo contrato. Nesse grupo

incluem-se titulos puablicos como LTN e swaps com uma das pontas pre-fixadas.

3) Ativos com fluxos de pagamento futuro pos fixados: nesse grupo estdo os ativos
que dao o direito de receber um valor financeiro no vencimento correspondente a correcao
do valor nominal do ativo por um indexador ou cotacdo de moeda determinados no contrato.
Nessa classificagdo estdo os titulos publicos com indexac¢do cambial como as NTN-D, os
titulos indexados pela taxa SELIC como as LFT e os swaps com pontas dolar ou CDI.

4) Ativos com fluxo de pagamento futuro néo linear: esses ativos possuem um valor
no vencimento gque é uma funcdo néo linear de uma taxa ou ativo objeto, como as opgdes

de délar.

1.1.1 Precos de mercado

Os precos de mercado normalmente sdo observados diretamente nas bolsas de valores
através das cotacdes de compra ou venda estabelecidas pelos participantes interessados
em realizar um negdcio. Portanto, para obter o valor de mercado desses ativos num in-
stante desejado, basta coletar amostras sobre seu pre¢o observado. N&o ha o que calcular a
ndo ser a média das cotaces.

Séo utilizadas varias formas para modelar o comportamento dos precos desses ativos.
Os trabalhos mais comuns séo feitos em cima de analises de séries temporais. Nesses mod-

elos o preco atual pode ter uma autocorrelagdo com niveis de preco anteriores (modelos
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autoregressivos), pode ter médias moveis e pode ter uma componente estocastica com var-
iancia também dependente do tempo ou do nivel de preco (modelo heterocedastico). Para
0 componente estocatisco a distribuicdo mais adotada é a normal.

No caso de derivativos, partindo-se do processo chamado passeio aleatorio

S =81+ p+og
onde &, sdo variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas com dis-
tribuicdo normal de média zero e variancia 1, chega-se num processo onde S tem dis-

tribuicdo lognormal, isto é, a variavel [n.S tem distribui¢do normal.

In St =1+ o€
St_l =p t

diferenciando a equacdo, chegamos ao movimento browniano geométrico

as
— = pdt + odZ
g —HeToe
onde dZ é um processo de Wiener, isto é, uma variavel aleatoria com distribuicdo

normal de média zero e variancia dt.

1.1.2 Fluxos de caixa pré fixados

A base fundamental da marcacdo a mercado esta na consideracdo de fluxos de caixa, que
nada mais sdo do que movimentos financeiros numa data futura. Pelo principio de auséncia

de arbitragem, dado que se conhece o valor futuro (FV- Forward Value) de um fluxo de
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caixa, o valor presente do mesmo (PV - Present Value) se calcula atraves do desconto pela
espectativa de taxa de juros do periodo (df - discount factor). Valor presente de um fluxo

de caixa pré fixado:

FVire
dfpre

O fator de desconto é calculado de acordo com as diferentes formas de expressao

P‘/pre:

de taxa existentes no mercado. Na analise matematica, a convencdo mais utilizada é a de

capitalizacdo continua, pois é uma funcdo exponencial de facil diferenciacéo.

df — e’rT
No mercado brasileiro, a convencao de taxa adotada para a taxa de juros em Reais,
é a expressao anual na forma exponencial por 252 dias Uteis, onde DU é o numero de dias

Uteis do periodo.

o

2

dfpre = (1 + rpre) 2
Ja a taxa de juros em dolares americanos € expressada linearmente, na formal anual

por 360 dias corridos. No mercado brasileiro esta taxa é chamada de taxa cupom:

Afepm = (1 + 7epm * DC'/360)
Estas formas de expressdo de taxa serdo extensivamente utilizadas no decorrer do
texto, pois sdo as taxas utilizadas pelas mesas de opera¢fes no mercado brasileiro. O

pregdo de futuros ocorre nessas expressoes de taxas. Os movimentos esperados e as mar-
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gens de ganho dos operadores medida pelo diferencial das taxas de compra e de venda séo
observados dessa forma e portanto mais apropriadas para fornecer uma avaliacao de risco
de mercado para os operadores.

No caso dos modelos intertemporais de taxa de juros onde a taxa é variavel através
dos diferentes prazos, temos o seguinte calculo do fator de desconto, onde t é o instante

atual e T é a data de vencimento:

df (2, T) = el e
Em trabalhos de opcBes de taxa de juros, a taxa instantanea r também é modelada

COMO UM processo estocastico

dr = u(r,t)dt +w(r, t)dX
onde u(r,t) e w(r,t) determinam o comportamento da média e da variancia no tempo,
respectivamente. Nesse trabalho as taxas de juros serdo consideradas como ativos ob-

servaveis para o prazo dos contratos. Portanto esses modelos ndo serdo vistos em detalhe.

1.1.3 Fluxos de caixa pos fixados

O conceito de marcagdo a mercado visto acima pode se estender para 0s casos em que
ndo se conhece o valor futuro do fluxo de caixa. Como exemplo pode-se citar os ativos
indexados por taxas de juros ou taxas cambiais. Nesses casos, o valor futuro depende de

processos estocasticos, de acordo com o modelo de taxa de juros adotado. No exemplo
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abaixo, para um fluxo de caixa indexado pela taxa de juros r, o valor futuro € calculado
pelo valor nominal N multiplicado pelo fator dos juros ja decorridos e multiplicado pelo

fator de juros esperado de hoje até o vencimento.

FV(t,T)=N efg Tant (w)du eftT r(u)du
O fator de juros esperado de hoje até o vencimento é uma integral de um processo
estocastico . Ja o fator de juros decorridos € uma funcao de 7, () que € deterministica pois
ja foi divulgada oficialmente. De acordo com a convencdo da taxa CDI temos a formula

modificada para:

-1
FVepr(t,T) = N - tH [(1 + ODI)7 | - el rwau
i=0
Dependendo do tipo de operacao Zrealizada, o fluxo de caixa pode ainda ter um com-
ponente deterministico acordado no inicio da operagdo. Quando esse componente deter-
ministico € aditivo e pré fixado, pode ser cosiderado apenas como uma constante adicionada

no valor futuro. DU é o prazo em dias Uteis da operacao.

t—1
1 D

FVCDI<t7T) = N. H [(1 + CD]i)252] . e.ftTr(U)du + N - (1 + TOP)F

=0

<

Quando é um componente multiplicativo, a modelagem torna-se um pouco mais com-

plexa, como pode-se observar no caso do percentual do CDI para o mercado brasileiro.

t—1 T-1

FVepr(t,T) = NH [((1 + C’D]i)ﬁ — 1) - pepr + 1} H [(ef;ﬂr(u)du—ffr(u)du _ 1) -pepr + 1]

=0 i=t
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Para fluxos de caixa indexados pela variacdo cambial, o valor futuro depende da
variagao da taxa de juros em duas moedas diferentes. No caso de fluxos em Reais indexados
pela variagdo do Dolar, onde r é a taxa de juros em Reais, ¢ € a taxa de juros em Dolar, S é

a paridade Reais/Ddlar hoje, Sy a paridade no inicio do fluxo e N o valor nominal, temos:

N
F‘/;iolar(t; T) = gSGItT r(u)du ,— I qu)du
0

Para o caso do fluxo em délar mais uma taxa de cupom definida na operacéo de prazo

DC dias corridos:

FVaoiar (8, T) = % (1+ qop - DC/360) - S+ el 7ine=J7aluyiu
Para o célculo do valor presente nesses casos de fluxos de caixa com valores index-
ados, as taxas de juros serdo consideradas como na teoria de valorizagéo neutra ao risco.
As taxas de juros serdo admitidas livre e risco, sem qualquer espécie de prémio. Na val-
orizacdo neutra ao risco o valor esperado do fluxo de caixa no futuro, calculado por uma

medida de probabilidade Q martigale equivalente, descontado pela taxa de juros livre de

risco resulta no valor presente.

-5

No caso dos fluxos de caixa lineares, como nos casos mostrados acima, exceto o per-
centual do CDI, o valor presente fica com um calculo bastante simples, pois consideramos
as taxas de juros como variaveis exogenas, deterministicas e observaveis no mercado. No

caso de 100% do CDI:
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t—1
FVepr(t,T) = N- H [(1 + CD]i)z—ég] i rwdu

=0
Afoe(t,T) = el 7du

FVepr(t,T)
dfpre(ta T)

t—1
PVepr(t,T) = N-H[(lJrCDIi)z_éz]

=0

PVep(t,T) =

Observa-se nesse caso que os fluxos de caixa indexados pelo CDI tem o valor presente
deterministico, independente das espectativas de variacdo da taxa de juros. Isto ocorre
porque na metodologia escolhida, o CDI é a propria taxa livre de risco e portanto, os fluxos
de caixa indexados pelo CDI ndo tem risco de mercado.

No caso do fluxo de caixa indexado pelo dolar, o fator correspondente a taxa de juros

em reais também é anulado:

N
Faar (1.T) = o (1 gy DC/360) - - el 0t S aton

So
dpre (t7 T) et eftT T'(U)du
FVepm (t,T)
PVO ar t, T = #
1) Afpre(t, T)
N
PVdolar(t7 T) = ?0 (1 + qop . DC’/360) . S e ftT q(w)du

Serd mostrado adiante que os derivativos lineares encontrados no mercado brasileiro
como futuros e swaps sdo modelados através da composi¢do dos tipo basicos de fluxos de

caixa.
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1.1.4 Fluxos de caixa nao-lineares

O valor futuro de um fluxo de caixa nao linear, como aqueles gerados no vencimento das
opcodes, possui um valor no vencimento que ndo varia linearmente de acordo com o ativo
objeto ou indexador. O célculo do valor esperado sera dependente de uma medida de
probabilidade do ativo objeto no vencimento do contrato, que seré aplicada na funcédo que
retorna o valor final (pay-off).

No caso da formula de Black-Scholes, o valor esperado do fluxo de caixa de uma

opcdo de compra européia é dado por:

FVCallBS(t7 T) = F [maX(ST - X), O]

B max(Sy — X),0] = / " (Sr— X) g(Sr)dSy

X

onde ¢g(St) é a distribui¢do lognormal de probabilidade da variavel Sy

Como o escopo desse trabalho s&o os derivativos cambiais no mercado brasileiro,
consideramos S uma variavel que segue o0 processo estocastico dado por dS = (r — q) Sdt+
o0SdZ, sendo r a taxa de juros livre de risco em reais e ¢ a taxa de juros em délar dada pelo
cupom cambial. Abaixo encontra-se a formula para calculo de preco de opc¢éo de dolar eu-

ropéia, produto utilizado na implementacéo e cuja demostracdo encontra-se no apéndice.
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SoN(d1) N(d2)
dprm (t, T) dfpre (t, )

PVeaups(t,T) T
ln( )+ln<dfpre tT)) _‘_%2 t)

dl — dfcpm (t,T)
N oI —t
dp're 7T 0'2
L, &, (L) -5 (T -1)
N oV —t

Nesse trabalho foram escolhidos instrumentos com forma de célculo analitica, com
formula fechada. Apesar de ser possivel a utilizacdo, ndo serdo abordados os produtos
com valor esperado dependente do caminho do movimento browniano calculados numeri-

camente com simulac6es de Monte Carlo ou com arvores binomiais.

1.2 Risco de mercado

No capitulo anterior foi mostrado como determinar o valor presente de um ativo financeiro.
Como foi possivel observar, esse valor presente depende do valor observado dos pre¢os e
das taxas de juros no mercado. Devido ao comportamento dindmico dos precos e das taxas
de juros devido as leis da pferta e demanda, o valor do ativo pode mudar de um instante
para outro, podendo gerar ganhos ou perdas financeiras. 1sso é o que chamamos de risco
de mercado.

Geralmente, os investidores diversificam as suas aplicacdes em mais de um ativo,

formando uma carteira ou portifolio de ativos. Os modelos de avalia¢do risco de mercado
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sdo construidos para fornecer uma medida da possivel perda financeira de uma carteira,
dada as provaveis movimentacoes do mercado.
A seguir serdo mostrados sucintamente os modelos classicos de avalia¢do do risco de

mercado em carteiras.

1.2.1 Carteiras de Markowitz

O modelo de Markowitz tem como base a analise de média e variancia dos retornos histori-
cos dos ativos financeiro. Neste caso, a medida de risco é dada pela medida de disperséo
dos retornos da carteira, isto €, a propria variancia. O objetivo do modelo é determinar
uma selecdo das quantidades de cada ativo de forma a montar uma carteira eficiente. Uma
carteira eficiente € aquela cuja combinacdo dos ativos é 6tima no sentido de maximizar o
retorno médio dentro do nivel de variancia escolhido.

A analise parte da determinacdo da média e variancia de cada ativo e também da
correlacdo entre cada um dos ativos existentes. Dadas as expressdes do retorno médio
E(Rp) e da variancia da carteira VAR(Rp) em funcéo dos pesos w; de cada ativo, das

médias E'(R;) e variancias o;; individuais, bem como os coeficientes de correlagdo o;;

wy
E(Rp)=| E(R1) E(R;) --- E(Ry) ] W
WN
011 O12 - O1N wy
VAR(RP) = [ wy wWe - Wy :| 091 099 -++ OanN W

ON1 ON2 '+ ONN WN
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Temos um problema de programacéo linear com o objetivo de achar [ wy We - WN }

tal que E/(Rp) sejamaximo, dado VAR(Rp) = K,ouachar [ wy wy --- wy |talque
VAR(Rp) sejaminimo, dado E(Rp) = K.

A grande observacéo feita por Markowits foi que o problema de otimizacdo acima
leva a uma solucdo que maximiza a utlidade esperada pelo investidor, obtendo a chamad

fronteira eficiénte.

1.2.2 CAPM (Capital Asset Pricing Model)

O CAPM ¢ um modelo que parte do pressuposto que a carteira de mercado é uma carteira
eficiente, dentro da analise de média-variancia, quando estd em equilibrio. A fronteira efi-

ciente da carteira de mercado com um ativo livre de risco ¢ obtida pelo modelo de Markow-

its
E(R,)—R
w= Rf + —( ) fO'
OMm
Essa curva é chamada de linha de mercado (Security Market Line) e sua inclinacao
E(Ry)

—B1 ¢ o prémio de risco.
oM

Uma carteira obtida com a% num ativo 7 e (1 — @)% na carteira de mercado, tem

média e variancia dada por:

E(Rp) = aB(R;)+(1—a)E(Ry)

o(Rp) = \/a%? + (1 —a)?03, +2a(1 — a)oum
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O prémio de risco dessa carteira é dado por

gl E(R,) - E(Ru)
% $(a20? + (1 — a)?03; + 2a(1 — a)oi) Y2 X (2a0? — 203, + 200 — 4aoin)

Dado que no mercado em equilibrio temos que a — 0 e 0 prémio de risco da carteira

iguala-se ao prémio de risco da linha de mercado:

E(R;) — E(Ry) _ E(Rn) — Ry
%(0‘?\4)71/2 X (=202, 4 20:nr) B oM
E(R) —E(Ry)  E(Rn)— Ry
(oire —03) o oM
E(R;)) = Ry+I[E(Ry)— Rf]agM

Om

Transformando na forma mais conhecida temos

E(R;) = Ry + B,[E(Ry,) — Ryl

com j3; = ff—%{f

Uma das conclusGes tiradas do modelo do CAPM é que quanto maior a diversificacao
de uma carteira, menor o risco nao sistémico, isto €, minimiza-se o efeito do risco individual
de um ativo.

Um problema do CAPM na avaliacdo do risco de mercado € que o beta é apenas
uma medida relativa de risco. O beta mede quanto o preco de uma acao varia em relacéo

ao indice de mercado, mas ndo avalia o risco do ativo sozinho. Além disso, o CAPM foi

modelado para trabalhar com ativos cujos precos sdo observados no mercado em relacéo
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aos ativos livres de risco. Fica dificil aplica-lo em problemas de ativos com taxa de juros e

derivativos.

1.2.3 APT (Arbitrage Pricing Theory)

O APT foi desenvolvido por Ross em 1976. Funciona como uma generalizagdo do CAPM,

pois modela o retorno dos ativos como uma funcéo linear de k fatores F'

R, =E(R;) +baFi+ -+ by Fy + ¢

Assim, 0 modelo do APT chega a resultados analogos ao CAPM

E(R;) — Ry =[01 — Rflba + -+ + [0k, — Ry]bix

_ COV(Ry. 0y

com b, = ) onde d; € o retorno esperado de um portifolio dado por Fj,.

VAR(Q)
Para chegar ao CAPM a partir do APT, basta considerar apenas 1 fator, que seria o

retorno da carteria de mercado.

1.2.4 VaR (Value at Risk)

VaR é um modelo de mensuracdo de risco de mercado que também recorre a anélise
estatistica para tentar prever o comportamento futuro do valor de uma carteira de ativos. O
VaR fornece o valor de perda maximo da carteira para um dado intervalo de confianca e

um dado intervalo de tempo, dentro da distribuicdo de probabilidades dos retornos.
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O modelo foi projetado para atender aos mais variados tipos de ativos, inclusive aque-
les com fluxos de caixa futuros, sensiveis a variagdo das taxas de juros, quanto aos deriva-
tivos ndo linerares, como as op¢des. A idéia parte do pressuposto que os ativos objeto

possuem retornos com distribuicdo normal multivariada.

Para cada ativo V; deve-se obter o desvio padrdo o;. O VaR desse ativo é dado por

V(IRZ' = 1650’2

onde 1.65 é o valor da funcdo de densidade de probabilidade acumulada para 95%
de probabilidade. Isto significa que a o valor de V; em 95% dos casos nao vai reduzir mais
que 1.650; e 0 VaR calculado corresponde a perda maxima com 5% de tolerancia que pode

ocorrer em 1 dia. Para 99% de confianca, o fator seria 2.33 e o célculo ficaria

VCLRi = 23301

Esse conceito é extendido para uma carteira com k ativos, dados 0s pesos de cada

ativo na carteira w; , 0s desvios padrdes o; e as correlagdes p;; entre eles:

— =
VaR = VRVT
H
vV = (w1 X 1.650'1,'LUQ X 1.650'2,' cc L, WE X 1650'k)
I pg - pig
R — Pl21 1 P.2k

Pr1 Pra 1
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A técnica normalmente utilizada para avaliar os desvios padr@es e as correlacdes é
chamada de alisamento exponencial, onde apenas uma janela dos dados historicos é uti-
lizada e pesos maiores sdo dados as amostras mais recentes.

Dado o fator de decaimento )\, temos a seguinte matriz de retornos de & ativos com
uma janela de observagao T’

11 12 T1k
¥ 7”21\/X 7“22\/X Tzk\/X
’I“Tl\/F ’I“TQ\/F e TT]C\/F

Para normalizar a matriz de retornos, calculamos os desvios padr0es para cada re-

torno da seguinte forma

i-1.9
E A T

=1

T
_ 2 : i—1
O'j = )\
i=1

e chegamos na matriz normalizada Y

o1 g2 Ok
ra1vVAA 22V ror VA
o1 o2 Ok
Y =
’I‘Tl\/AT__l TTQ\/F A ’I”Tk\/)\T—71
o2 Ok .

L g1
A matriz de correlacdo é dada por

-1

T
R= (> X" Yy
1=1

Dessa forma podemos calcular o VaR para uma carteira de ativos.
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1.2.5 Expansdo Delta-Gamma

Como acabamos de ver, o VaR ¢é calculado a partir dos desvios padr@es e correlagdes entre
os diferentes ativos da carteira, considerando que todos tem distribui¢cdo normal. Entretanto
existem ativos que ndo tem seus precos observados diretamente no mercado. Seus precos
sdo calculados a partir de um ou mais ativos objeto. Os produtos com fluxos de caixa,
por exemplo, sdo calculados em relagéo as taxas de juros para os prazos do contrato, como
vimos no capitulo anterior. Podem também ser fungéo de duas taxas de juros mais a cotacao
spot de uma moeda, como no caso do fluxo em reais indexado a variacdo do dolar.

Para conseguir incorporar no modelo nos ativos com fluxo de caixa e opc¢des no
modelo, precisamos decompor a valorizagdo do intrumento nos diferentes fluxos de caixa
estudados e além disso, determinar como o valor presente de cada fluxo de caixa varia em
relacdo a uma variagé@o na taxa de juros. Para isso precisamos recorrer a chamada expanséo
Delta-Gamma, que nada mais é do que a aplicacdo de uma expansdo de Taylor na funcédo
de calculo do valor presente do ativo.

A expansdo de Taylor consiste na construicdo de uma série de Taylor de uma funcao,
dado um ponto do dominio.

Na forma genérica para uma funcéo real multidimensional f(xy,zs, ..., z,), a Série

de Taylor num ponto (ay, as, . .., a,) € dada por:

1 / 8 / / /
f(xl,xg,...,xn)zz = Z(xk—ak)ax flay, zy, .. x)

/
j=0 It = k
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Para a funcdo de célculo do valor presente de um fluxo de caixa com valor futuro

pre-fixado, considerando taxa com capitalizagdo continua, temos:

PV(r)=FV.e '™

Aplicando a expansao de Taylor para uma dimensdo, n = 1, no ponto r

fln) = Z{ﬂ@;—anwj f<xa,xg,...,x;>}

=0

Flan) = Fan)+ (o = ) flan) + S )+
0 (r —rg)? 0
PV(r) = PV(rg)+ (r— TO)EPV(TO) + TWPV(TO) +
PV(r) = PV(ro)+ (r—mro)(=T - PV(rg)) + (7“—77“0)(T2 PV (rg)) +

Fazendo uma mudanca de variavel onde r = rq + Ar

PV(ro+Ar) = PV(ro)+Ar(=T-PV(ry)) + ATTQ(T2 - PV(ro)) + ...

(T - Ar)?

PV(rog+Ar)—PV(rg) = =T -Ar-PV(rg)+ 5

PV(T0)+

Considerando 7" = 1 e r como sendo a taxa para o periodo do contrato
Ar?
PV (ro+ Ar) — PV(rg) = =Ar - PV (ry) + 5 PV(rg)+...
Essa ultima equacdo mostra que podemos mensurar a variacao no valor do ativo dada

uma variacdo na taxa de juros. Na expansdo Delta-Gamma, o termo de primeira ordem €

chamado de Delta e o termo de segunda ordem é chamado de Gamma.
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No modelo do VaR do Riskmetrics para fluxos de caixa, os termos de segunda ordem
e os de ordem superior sdo desprezados, ficando a variagdo do preco do ativo uma fungéo
linear da variacdo da taxa de juros. Assim, dado o desvio padrdo da taxa de juros pode-se

diretamente calcular o VaR do ativo.

VCLRPV = PV(TO) . 1.650‘T

No caso de opcdes, o termo de segunda ordem, no caso da variacdo do ativo objeto, é
considerado. Outros fatores de risco também podem ser considerados, como taxa de juros,
volatilidade e tempo para o0 vencimento. 1sso torna a expansao de Taylor mais elaborada,
pois 0 numero de variaveis n, aumenta consideravelmente.

Partindo da formula de Black-Scholes, considerando C' o prego da opcéo de compra,

a expansao de Taylor com termos até segunda ordem inicialmente fica

C(S+AS,r+ Ar,q+ Aq, T + AT, 0 + Ao)

oC oC oC oC oC

e, e, e Y. e,
€ AGAT + 9% AoAT + 2% AsAr+ 28 AsAq+ 2C ASAT
30T I8 T goar PR+ 55,898 F g5 R T agar AT

oC oC oC oC oC
5 aT ArAT + EPn AcAr + mAO’Aq + WAOAS + WanrAq +

102c ., 18*C  , 10*C, , 1&*C .., 10°C . ,
5952 TG AT T ap A Tagm AT T agate

Dessa expansao sdo obtidas as ’gregas”, que medem a sensibilidade do preco da
opcao em relacdo ao movimento dos fatores de risco. Muitos dos termos dessa expressao

sdo desprezados. Os mais comuns séo:
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Delta(A) = g—g
Gamma(l') = %
Vega = g—f
RhoBRL = aa—(;
RhoUSD = %
Theta(©) — g—g
Volga = aigs
Vanna = %

Nesse trabalho vamos considerar apenas os 6 primeiros, que a partir da formula de

Black-Scholes séo derivados da seguinte forma:

C = eSN(dl) —e ™ XN(d2)

() +rT —qT + 2T

dl =
ovT
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aC e "N'(d1) e "TXN'(d2)
Delta(A) = — =e 'N(dl) +
elta(4) oS ‘ (d1) oT Sov/T
0*C e 'N'(dl) e 'N"(dl) e ™ XN'(d2) e "™TXN"(d2)
M = — _ _
Gammal(T) 952~ ST S202T S20/T S202T
Vega = 2—0 =e TSN'(d1) (\/_ — ﬁ) — e "TXN'(d2) (—\/_— @)
g g
T T
RhoBRL = %—f = e‘qTSN’(dl)\/—_ +Te "™ XN(d2) — e—TTXN’(dQ)£
g g
RhoUSD = %—C = —Te TSN(dl) — e‘qTSN’(dl)@ + e—"TXN'(dQ)@
q o
aC . B r—q+% dl
—Thet = — =—S9¢e "' N(dl TN'(d]) | —=2% — —
eta(O) 5T Sqe (d1) + Se (d1) ( T 2T> +
—q-%  d2
Xre TN (d2) — Xe ' TN'(d2) [ —L—Z - 22
re " TN (d2) = X TN'(d2) ( g

N'(x) é a densidade de probabilidade da distruibui¢cdo normal

/ I S
N'(z) = \/%e
" _ 1 *;'2 —x
N'(a) = = F (-0
N'(z) = —xzN(x)

No calculo das gregas por Jonh Hull (2000), algumas aproximacdes séo feitas, chegando-

se nos seguintes resultados
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oC

Delta(A) = 35 =e 'N(d1)
Gamma(T) = 3202 _ e?f%”
Vega = g—g = e TSN'(d1)VT
RhoBRL = %—f =Te "X N(d2)
RhoUSD = % = —Te 'SN(d1)
—~Theta(©) = g—g = —Sqe "' N(d1) + Xre "I N(d2) + Se "' N'(d1) (%)

Para o calculo do VaR, o Riskmetrics utiliza apenas a expansdo Delta-Gamma em
relacdo ao retorno do ativo objeto, que no caso das op¢des de dolar seria a propria cotagdo
pronta do ddlar (S) e em relacdo ao tempo (Theta), onde AT seria o horizonte de tempo
considerado no célculo do VaR

oC 10*C oC
AC = —AS + =——AS* + —AT
9577 39522 T ar

A partir dessa expressdo, pode-se determinar 0s quatro primeiros momentos da dis-

tribuicdo de probabilidade de AC em relacéo ao desvio padréo de S

Média =

ac\? , 1/0*C\? ,
Variancia = 39 05—1-5 352 ) 78
2 2 2 3
Skewness = 3(3—2) <%> U‘é—i—(%) o)

2 /o2 2 2\ 4
Kurtosis = 12 (%) (%) ag—}—S(%) o + 308
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A partir desses momentos pode-se encontrar uma distribuicdo de Johnson com os
mesmos momentos e calcular qual a maxima perda para um intervalo de confianca de 95%,
obtendo o VaR.

Uma outra forma para calcular o VaR, mencionada por John Hull, consiste na uti-
lizacdo da expansdo de Cornish-Fisher para obter a distribuicdo de probabilidades de AC.
Esse método permite a utilizagdo de todos os termos da expansdo, dado que se tenha os
desvios padrdes o; € as covariancias o;; de cada um dos n fatores de risco. A expansao de

Taylor fica

i=1 i=1 j=1

onde .S; é o valor atual do fator de risco 4, isto é, pode ser S, r, ¢, T' ou o

d; € a primeira derivada de C' em relagéo ao fator de risco 4, isto é, pode ser 25, &<,

_oc_
7,; € uma das derivadas cruzadas do fator 7 com o fator j, isto &, pode ser aan’ o

oC oC oC oC aoC oC oC oC  9’°C 9*°C 9*C 9*C ou 9%C
9S0r' 859q' 9SAT' OrdT' dodr’ dodq’ docdS’' Ordq’ 852! 9r2 ' 9q2 ' 912 D02

Auz; é a variagdo relativa do fator de risco ;, isto €, Az; = &2

Podemos fazer mais uma subtituicdo de variaveis onde «; = S;9; € Bi; = %Siijyij

AC = Z a; Az; + Z Z B A1 A

=1 j=1

e calcular os primeiros trés momentos da distribuicdo de AC



E(AC)

E[(AC)’]

E[(AC)’]

Média
Variancia

Skewness
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n n
E E 5@‘02‘]’
i=1 j=1
n n n n n n
E E ;05 + E E E E ﬁzjﬁkz(aijakl + 0101 +Uil0jk)
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 =1
n
3 E ;0 By (0300 + 0o + 00 k) +
i7j7k7l:1
n

§ 61‘11’261‘31’461‘51’6 <0i1120i3i4015i6 + 0413204316 Tigis +.o+ Ui1i20i3i50i4i6)

e = E(AC)

0t = E[(AC)"] — [E(AC)]”

fo = 2y BIAC o) = TUECHIZSEAC el £ 20

Usando os trés momentos de AC, podemos obter o percentil ¢ da distribuigdo de AC'

através da expansdo de Cornish-Fisher por

1
pe + (Zq + 6(23 - 1)50) oc

onde z, € o percentil ¢ da distribuicdo normal de média zero e variancia 1.

Portanto, o VaR para uma opcdo de compra para 95% de confianca ficaria:

1
VaR = g + (—1.65 + 5 (165" — 1)&:) oo
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1.2.6 Veértices de risco

Como vimos no primeiro capitulo, alguns ativos financeiros podem ser decompostos em
tipos basicos de fluxo de caixa. O valor a mercado dos fluxos de caixa dependem basica-
mente do valor da taxa de juros de hoje até o dia do vencimento. No mercado séo realizadas
operacOes nos mais diferentes prazos e se fossemos considerar todos os prazos possiveis,
haveria uma sobrecarga no modelo.

Dessa forma foi criado o conceito de vértice ou fator de risco. Os Vvértices sdo
definicBes de prazos fixos da estrutura a termo de taxa de juros. Exemplo: 1m, 3m, 6m,
12m, 2y, 3y, 4y onde m é 1 més e y é um ano em dias corridos.

Essa definicdo de vértices é necessaria para viabilizar o célculo dos desvios padrdes
e das correlacBes entre 0s pontos, pois seria impossivel o calculo para cada vencimento
existente.

Para implementar tornar a idéia dos vértices factivel, surge a necessidade de tratar
os fluxos de caixa que ttm um vencimento diferente dos que foram definidos. A solugéo
é distribuir o risco desse fluxo de caixa nos fatores de risco mais proximos. A seguir sera
mostrada a solucdo sugerida pelo Riskmetrics.

Dado que r; e r;;1 S80 as taxas nos vertices mais proximos, obtem-se r,, que € a taxa

no vencimento do fluxo de caixa, por interpolacéo

re =ar; + (1 —a)ripy
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onde a é o coeficiente linear de ponderacdo, calculado com base no nimero de dias
corridos entre cada fluxo de caixa. Em seguida calcula-se o valor presente PV, do fluxo de

caixa e o desvio padrdo o, do retorno desse preco, também por interpolacdo

0, =ao; + (1 —a)oq

Agora calculamos o coeficiente de alocacdo « de forma a manter-se o risco de mer-

cado, isto €, de forma que a seguinte equacao seja satisfeita

variancia(ry) = wvariancialar; + (1 — a)ri]

o7 = a0} +2a(1 = a)p; 1000 + (1 — )0,

(07 + 0741 — 203141060 i41] - &2 + (2041050041 — 207 4] -+ [0 — 2] =0

e « sai da solugéo de uma equacdo de segundo grau, tal que 0 < o < 1.

Apesar da solucdo indicada pelo Riskmetrics, em muitos casos o coeficiente de alo-
cacdo « € calculado pela simples ponderagdo do nimero de dias corridos ou Uteis entre 0s
fluxos de caixas.

Da mesma forma vista no modelo de APT, podemos considerar o célculo do VaR
através da analise dos componentes principais dos fatores de risco existentes numa carteira

com ativos de taxa de juros. Isso € possivel quando a curva de juros tem vértices com
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alta correlacéo entre si, de tal forma que podemos explicar seus movimentos através de um
numero reduzido de fatores de risco..

A vantagem de aplicar esse método consiste na redugdo do nimero de fatores de risco
e consequentemente menor carga de processamento do modelo. A dificuldade consiste na

determinacéo dos fatores a serem utilizados.

1.2.7 Interpolacdo

Quando mostramos o calculo do valor presente, utilizamos para o fator de desconto das
taxas de juros, o resultado da expresséo el Twdu Egsg expresséo refere-se a uma mode-
lagem instantanea da estrutura a termo da taxa de juros.

Nas analises envolvento taxa de juros, serdo utilizadas as taxas observadas no mer-
cado de futuros da BM&F que apresentam maior liquidez e portanto menor margem para
arbitragens. As taxas negociadas nesses contratos de futuros ja sdo as taxas equivalentes
para o periodo, sendo necessario apenas o calculo do fator de desconto usando a formula

de acordo com a convencdo de expressdo da taxa.

iR

dfpre = (1 + rpre)2 2
Afepm = (1 4 7Tepm * DC'/360)
O problema desse tipo de solucdo surge nos casos em que 0 prazo da operacdo nao

coincide exatamente com o prazo das taxas observadas. Surge nessa hora a necessidade de
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definicdo de um critério de interpolacdo, que tera resutlado significativos na avaliacdo do
risco de um ativo.

Nesse trabalho serdo utilizados dois métodos de interpolagcdo. Ambos envolvem o
calculo de um fator diario que € capitalizado para o prazo desejado, mas um utiliza-se da

capitalizacdo linear e o outro da capitalizacao exponencial.

Interpolagéo linear

Dada uma taxa ¢; para um prazo em dias corridos DC e uma taxa ¢, para um prazo
em dias corridos DC5, queremos calcular a taxa ¢, interpolada para o prazo DC, tal que
DCl < DC;U < DCQ

Para isso, basta aplicar a seguinte formula

@ — ¢
.=+ DC, — DC
4= 0+ 5E e | V

onde 5Z=5~- € o fator de capitalizagdo diaria do periodo e DC, — DC; € o prazo de

capitalizacdo adicional.

Rearrajando, temos

_, DC:=DC, DO, = DCy
~"pe,—pe, "D, — Do

gue € uma média ponderada pelas distancias entre o prazo desejado e 0s prazos dados.

4z



1.2 Risco de mercado 32

Interpolacdo exponencial

Dada uma taxa r; para um prazo em dias Uteis DU; e uma taxa r, para um prazo em
dias Uteis DU,, queremos calcular a taxa r, interpolada para o prazo DU, tal que DU, <
DU, < DU,

A diferenca em relacdo ao método anterior € a necessidade de se calcular um fator de

capitalizacéo a partir das taxas dadas:

DU,

dfi = (1+mr)=2

DU-.
df = (1+ 7“2)2_522
Agora, aplicamos 0 mesmo conceito visto, utilizando a capitalizacdo exponencial

DUz —DU

DUy —DUy
B df2 DU, —DU;
i =i ()
dfa

onde (E) PP2mP 6 o fator de capitalizaco diaria do periodo e DU, — DU, € o prazo de

capitalizacéo adicional.
Rearrajando, temos

DUy—DUy DUg—DU;

dfx :dleszDUl 'deUngUl

2

E assim, voltamos a expresséo inicial da taxa

252

T:l' — dfxDUx - ]_
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Interpolacéo linear modificada

Dada uma taxa ¢; para um prazo em dias corridos DC; e uma taxa go para um prazo
em dias corridos DC5, queremos calcular a taxa ¢, interpolada para o prazo DC, tal que
DC, < DC, < DCy

Nesse método também serdo calculados os fatores de descontos

DC,y

dfi{ = (1 ——
If1 (14+q 360)

B DC,
dfs = (14 ¢ 360 )

A interpolacdo dos fatores de desconto sera feita linearmente

dfs — dfs
- G279 (pe,—D
Az = df+ &, —pe, (PG~ DO
onde 2%~ ¢ o fator de capitalizagéo diéria do periodo e DC, — DCy é o prazo de

capitalizacéo adicional.

Rearrajando, temos

. DC,-DC, . DC,— DC
4. = dhpe—pe, Y4 pe, e,

que é uma média ponderada pelas distancias entre o prazo desejado e 0s prazos dados.

\oltando a expressdo normal da taxa

360
DC,

4z = (dfa: - 1)
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1.2.8 Analise de risco por simulacdo de Monte Carlo

A idéia principal por tras do conceito de mensuracao de risco por simulacdo € bastante
simples e consiste apenas em construir uma série de cenarios ficticios para movimentos das
taxas e precos de mercado, avaliando qual o comportamento do valor da carteira dentro
desses parametros.

Uma das formas mais utilizadas é a simulacdo de Monte Carlo, que consiste na ger-
acao de cenarios aleatorios para a avaliacao do risco de mercado da carteira.

Normalmente é admitido que os fatores de risco seguem a um processo estocastico
como, por exemplo, 0 movimento browniano geométrico, usado na derivacéo da formula

de Black-Scholes

AS = puSAt +o0SAz

Az é uma varidvel aleatdria com distribuicdo normal de média zero e variancia At
Considerando ¢ uma variavel aleatoria tal que ¢ ~ N(0, 1) podemos reescrever o

processo acima

AS = pSAt+ oSev At
— = pAt+oevVAL
Assim, podemos simular o comportamento do fator S gerando valores aleatorios para

a variavel e. Uma das formas utilizadas para gerar nimeros aleatérios dada uma dis-

tribuicdo de probabilidade conhecida, que nesse caso € a normal, consiste na aplicacdo
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da funcéo inversa da densidade de probabilidade acumulada numa variavel gerada aleatori-
amente com distribuicdo uniforme entre zero e um.

Usando o Excel, poderiamos gerar amostras aleatorias de ¢ da seguinte forma

e = NORMINV(RAND(),0,1)

Dessa forma pode-se simular o comportamento de S depois de um dia, ou hum prazo
At, considerando que os valores de ¢ sdo independentes através do tempo.
Para o caso de simulagdo de varia¢des na taxa de juros, 0 processo estocastico adotado

normalmente é o seguinte

Ary = k(0(t) — ary) At + or] Az

onde 0 < k£ < 1. A caracteristica principal desse modelo, observada no compor-
tamento das taxas de juros, € que 0 processo estocastico é estacionario e reverte a uma
média. Se o comportamento de Az é determinado por apenas uma variavel aleatéria, o
modelo é chamado de modelo de um fator e a trajetéria da taxa pode ser simulada fazendo-
se Az = ev/At

No caso do calculo do VaR para uma carteira, também é necessario considerar que
os fatores de risco sdo correlacionados entre si. Isso implica que os cenarios aleatorios
gerados para cada fator de risco devem obedecer as correlagdes existentes entre os fatores.
Para gerar /V varidveis aleatorias que tenham correlagdes dadas pela matriz R, utilizamos

a fatoracdo de Cholesky:
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R=T11

onde 7" € o fator de Cholesky representado por uma matriz triangular.
Depois de gerar um vetor n com N variaveis aleatérias independentes, aplicamos a

transformacéo

e=1Tn

para obter o vetor e com as varidveis correlacionadas.

A fatoracdo de Cholesky é conseguida da seguinte forma

ann a2 - QN i 0 -+ 0 Ly log -+ Iy
Gz Gy -+ Gy ||l lp oo 0 0 lyy - Lo
N1 an2 -t NN Inv In2 -+ NN 0 0 - lInn

2
ayy = 511 — = Va1

Il / it / __Qn1
a1 = 2111—>21—l—7---,n1—l—
11 11

2 2 _ 2
a9y = Iy + 159 = log = /a2 — 15

(a32 - 531121)

azy = lI31lo) +I32loy — 32 = ]
22

P

Na forma genérica,comi=1,...,nej=i+1,...,n
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i—1
li = (aii - Z l3k>
k=1
(ajz' — > llez’k)

lii = I

Apos realizar a simulagdo for um nimero grande de cenérios C, 0 VaR para 95%
de confianca é obtido ordenando os resultados do maior para 0 menor e pegando o pior

resultado a 95%, ou seja, o resultado na posic¢éo 95% - C

1.2.9 Analise de risco por simulacéo de Stress

Uma outra forma de se obter o risco de uma carteira por simulacdo é o chamado Teste de
”Stress”. O teste de estresse consiste no estudo do comportamento histérico dos pre¢os e
taxas de mercado analisando principalmente as crises, onde observam-se as maiores volatil-
idades do mercado. Admitindo que 0s mesmos movimentos ocorressem hoje, pode-se obter
cenarios em situacdes de estresse e, dessa forma, simular qual seria o impacto no valor da

carteira.

1.2.10 Modelos utilizados na pratica

Normalmente, os modelos utilizados na pratica consistem numa combinacdo dos modelos
apresentados acima. Cada um tem uma caracteristica importante que deve ser considerada

pelos gestores de risco de mercado. O VaR, por exemplo, é utilizado para avaliar o risco
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de carteira durante dias comuns, sem muitos movimentos bruscos no mercado. Porém,
em situacdes de crise, 0 modelo normalmente falha e o resultado acaba passando o nivel
de tolerancia estimado, como pode-se verificar em testes retroativos (“Back Testing”). Por
isso 0 Teste de Estresse normalmente € utilizado em conjunto com o VaR, para tentar prever
perdas em situacdes de crise.

No dia a dia dos operadores de mercado, porém, o modelo mais utilizado é o da
analise de sensibilidade. Os operadores monitoram constantemente os valores de seus
”Deltas” em relacdo aos fatores de risco. Todos as operacOes de protecdo ("hedge”) séo

realizadas com base no impacto que causam nos ”Deltas”.



Chapter 2
Algoritmo Genético

2.1 Problemas de otimizacao

Problemas de otimizacdo sdo encontrados nas mais variadas formas e nos mais variados
campos comerciais, pois consistem basicamente em procurar a melhor alocacédo de recur-
sos restritos, de forma a ter o melhor aproveitamento possivel. Sdo muitos os casos com
aplicacao de algoritmos de otimizacgéo e muitas vezes ouve-se falar que o estudo da otimiza-
¢do é uma arte, devido a dificuldade em modelar um algoritmo matematico a partir de um
problema real.

Um problema de otimizagdo normalmente é composto pelos seguintes itens:

1) funcdo objetivo: é funcdo que buscamos maximizar ou minimizar

2) variadveis: sao as entradas da funcdo objetiva e sdo seus valores que devem ser
encontrados para fornecer a solugédo do problema.

3) restricBes: sdo expressdes matematicas envolvendo as varidveis do problema que
indicam quais os limites impostos para os valores das variaveis na busca das possiveis
solugdes

Os algoritmos de otimizacdo desenvolveram-se numa vasta quantidade de estudos

dentro da programacdo matematica, dependendo de como se apresentam os itens acima

39
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dentro do problema analisado. A seguir serdo mostrados alguns dos métodos basicos de

otimizacdo dentro das diferentes classificagdes dos problemas.

2.1.1 Otimizacdo com Programacao Linear

A programacéo linear consiste no estudo de problemas de otimizagdo onde a fungéo obje-

tiva € uma funcao linear das variaveis e as restricdes sao inequacdes lineares.

minimizar ou maximizar

flz1, @, ... xy) = 121 + 2T + ... + Cup

sujeito a
a1 + 122 + ...+ A1pTn > bl
211 + 929 + ...+ AonTy — bg
' <
A1 L1 + GpoXa + ... + GpnTy, by,

Para resolver um caso particular de programacao linear, onde o problema é formado
apenas por restricdes de igualdade e as variaveis ndo podem assumir valores negativos,
foi desenvolvido o algoritmo Simplex por George Dantzig. O problema entéo, fica es-

crito da seguinte forma:

minimizar ou maximizar
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flz1, 2, ..., xn) = 11 + 2T + ... + Cup

sujeito a
a1 + a2 + ... + axT, = by
a21T1 + 2% + ... + A2, Ty, = by
Amp1T1 + Q2T + .o + ATy, = bm
I 2 0
i) Z 0
xz, > 0
bp > 0
by > 0
b, > 0

ou, na forma matricial

minimizar ou maximizar
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sujeito a

Apscn = Tnx1 = bnxa

n: numero de variaveis

m . nuamero de restricdes

A idéia do algoritmo Simplex consiste em considerar o espaco de solucBes possiveis
dentro do conjunto R™ como um poliedro definido pelas m restrigdes, e buscar a solucéo
para o problema dentro de um dos vértices desse poliedro. Esse é o algoritmo mais utilizado
na pratica, devido aos inumeros problemas que podem ser modelados com programacéo
linear. Inclusive, para problemas com variaveis negativas, ou restricbes representadas por
inequacdes, pode-se adaptar o problema e transforméa-lo num problema linear padréo para
resolvé-lo através do algoritmos Simplex.

Para problemas com variaveis irrestritas, pode-se substitui-las pela diferenca de duas

variaveis positivas. O problema abaixo por exemplo:
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minimizar [ = cix1 + c1o
sujeitoa x; +z, = 100
1 > 0
ro € R

substituindo a variavel irrestrita x, pelas varidveis positivas x3 e x4, fica da seguinte

forma:

minimizar f = ¢ + cox3 — Coxy
sujeitoa x; +x3 — x4y = 100
z, > 0
z3 > 0
zy > 0

Para o problema com restri¢ces representadas por inequacdes, deve-se acrescentar

uma variavel de folga, como pode-se ver no exemplo abaixo:

minimizar f = cix1 + e

sujeitoa =1 +x2 > 100

Vv
o

T
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acrescentando a variavel de folga x5 fica

minimizar f = cix1 + c1o
sujeitoa x; +xo —x3 = 100
gy > 0
T > 0
z3 > 0

Otimizacdo Combinatéria

Os problemas de otimizacdo combinatdria sdo aqueles com um conjunto finito de
solucdes. Os chamados problemas de rede sdo uma aplicagdo pratica muito comum. Esses
problemas buscam por exemplo a méxima vazao entre dois nés, a minima distancia entre
dois pontos ou o tempo minimo para chegar de um ponto a outro. Grande parte desses
problemas podem ser modelados como problemas de programacao linear e resolvidos com
o0 algoritmo Simplex.

Mas existem algoritmos mais eficientes para certos modelos. Uma classe de algo-
ritmos bastante utilizada é a dos algoritmos recursivos, que buscam pela melhor solugdo
através de um teste de todas as solugdes possiveis. Para evitar um teste de um ndmero
muito grande de combinac@es, normalmente sao aplicados alguns tipos de heuristica para

evitar a perda de tempo testando soluges inviaveis.
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Um dos algoritmos utilizados na solucdo do problema do caminho mais curto € o
algoritmo de Dijkstra. Dados 0s pontos origem e destino, esse algoritmo parte da origem e
vai descobrindo qual a distancia minima entre origem e cada um dos nds da rede, até chegar

no destino.

Otimizagao com Programacéo Inteira

Os problemas de programacéo inteira sdo aqueles nos quais uma ou mais variaveis
podem assumir apenas valores inteiros. Dentro da programacdo linear, uma das técnicas
adotadas é a solucdo do problema pelo algoritmo Simplex e ap6s encontrada a solucao, ar-
rendondar o valor das variaveis que s6 podem receber valores inteiros. Quando o valor
dessa variavel na solucédo a grande o suficiente, o arredondamento néo tras prejuizos signi-
ficativos na fungédo objetiva. Entretanto, quando o arrendondamento produz uma variacao
percentual significativa no valor da variavel, o resultado pode ficar comprometido e a uti-
lizacdo de outros algoritmos pode ser necessaria.

Um dos algoritmos utilizados é o algoritmo da decomposicdo ("Branch and Bound”)
. O funcionamento desse algoritmo consiste numa forma de, apos obter a solugéo do prob-
lema com variaveis reais, realizar um teste com todas as combinagdes das variaveis inteiras
de forma a obter a solucdo 6tima. O funcionamento consiste em:

1) Achar a solucdo f, do problema sem restricao de variaveis inteiras.

2) Encontrada a solucdo, analisar dentre as variaveis inteiras, quais tém valor decimal.

Escolher a primeira delas z;, com o valor decimal «;
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3) Adicionar duas novas restri¢des ao problema original z; > ~, ou x; < 3, criando
dois novos problemas, onde ~y, é o valor do menor inteiro maior que «; («; arredonadado
para cima) e /3, € o valor do maior inteiro menor que «; («; arredonadado para baixo).

Resolver cada um dos problemas.

4) \Voltar ao passo 2 recursivamente, até que seja encontrada uma solu¢do com as

variaveis com restrigdo inteira assumindo valores inteiros.

Otimizacdo com Programagcéo Estocastica

Os problemas de otimizacdo estocastica surgiram como uma evolugdo dos modelos
de programacéo linear, na medida em que adicionam incertezas nos coeficientes da funcéo
objetiva e nas equac0es de restricdes, através de variaveis estocasticas. O modelo normal-
mente utilizado para representar o problema € o seguinte

minimizar

'z + EeQ(x,€)

sujeito a

Ax = b

onde Q(z,€) = min {¢"y | Wy + Tz = h,y > 0}
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Nesse modelo, chamado de modelo de dois estagios com recurséo, ¢! consiste num
vetor de coeficientes deterministicos e £ é um vetor com variaveis aleatérias formado pelos
componentes de ¢*, heT.

E € o valor esperado das minimizagdes do segundo estagio () dentro das diferentes
realizac6es do vetor &.

Uma das formas de resolver esse tipo de problema consiste na geracéo de diferentes
cenarios para as realiza¢6es do vetor ¢ e resolver o problema do segundo estagio recursiva-
mente, obtendo o valor esperado das diferentes minimizagoes.

Outra forma de buscar uma solucéo consiste na ado¢do de modelos de distribuicao
de probabilidades para as variaveis aleatorias, considerando que as variaveis do vetor £ tém
distribuicdes independentes. Dessa forma, consegue-se decompor o problema do segundo
estagio em uma equacdo ndo linear para cada variavel aleatoria, exigindo a aplicacdo de
conceitos de programacéo nao linear.

Esse modelo também pode ser extendido para tratar problemas multi-periodos, onde
as decisOes podem ser tomadas de diferentes formas de acordo com a evolugéo do tempo.
Para isso utiliza-se 0 modelo de programacdo estocastica multi-estagios com recurs&o.

Os algoritmos L-Shaped com e sem decomposicdo por aninhamento utilizados para
resolver esses problemas de otimizacao linear estocéastica sdo descritos com detalhes por

Birge(1997).
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Otimizacao com Programacao Néo Linear

Os problemas de otimizacao de funcBes néo lineares sdo subdividos em varios casos,
dependendo do tipo de funcéo e das restricdes do problema. Uma das grandes dificuldades
dessa classe de problemas é identificar o minimo ou maximo de uma fungdo quando ela
ndo é estritamente convexa, contendo minimos ou maximos locais.

Dentro dos modelos baseados em célculo, para problemas sem restricdes com funcées
convexas e continuas, 0 maximo ou minimo de uma funcéo é encontrado atraves do vetor
de derivadas parciais da funcdo, chamado gradiente V, e da matriz de Hessian H, formada

pelas derivadas de segunda ordem:

0
e
a—m(l“)
V@)= | ™
) :
ﬁ(x)
[ _o*f 2 9? T
0x10x1 (l’) 0x101T2 (.T) U m%(l’)
8]2f 8]2]” 02 f
H(ZL’) _ Ox20x1 (I) Ox20x2 ZL’) e 0x20Tn x
0?2 . 0?2 . . 0?2 .
B axngxl( ) 8:cngx2( ) T axngxn (I)

Os pontos de minimo ou de méximo sdo encontrados achando-se z* tal que V f (z*) =

Para verificar se o ponto é de minimo, verifica-se se a matriz [, no ponto =* é positiva
definida, isto é, para qualquer d € R™, d" H(z*)d > 0. Analogamente, se o ponto for de
maximo a matriz H no ponto z* sera negativa definida, isto é, para qualquer d € R",

dTH(z*)d < 0
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No caso da matriz H ser simétrica, o teste para saber se a matriz é positiva definida
pode ser feito pelo determinante dos menores principais H,,, que devem ser todos maiores

do que zero.

_ an
H =
! (l'> _8x18x1 (x)]
[ &t 0
H2(l.> — 8x128x1 (.I') 8x128x2 (ﬂf)
azag x) aaaf z)
L 20z x20x2
M 92f 02 f 02 f
81]28$1 (.T) 8I128I2 (l’) T 0x10Tn (.T)
I ) B () .
Hn(l’) _ Ox20x1 Ox20x2 Oxo0xn
9?2 . 0?2 . . 0?2 .
L 8:1)71,5;'1 (ZL’) axngxg (I) T 8:cn8fa:n (ZL’)

Para matrizes H simétricas negativas definidas, o determinante de H; deve ser menor
que zero, o determinante de H, maior que zero e assim alternadamente até H,,.

Quando aequagdo V f(z*) = 0 gera sistemas de equacdes de dificil solucéo analitica,
séo utilizados os algoritmos iterativos para encontrar a solu¢do do problema. O algoritmo
mais utilizado € o ”Steepest Descent”, que utiliza uma busca seguindo a direcdo mais in-

greme apontada pelo vetor gradiente.

Tp1 = x — oV f(xg)

O escalar o, é 0 tamanho do passo dado na iteracdo e € determinado minimizando-se

f(xy, — aV f(ay)), isto é, fazendo-se 2oV @) _
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Um algoritmo muito utilizado, derivado do ”Steepest Descent” é o algoritmo de New-
ton. Para obté-lo, basta aproximar a funcéo objetivo f(x) por uma série de Taylor no ponto

xy, tranforméa-la numa fungdo quadratica e minimizar f(x, — oV f(xy)).

f@) 2 Jo)+ Vi) o) + 50— 20T Hw) @ - o
F@) = Vi) + SH @) — 00+ 50— o) )
F@) = Vi) + e - )

foe - (@) = 0

Vi(xy) + H(zg) (g — axVf(zg) —x) = 0

T H(ww)

Assim obtemos a férmula para o algoritmo de Newton, onde H é a matriz de Hessian

Th41 = Tk — [H(xk)]_l Vf(xk)

Devido ao custo computacional de se calcular a inversa da matriz de Hessian a cada
passo do algoritmo, existem métodos quase-Newton que fazem uma aproximacgdo desse
calculo.

Adicionando-se restri¢oes de igualdade ao problema, obtemos a seguinte formulacéo,

onde g(x) = b é um conjunto de restricbes na forma g, (z) = b1, g2(x) = by, B, g, () = by,

minimizar ou maximizar :  f(x)

sujeitoa g(x) = b
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Nesse caso o0 problema de otimizacéo € resolvido com a utilizacdo do Lagrangeano

L(x,\), onde os \; sdo os chamados multiplicadores de Lagrange.

Para achar o ponto de otimizacdo do problema, basta encontrar z* e A, tal que
VL(x*;\) =0

Encontrado o ponto extremo satisfazendo a condicdo de otimalidade de primeira or-
dem, basta verificar a condigio de segunda ordem. Se a matriz F(z*) + \'G(x*) for
positiva definida, o ponto é de minimo. Se for negativa definida, o ponto é de maximo.
F(x*) é amatriz de Hessian de f(z) e A" G(z) é a matriz de Hessian de g(z).

Adicionando restri¢fes de inequagdes ao problema, obtemos

minimizar ou maximizar :  f(x)
sujeitoa g(z) = b

h(x)

IN
a

Para solugédo desse problema, a condicéo de otimalidade de primeira ordem fica
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V) + N'Vg(z*) + ' Vh(z*) = 0
p'(h(z*) —d) = 0
p =0

A segunda condicdo de otimalidade é chamada de condicao de Kuhn-Tucker.

Otimizacdo com algoritmos de busca aleatéria

Os algoritmos mencionados até agora, sao todos baseados em célculo, com exce¢éo
do algoritmo de Dijsktra, que é um algoritmo enumerativo. Os algoritmos baseados em
calculo sdo extremamente precisos e eficientes na utilizagdo em funcdes continuas e uni-
modais. Entretanto, existe uma grande quantidade de problemas cujas funcdes de otimiza-
¢ao sdo descontinuas e multimodais, isto é, podem existir inimeros pontos de méximo ou
minimos locais e os algoritmos baseados no gradiente local perdem a eficiéncia. Os al-
goritmo enumerativos sdo 6timos para problemas com dominio pequenos e finitos, pois
também garantem a solucdo 6tima encontrada, mas perdem a eficiéncia em problemas com
muitas variaveis.

Foi na tentativa de se resolver problemas ndo lineares multimodais que surgiram os
algoritmos de busca aleatoria. Apesar de ndo serem algoritmos baseados em calculo de
derivadas locais, ndo significa que a busca ndo tenha um componente direcional. Entre os
algoritmos de busca aleatoria mais conhecidos estdo “Tabu Search”, ”Simulated Anneal-

ing” e o algoritmo genético, que serd o objeto de estudo do proximo capitulo.
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2.2 Algoritmo Genético

O algoritmo genético faz parte de uma classe de algoritmos de busca ou otimizacéo, chamada
de algoritmos evolucionarios ou adaptativos. A idéia basica é imitar o funcionamento
genético dos organismos bioldgicos na solugdo de problemas computacionais, através do
mecanismo de selecdo natural, onde sobrevivem os individuos mais aptos, combinado com
mecanismos de reproducdo por troca de informacdes genéticas. O algoritmo genético na
computacéo foi desenvolvido por J. H. Holland, em 1975.

Algoritmos genéticos sdo algoritmos robustos e aplicaveis nas mais variadas for-
mas de problemas. Desde problemas combinatérios comuns até problemas de design de
avides. Uma das aplicacBes mais interessantes que ja observei foi na descoberta de fungdes
matematicas analiticas para efetuar algum tipo de célculo, partindo de fun¢des e operadores
matematicos elementares. A titulo de demonstracao anexo o diagrama abaixo, mostrando a
reproducéo de individuos num problema para descobrir uma fungédo de calculo de opcdes,

encontrado no artigo de Chidambaram (1998)

2.2.1 A populacéo

O algoritmo tem inicio com uma populacdo aleatéria de individuos, cada um represen-
tando uma solucédo do problema. O tamanho dessa populacdo é um fator muito importante
na calibracdo do algoritmo. Dada a natureza aleatdria da busca, quanto mais individuos

formarem a populacéo inicial, maior a probabilidade de geragdo de um individuo préximo



2.2 Algoritmo Genético

1) Pais
Pontos sorteados para crossover em cinza

f=In(Sy*X+T f=sqrt(T)*(In(S)-3)

2) Filhos
f=In(S)*(In(S)-3)+T f=sqrt(T)*X

Fig. 2.2.
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Sorteio normal

Sorteio direcionado
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Fig. 2.3.
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a solucdo do problema. Mas popula¢des muito grandes também tem um ponto contra, pois

exigem muito processamento e memoria.

Como todo algoritmo de otimizacdo, existem algumas técnicas que podem ser uti-

lizadas para melhorar a convergéncia do problema. No caso do algoritmo genético, a di-

versificagdo da populacdo é um fator que tem grande influéncia no inicio do processo de

convergéncia. Uma das formas sugeridas em Chelouah (2000) é a geracao de nimero quase

aleatorios, forcando a criacdo de individuos bem distribuidos pelo espaco de soluces.

Também é sugerido que o tamanho da populacdo seja reduzido gradativamente com

a evolucdo da populagéo, pois a diversidade diminui naturalmente com o mecanismo de

selecdo natural e torna-se desnecessaria uma populacdo muito grande, diminuindo a uti-

lizacéo de processamento e aumentando a velocidade de convergéncia.
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Individuo 1 Individuo 2
1 3
3 4
2 5
4 5
2 5
5 2
6 1
6 4
2 3
1 2
2 2
3 1

Fig. 2.4.

2.2.2 O cromossomo

O primeiro passo para a implementacdo do algoritmo é definir como representar a solucéo
do problema em um individuo. Para isso devemos partir da analise da funcédo objetivo do
problema e de suas variaveis e assim construir uma sequéncia de valores representando a
solucdo. Pode ser uma sequéncia de nameros, simbolos, letras, na simples estrutura de
uma lista como também na estrutura de uma arvore, como visto no exemplo anterior. Essa
sequéncia de valores sera o cromossomo de cada individuo da populagdo. Como a natureza
da representacdo do cromossomo em um computador é combinatdria, no caso de variaveis
numeéricas inteiras ou reais, a representacao deve ser feita como uma sequéncia de bits. 1sso
leva automaticamente a uma limitagcdo no valor das variaveis de acordo com a capacidade

numérica da maquina utilizada.
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Pais Filhos
0 1 0 1
1 1 1 1
0 10 0 3 0 10 0 3
1 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 1 A
1 0 0 1 pontos de
0 19 1 12 1 12 0 19 crossover
0 1 1 0
1 0 0 1 i
0 0 0 0
0 1 0 1
0 24 1 30 0 24 1 30
1 1 1 1
1 1 1 1
Fig. 2.5.

Um dos grandes desafios da modelagem do cromossomo é tentar evitar que 0s mecan-
ismos de reproducdo quebrem importantes sequéncias das solucdes ja existentes, e per-
dendo portanto, informacdo genética importante. O exemplo abaixo mostra a represen-
tacdo binaria de uma solugdo com trés variaveis inteiras. Se a troca genética ocorresse num
ponto no meio da representacdo de uma variavel, o valor dessa variavel nos filhos teria
pouco significado hereditario, pois seriam gerados nimeros completamente diferentes dos

iniciais.
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2.2.3 A funcéo adaptacéo (’fitness”™)

A funcdo adaptacdo € aquela que avalia um individuo fornecendo uma pontuacéo (’score”)
que indica o quanto a solucdo do problema € boa. No caso de problemas de otimizag&o, a
funcdo adaptacdo é representada pelo proprio valor retornado pela funcao objetivo.

O valor da pontuacdo recebida por cada individuo terd importancia fundamental no
mecanismo de selecdo natural, que escolhera apenas os individuos mais aptos na sobre-
vivéncia e na reproducao.

A condicdo de otimalidade do algoritmo genético é dada por um nimero de geragoes
nos quais a populagéo evolui sem apresentar melhora de adaptacéo. Apesar da robustez do
algoritmo, que ndo faz nenhuma suposicéo sobre as dericadas da funcéo objetivo, esse tam-
bém é um ponto fraco do algoritmo genético, pois ndo ha como garantir matematicamente
que a solucdo encontrada é um ponto 6timo global.

Na codificagéo do algoritmo, normalmente s&o utilizadas algumas técnicas para mel-
horar a taxa de convergéncia, como por exemplo, impedir a criacdo de solucdes iguais den-
tro da populacdo. Outra técnica muito importante é analisar logo ap6s a producdo de uma
nova solucdo, se ela é tecnicamente vidvel, isto €, se ndo obedece alguma restrigdo do prob-
lema. Caso isso aconteca, elimina-se imediatamente a solucdo, impedindo o ”nascimento”
do organismo.

Definida a representacdo dos individuos e a geracdo da populacéo inicial, devemos
agora apresentar os mecanismos de reproducao que propiciam a evolucéo da populacéo:

selecéo, recombinagéo (’crossover”) e mutacao.



2.2 Algoritmo Genético 60

2.2.4 Selecdo

Esse € o mecanismo da selecdo natural que ocorre nos meios ambientes bioldgicos. Os
individuos que tém um maior grau de adapta¢do ao meio ambiente tém maior probabilidade
de sobrevivéncia e maior probabilidade de reprodugéo.

Na codificacdo do algoritmo existem diferentes formas de implementacdo. Uma das
formas mais utilizadas e mais simples de ser implementada € a sele¢éo por torneio. Na se-
lecdo por torneio, dois ou mais individuos sdo sorteados com distribuigdo de probabilidade
uniforme entre todos os individuos da populagdo. Apds isso, entre os individuos sorteados,
escolhe-se o que tem melhor adaptacdo. Nesse tipo de selecdo, quanto maior o numero de
individuos sorteados para o torneio, menor a probabilidade dos mais fracos serem escolhi-
dos, isto é, maior o grau de seletividade.

Na figura a baixo, temos um exemplo de selecdo por torneio. Nesse caso, quando
menor o valor da funcao objetivo, melhor adaptado é o individuo.

Outra forma de selecdo utilizada ocorre através da ordenacédo da populacao pela adap-
tacdo e construcdo de uma funcéo de distribuicdo de probabilidade acumulada. Assim,
ocorre 0 sorteio de numeros aleatorios de forma ponderada a probabilidade de selecdo do
individuo, como mostrado na figura abaixo.

Assim, conforme visto acima, serdo selecionados os individuos que sobreviverdao na
proxima geracdo e quais terdo seus cromossomos recombinados para a producao de novos

individuos. Desse mecanismo vem a classificagdo de algoritmo evolucionario.
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5 Torneio
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1) Selecédo com distribui¢cdo de probabilidade uniforme

2) Selecao por torneio: permanece o melhor

Distribuicdo de probabilidade acumulada

Fig. 2.6.

NuUmero de selec¢des por individuo
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2.2.5 Recombinacéo

A recombinac&o € o mecanismo que fornece a direcdo da busca aleatéria. O proximo ponto
a ser testado sera obtido através da combinacdo de pedacos de duas solugdes diferentes.
Esse metodo pode resultar na criacdo de uma solu¢do melhor mas também pode originar
uma solucdo mais distante do ponto 6timo, evitando que o algoritmo fique preso em mini-
mos ou maximos locais.

O mecanismo utilizado para isso também foi baseado nos mecanismos de reproducéo
celular dos organismos. Sao selecionados dois individuos, através dos critérios ja mostra-
dos, que fardo o pepel dos pais. Seus cromossomos sdo entdo recombinados através do
processo de “crossover”, gerando dois individuos filhos. O ponto de corte para a recobi-
nacdo também é selecionado aleatoriamente com distribuicdo uniforme, também pode ser
selecionado mais de um ponto, conforme mostrado na figura abaixo.

No caso da aplicacdo do algoritmo genético em dominios numéricos, onde a codifi-
cacdo em bits é necessaria, existe uma sugestdo de recombinacdo para aprimorar 0s casos
de recombinacdo de bits dentro de uma variavel, sugerido por Chelouah (2000). Suponha
x(i) o componente de solug¢do do organismo z na posigdo ¢ do cromossomo, e (i) 0 com-
ponente de solugédo do organismo y nas mesma posicao ;. Dado que a posic¢éo 7 foi sorteada
para crossover, os valores /(i) e /(i) dos componentes nos organismos filhos, serdo dados

por
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Fig. 2.9.

oz Ly
2(1) = x(i)+ Ay — Ax

y'(i) = y(i) —Ay+Ax

onde M é um numero aleatdrio entre 1 e 1000, dependendo da precisdo desejada.
A figura abaixo, extraida do artigo de Chelouah (2000) mostra o efeito desse tipo de

recombinacdo na varidvel selecionada.
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2.2.6 Mutacado

A mutacdo € um mecanismo que permite manter e gerar maior diversidade da populacéo,
servindo como uma outra forma de evitar que as solugdes figuem presas num ponto 6timo
local. Também imita um efeito ocorrido na reproducdo dos organismos biologicos e da
mesma forma que ocorre na natureza, pode gerar tanto uma solugdo melhor para o prob-
lema, quanto uma solu¢do muito pior. A taxa de ocorréncia de mutacdo é um parametro
muito importante na calibracdo do algoritmo, pois poucas mutagdes podem travar o algo-
ritmo num ponto de minimo local e mutagdes em excesso podem dificultar a convergéncia
do algoritmo.

A implementacdo é muito facil o ponto de vista de codificacdo. Sorteia-se a posicao
que sofrerd a mutacgdo e sorteia-se 0 novo valor da variavel, dentro do conjunto de valores
possiveis. No caso de variaveis numericas, um método utilizado é a inversdo de um bit
sorteado dentro da sequéncia do niumero. Uma outra forma sugerida por Chelouah (2000),
mostra-se mais apropriada.

Apobs o sorteio da posicdo ¢ do cromossomo = que sofrerd a mutagdo, no lugar de
uma inversdo binaria calcula-se um intervalo de variacdo Ax e aplica-se esse interva-lo no

valor da variavel, obtendo 2/ (7).

mazximo(x(i)) — minimo(xz(i))
M

(i) = z(i)xkAx
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onde M é um numero aleatdrio entre 1 e 10 e k& € um coeficiente tal que 0 < k£ < 1.
O sinal da variacdo também deve ser sorteado. Importante observar a restri¢do no valor da
variavel z (), que vai de minimo(z(i)) a maximo(x(7)).

O coeficiente k& é um coeficiente de intensificacdo. Deve comecar com o valor 1 e
reduzir lentamente a medida em que a populacao evolui. Isso permite que a busca aleatoria

figue mais precisa na medida em que se aproxima do ponto 6timo.

2.2.7 Aplicacbes do algoritmo genético

O algoritmo genético é um algoritmo que pode ser utilizado em problemas de otimizacao,
problemas de busca e também em aplicac6es de inteligéncia artificial, conjugado com redes
neurais. No campo da otimizacdo consegue atender as necessidades nas mais variadas
formas de funcéo objetivo e mostra-se eficiénte em fungGes altamente multimodais, como
a funcdo de Griewank mostrada na figura abaixo.

Existem problemas de convergéncia conhecidos na aplicagéo do algoritmo, como por
exemplo a demora para atingir um ponto de maximo com a precisdo desejada, quando a
solucéo ja se encontra proxima do valor. Essa demora ocorre devido a dependéncia exclu-
siva no mecanismo de mutacao, fato que acaba tornando o processo uma busca puramente
aleatoria. Para resolver esse tipo de problema, como muitos outros tipos, normalmente séo
empregadas técnicas mistas dos algoritmos vistos nesse capitulo, utilizando por exemplo a

otimizacdo pelo gradiente combinada com o algoritmo genético.
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Chapter 3
Implementacao

A idéia da aplicacdo dos algoritmos genéticos na otimizacao de hedge de derivativos
surgiu como uma forma de reunir, em um Unico trabalho, conceitos de modelagem de risco
de derivativos, conceitos de problemas de otimizacéo, conceitos de engenharia de software
e experiéncia profissional adquirida no controle de operacdes de tesouraria em bancos de
investimentos.

A implementag&o comega com a defini¢do dos derivativos utilizados e seus fatores de
risco. Logo em seguida sera mostrada a arquitetura do sistema desenvolvido para realizar
os testes. O objetivo da arquitetura foi o de aplicar o algoritmo genético para encontrar
uma composic¢do de carteira de derivativos de pregdo que fizesse 0 melhor hedge possivel
de uma carteira j& existente, contratada com clientes da instituigao.

O principal motivo da escolha do algoritmo genético foi o de explorar a caracteristica
evolutiva do algoritmo. A medida que novas operagdes fossem incluidas na carteira de
cliente, o algoritmo poderia evoluir a nova carteira de hedge a partir de informacdes sobre
a solucdo ja existente, podendo fornecer uma carteira de hedge com mais agilidade.

Outra caracteristica considerada para utilizar esse algoritmo foi a complexidade da
funcdo objetivo. Nesse implemtentacdo a funcdo objetivo sera o risco total da carteira,
considerando a carteira de cliente mais a carteira de hedge. Esse risco sera estimado atraves

da aplicacdo de cenarios de estresse sobre a expansao delta-gamma total da carteira. Como

68
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é uma funcéo objetivo de dificil computacéo e ndo trivial, o algoritmo genético mostra-se

uma boa alternativa por nédo exigir informacdes de derivadas da fungéo.

3.1 Produtos utilizados

Os produtos escolhidos para utilizagdo nesse trabalho foram os derivativos de cambio e
de taxa de juros negociados na BM&F (Bolsa de Mercadorias e Futuros). S&o derivativos
com boa liquidez e estdo entre os mais negociados pelas mesas de tesouraria. Na imple-
mentagédo, os produtos foram divididos em dois grupos, os derivativos negociados com
clientes, através do mercado de balc&o, e os derivativos de protecdo ("hedge”) negociados
em pregdo. As operacdes feitas com clientes podem ser em qualquer quantidade e prazo,
enguanto que as operacdes de pregdo devem obedecer aos prazos e exercicios listados na
bolsa e também um tamanho minimo de contrato.

No célculo dos produtos e seus riscos, foram feitas algumas premissas para replicar
algumas estratégias utilizadas pelos operadores na realizacdo de hedge de operaces e tam-
bém para restringir um pouco a complexidade do trabalho. Essas premissas séo listadas a
seguir:

1) O prazo de vencimento minimo para os produtos considerados na carteira € 0
vencimento do primeiro contrato de dolar futuro na BM&F. Essa restrigdo foi adotada de-
vido a complexidade para tratar os riscos dos derivativos com vencimento mais curto e
também riscos na formacdo da taxa média de vencimento de derivativos cambiais, corre-

spondente a taxa PTAX do dolar divulgada pelo Banco Central.
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2) O produto utilizado para o hedge da exposic¢do cambial em dolar sera o dolar futuro
de menor vencimento negociado no pregédo e nao o délar a vista, como € feito normalmente
nos modelos de risco. Essa escolha é decorrente da restricdo anterior e também € uma
estratégia adotada por muitos bancos para travar os riscos da exposicdo cambial em délar.

3) Néo serdo considerados efeitos de falta de liquidez nem de custos operacionais nos
calculos dos valores presentes dos produtos.

4) O risco analisado para os produtos serd calculado através da expansdo delta-
gamma, diferente do utilizado normamente nas mesas de operacao que parte de uma andlise
de sensibilidade obtida numericamente.

5) A otimizacdo do hedge procurada € de efetividade "intradia”. N&o serdo consider-
ados efeitos intertemporais, estatisticos nem a valorizagéo “overnight” dos fluxos nem do
caixa da carteira.

6) Os fluxos de caixa indexados pelo CDI seréo restritos a um percentual de 100% da
variacdo do indice e serdo admitidos sem risco.

7) Os vértices de risco utilizados serdo os proprios vencimentos dos contratos futuros
da BM&F, e ndo Vértices de prazo fixo como utilizado pelo Riskmetrics. As curvas de
juros também serdo contruidas com base nos mesmo vencimentos. 1sso permite uma maior
aderéncia do modelo de risco as expectativas de taxas de juros observadas diretamente no
mercado.

8) As taxas de juros em ddlar (cupom cambial) serdo obtidas pela cotacdo do FRC

(contrato a termo de taxa de juros em dolar) e portanto, serdo validas pelo periodo que se
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inicia no vencimento do primeiro dolar futuro e se extende até o vencimento do contrato de
FRC.

9) As volatilidades das opg¢des de délar serdo consideradas como as volatilidades
implicitas obtidas dos precos observados no mercado.

Nas férmulas mostradas as seguir, serdo adotadas as seguintes convencoes:

r, : taxa pré da curva de mercado coincidente com o prazo da operagédo

DU, : nimero de dias Uteis da data atual até o vencimento da taxa r,,

ry : taxa pré da curva de mercado com vencimento imediatamente anterior ao da
operacao

DU; : nimero de dias Uteis da data atual até o vencimento da taxa r4

ro : taxa pré da curva de mercado com vencimento imediatamente posterior ao da
operacao.

DU, : numero de dias Uteis da data atual até o vencimento da taxa r;

q. : taxa cupom da curva de mercado coincidente com o prazo da operagéo

DC, : numero de dias corridos entre o vencimento do primeiro dolar futuro até o
vencimento da taxa ¢;

¢1 : taxa cupom da curva de mercado coincidente com o prazo da operagao ou venci-
mento imediatamente anterior

DC : nimero de dias corridos entre o vencimento do primeiro dolar futuro até o
vencimento da taxa ¢;

o : taxa cupom da curva de mercado coincidente com o prazo da operagao ou venci-

mento imediatamente anterior
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DC5 : namero de dias corridos entre o vencimento do primeiro dolar futuro até o
vencimento da taxa ¢

F} : cotagdo do primeiro vencimento do dolar futuro

DUpr; : numero de dias Uteis da data atual até a data de vencimento do primeiro délar
futuro

rp1 : taxa pré valida da data atual até o vencimento do primeiro dolar futuro

3.1.1 Derivativos com Clientes

Swap Pré x CDI

Esse tipo de derivativo tem como objetivo fornecer aos clientes uma forma de pro-
tecdo de dividas ou ativos pré-fixados em reais, em relacdo a variagcdo da taxa de juros em
reais, doravante denominada “taxa pré”. Na contratacdo do produto sdo definidos qual o
indexador passivo e qual o indexador ativo, a data de inicio da operacdo DO, o valor ini-
cial em reais IV, a taxa de correcdo do fluxo pré-fixado txoppre, 0 percentual de correcao
do CDI e a data de vencimento DV. O calculo do valor presente é feito através de dois
fluxos de caixa, um pré-fixado em reais e outro corrigido pelo CDI, conforme mostrado no

primeiro capitulo.

PV;W::lp pre x cdi — P‘/pre + PVCDI
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Para o célculo da taxa pré no vencimento do contrato sera utilizada a interpolacéo
exponencial e os fatores de risco desse produto serdo os imediatamente anterior e o0 imedi-
atamente posterior ao vencimento da operagdo. No caso do vencimento coincidir com um
dos Vértices da curva de juros, a taxa para calculo sera obtida diretamente e s6 havera um
fator de risco.

FV,.. sera o valor em reais a ser recebido no vencimento, calculado por

DU,

FVye=N-(1+ txoppre)me

onde DU, € o nimero de dias Uteis entre DO e DV'.

O célculo do valor presente do fluxo pré-fixado fica

FVpre
dfpre

P‘/pre:

Calculo do delta pré



PVEm“e =

OPVj.
Odfpre

1 fator

2 fatores

Calculo do gamma pré

PPVye

3.1 Produtos utilizados

FVire

dfpre
F V;)re 8df pre
d 2 87'1

pre
DUy

dfpre = (1 + T1>W
adfpre o DUl dfpre

(97“1 252 1+T1
DU,
dfi = (1 +1r)72

DU

dfy = (1+72) 7%

(DU DUx) (DUT 1)
dfpre —df DU,— DU, -df DU,—DU;

1 2

adfpre DU2 T dfpre DUI dfl
<DU2 DU1> dfy 252 141
adfpre _ (DU - DU, dfpre
B (DU2 DU1> 252 141
Oalfpre DU, — DU, \ DU, dfp.
(DU2 DU1> 252 1+ 19

adf?

pre

d3

pre adfpre adfpre F‘/pre 82 dfpre
87’1 87'2 d 2 87'1 87’2

pre pre

1 fator : 82dfp“:<DU1>2 dfpre ~ DUL  dfpre
(

2
ori

252

e DUy dfpre (DU1 - 1)

or? 252 (1+1)°

252

14+r)* 252 (1+47m)°
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2 _ 2 , 2
2 fatores O dfpre _ (DU2 DUw) e (df1> +

or? DU, — DU, ) df?
DU, — DU, df e o - DUy — DU, df e (df’)2
DU, — DU, df, ** DU, — DU, df? \"*

Pdfpre  DUs — DU, DUy dfpre (DU2 — DU, DU, 1)
or? DU, — DUy 252 (1 +1,)* \ DUz — DUy 252

&dfyre DU, — DU; DUy dfypre (DUx — DU, DU, 1)
Or3 DUy — DUy 252 (1 + r4)* \ DUy — DUy 252

&*dfyre _ DUy — DU, DU, — DUy dfpe o df.

Ori0ry DU, — DU, DUy — DU, dfidfy ° 72

&*dfye DUy — DU, DU, — DUy df,re DUy dfi DU dfs

Or\0ry DU, — DU, DUy — DU, dfydfs 252 1+ 252 1+ 75

&dfpre DUy — DU, DU, — DU; DU; DU, Af pre

Ori0ry DU, — DU, DUy — DU, 252 252 (1+71) (1 +13)

Swap Dolar x CDI

Esse swap e utilizado por clientes para protecao de dividas ou ativos indexados pelo
dolar, em relacdo a variacdo da cotacdo do dolar e também da variacdo da taxa de juros
em ddlar, doravante denominada “taxa cupom”. Na contratacdo do produto sdo definidos
qual o indexador passivo e qual o indexador ativo, a data de inicio da operacdo, o valor
inicial em reais, a taxa inicial do ddlar, a taxa de correcdo do fluxo em dolar, o percentual
de correcdo do CDI e a data de vencimento. O célculo do valor presente € feito atraves de

dois fluxos de caixa, um indexado ao dolar e outro corrigido pelo CDI.

PV;wap dolar x cdi — Pvdolar + PVCDI
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O calculo do valor presente do fluxo em délar sera modificado em relacdo ao mostrado
anteriormente de forma a refletir a mudanca do intrumento utilizado para avaliar a taxa cam-
bial, que ser& o ddlar futuro e ndo a taxa a vista. A taxa de juros em dolar também sera

considerada a partir do vencimento do dolar futuro.

N - r u)au T 1
Pt (8, T) = = (1 + dop - DC/360) - Fy - € Jrg, abte | = ;7 r(w)du
0

Definindo o valor futuro em doélares e os fatores de desconto

N
FVdolar = S (1 + Gop DC/360)

0

o0 valor presente fica

Fvo ar * F
P‘/dolar(taT> - W
cpm pre

Nesse produto existe um risco de variacdo cambial, dado pelo delta em relacéo ao
dolar futuro, e também um risco de taxa pré no prazo do dolar futuro.

Para o calculo da taxa cupom no vencimento do contrato sera utilizada a interpolacédo
exponencial e os fatores de risco de taxa de juros desse produto serdo os imediatamente
anterior e o imediatamente posterior ao vencimento da operacdo. No caso do vencimento
coincidir com um dos vértices da curva de juros, a taxa para calculo sera obtida diretamente
e s6 havera um fator de risco de taxa de juros.

Calculo do delta délar F;



3.1 Produtos utilizados 77

aP‘/dolar - F‘/dolar
aFl dfcpm : dfpreFl

Calculo do delta pré rp;

aP‘/dolm _ F‘/dolar ) Fl adfpreFl
adfpreFl dfcpm ' dfgreF1 a’f‘pl

DUpq

dfpreFl = (1 + rFl) 252
adfpreFl - DUFl dfpreFl

87“F1 N 252 1+ T
Calculo do delta cupom ¢
a-P‘/;lolar _ F‘/dolar ' Fl adfcpm
8dfcpm d c2pm : dfpreFl aﬂh
DCy
1f : oom = (1
ator df ep ( +q1360)
Odfepmy ~ DCy
o 360
DC4
2 fat : = (1 —
atores dfi = (1+q 360)
DCy
dfa = (1+ CJ2360)
DCy — DC, DC, — DCy
d cpm == d A Ny d A Y
fem = dfs (DC2 - Dc*1> df (DC2 - DCl)
Idf e ( DCy — DC,\ DCy
8q1 n DCQ — DCl 360
ddf o ( DC, — DCy\ DCh
8(]2 n DCQ - DCl 360

Célculo do gamma pré r gy
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aP‘/;iolar F‘/dolar : Fl ( 2 adfpreFl 1 azdfpreFl)

adpr?“el*_‘l a dprm df;:’reFl aTFl df]?reFl aT%‘l
82dfpreFl _ DUFl dfpreFl DUFl -1
oz, 252 (1 +1p)° \ 252

Calculo do gamma cupom ¢

PPVioiar  FVaotar - Fi
adf2,,  dfper
Pdf cpm
I
Pdf epm

2 (8dfcpm 8dfcpm) 1 Pdfopm
df3 I Oga dfyer1  Odi

cpm

1 fator

2 fatores

Célculo do gamma dolar F; X pré rpy

aQP‘/Zlolar _ F‘/dolar adfpreFl
adfpreFl aF‘l dfcpm ' df]?reFl arFl
Célculo do gamma dolar F; x cupom ¢

aQPV;lolar _ F‘/dolar adfcpm
adfcpmaF‘l d gpm : dfpreFl a(]1

Célculo do gamma pré r; X cupom ¢

avadolar Fv;lolar : Fl adfcpm adfpreFl

Odfepm. df2 df2ep Ot Orp

cpm
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Swap Doélar x Pré

Esse swap é utilizado por clientes para trocar um indexador dolar por um indexador
pré-fixado ou vice-versa.
No caso desse produto, considera-se o calculo como se fosse uma soma de um swap

pre x cdi com um swap usd x cdi.

PV;wap dolar x cdi — Pvdolar + PVCDI

Os célculos de risco sdo 0os mesmos dos swaps pre x cdi e usd x cdi.

Opcao flexivel de délar

Esse é um produto procurado por clientes que querem proteger dividas ou ativos em
dolar, trocando o indexador para um valor pré-fixado em reais, mas limitando a perda ao
prémio da opcao.

O valor presente desse tipo de operacao sera calculado com base na férmula de Black-
Scholes, vista no primeiro capitulo, mas que também sofrera uma modificacdo, para trabal-
har com a volatilidade implicita em cima da cotacdo do délar futuro. O processo estocastico
continua 0 mesmo dS = (r — q) Sdt + 0SdZ, mas o ativo objeto passa a ser o primeiro
dolar futuro £ e as taxas de juros sdo as taxas a termo, a partir do vencimento do primeiro

futuro.
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PVeaips(t,T) =

dl =

a2 =

PVoar =

dl =

a2 =

PVecaips

dl

d2

dfpreFl (d1>

 XN(d2)
dprm dfpre

In( T +ln<df1’“> +57

m df’re 0'2
In(—25 )+ln<dfpm)—?T

oVT

FN(d)
df cpmdf preF'1

dfpre
1n( X dfcpmdfp'reFl

ov/T

F df re 2
(R i) — &1

oVT

X N(d2)
dfpre
)+ 2T

As volatilidades implicitas serdo calculadas a partir dos precos observados no mer-

cado e para o calculo das opgdes flexiveis serd calculada uma volatilidade através de in-

terpolacéo linear simples usando como ponderacgao o prazo em dias corridos e 0 prego de

exercicio. Primeiro a taxa serd interpolada no prazo e depois para o exercicio desejado.

Para uma superficie observada em quatro pontos V(X;, DC;) = Vi,

‘/2’ V(X37 DC?)) -

a esse quadrilatero fica

VeV (X4, DCy) =

V(Xs, DCy) =

V, avolatilidade V,, interpolada num ponto interno
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DCy— DC, .. DC, — DC,

Ve, = V22— PCs o Db = DOy

X1 "De, — D0, T *DC, — DO,
DCy—DC, . DC, — DCy
o - x.PC2—DC DC;—DC
X1 "DC, — DO, T *DC, — DO,

DC,— DC, .. DC, — DCs

Vip = Vamd —LCa o, Do = V05

X2 SDC, — DC, Dy — Dy
oo = x,PC-DC DG — DGy
x2 SDC, — DC, 4 DC, — DGy
V. . XCUQ — Xz X:L« — Xl'l
X X1X$2—X.I'1 X2X.I’2—X.T1

Existem outros modelos mais precisos de interpolacdo, como desenvolvido em Avel-
laneda (1997), mas ndo foram adotados devido & complexidade na dericagéo do risco, fug-
indo do escopo do trabalho. Nessa implementacdo também ndo serdo utilizadas opgdes de

venda e o célculo de alguns gammas serdo desprezados, por simplificacéo.

OPVoan OPVoan OPVoan OPVoau

A seguir serdo calculados os seguintes deltas: =ggeit, =Zcal, Sprcal, Sgcall,

OPVean
9q

- 2
e 0 sequinte gamma; ZLYgau
1

OF

O delta em relagdo ao tempo %, chamado de Theta, sera desconsiderado pois
ndo faremos analise de hedge multiperiodo. Em relacdo ao utilizado normalmente nas
mesas de operacdes, sera calculado um delta novo HSTL;G”, que é a sensibilidade do preco

em relacdo a taxa de juros pré para o vencimento do primerio délar futuro.

! _ 1 _;2
N'(x) \/ﬂe
N"(z) = —xN(x)

Calculo do delta délar F;
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OPVow _ N(@) | FN'(d) 9dl  XN'(d2) dd2
aF‘l dfcpmdfpreFl dfcpmdfpreFl aPyl dfpre (9F1

odl B 0d2 B 1
0F; OF, Fla\/T

Calculo do delta pré rx;

OPVowr  RN'(dl) 9dl  FN(d1) ddfpert  XN'(d2) 9d2
a71F1 dfcpmdfpreFl arFl dfcpmdf;?reFl 67’}71 dfpre 87’Fl
od1 0d2 1 8dfpreF1

Orm - orpy _dfpreplgﬁ orp1
adfpreFl _ DUFl dfpreFl
(97“1:‘1 252 1+ TF1

Calculo do delta o
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OPVoar FiN'(dl) od1 X N'(d2) 0d2
00 dfgmdfyers 90 dfye 00
1 fator od1 =VvT — dl
80' azﬁ
@ _ _JT_ d2
80' O'Qﬁ
ad1 dl Xxo— X, DCy — DC,

4 fatores Jor <\/_ — oQﬁ) Xty — Xz DCy — DO,
@_(\/—_ dl ) Xxy— X, DC, — DCy
0oy o2\/T ) Xxy— Xx; DCy — DCy
%:<\/—_ dl ) X, —Xx1 DCy — DC,
005 02T ) Xxg — Xay DCy — DCy
%:<\/—_ dl ) X, — Xz, DC, — DC
004 o2\T ) Xxy— Xy DCy — DCy
%—<—\/T— d2 > Xy — X, DCy — DC,
80'1 0'2\/T X:l?g—XCL‘l DCg—DC’l
@_(_ﬁ_ d2 > Xxy— X, DC, — DC
009 o2\/T ) Xxy— Xy DCy — DCY
@_(_ﬁ_ d2 > X, —Xx1 DCy — DC,
005 o2\/T ) Xxy— Xy DCy — DCYy

0d2 _ (= d2 \ X, Xu DC, - DG
80'4 N 02\/T XIQ—X.Z’l DC’g—DC’l

Na codificacdo deve-se tomar cuidado especial quando a interpolacao da volatilidade
for feita entre dois ou trés fatores.

Calculo do delta pré r

OPVear  F1N'(dl) 0Odl B XN'(d2)0d2 ~ XN(d2) Odf pr.
or N Af epmfprer1 OT dfpre  Or d gre or
odl  0d2 1 Odfpre

or — Or  df,.oT Or

Calculo do delta cupom ¢
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OPVewr  FN'(dl) ddl  FN(dl) ddl  XN'(d2)d2
aq dfcpmdfpreFl aq dfczpmdpreFl aq dfpre aq
odl  9d2 1 Odfupm

¢ 94 dfopmoVT Oq

Calculo do gamma délar F}

PPVoar  2N'(dl) 9dl  FyN"(dl) (od1\®  FN'(dl) 9%dl
IF? dlomlyrer1 OF: | dfopmfyrers (aF) " oo OF?
XN"(d2) (9d2\> XN'(d2)d%d2
 dfpe (8F>  dfpe OFF
adl  ad2 1
OF,  OFy  FoVT
&2d1 9%d2 1

OF2 — OFf P20 T

3.1.2 Derivativos de Hedge

Futuro de Délar

O contrato futuro de ddlar sera utilizado nessa implementacéo para fornecer um in-
strumento de hedge da exposicdo cambial. Na lista de instrumentos sera utilizado apenas
0 primeiro vencimento. Seu valor presente € dado pela diferenca entre a cotacdo de aber-
tura e a cotacdo observada no pregdo F;. Esse contrato correponde ao fator de risco F7,

portanto seu Unico de risco é o delta sobre a variacgéo de F}.
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Cabe observar que o valor presente de todos os contratos futuros serdo considerados
como zero na abertura do pregdo e a carteira de hedge sera feita no instante de abertura,
isto €, todas as operacdes serdo feitas na taxa de abertura.

A quantidade da operacao é definida em nimero de contratos e cada contrato tem um
valor futuro em dolar de U$50.000,00, isto € £V, = 50.000

Todos os calculos de risco de futuros serdo feitos por unidade de contrato e o risco da
carteira serd obtido multiplicando-se o risco de um contrato pela quantidade de contratos.

Calculo do delta délar F3

OF,
OF,

Futuro de DI

O contrato futuro de DI sera utilizado em véarios vencimentos, todos no primeiro dia
atil de cada més. Sera utilizado inclusive no dia do vencimento do primeiro délar futuro,
para o0 hedge da taxa pré mais curta ;. Esses contratos serdo utilizados para construir a
curva de taxa de juros em reais na abertura do mercado e portanto seus vencimentos seréo
utilizados como os fatores de risco rp; e r.

Cada contrato tem um valor futuro fixo em reais de R$100.000,00, isto & F'V,,.. =
100.000

O risco do contrato sera apenas o delta da taxa pré e seu calculo é o mesmo feito para

0 swap pré x cdi, com um fator.
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Célculo do delta pré r

8P‘/;’)7“€ o _F‘/pre adf;m"e
Odfpre df2., Or
DUy

pre
1fator : dfpre=(1+1m)>

adfpre o DUI dfpre
or1 252 14m

Futuro de DDI

O contrato futuro de DDI serd utilizado em varios vencimentos, todos no primeiro
dia util de cada més. Apesar desse contrato ter risco de taxa de juros em ddlar, o cenario de
cupom serda obtido do instrumento FRC.

No futuro de DDI, cada contrato tem um valor futuro fixo em délares de U$50.000,00,
isto € F'V p10r = 50.000

Esse tipo de contrato é tem equivalente a um swap dolar x cdi, pontanto o risco do
contrato sera o delta em relacdo ao délar F}, o delta da taxa pré no promeiro vencimento
do ddlar r 1, o delta da taxa cupom ¢ com apenas um fator e 0s gammas de cada um desses

fatores, calculados da mesma forma que no swap dolar x cdi.

Calculo do delta dolar F;

aP‘/dolar o F‘/;lolar
0F1 dfcpm : dfpreFl

Calculo do delta pré rx,
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aP‘/dolar _ FV;lolar : Fl 8dfpreFl
adfpreFl dfcpm : dfgreF1 a’f‘pl
DUpy

dfpreFl - (1 + TFI) 252
8dfpreFl DUFl dfpreFl

ore 252 1417,
Calculo do delta cupom ¢
ap%olar _ F‘/dolar : Fl adfcpm
8dfcpm d gpm ' dfpreFl aCh
DC1y
1fator : df.,.,, = (1
If D ( +q 360)
Idfepmy ~ DCy
d¢ 360

Célculo do gamma cupom ¢

a2PV;:lola7“ o F‘/;lolar . Fl

2 (adfcpm adfcpm) 1 82dfcpm]

0df2,,, dfper1 | df3,, \ O Oq ) df?.m OG
02df,
1 fat =0
ator 8q%

Célculo do gamma dolar F; X pré rpy

aQP‘/Zlolar _ F‘/dolar adfpreFl
Odfprer10F; df epm - df, ;3reF1 Irp1

Calculo do gamma dolar F; x cupom g

02P‘/;lolar F‘/dolar adfcpm

adfcpmaF,l B _d fpm : dfpreFl aQI
Calculo do gamma pré r; X cupom ¢
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8P‘/;Jlolar _ FV;lolar : Fl 8dfcpm 8dfpreFl
3dfcpm d (:2pm -d 1?7“6171 (9q1 (97“1:‘1

Futuro de FRC

O contrato futuro de FRC sera utilizado em vérios vencimentos, todos no primeiro
dia util de cada més, exceto no dia do vencimento do primeiro délar futuro. Esses contratos
serdo utilizados para construir a curva de taxa de juros em ddlar na abertura do mercado e
portanto seus vencimentos serdo utilizados como os fatores de risco q.

Cada contrato tem um valor futuro fixo em délares de U$50.000,00, isto é F'V 10 =
50.000

Esse tipo de contrato, formado pela composicéo de duas operagdes de futuro de DDI,
tem seu risco composto por dois fluxos em délar, um no vencimento do contrato e um no
vencimento do primeiro dolar futuro, com sentido oposto. O objetivo desse fluxo mais
curto é o anulamento da exposi¢do cambial, isto é, o risco em relacéo a variacéo do doélar é
zero, permanecendo somente o risco em relacao a taxa de juros em dolar a termo.

O risco do contrato sera apenas o delta da taxa cupom e seu calculo é o mesmo feito
para o swap délar x cdi, com um fator.

Calculo do delta cupom ¢



3.2 Arquitetura orientada a objetos 90

aP‘/dolar _ F‘/dolar : Fl adfcpm
8dfcpm d gpm ' dfpreFl aCh
DCy
1fator : dfem=(1
fep 1+a 360)
Odfopm  DCh
d¢ 360

Opcao listada de dolar

Esse contrato correspondem aos contratos de opc¢ao de dolar negociados no pregao na
BM&F. Os vencimentos e precos de exercicio sao padronizados, de acordo com as séries
autorizadas para negociacdo. Esses contratos serdo utilizados para o calculo da volatilidade
implicita e seus prazos e precos de exercicios serdo considerados como fatores de risco na
superficie de volatilidade. Os célculos dos riscos sdo0 0s mesmos ja mostrados para as

opcoes flexiveis de dolar.

3.2 Arquitetura orientada a objetos

3.2.1 Viséo geral

O sistema foi desenvolvido de forma a aproveitar os recursos da orientacdo a objeto no

sentido de permitir a facil adicdo de novas classes na arquitetura, isto €, uma modelagem
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escalavel. Dessa forma, pode-se adicionar facilmente novos produtos, com novos fatores
de risco.

Também foi desenvolvido de forma a facilitar a implementacdo de processamento
paralelo, com a evolucdo de populacfes em maquinas diferentes e possivel migracao de
individuo entre as populacdes.

Toda a interface com o usuario foi implementada em Excel. As entradas e saidas de
dados sdo feitas através de APIs (”Application Programming Interface”) disponibilizadas
pela DLL ("Dinamic Linked Library”) do sistema.

A seguir serdo descritas as funcionalidades de cada um dos objetos da arquitetura.

3.2.2 Aplicacédo

Aplicacéo
Meio Ambiente

Populacéo

!

Calendario

CDI

User API

|

A aplicacdo é o componente principal da arquitetura € o médulo responsavel pela
inicializacdo do programa. Seu construtor contém a cria¢do da instancia da classe UserAPI,
gue € a interface com o usuario.

Essa classe contém os seguintes métodos de entrada de dados:
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1) InputFeriados: entrada da lista de feriados que cria uma instancia da classe Cal-
endario, usada no calculo do numero de dias Uteis entre duas datas.

2) InputCDI: entrada da base historica de taxas do CDI. Cria uma instancia da classe
CDI para célculo do fator acumulado entre duas datas.

3) InputCenarioAtual: entrada das taxas de mercados atuais, usadas para o calculo do
valor a mercado, dos deltas e dos gammas. Cria uma instancia do MeioAmbiente se ainda
n&o existir uma.

4) InputCenariosEstresse: conjunto de variaces do cenario atual usado para avaliar
o risco das carteiras. Cria uma instancia do MeioAmbiente se ainda n&o existir uma.

5) InputCarteiraCliente: lista de operagdes feitas com o clientes e que geram o risco
a ser minimizado. Cria uma instancia do MeioAmbiente se ainda ndo existir uma.

6) InputConfiguracdoPopulacédo: entrada dos parametros de calibracéo do algoritmo
genético, tais como tamanho inicial da populacdo, taxa de reducdo, taxa de sobrevivéncia,
taxa de mutacdo e numero de geracGes para a convergéncia da solucdo. A entrada desses
dados cria uma instancia da classe Populacdo. N&o foi desenvolvido o suporte para varias
populagdes simultaneas.

7) InputintrumentosHedge: lista dos intrumentos disponiveis na Populacéo para fazer
o0 hedge do risco da carteira de clientes. A entrada desses dados também pode criar uma
instancia da classe Populagéo, se ainda ndo existir uma.

8) InputSolucaolnicial: entrada opcional de uma solugéo obtida para uma carteira
anterior, que pode conter sequéncias Uteis para a nova solucgdo a ser encontrada. S6 funciona

se a classe Populacéo ja estiver configurada e com os instrumentos.
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A classe UserAPI possui dois métodos de comando de execucéo:

1) PreparaAmbiente: verifica se todas os dados do ambiente estdo corretos e calcula
os deltas e gammas da carteira de clientes. Caso tenham sido adicionadas novas operagoes
com clientes, esse comando tem que ser executado novamente.

2) EvoluiPopulacéo: verifica se as configuracfes da populacéo estdo corretas, calcula
os deltas e gammas dos instrumentos e gera a populagéo inicial. Caso a populacéo ja tenha
sido criada, evolui mais uma geracdo dos individuos.

3) IniciaPopulacdo: verifica se as configuracfes da populagéo estdo corretas, calcula
os deltas e gammas dos instrumentos e gera a populacao inicial. Caso a populacao ja tenha
sido criada, ela sera substituida por uma nova.

A classe UserAPI também tem todas as funcbes que retornam a situacdo da pop-
ulacdo, tais como geracdo atual, cromossomo de cada individuo, deltas e gammas das

carteiras, valor do risco de cada individuos, etc.

3.2.3 MeioAmbiente

Meio Ambiente
Estresse

A classe MeioAmbiente é formada pelas informacdes estaticas do sistema. Possui 0
cenario de mercado atual, a carteira de operacGes com clientes e 0s cenarios de estresse.

Dentro do algoritmo genético, essa classe € aquela que simboliza todas as adversidades
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do ecosistema as quais 0s organismos estdo expostos e que vao determinar quais sdo 0s
organismos mais aptos que sobreviverdo a cada nova geragéao.

Nessa classe estd a importante funcdo ”Avalialndividuo”. Essa € a funcdo objetivo
do problema, responsavel por classificar o grau de adaptacdo de cada individuo (”fitness”).
Em termos de risco de mercado, essa fungédo agregara a carteira de clientes com a carteira
de hedge e aplicara os cenarios de estresse, retornando qual a perda ou ganho esperado da
carteira total. Quanto menor o valor retornado, em médulo, melhor é a solucéo, melhor é a

carteira de hedge e portanto, mais apto € o individuo.

3.2.4 Populagéo

Populacéo
Configuragéo

Individuos

Instrumentos

!

Essa é a classe que implementa efetivamente o algoritmo genético. Ela contém a
rotina de geracdo dos individuos iniciais, dada a configuracdo desejada. Também contém
as rotinas de evolucdo, através dos operadores de selecdo, recombinacdo e mutacdo. A
selecdo é feita através de torneio, apos a ordenacgdo dos individuos por grau de adaptacéo.
A recombinacgdo e a mutacdo séo feitas através dos métodos para variaveis numéricas,
mostrados no capitulo 2, com truncamento para nimeros inteiros, devido a restricdo dos

contratos de futuros e opgdes listadas.
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Cromossomo Instrumentos
1000 => FUT DOL AGO3
-40 = FUT FRC SET3
30 = FUT FRC OUT3
57 = FUT FRC JAN4
200 => FUT FRC ABR4
-1300 => FUT FRC JUL4
900 = FUT DI AGO3
110 = FUT DI SET3
0 = FUT DI OUT3
0 = FUT DI JAN4
340 = FUT DI ABR4
57 = FUT DI JUL4
-73 => OPC DOL AGO3 X3.0
0 => OPC DOL AGO3 X3.2
Fig. 3.12.

3.2.5 Individuo

Individuo

Cromossomo

i

Grau Adaptagao

A classe Individuo representa uma solucdo do problema de otimizagdo. E formada
pelo cromossomo, que nesse caso foi modelado como um vetor definindo a quantidade
de contratos de cada intrumento de hedge disponivel. O significado de cada posicdo do
cromossomo € dinamico, dependente dos instrumento que foram disponibilizados na con-
figuracéo.

A classe individuo também guarda o grau de adaptacdo do individuo, retornado na

funcéo de avaliacdo do MeioAmbiente.
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3.2.6 Cenario

Cenério
Data Atual
Mercado Délar

Mercado Curva Pré

Mercado Curva
Cupom

Mercado Volatilidade
Dolar

O cenério é a classe contida no MeioAmbiente e que armazena todas as taxas de

i

mercado e a data atual. Foi definida uma classe genérica Mercado e dela derivada, por
heranca, as classes especificas de cada mercado. Nessa classe séo definidos os fatores de
risco, através de cada vencimento e preco de exercicio existente nas curvas configuradas.
Também ¢é essa classe que fornece 0os métodos para que as classes de produtos e intrumentos

obtenham as taxas para calculo do valor a mercado e dos deltas e gammas.

3.2.7 CarteiraClientes

Carteira Clientes

Swaps Dolar x CDI

Swaps Pre x Dolar

Swaps Pre x CDI

Opgcdes Dolar

illlﬂ

Essa classe contém a lista de operacGes com os clientes configurada pelo usuario.

Consiste numa colegdo de instancias do objeto genérico Carteira, que foi derivado por
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heranca nos diferentes produtos mostrados na secdo anterior. Todos os calculos de valor a

mercado, deltas e gammas estdo nessas classes especificas de cada produto.

3.2.8 Instrumentos

Instrumentos

Serie Futuro DI
Serie Futuro Dolar
Serie Futuro DDI

Serie Futuro FRC

Serie Opcéo Délar

m

Essa classe contém a lista de vencimentos e precos de exercicios disponiveis para se
fazer o hedge da carteira de clientes. Esses instrumentos sdo definidos pelo usuério e tém
o0 importante papel de definir o modelo do cromossomo utilizado para gerar cada individuo

da populacéo.
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Geragéo Atual
Sem evolugéo
Tamanho Populagdo

Grau Adaptacao

1 516,139.87
2 516,139.87
3 516,139.87
4 516,139.87
5 516,139.87
6 516,139.87
7 516,139.87
8 516,139.87
9 516,139.87
10| 516,139.87
11 516,139.87
12| 516,139.87
13| 516,139.87
14] 516,139.87
15] 516,139.87
16| 516,139.87
17| 516,139.87
18| 516,139.87
19| 516,139.87
20| 516,139.87
21 516,139.87
22| 516,139.87
23]
24

3.2 Arquitetura orientada a objetos

Tempo de execugao

Interface com o usuario
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383 Reproducdo 00:00.0
99 Avaliagdo 00:00.0 Evolui uma gerag&o Evolui até convergéncia
100
Delta Carteira Delta Carteira Inicial
Cromossomo
1| 100 Mercado Vencto Strike Delta Mercado Vencto | Strike Delta
FuturoDI 1/8/2003 0 0| 0 CurvaCupom 01-set-03 0| - CurvaCupom 01-set-03| 0 -
FuturoDI 1/9/2003 0 0 0 CurvaCupom 01-out-03| 0| CurvaCupom 01-out-03 0 483.92
FuturoDI 1/1/2004 0 0| 0| CurvaCupom 01-jan-04 0 CurvaCupom 01-jan-04 0| -
FuturoDI 1/4/2004 0 0] -10 CurvaCupom 01-abr-04] 0 CurvaCupom 01-abr-04 0] -
FuturoDI 1/7/2004 0 -154] -28 CurvaCupom 01-jul-04] 0 CurvaCupom 01-jul-04 0| (326,078.60)
FuturoDI 1/10/2004 0 48, -7 CurvaCupom 01-out-04| 0 CurvaCupom 01-out-04, 0] 426,921.03
FuturoDI 1/1/2005 0 32| 26 CurvaCupom 01-jan-05, 0 CurvaCupom 01—jan—0§| 0| 346,051.49
FuturoDI 1/4/2005 0 15 46 CurvaCupom 01-abr-05 0 CurvaCupom 01-abr-05 0| (134,038.43)
FuturoDI 1/7/2005 0 0] -39 CurvaCupom 01-jul-05 0 CurvaCupom 01-jul-05 0| (278,407.61)
FuturoDolar 1/8/2003 0 0] 0| CurvaCupom 01-out-05) 0 CurvaCupom 01-out-05, 0] (296,185.50)
FuturoFRC 1/9/2003 0 0 0 CurvaCupom 01-jan-06| 0 CurvaCupom 01-jan-06| 0] 287,179.90
FuturoFRC 1/10/2003 0 -2| 0| CurvaPre 01-ago-03 0 CurvaPre 01-ago-03 0 -
FuturoFRC 1/1/2004 0 0 0 CurvaPre 01-set-03 0 CurvaPre 01-set-03 0
FuturoFRC 1/4/2004 0 0 8 CurvaPre 01-out-03| 0 CurvaPre 01-out-03| 0
FuturoFRC 1/7/2004 0 264 0 CurvaPre 01-nov-03 0 CurvaPre 01-nov-03| 0
FuturoFRC 1/10/2004 0 -281] -29 CurvaPre 01-jan-04 [8) CurvaPre 01-jan-04 0
FuturoFRC 1/1/2005 0 -195| -3 CurvaPre 01-abr-04 0 - CurvaPre 01-abr-04 0 -
FuturoFRC 1/4/2005 0 67] 214 CurvaPre 01-jul-04] 0] (61,817.68)] CurvaPre 01-jul-04 0] 105,004.39
FuturoFRC 1/7/2005 0 126 72| CurvaPre 01-out-04| 0] (7,900.03)| CurvaPre 01-out-04 0] (39,168.31)
CurvaPre 01-jan-05] 0 - CurvaPre 01—jan—0§| 0| (29,729.95)
CurvaPre 01-abr-05 0 CurvaPre 01-abr-05 0| (15,472.78)
CurvaPre 01-jul-05 0 CurvaPre 01-jul-05 0| -
CurvaPre 01-out-05 [8) CurvaPre 01-out-05 0
CurvaPre 01-jan-06 0| CurvaPre 01-jan-06) 0
Dolar 00-jan-00 0 Dolar 00-jan-00| 0|

Essa parte da interface mostra a situacdo atual da populacdo. Podemos visualizar

qual a geracdo atual, quantas gera¢des evoluiram desde a ultima melhora na solugéo e qual

o tamanho atual da populacéo.

Nas colunas de grau de adaptacdo, podemos ver o valor em risco de acordo com o

cenario de estresse aplicado, para cada individuo, de forma ordenada do melhor para o pior.

Nas colunas de cromossomo, podemos ver a composi¢éo da carteira de hedge para a

melhor solucdo, de nimero 1 e para a pior solucéo, a de nimero 100. Com essa comparacao

pode-se ter também uma idéia da diversificacdo da populacéo.

Nos dois quadros da direita, pode-se visualizar o delta por fator de risco, tanto da

carteira inicial, quanto da carteira atual com hedge. Na parte abaixo da interface pode-se

visualizar o gamma da carteira.
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Gamma Carteira

Mercado Vencto Strike
CurvaCupom 01-set-03 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaCupom 01-out-03 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaCupom 01-jan-04 o] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaCupom 01-abr-04 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaCupom 01-jul-04 o] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaCupom 01-out-04 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaCupom 01-jan-05 o] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaCupom 01-abr-05 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaCupom 01-jul-05 o] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaCupom 01-out-05 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaCupom 01-jan-06 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaPre 01-ago-03 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaPre 01-set-03 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaPre 01-out-03 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaPre 01-nov-03 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaPre 01-jan-04 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaPre 01-abr-04 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaPre 01-jul-04 o] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |487 0 0 0 0 0 0 0
CurvaPre 01-out-04 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0] 60] 36 0 0 0 0 0 0
CurvaPre 01-jan-05 o] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaPre 01-abr-05 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaPre 01-jul-05 o] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaPre 01-out-05 o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
CurvaPre 01-jan-06 0] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Dolar 00-jan-00 of o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3.3 Resultados

3.3.1 Estratégia

Um conjunto de testes foi realizado para verificar a convergéncia do algoritmo dentro das

diferentes combinacdes de produtos e intrumentos escolhidos.

3.3.2 Hedge de um swap pré x cdi com vencimento coincidente com
série de futuro de DI

Esse foi o primeiro teste realizado para verificar a convergéncia do algoritmo, o swap colo-
cado na carteira tinha um valor futuro de R$2.910.294,02 e portanto a carteira 6tima a ser

encontrada deveria ser composta de uma posicéo de 29 contratos vendido no futuro de DI
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Swaps Pre x CDI

OK Data Operagdo (DO) Data Vencimento (DV) Principal (P)  Ativo  Passivo  Taxa Pré (txoppre) Percentual CDI
X 3/6/2003 1/7/2004 2,500,000.00 PRE CDI 15.00% 100.00%
Fig. 3.13.

com mesmo vencimento. A solucdo 6tima foi encontrada apds 110 iteracdes, com uma
populacgéo inicial de 200 organismos e um cromossomo com 5 vencimentos diferentes de
DI. O valor em risco 6timo foi de R$53,64.

Esse primeiro teste também serviu para perceber a importancia da definicdo dos
cenarios de estresse. Os cendrios que havia sido escolhido inicialmente, eram compos-
tos de curvas deslocamentos paralelos, rotacGes e alteracdo de convexidade. O algoritmo
conseguiu evoluir para uma solugdo com risco menor do que a solucao 6tima teorica através
de uma combinacédo de contratos em varios vencimentos. A solugdo encontrada apresen-
tou um valor em risco de R$52,72 e convergiu apds 54 iteracdes. A carteira obtida foi a

seguinte:

FuturoDlI, vencimento 1/1/2004, -544 contratos
FuturoDlI, vencimento 1/4/2004 0 -95 contratos
FuturoDlI, vencimento 1/7/2004 0 1008 contratos
FuturoDlI, vencimento 1/10/2004 0 -968 contratos

FuturoDI, vencimento 1/1/2005 0 323 contratos

A combinacdo de cenarios que conseguiu produzir a convergéncia para a solucao
Otima tedrica foi um conjunto de cenarios onde cada curva foi gerada com um deslocamento

em apenas um dos fatores de risco. Esse novo conjunto foi acrecentado ao cenario inicial.
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Swaps Pre x CDI

OK Data Operagdo (DO) Data Vencimento (DV) Principal (P)  Ativo  Passivo  Taxa Pré (txoppre) Percentual CDI
X 3/6/2003 17/10/2003 1,200,000.00 PRE CDI 16.70% 100.00%
Fig. 3.15.

3.3.3 Hedge de um swap pré x cdi com vencimento diferente da série de
futuros de DI

Esse teste também foi executado satisfatoriamente, com a solucéo sendo encontrada apds
169 iteracOes. Nessa situacdo pode ser comprovado o problema que o algoritmo genético
tem para conseguir um refinamento da solucdo quando atinge um ponto perto do 6timo.
Para convergir do valor em risco de R$28.422,32 para R$40,13 foram necessarias 109 iter-
acOes. Para evoluir de R$40,13 para R$4,67, que foi o valor 6timo encontrado, o algoritmo
levou 60 iteraces, isto é, 35% do processamento total.

A carteira de hedge ficou da seguinte forma:

FuturoDI, vencimento 1/10/2003, -6 contratos

FuturoDI, vencimento 1/11/2003, -7 contratos

Outro ponto interessante foi observado através da execucdo do mesmo teste, mas
mudando-se a calibracdo do algoritmo. Diminui a taxa de sobrevivéncia de 40% para 20%
e aumentei a taxa de mutacdo de 20% para 70%. A convergéncia nessa rodada foi muito
mais rapida, atingindo 0 mesmo valor em risco de R$4,67 ap0s 55 geracdes.

Isso mostra a sensibilidade do algoritmo em relacdo a calibracdo, mas também nao

podemos esquecer que o algoritmo é de busca aleatéria e para uma analise efetiva da sen-
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sibilidade de cada parametro, o teste deveria ser repetido muitas vezes de forma a obter-se

uma analise estatistica.

3.3.4 Hedge de uma carteira de 100 swaps pré x cdi

Esse teste mostra a velocidade de convergéncia do algoritmo para uma populacao incial
maior, com 1000 individuos, no lugar de 200. A carteira de swaps foi gerada com venci-
mentos por toda a extensdo da curva de juros em reais. O valor em risco 6timo foi de

R$150,00 e a solugdo 6tima foi encontrada apds 93 geracbes, com a seguinte composi¢ao:
Cromossomo

1
FuturoDI 1/8/2003 0 345
FuturoDI 1/9/2003 0 425
FuturoDI 1/10/2003 0 595
FuturoDI 1/11/2003 0 307
FuturoDI 1/1/2004 0 -129
FuturoDI 1/4/2004 0 -803
FuturoDI 1/7/2004 0 -587
FuturoDI 1/10/2004 0 839
FuturoDI 1/1/2005 0 82
FuturoDI 1/4/2005 0 -18
FuturoDI 1/7/2005 0 991
FuturoDI 1/10/2005 0 376
FuturoDI 1/1/2006 0 -412
—— Menor Risco —— Maior Risco 200,000.00
Média Desvio

800,000.00

700,000.00
140,000.00
600,000.00
120,000.00
500,000.00

400,000.00
£0,000.00
300,000.00
60,000.00
200,000.00
40,000.00
100,000.00
2000000

Nesse teste percebe-se uma grande reducdo do risco de todas as solugbes da popu-

lacdo, comparativamente com os testes anteriores. 1Sso ocorre porgue o risco inicial de uma
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carteira de muitos swpas sem hedge é muito alto comparado com a carteira 6tima. O valor

em risco partiu de mais de R$700.000,00 para terminar com R$150,00.

3.3.5 Hedge de um swap ddlar x cdi com vencimento coincidente com
série de futuro de DDI

Para realizar esse teste, foram disponibilizados os futuros de DDI, de DI e o primeiro

vencimento do ddlar Futuro. A carteira 6tima obtida, foi a seguinte:

Swaps Dolar x CDI
OK Data Operacéo (DO) Data Vencimento (DV)  Principal (P) Ativo  Passivo Taxa Délar (txopdol) Percentual CDI Partida Dolar (PD)
X 3/6/2003 1/7/2004 2,000,000.00 CDI usbD 6.00% 100% 2.3

FuturoDDI, vencimento 1/7/2004, 19 contratos
FuturoDDI, vencimento 1/8/2003, -338 contratos
FuturoDI, vencimento 1/8/2003, 496 contratos

FuturoDolar, vencimento 1/8/2003, 331 contratos

Essa solucdo foi obtida na geracdo 120, com um valor em risco de R$46,58. Um
ponto importante de se notar nessa solucao foi o grande nimero de contratos de DI, DDI e
dolar no vencimento 1/8/2003. Isso acontece porque 0s trés produtos possuem fatores de
risco que se anulam mutuamente. Dessa forma, o algoritmo encontra varias combinagdes
lineares entre esses trés instrumentos que produzem o mesmo risco, possibilitando mais de
uma solucéo o6tima.

O teste foi executado novamente, retirando o instrumento de futuro de DDI venci-

mento 1/8/2003 e a solugéo obtida foi a seguinte:
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FuturoDDI, vencimento 1/7/2004, 19 contratos

FuturoDlI, vencimento 1/8/2003, -1 contratos

Como era de se esperar, 0 hedge foi feito quase totalmente com o DDI de mesmo
vencimento. Interessante notar que a diferenca entre o valor futuro em délares do swap
USD-926.666.66 com o valor futuro do DDI USD 950.000,00 deixou um residuo de USD23.333,00
de valor futuro que nao pdde ser protegido devido ao tamanho do contrato. Entretanto, esse
descasamento produziu um pequeno risco de taxa pré no vencimento do primeiro futuro
que pdde ser protegido vendendo 1 contrato de futuro de DI.

Outro ponto interessante observado nesse teste foi a criticidade da definicdo dos
cenarios de estresse. Num teste inicial, o cenario para a variacdo do dolar estava com
um aumento de 1 real numa taxa de 2.9385, enquanto que o cenario para a curva de cupom
apresentava um aumento médio de 3%. Um aumento dessa magnitude no délar produz uma
variacdo no valor a mercado muito mais significativa do que a variacdo do cupom. Devido
a isso, o algoritmo acabou desprezando o risco no cupom cambial e apos encontrar uma
composicdo de DDI futuro que anulava o delta sobre a cotacdo do dolar, as mutagdes nao
conseguiam gerar uma solucdo que diminuisse o risco do cupom, pois uma minima vari-
acdo nas posicdes de DDI desbalanceavam o delta em délar e produzia uma solugdo muito
pior. Apos reduzir o cenario de estresse no délar para uma variacao de R$0,01 o algoritmo

conseguiu encontrar a carteira 6tima.
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3.3.6 Hedge de um swap dolar x cdi com vencimento coincidente com
série de futuro de FRC

Rodando novamente o problema anterior com o contrato de FRC, conjugado com o primeiro
dolar futuro, que € a forma normalmente feita na pratica dia das mesas de operaces, ob-

tivemos a seguinte carteira:

Cromossomo
1

FuturoDI 1/8/2003 0 26
FuturoDolar 1/8/2003 0 17
FuturoFRC 1/9/2003 0 0
FuturoFRC 1/10/2003 0 0
FuturoFRC 1/1/2004 0 0
FuturoFRC 1/4/2004 0 0

FuturoFRC 1/7/2004 0 19
FuturoFRC 1/10/2004 0
FuturoFRC 1/1/2005 0
FuturoFRC 1/4/2005 0

[=ll=l[=]

Como era de se esperar, ndo houve sobreposicao de risco de delta de dolar no primeiro

vencimento.

3.3.7 Hedge de uma carteira de 300 swaps

Esse foi o teste realizado com todos os instrumentos de swap e futuros implementados. A
configuracao do algoritmo genético, o grau de adaptacdo dos 25 primeiros organismos e a

carteira 6tima obtida podem ser vistos a seguir.
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Configuracédo Grau Adaptacao Cromossomo
1

1 391.53 FuturoDI 01/08/2003 0 4124
Populacao 2 391.53 FuturoDI 01/09/2003 0 -1094
3 392.39 FuturoDI 01/10/2003 0 -704
Tamanho 1000 4 392.39 FuturoDI 01/11/2003 0 -956
GeracoesParaConvergencia 50 5 392.39 FuturoDI 01/01/2004 0 89
TaxaSobrevivencia 40% 6 392.44 FuturoDI 01/04/2004 O -918
TaxaMutacao 50% 7 392.44 FuturoDI 01/07/2004 0 177
ValorMaximoGene 6000 8 393.30 FuturoDI 01/10/2004 0 55
TamanhoMinimo 100 9 393.88 FuturoDI 01/01/2005 0 -46
TaxaReducaoTamanho 2 10 393.88 FuturoDI 01/04/2005 0 -412
IntervaloMutacao 1000 11 394.31 FuturoDI 01/07/2005 0 847
TaxaReducaolntervaloMutacao 10 12 394.31 FuturoDI 01/10/2005 0 836
13 394.31 FuturoDI 01/01/2006 0 1083
14 394.31 FuturoDolar 01/08/2003 ( 2550
15 394.74 FuturoFRC 01/09/2003 0 -1221
16 394.74 FuturoFRC 01/10/2003 0 -527
17 394.77 FuturoFRC 01/01/2004 0 535
18 394.79 FuturoFRC 01/04/2004 0 397
19 395.17 FuturoFRC 01/07/2004 0 -140
20 395.17 FuturoFRC 01/10/2004 0 -297
21 395.17 FuturoFRC 01/01/2005 0 1772
22 395.22 FuturoFRC 01/04/2005 0 1029
23 395.22 FuturoFRC 01/07/2005 0 1011
24 395.63 FuturoFRC 01/10/2005 0 472
25 395.63 FuturoFRC 01/01/2006 0 -87

O valor em risco da carteira 6tima foi de R$391,53 e a solucdo 6tima foi obtida na

Menor Risco Maior Risco 400000000
Média Desvio
350000000
9,000,000.00
8,000,000.00 3,000,000.00
7,000,000.00
250000000
6,000,000.00
5,000,000.00 200000000
4,000,000.00
150000000
3,000,000.00
1,000,000.00
2,000,000.00
1,000,000.00 500,000.00
0 20 40 60 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Novamente, percebe-se uma convergéncia rapida no inicio e uma demora no refina-
mento da solugdo. Uma alternativa para esse problema seria construir um algoritmo que
permitisse uma configuracdo variavel, que aumentasse a taxa de mutacdo a medida em que
0 grau de convergéncia se reduzisse. Mas deixar o intervalo de mutacdo pequeno, de forma

a melhorar a convergéncia e ndo atrapalhar o direcionamento da solucao.
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3.3.8 Hedge de uma opc¢éo de compra flexivel com opc¢des de compra
listadas e futuros

Opcao flexivel de dolar
OK Data Operacao (DO) Data Vencimento (DV) Principal (N) Call/Put  Strike
X 3/6/2003 26/4/2004 (10,000,000.00) Call 2.950

Esse teste mostrou-se muito interessante pela composicdo da carteira 6tima obtida.

Cromossomo

FuturoDI 1/8/2003 0
FuturoDI 1/1/2004 0
FuturoDI 1/4/2004 0
FuturoDI 1/7/2004 0
FuturoDI 1/10/2004 0
FuturoDolar 1/8/2003 0
FuturoFRC 1/1/2004 0
FuturoFRC 1/4/2004 0
FuturoFRC 1/7/2004 0
FuturoFRC 1/10/2004 0
OpcaoDolar 1/3/2004 2.9
OpcaoDolar 1/3/2004 3
OpcaoDolar 1/5/2004 2.9
OpcaoDolar 1/5/2004 3

'
=

M E = N N NS E E N RS

@|©

As opcdes listadas escolhidas para o hedge do gamma do ddlar foram em maior parte
no vencimento de 1/5/2004, pois o vencimento da opera¢cdo com o cliente € mais proximo
a esta data, em 24/04/2004. Mas ainda sobrou um componente de risco no vencimento
1/3/2004 que também foi anulado satisfatériamente. As quantidades das opcoes listadas
dividiram-se entre os precos de exercicio de 2.9 e 3.0, pois o exercicio da opcao flexivel
era exatamente a média em 2.95. Mesmo asism pode-se notar que a divisdo ndo foi exata,
devido ao efeito do ”smile” de volatilidade do cenario de mercado.

Observa-se também que o algoritmo encontrou o hedge para a exposi¢do cambial,
dada pelo Delta sobre o délar, como também para os riscos de taxa de juros. Esse € um

resultado importante para o experimento, pois na pratica, os operadores de mercado nao
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conseguem visualizar todos os riscos perfeitemente. Na maior parte dos casos, permanece
uma exposi¢cdo remanescente, pois quando o risco de taxa de juros ndo € ignorado, o hedge
é feito com uma aproximacao ndo muito precisa.

Os fatores de sensivilidade da carteira podem ser vistos abaixo. O valor em risco

ficou em R$459.29.

Delta
Mercado Vencto Strike | Delta Carteira Inicial| Delta Carteira Final
Cupom 01-jan-04| - - (8,783.75)
Cupom 0l1-abr-04| - 9,900,775.57 577.61
Cupom 01-jul-04| - 5,148,968.91 34,314.82
Dolar 01-ago-03| - (7,061,200.48) (11,934.78)
Pre 0l1-ago-03| - 1,510,587.52 2,554.43
Pre 01-jan-04| - - (2,982.43)
Pre 0l-abr-04| - (8,038,661.26) (7,375.73)
Pre 01-jul-04| - (3,400,276.15) (29,112.23)
Vol 01-mar-04| 2.90 (337,291.21) (12,576.78)
Vol 01-mar-04| 3.00 (337,291.21) (10,888.71)
Vol 01-mai-04| 2.90 (3,777,661.59) 15,994.99
Vol 01-mai-04| 3.00 (3,777,661.59) 14,340.58
Gamma Doélar
Carteira Inicial Carteira Final
12 12

[ 12| (5,268,273.42) [ 12 23,221.57




Chapter 4
Conclusao

Esse trabalho teve seus objetivos atingidos com sucesso, pois conseguiu-se otimizar
0 hedge das operacdes de clientes com o uso do algoritmo genético. O trabalho foi a unido
de vaérias disciplinas contidas dentro do programa do mestrado profissionalizante: risco de
mercado, calculo estocéstico, otimizacdo e programacao.

Durante a realizagdo dos testes ficou evidenciado que a implementacdo de um al-
goritmo de otimizacdo envolve um certo componente artistico, tanto na modelagem do
problema, quanto na calibracdo do sistema.

O algoritmo genético mostrou-se muito poderoso em termos de flexibilidade de apli-
cacéo. Isso abre um leque de opgdes para futuros estudos, tais como alteracéo na funcéo ob-
jetivo para incorporar penalidades como liquidez e custos operacionais, alteragdo na fungéo
objetivo para considerar um célculo de risco estatistico, através do VaR ou simulagdo de
Montecarlo. Através dos resultados observados percebe-se que a utilizagdo de um mod-
elo de risco por simulacao de cenarios reais, com analise de componentes principais, traria
melhores resultados se utilizado em conjunto com penalidades de custo operacional, pois 0
algoritmo consegue achar combinages de carteiras, com posi¢fes muito vendidas e muito
compradas em vencimentos adjacentes que produzem um hedge muito bom. Uma limi-
tacdo do modelo implementado é a impossibilidade de proteger um risco de taxa de juros

com uma série de futuro que ndo tenha o vencimento adjacente ao vencimento da operacao
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com cliente, justamente devido a auséncia de uma analise de componentes principais da

estrutura a termo de taxa de juros.

O sistema implementado também tem muito potencial a ser desenvolvido, como
a aplicacdo para produtos adicionais e também o refinamento dos modelos de expanséao
Delta-Gamma, considerando alguns Gammas cruzados que nesse trabalho foram despreza-
dos, tais como a derivada cruzada do preco em relacao a volatilidade e ao délar. Também
podem ser refinados os critérios de interpolacéo tanto de curva quanto de superficie de
volatilidade. Outro aspecto que deve ser melhor analisado é um estudo comparativo entre
os diferentes métodos de otimizacdo, usando por exemplo o ”Simulated Annealing” ou 0
”Tabu Search”.

A adigdo de diferentes fatores de risco combinada com uma analise estatistica do
risco poderia até mesmo fornecer uma ferramenta de hedge opera¢des sem liquidez, uti-
lizando ativos liquidos encontrados no mercado, mas cujas correlacdes com o ativo objeto
ndo sao Obvias. O sistema poderia também evoluir para uma ferramenta de calculo de

precgos de derivativos.



Appendix A
Derivacéo da formula de Black-Scholes para
opcao de compra de dolar européia

Nesse apéndice encontra-se a derivacdo da formula de Black-Scholes para o célculo
de uma opcéo de dolar européia, adaptada de Hull (2000). O valor esperado do valor futuro

do fluxo de caixa de uma opg¢éo de compra européia € dado por:

FvCallBS’(ta T) = F [maX(ST - X), O]

E [ma,x(ST — X), O] = /)jo (ST — X) g(ST)dST

onde ¢(St) é a distribuigdo lognormal de probabilidade da variavel Sy-.

Como o escopo desse trabalho séo os derivativos cambiais no mercado brasileiro,
consideramos .S uma variavel que segue o processo estocastico dado por dS = (r — q) Sdt+
oSdZ, sendo r a taxa de juros livre de risco em reais e ¢ a taxa de juros em dolar dada pelo

cupom cambial. Aplicando o Lema de 1t6 para achar o processo de in(S), temos:

B OnS) 10*(InS) , , d(In S)
d(lnS) = ( 53 (r—q)S+ T +2 552 o“S* | dt + 55 oSdZ

o2
d(InS) = (r —q— ?) dt + odZ

Encontrado o processo de In(S), podemos encontrar a distribuicdo de probabilidade

de [n(S) no vencimento 7" da operacdo, isto é, a distribuicéo de In(St):
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2

ISy —InS, qﬁ{(r—q—%) (T—t),a\/T—t}
InSyr - ¢{1n50+(7’—q—%2> (T—t),o\/T—t]
2

InSr ¢[m78]\mzln50+<r—q—%> (T—t)|s=0VT —t

A partir de in(S7) podemos definir uma nova variavel V/, com distribuigdo normal

de média zero e variancia 1 dada por

Fazendo a mudanca de variavel na integral do valor esperado

ST — esV—i—m

FVeaiss(t,T) = / (e ™ — X) h(V)dV

n(X)—m

n(X)—m In(X)—m
s s

FVearps(t, T) = / eVImh(V)dV — / Xh(V)dV

Como h(V') é a funcdo Gaussiana com média zero e variancia 1, podemos simplificar

a primeira integral completando quadrados:
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esV+mh(V) — esV+m . 1 e#
Vo
1 —v2425vV+42m
esV+mh(V) _ P R
V2r
1 V2723V+s272m752
sV+m _ V725V 4sT—2m—s”
e h(V = e 2
(V) o
esV+mh(V) o 1 67@+%
B Vo
sV+m 2m+s2 1 _ (st)2
e h(V) = e 2 e 2
s

VIRV = eEETR(V - 8)

e / WV — $)dV — X / h(V)dV
In(X)—m In(X)—m

FVeaips(t,T) =

®

Definindo como N () a funcdo densidade de probabilidade acumulada, isto é, a prob-
abilidade da variavel com distribuicdo normal de média zero e variancia 1 assumir valor

menor do que x, temos:

S

FVauns(t, T) = 25 (1 X =m 3)> - X (1 - N(w))

Substituindo o valor de m e s

2(1“ 50+(T*q*"7 (Tft)) +(ovT—T)?

2
2m+s2 )
e 2 = € 2
2m4s? In SO+(7‘_q_ﬁ) (T_t)_t,_m
e 2 — e 2 2
2m+52

(& 2 = Soe(r_Q)(T_t)
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FVoauss(t,T) =

Fazendodl =

() +r-) (T O+ 5 (T—) 1o _ () +Hr—a)(T ) -5 (T

(1 ) N(ln(X) - (mso :ﬁ;;_i_ %) (T—t)) ) ax/T—t))
(1 ) N(m(%) _ (r—q;%zz (_Tt— t) — o2 (Tt)))
(1_N(1n<s%>—<r—z> g:?—%@—w))

_ N(1n<%>+<r—z>¢<;>+§<zﬂ—t>>

NG+ <r—z> g:? -5 (T —1)
sy (BE) + 0 = Z) <§ - ? +g (-t
xR+ <v~—3> <§:? —5 (-1,

e considerando

r e g como funcéo de ¢

oVT—t

ovT—t

FVCallBS(taT) — Soe(ftT T‘(U)du*.ft’r Q(U)du)N(dl) _ XN(CZQ)
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Calculado o valor futuro, chegamos ao valor presente:

FVoaps(t,T)
fore(t,T)
Soell rdu=[ awdu) N g1y — X N(d2)

eftT r(u)du

PVeaips(t, T) = Soe~ i 1@dun(q1) — Xe=Ji rwdu N (42)

PVeaips(t,T) =

PVeaips(t,T) =

Substituindo as expressdes de fator de desconto temos:

SoN(d1)  XN(d2)
oo (6, T)  dfpre(t,T)
In(%2) + In (—dfm“’T)) + 2 (T 1)

PVeaips(t,T)

gl = X Afeprm (£,1)
N ovVI —t
dp're ) 0'2
L W@ () -5 (7
N o1 —t

E assim, encontramos as formulas de Black-Scholes para calcular o valor presente de

uma opc¢éo de compra de ddlar européia.
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