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Resumo

Dé-se o nome de sistemas de reputacdo a mecanismos em que membros de uma comunidade
emitem avaliacdes sobre os demais e a partir destas se inferem quais dos membros podem
ou ndo ser considerados confidveis. Apresentamos, nesta dissertagcdo de mestrado, um estudo
sobre estes sistemas. Seguindo idéias recentes na literatura, modela-se o problema de calcular
reputages a partir de avaliacdes ndo-confidveis como um problema de inferéncia estatistica, que
€ entdo analisado com o uso de uma técnica conhecida como propagacao de crengas, permitindo
que obtenhamos estimativas. Em seguida, utilizamo-nos da relacdo existente entre problemas de
inferéncia e mecanica estatistica para realizar um estudo analitico mais profundo, inédito, por
meio de uma generalizagdo do método de cavidade. Sdo tracados diagramas de fase, em que se
observam regides de parametros para as quais o problema torna-se mais dificil de resolver; esta
andlise nos da alguma intuicdo sobre o problema, possibilitando que sejam propostas melhorias
aos métodos existentes para tratd-lo.



Abstract

It’s given the name of reputation system to mechanisms in which members of a community
issue each other ratings and from these it is inferred which can be trusted and which can’t. We
present, in this master’s dissertation, a study on these systems. Following ideas from recent
works on the engineering literature, the problem of calculating reputations from unreliable ra-
tings is modeled as one of statistical inference, and then analyzed with the use of a technique
known as belief propagation, allowing us to obtain estimatives. Next, we use the existing re-
lation between inference problems and statistical mechanics to motivate a novel deeper study,
by means of a generalization of the cavity method. Phase diagrams are drawn, making possible
to identify regions of parameters for which the problem is harder to solve; this analysis brings
insight to the problem, allowing one to propose improvements to the methods available for its
treatment.
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1 Introducao

“Where is the knowledge we have lost in information?”
— T.S. Eliot

Nas mais diversas dreas do conhecimento, € bastante comum e por vezes até necessario
tirar conclusdes sobre algo a partir de observagdes incertas; a tal processo, dd-se o nome de

inferéncia.

Raciocinios 16gicos indutivos, que efetuamos a todo instante, sao um exemplo de inferéncia;
ocorrem ainda nas ciéncias, em que se deseja estudar a partir de medi¢cdes como diferentes

quantidades se relacionam entre si ou como variam no tempo.

Neste contexto, costuma-se descrever a tarefa em termos de modelos estatisticos; a relagdao
entre duas quantidades a e b pode assim ser estudada a partir da distribuicdo de probabilidade
conjunta P (a,b); das distribui¢des condicionais P (a|b) e P (b|a); e das distribui¢des marginais
P(a) e P(b). Analogamente, uma quantidade x) pode ser estudada a partir de distribui¢des do
tipo P (x()[x(t=1) x(=2) .

E de fundamental importancia, nestes estudos, a utilizacdo do chamado teorema de Bayes,
que permite que calculemos distribuicdes de probabilidade a posteriori — incorporando novas
informacdes. Dada uma hip6tese H e um novo conjunto de dados D, o teorema de Bayes toma
aforma P(H|D)<P(D|H)P(H).

Na mecanica estatistica, o problema central de calcular a termodindmica de um sistema a
partir de sua descri¢do microscopica pode ser também visto como um problema de inferéncia.
Desenvolveu-se na drea, ao longo dos dois ultimos séculos, um extenso ferramental matemaético

capaz de modelar com sucesso uma grande variedade de sistemas fisicos.

Em trabalhos desenvolvidos na década de 1950, sobretudo por Edwin Jaynes (1), percebeu-
se que este ferramental pode ser utilizado em problemas de inferéncia andlogos — que se re-
ferem ndo s6 a sistemas fisicos, mas também a outros sistemas complexos diversos. Modelos
cldssicos para sistemas magnéticos, assim, podem ser vistos mais geralmente como modelos
para problemas de inferéncia em alta dimensionalidade, em que as varidveis assumem valores

bindrios; e vice-versa.
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1.1 Inferéncia e mecanica estatistica

Outra area cujos problemas tipicos sao de inferéncia € a teoria de informagao. Em 1948,
Claude Shannon introduziu um framework (2) que permite analisar em termos estatisticos o
problema de transmissdo de dados; um modelo consiste, basicamente, em uma fonte que co-
difica a mensagem inicial, um canal (ruidoso) que a transmite, € um receptor que a decodifica

(ver figura).

Utilizaremos a teoria da informacgdo nesta se¢do para exemplificar como problemas de in-
feréncia pertencentes a outras areas podem ser analisados por meio de técnicas da mecanica

estatistica.

decodificador

mensagem original S mensagem codificada I mensagem recebida ¥ mensagem estimada I’
M bits N bits N bits - M bits

Figura 1.1: Modelo tipico para transmissao de dados; figura baseada em (3)

Deseja-se que a mensagem recebida, apés decodificada, seja idéntica ou ao menos bastante
semelhante a mensagem enviada. Para este fim, sdo utilizados os chamados cdigos de correcao
de erros, que se aproveitam de alguma redundincia na mensagem transmitida para inferir a
mensagem original. Matematicamente (4, 5), uma mensagem s de M bits € codificada em
uma mensagem x de N bits, que € transmitida; recebe-se uma mensagem y de N bits, que €
decodificada em uma mensagem r de, novamente, M bits. Um cddigo de correcdo de erros

consiste em uma forma para a codificagdo x = x(s), e uma para a decodificagdo r = d(y).

Trabalha-se tipicamente com a distribuicdo de probabilidades Q(y|x), relacionada ao ruido
no canal. Sdo objetos de estudo quantidades como a probabilidade de erro em blocos, pp =
P(r # s), e a probabilidade de erro em bits, p, = %Zﬁ‘il P (r; # s;); procura-se, usualmente,

minimizar uma destas duas quantidades.

Uma anélise detalhada vem da distribui¢do a posteriori P (s|r), que pelo teorema de Bayes

pode ser escrita como

P(s|r) = %exp llogP (r]s) + log P (s)], (1.1)

cuja forma € denominada medida de Gibbs, P (s) = £ exp[—BH(s)], com
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H(s) = —logP(s|r) —logP(s). (1.2)

E util, ainda, trabalhar com s; € {—1,1}; somas bindrias entre varidveis pertencentes a

{0,1}, assim, passam a ser representadas por produtos.

Dada a analogia, as tarefas de minimizar pg e p; relacionam-se agora a outros célculos,
tipicos da mecanica estatistica (6, 7). A primeira estd associada a determinar as mensagens que
maximizam P (s|r) — ou os estados fundamentais, que minimizam H (s); ja minimizar p;, estd
relacionado a determinar as mensagens que maximizam as distribui¢des marginais {P (s;)} —
ou os estados que, para 3 = 1, respeitam o sinal das magnetiza¢oes locais (8 = 1 € dito o valor

do parametro na linha de Nishimori).

Trata-se, mais geralmente, de dois problemas de inferéncia distintos: aquele que visa ma-
ximizar a distribuicdo a posteriori ¢ comumente denominado MAP (do inglés, maximum a pos-
teriori); o que vem das magnetiza¢des locais, MPM (maximum posterior marginal). Técnicas
usuais para determinagdo dos estados fundamentais e das magnetizagdes locais podem assim

ser Uteis na execug¢do destas tarefas, no estudo de problemas quaisquer.

Outras técnicas permitem ainda que estudemos o problema mais a fundo, de forma analitica;
€ possivel tracar diagramas de fase que sdo, por exemplo, capazes de explicar a dificuldade de
se alcancar os estados fundamentais em alguns casos. Estas técnicas provém intuicdo sobre o

problema, permitindo que proponhamos novas maneiras de resolvé-lo.

1.2 Organizando a dissertacao

Introduzimos, em seguida, um problema especifico de inferéncia. Agentes, desempenhando
alguma atividade qualquer, interagem entre si e avaliam uns aos outros; a partir destas avalia-
coes, queremos determinar quais destes agentes podem ser considerados, de alguma forma,
confidveis. Mecanismos responsaveis por esta tarefa recebem o nome de sistemas de reputa-

¢ao.

No capitulo 2, s3o dados uma defini¢cdo e exemplos de tais sistemas; discutem-se modelos
gerais para os mesmos, para entdo formularmos um modelo especifico baseados na literatura.
Meétodos para inferéncia sao entdo introduzidos e analisados com o uso de simulagdes compu-

tacionais.

Uma andlise tedrica do processo de inferéncia a partir de técnicas de mecanica estatistica

— nossa principal contribui¢do — ocupa o capitulo 3. Sao, primeiramente, apresentadas tais
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técnicas; nos utilizamos sobretudo do método de cavidade, um método de campo médio para
sistemas desordenados.

No capitulo 4, finalmente, aproveitamo-nos do discernimento fornecido pela andlise para

estudar outros aspectos do problema, tal como a robustez do método proposto para inferéncia.
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2  Estimando Reputacoes

“Uncertainty is the only certainty there is, and
knowing how to live with insecurity is the only security.”
— John Allen Paulos

Avancgos tecnoldgicos das ultimas décadas deram origem a uma série de situagdes em que
pessoas ou maquinas interagem entre si sem saber ao certo o qudo confidvel sdo as entidades
com que estdo lidando. Com o advento da internet, por exemplo, passamos a trocar informagoes,
compartilhar arquivos e fazer negociagdes com pessoas que nao conhecemos a fundo. Em
realizagdes presenciais destas tarefas, uma certa empatia permite que avaliemos melhor o risco
a que estamos nos expondo; o contato virtual, no entanto, ndo permite tal tipo de avaliacdo, de

forma que se faz necesséria a introdugdo de ferramentas capazes de fazé-la em nosso lugar.

Nas engenharias também, avangos em areas como inteligéncia artificial e robética tornaram
possivel a troca de informagdes entre dispositivos eletronicos que sdo, por vezes, autbnomos —
ndo necessitam ser explicitamente controlados por alguém, sendo capazes de lidar com novas
situacdes por si proprios através de, por exemplo, métodos de aprendizado estatistico. Estes
dispositivos sdo, no entanto, susceptiveis a ataques maliciosos e mal-funcionamento; € impor-
tante assim que disponhamos de técnicas que permitam a um dispositivo avaliar se outro com o

qual interage estd em pleno funcionamento.

Pode-se tentar resolver o problema a partir do estabelecimento de algum tipo de confianca
entre as entidades — sejam humanas ou ndo. Nao ha consenso na literatura sobre a definicao
deste conceito; duas definicdes comumente utilizadas (8) sdo a de confianca para seguranca
(reliability trust) — que € dita a probabilidade subjetiva que um agente atribui a execu¢ao por
outro agente de uma certa acdo de que seu bem-estar depende; e de confianga para decisdo
(decision trust), que mede a disposicao de uma entidade em depender de outra em uma dada

situacdo com relativa seguranca. S3o ambas defini¢des vagas, mas também gerais.

Distinguem-se, usualmente (9), alguns tipos ou classes de confianga:

e confianca de provisdo (provision trust): descreve a confian¢a de uma entidade em um

servigco ou provedor de recursos.
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e confianca de acesso (access trust): descreve a confianca do agente em outros que acessa-
rdo recursos seus ou sob sua supervisdo; se faz importante em esquemas de controle de

acesso, bastante utilizados em computacao.

e confianca de delegacdo (delegation trust): descreve a confianca de uma entidade em ou-

tras que agirdo e tomardo decisdes em seu lugar.

e confianca de identidade (identity trust): a confianca em um agente ser de fato quem afirma

ser; para este fim sdo geralmente utilizados esquemas de autenticagao

e confianca de contexto (context trust): dd uma medida de quanto uma entidade acredita es-
tarem em ordem os sistemas e instituicdes necessarios para que a transagao seja realizada

Ccom SucCesso.

Em um dado cendrio, varios dos tipos de confianga sdo por vezes utilizados. Por exemplo,
em processos em que se faz necessdria a confianca de provisdo, também se costuma utilizar

a confianca de identidade. A esta combinacdo, d4 se o nome de propdsito de confianca (trust

purpose).
Gonﬁanga de proviséo) —
confianga de acesso R B—
confianca de delegagdo —— propo§|to de
confianca
confianca de identidade ———
confianca de contexto R B——

N

Figura 2.1: Classes de confianca de acordo com (9); a reputacao, objeto de nosso estudo, estd
ligada a confianga de provisao. Figura baseada em ().

Um conceito que por vezes se confunde ao de confianca € o de reputacdo. De acordo
com o diciondrio Houaiss, reputacio € “o conceito de que alguém ou algo goza num grupo”.
Reputacdo e confianca estdo de certo associados, mas um ndo implica em outro: um individuo

pode confiar em outro devido a sua boa reputacdo, ou apesar de sua mé reputacao.

A reputacgao €, no entanto, um conceito menos vago € mais mensuravel do que a confianga.
Uma boa maneira de inferir que entidades num certo grupo sdo confidveis — sobretudo em
relacdo a confianca de provisdo — parece ser, assim, identificar aquelas que possuem uma boa
reputacdo. Mecanismos responsdveis por tal tarefa sdo comumente denominados sistemas de

reputacao.
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2.1 Sistemas de reputaciao — definicao e exemplos

Identifica-se em geral um sistema de reputagdo como composto por cinco diferentes com-
ponentes (! 0): uma para a captacdo de informacdes, uma para a emissao de pontuagdes e classi-
ficagdes, uma para a selecao de com que entidades interagir, uma para que se efetuem de fato as

transagoes e outra ainda para recompensar e punir os agentes dependendo de sua classificacdo.

captagao de
informacao
pontuacao e
classificacao
selecdo de
entidades
recompensa e
punicao

Figura 2.2: Componentes de um sistema de reputagcdo, de acordo com (10); o foco de nosso
estudo € a 2* componente, responsdvel pela emissdo de pontuacdes e classificacdes.

E importante diferenciar entre dois tipos de sistemas (8): os centralizados e os distribuidos.
Nos centralizados, ha uma autoridade central que recebe as avaliacOes emitidas pelos agentes,
computa as pontuacdes e classificacdes e as transmite para os agentes; nos distribuidos, por
outro lado, tal autoridade nao esta presente, e sao 0s proprios agentes que, trocando informagdes
entre si, obtém amostras de avaliagdes emitidas e a partir destas calculam os indices. Sistemas

distribuidos sdo importantes em contextos como o de redes de sensores sem fio (1 1, 12, 13).

Pode-se perceber que para ambos, no entanto, é de extrema importancia a 2% componente
mencionada — responsdvel pelo calculo de pontuagdes e classificagdes. O estudo desta compo-
nente € o foco de nossa dissertagdo; gostariamos de, a partir das informacdes obtidas, calcular
indices que apontem quais dos agentes sdo de fato bem ou mal-intencionados — um problema

que é, basicamente, de inferéncia.

Desde o inicio da decada de 90, quando os primeiros sistemas de reputagdes foram propos-
tos (14), muitos outros surgiram em diferentes contextos. Na academia, passou a haver uma
grande quantidade de propostas a partir dos anos 2000 que procuram em geral aplicar o método

a problemas especificos, delineando o processo a ser executado de maneira ad-hoc. S6 mais re-
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centemente, no entanto, passou a haver tentativas de impor alguma padronizacio as propostas.

(10).

Na pratica, estes esquemas passaram a ser aplicados a uma grande gama de situacdes. Na
internet, sdo utilizados por websites de e-commerce e midia social; em foruns de discussdo; na
melhoria da seguranca de redes peer-to-peer, como aquelas de compartilhamento de arquivos; e
até mesmo por mecanismos de busca. Sao também muito aplicados a redes de computadores e
dispositivos eletronicos como sensores sem fio (12, 11). Os esquemas utilizados costumam ser,
no entanto, mais simples do que aqueles propostos na literatura, talvez para que se mantenham

compreensiveis ao usudrio comum.

De acordo com as diferentes caracteristicas que os sistemas propostos e utilizados apresen-

tam, € possivel classifica-los (15) em termos de

e modelo conceitual: cognitivo (relacionados a confianca para decisdo) ou ligado a teoria

de jogos (relacionados a confianga para seguranga).

e fontes de informacgdo: proveniente de contato direto, de terceiros, deduzidas ou precon-

cebidas.

e visibilidade: os indices de reputagdo sdo globais, isto €, cada agente tem acesso aos mes-
mos indices; ou subjetivos, e cada agente atribui indices diferentes para uma mesma enti-
dade

e granularidade: os indices sdo atribuidos pensando em um contexto especifico, ou em

varios contextos diferentes

e hipoéteses de comportamento: considera ou ndo que os agentes podem ser tendenciosos

e/ou trapacear

e tipo de informacdo trocada: valores bindrios ou continuos

H4 ainda algumas técnicas tipicas para o cdlculo dos indices de reputacdo (&), tal como:
de soma ou média simples; bayesianos, que empregam modelagem estatistica; baseados em
crengas, métodos similares aos probabilisticos mas em que ndo hd normalizagdo; fuzzy, que
emprega a l6gica de mesmo nome; e modelos de fluxo, em que indices sdo computados através

de iteragdes transitivas em grafos.

Um dos primeiros modelos para sistema de reputacdo foi introduzido por Marsh em 1994

(14). O modelo diferencia entre uma confianga geral, T!(y), e outra situacional, T} (y, ), que
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0 agente x possui no agente y num dado tempo ¢ (e para um dada situagdo o). Para o calculo da

confiancga situacional, utiliza-se a relagdo

T! (v, &) = U (@)L (@) T{ (), @.1)

na qual Ul(a) é a utilidade de x com relagdo a a, I'(o) a importancia de o para x, e T!(y)
uma estimativa para a confianca geral, calculada levando-se em conta 7,7 (y, o) para situa¢des
semelhantes o e tempos passados T < t; € proposto tomar-se a média, 0 maximo ou 0 minimo

de tais valores.

Utiliza-se posteriormente o valor de T} (y, o) para que x decida, de acordo com um dado
critério, se deve ou ndo cooperar com y. De acordo com a classificacio mencionada, este
modelo € conceitualmente ligado a teoria de jogos; leva em conta informacdes provenientes de
contato direto, apenas; e fornece indices de reputacdo subjetivos, atribuidos pensando-se em um

contexto especifico.

Das propostas mais recentes, vale mencionar aquela por Schillo et al. (2000) (16), que
abordam o problema como um de inferéncia — de maneira semelhante a que faremos em se-
guida; e também o sistema de reputacdo Regret, introduzido por Sabater e Sierra em 2001 (17)

e bastante representativo do nicho de sistemas multi-agentes.

Um sistema que obteve grande sucesso em aplicacdes € o PageRank (18). O modelo é
formulado pensando-se em péaginas da web como entidades: sejam u e v paginas contidas num
conjunto de pdginas P, e N~ (u) o nimero de pdginas que apontam para u € N (v) o nimero de

paginas para que v aponta; calcula-se o indice de reputacdo para u (seu PageRank) a partir de

~ R(v)
Ru)=E@)+ Y v (2.2)
= INT (V)]
veN~ (u)
onde E é um vetor sobre P que fornece um valor de reputacao intrinseco as paginas (o simbolo
= indica aqui igualdade a menos de um fator de normalizacdo). Neste contexto, o esquema foi
e continua sendo muito utilizado pela Google em seu mecanismo de buscas; pode-se considerar
ainda outras entidades — o método j4 foi utilizado por exemplo em estudos cientométricos,

para avaliar a reputagdo de artigos cientificos (19).

Sao apontados alguns problemas de que costumam sofrer as propostas usuais para sistemas
de reputacdo, tais como a importancia indevida dada a avaliacdes emitidas de maneira injusta
e, sobretudo, a possibilidade de que ocorram fraudes no esquema de votagcdo — por exemplo,

através de trocas de identidade, permitindo que uma mesma entidade se passe por outras e emita
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avaliagdes em seu lugar (comumente denominados de ataques Sybil na literatura); ou por meio
de conluio, havendo um grupo de agentes que emitem opinides de forma a propositalmente

impedir o cdlculo correto de reputagdes.

2.2 Modelo para inferéncia

A fim de calcular reputagdes de maneira 6tima, baseados em (20, 2 1), formularemos agora
um modelo que procura reproduzir a relacdo existente entre as opinides formadas pelos diversos

agentes e suas reputacoes.

Na discussdo que segue, consideraremos que um conjunto de opinides {J;;} foi amostrado,
seja por uma autoridade central ou por um agente qualquer; aqui J;; representa a avaliagdo
emitida por i sobre j tal como recebida, constituindo a matriz J de dimensdes n x n. Um vetor
r = (ry,r,...,r,) da as reputacdes de fato dos agentes, de acordo com alguma medida a ser
definida.

Podemos afirmar sem perda de generalidade que

J= f(l', {5})7 (2.3)

onde {£} € um conjunto de varidveis aleatrias que representam externalidades diversas. Um
modelo especifico dependera de uma forma para f, da especificagdo dos dominios de J;; € r;, €
das probabilidades de & assumirem diferentes valores. Queremos que estes parimetros sejam
determinados de forma a modelar situacdes reais da maneira mais geral possivel, mas também
que sejam simples o bastante a ponto de permitir que estudemos a distribui¢do posterior P(r|J)

analiticamente em detalhes. Levando isto em conta, uma boa escolha parece ser

iriri o se (i, ]) € Q,
Jij: gu ity ( ]) (2.4)

0 do contrario,

com r; = %1 representando reputagdes boas (+1) ou ruins (—1), J;; = 1 avalia¢des positivas

ou negativas e &;; ~ Bimod..{ (p) um ruido na formagdo ou transmissdo de opinides, onde

+1 com prob. p,
Bimody(p) = P u (2.5)

—1 com prob. 1 —p,

e o conjunto € € dado pelos pares de agentes cujas opinides foram amostradas.



Em principio, um agente i a julgar um outro
agente j de reputagdo boa (r; = +1) deve se sen-
tir inclinado a formar uma opinido boa do mesmo
(Jij = +1). Em situagdes reais, no entanto, isto
nao é o que acontece; como descrito na se¢ao 2.1,
por vezes hé conluio: um grupo de agentes de re-
putacdo ruim se infiltra no sistema emitindo avali-
acoes positivas uns sobre os outros, de forma a ten-
tar alavancar suas reputagdes. A forma proposta
para f busca evitar este tipo de ataque, admitindo
que isto ocorra; o produto 7;7; leva a uma avaliagio
boa mesmo no caso em que r; = r; = —1. Admite-
se ainda que, com uma probabilidade 1 — p, agen-
tes podem se enganar ao emitir opinides ou falhas

podem ocorrer no mecanismo de transmissao.

Para estudar o modelo proposto, determine-
mos P (r|J). Admitiremos que as opinides J;; sdo
emitidas de maneira independente umas em rela-
¢do as outras — o que pode nao ocorrer em muitos
dos casos de interesse pratico, mas parece funci-

onar bem em primeira aproximagdo — e que as
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o

Figura 2.3: Um dos cendrios possiveis que
procurou-se modelar; agentes de ma repu-
tacdo emitem avaliagdes positivas uns aos
outros, de forma a tentar enganar o meca-
nismo. Agentes de boa reputacdo sdo aqui
indicados por circulos brancos, e os de ma
reputagdo por circulos pretos; as setas indi-
cam avaliacdes emitidas — acompanhadas
de um circulo vermelho, caso negativas, €
de um circulo verde, caso positivas.

reputagdes r; sdo também independentes entre si. Temos entdo do teorema de Bayes que

P(r|J) = P(J|r) Py

(r) (2.6)

H gz] HPO rz

(i,))eQ

Vamos supor uma distribui¢ao a priori para r de forma a ter Py (r; = +1) = ¢, ou seja,

ri ~ Bimod1(g). Levemos em conta ainda que

P (x) como

14x
2

P(x)=p

se P(x) = Bimody(p), pode-se reescrever

(1 —p)% = cpexp(Qpx), 2.7

comc,=+/p(l—p)ea,= 1 5 log 2= Prossegumdo com o calculo, obtemos
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P(r[J) o< H CXp(apéij)HeXp(Oqui)

(i,/)eQ
ccexp| 0y Y &ijt+ay) ri (2.8)
(i,/)€Q i
g
o< exXp | & Z Jijrirj +— Zr,- . 2.9)
(ij)e %p %

Trabalharemos sobretudo com valores de p > 0.5, situacdo em que o ruido ndo € prevale-
cente; e de ¢ > 0.5, assumindo que a maioria das entidades é confidvel (pode-se mostrar, no

entanto, que o caso de g < 0.5 é simétrico a este).

Queremos fazer uma estimativa t para r sendo consistentes com a amostra de opinides

obtida e de maneira a minimizar o erro cometido' € = A(r,f) = 3 ( — %), delineado um
algoritmo para este cdlculo, pode-se utilizd-lo como base para a formulacdo de sistemas de

reputacao.

A fim de exemplificar o tipo de andlise a ser feita, utilizemo-nos primeiro de um método
simples para a obteng@o de estimativas; mais precisamente, calculemos as componentes de f a

partir de

Fr=sgn| Y Juil, (2.10)
kedi

onde di indica o conjunto de vizinhos de i no grafo — mais precisamente, neste caso, os agentes
que avaliaram ou foram avaliados por i. Podemos simular computacionalmente um cendrio em
que n agentes dispostos sobre um grafo da topologia desejada emitem opinides uns sobre os
outros de acordo com o modelo formulado (eq. 2.4); calculamos, em seguida, as estimativas da
maneira proposta e comparamos os valores reais e estimados das reputagdes, dado que na simu-
lag@o dispomos de ambos. Geramos em seguida um grande nimero de cenarios — variando em
cada um deles as reputacdes, conexdes formadas e avaliagdes emitidas — e calculamos médias

das grandezas de interesse.

Por outro lado, é possivel estudar mais a fundo, de forma analitica, as implicacdes de uti-
lizar tal método. Uma vez que, pelo modelo, Ji; = &ryri, temos que 7 = sgn [(Yreai Exire) il

como se admitem conhecidas as distribui¢des de & e (a priori) de r, e que tais varidveis sdo

h(r,#) aqui é a distincia de Hamming entre r e #.
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Figura 2.4: Erro médio na obtencdo de estimativas com o uso do método simples delineado,
para ¢ =Py (r; =1) = 0.7 e ¢ = 3 (as curvas pontilhadas ddo o erro para outros valores dos
parametros); o resultado da simulacdo com n = 100 ¢ indicado por pontos, e aquele fornecido
pela teoria por uma linha continua. Pode-se observar que o erro é, de um modo geral, grande.
Para a simulagdo, foram gerados cerca de 3000 cendrios para cada valor de p, sobre os quais
calculou-se o erro médio; o tamanho das barras de incerteza é desprezivel.

independentes e identicamente distribuidas, obtemos”

Ci
Fr=sen || Y &ri | ril, (2.11)
k=1

onde ¢; ¢ amostrado da distribui¢do de graus do grafo em questdo; assumimos, na analise que
segue, ¢; = 3Vi— mais precisamente, que os agentes estdo dispostos numa rede aleatéria regu-
lar’ de grau 3. A probabilidade de que 7; seja igual a r; é, portanto, P (Xi_; &krr > 0). Como
P& =1)=pePy(ri=1)=gq,temosque P(Er;=1) = pg+ (1 —p)(l —q) = @, e assim

c 15
P(ii=r)=P| Y &n>0]=Y <Z) o1 —o)" (2.12)
k=1 n=0

Pode-se ver na figura 2.4 o erro médio € = 1 — P (% = r;) em fungdo de p para ¢ = 0.7,
que € de um modo geral grande. Para p = 1, ndo hd ruido algum na transmissdo ou formacgao

de opinides, € hd no entanto uma probabilidade de aproximadamente 20% de se obter uma

2Tratamos aqui & e r, como cépias de varidveis aleatrias & e r, amostradas respectivamente de P (£) e Po(r).
3Sobre grafos aleatérios regulares, ver por exemplo (22, 23).
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estimativa incorreta; vale notar ainda que, para ¢ = 0.7, estimativas atribuida com probabilidade
uniforme trariam uma probabilidade de erro de 30%. Isto mostra que tal método € um tanto
quanto inadequado para a obten¢do de estimativas, a0 menos no caso em que avaliacdes sao

emitidas de forma semelhante a que admitimos em nosso modelo.

Talvez por sua simplicidade, este € um método adotado com alguma frequéncia, por exem-
plo por sistemas de e-commerce; um dos websites mais influentes do meio, o eBay (24) utiliza
sistema bastante semelhante — calcula ndo um indice binario de reputa¢do, mas apenas a soma

de todas as opinides emitidas sobre um certo usudrio.

Um dos motivos pelos quais se obteve um erro grande é que, apesar de possuirmos um
modelo de como as avaliacdes sdo formadas, ndo o levamos em conta. Introduziremos, na
proxima secdo, a técnica de propagacao de crencas, que nos auxiliard a obter estimativas de
modo mais compativel com o desejado. Por ser um método mais elaborado, uma anélise tedrica
nao se dd de maneira trivial como a feita acima; seremos capazes de fazé-lo com o uso de

ferramentas da mecanica estatistica (cap. 3).

2.3 Técnica de propagacao de crencas

Seja P (x) uma distribuicdo de probabilidades definida sobre um conjunto de varidveis ale-
atdrias discretas x = {x;,x2,...,xy}. Em problemas de inferéncia estatistica, é por vezes de

interesse, dado um subconjunto xg € x, calcular somas do tipo*

uixg)= Y, P(), (2.13)

Xi€x/xg
levando a distribui¢des marginais ou fatores de normalizagdo (no caso em que xg = {}). Esta
tarefa é especialmente demorada para valores grandes de M = N — |xg|, dado que se executa em
O(|x|™) — x aqui é o alfabeto de x, isto &, o conjunto de possiveis valores que as varidveis x;

assumenmn.

Em alguns casos € possivel, no entanto, fatorar esta soma, facilitando o seu célculo. Se, por
exemplo, uma distribui¢do P (x1,x;,x3) puder ser escrita como P (x1,x2,x3) = f(x1,x3)g(x2,x3),

pode-se fazer o calculo a partir de

() =Y Plxp,xo,xs) = [ Y flxr,x3) |- | Yglx,x) |, (2.14)

X1,X2

4Aqui, x/xg denota o complemento de xg em x.
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ou seja, a partir de 2|| + 1 operagdes, em vez de |x|?> — de um modo geral, a partir de O(M)
operagdes em vez de O(|x|™), caso a soma possa ser fatorada em somas sobre apenas uma

variavel.

Esta fatoracdao é de certa forma trivial; a percepcao de que € utilizada por uma série de
calculos € todavia recente e fornece um maior entendimento (25). Formalizaremos, a seguir,

esta técnica sob o nome de propagacao de crencas.

2.3.1 Campos de Markov e grafos de fatores

Para que seja possivel fatorar as somas, as expressoes para as distribuicdoes devem ser da

forma

1 M
P(x) = [T valxsa), (2.15)
a=1

dizendo-se, neste caso, que as varidveis pertencentes a X formam um campo de Markov. Neste

contexto, Y, sdo denominadas fungées de compatibilidade.

Uma boa representacio para tal estrutura é fornecida por grafos de fatores; trata-se de um
multigrafo composto por dois tipos de nds: nds-varidvel (o) i € V,|V| = N, relacionados as x;, e
n6s-fungio (M) a € F, |F| = M, relacionados as y,. Nos-fungdo se ligam apenas a nés-varidvel
e vice-versa, de forma que o né-fungdo referente a y, se liga aos nds-varidvel referentes a seus
argumentos, x,,. Um grafo de fatores G € completamente definido pelos conjuntos de nos, V e

F, e pelo conjunto de arestas, E.

Uma distribui¢do do tipo P (x1,x2,%3,x1) = Wi (x1,%2) W2 (x1,X3) Y3 (x2,Xa) Wa(x3,%4), por

exemplo, € representada pelo grafo de fatores da fig. 2.5.

Figura 2.5: Grafo de fatores para uma distribuicdo fatordvel em pares, P(xj,x2,x3,x4) =
Wi (x1,%2) W2 (x1,x3) W3 (X2, x4) Wa (X3, X4)
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2.3.2 Equacoes de propagacao de crencas

Definiremos, sobre o grafo de fatores de um campo de Markov qualquer, um esquema de

s~ 7 sz . . t 2
transmissao de mensagens: um né-varidvel i envia, no tempo ¢, mensagens Vz‘(—)> ,(xi) para os nés-

~ . . . , ~ . AT
funcéo em sua vizinhanga, a € di; e, analogamente, um né-fun¢do envia mensagens véli(x,')

parai € da.

Queremos utilizar uma regra para a transmissdo que faga com que as mensagens convirjam

ap6s um dado nimero de iteracdes para {v;", .}, {V;_,;}, e que permita o cdlculo das distribui-

—i

¢Oes marginais apds a convergéncia, por exemplo a partir de °

wi(xi) = T Ve, (2.16)

acdi

ou seja, o produto de todas as mensagens enviadas ao né-varidvel pelos nés-fungdo vizi-
nhos. Se considerarmos que o grafo de fatores com que estamos trabalhando é uma arvore, isto

€, ndo possui ciclos, isto pode ser feito através do seguinte conjunto de equagdes

v = T %) (2.17)
bedija

V‘(lil(xl)— Z Wa()_caa) H vjﬁa(xj)’
X9a/i j€dali

o qual denominaremos de equacoes de propagacdo de crencas. Percebe-se que as mensagens
enviadas combinam as mensagens recebidas de todos os vizinhos exceto o destinatdrio; 0os nds-
fun¢do fazem um tipo de processamento, combinando as mensagens ao valor da fungdo de

compatibilidade naquele ponto.

E possivel obter boas aproximagdes para as marginais mesmo no caso em que o grafo ndo

¢ uma arvore, mas possui ciclos de longo comprimento médio.

Este esquema permite ainda que computemos as marginais locais — distribui¢cdes conjuntas
de duas ou mais varidveis, que representaremos por nds-varidavel Vg ligados entre si por nds-fator

Fr — através de

w(xg) = IT valxa) TT ey (i) (2.18)

acFy acdR

>0 termo = é utilizado ao longo desta dissertacdo para indicar a igualdade a menos de uma constante de
normalizag@o.



25

Figura 2.6: Indicagdo das varidveis de que depende o calculo das marginais locais (eq. 2.18).
Aqui, dR é o conjunto de nds-fator que se conectam a Vg mas nao estdo em Fg, e i(a) é o n6-
varidvel que liga o né-fator @ a um né-fator em Fr (ha apenas um destes, dado que se houvessem
dois ou mais, a estaria em Fg)

onde dR é o conjunto de nds-fator que se conectam a Vg mas ndo estdo em Fg, e i(a) é 0 n6-
varidvel que liga o né-fator a a um no-fator em Fr (hd apenas um destes, dado que se houvessem

dois ou mais, a estaria em Fg).

2.3.3 Aplicacoes em mecinica estatistica

Um bom exemplo de aplicacdo do esquema citado acima vem da fisica estatistica. Consi-

deremos uma hamiltoniana para um sistema magnético do tipo

H(g) = — Z Jijsisj_ZBisia (219)

(i,j)€E
com s; = +1 e E,{J;;},{B;} quaisquer” — uma generalizagio do modelo de Ising. Os estados

de equilibrio, a uma dada temperatura [3_1, sao distribuidos de acordo com

1
P(s) = Zexp(—BH(s)) =exp (B | Y. Jisisj+) Bisi ||, (2.20)
(i,j)eE i

que pode ser fatorada da seguinte maneira,

P(g) :% H eXp(ﬁJijSiSj)HeXp(ﬁB,’Si), (221)

(i,j))€E

®Em principio supde-se, contudo, que a matriz J é simétrica.
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com estrutura semelhante a mencionada anteriormente. De fato, pode-se neste caso construir
um grafo de fatores com apenas dois tipos de nés-fungio: um referente as fungdes y;;(s;,s;) =
exp(BJ;jsis;) (M), e outro as ¢;(s;) = exp(BB;s;) (M). Exemplos de construgdes para uma rede

quadrada e uma rede totalmente conexa estao na figura 2.7

E N E N Q}IO}

(M)
/

| | |
A N, )
] O/ u O/
(a) para uma rede totalmente conexa (b) para uma rede quadrada

Figura 2.7: Grafos de fatores para a distribuicdo em questdo, sobre diferentes redes; os nds-
varidvel sdo indicados por o, e os dois tipos de nds fung¢do por B e L.

Indexemos o né-fator B que liga os nds-varidvel i e j por (ij), e a mensagem enviada pelo

mesmo para i por V;;)_,;; analogamente, o né-fator M que se conecta apenas ao no-varidvel

ij)
i é indexado por i, e a mensagem enviada pelo mesmo por V;. O esquema de transmissdo de

mensagens para esta distribui¢do fica assim

O((;?)w(si) = eXP(ﬁJijSiSj)V,(-g( iy (87) (2.22)

ou, substituindo os termos devidamente e abreviando a notag¢do de i — (ij) parai — j

v (si) = exp(BBisi) [ Lexp(Blasisi)vi(se), (2.23)
kedi/j Sk

que € a regra para a atualizacdo de mensagens neste caso. Num periodo de tempo, propagar-
se-30 |x| = 2 mensagens sobre cada aresta (i, j) € E e em cada sentido, contendo informagdes
sobre a probabilidade dos nds assumirem cada um dos valores do alfabeto. Caso as mensagens
convirjam apds um nimero de iteragdes da regra, uma aproximagao para a distribuicao marginal

da varidvel s; pode ser obtida através da eq. 2.16, e ficamos com
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pi(si) = exp(BBisi) [ [ Y exp(BJijsisj)vii(s)), (2.24)

Josi
onde {v;, j} € o conjunto de mensagens obtidas ap6s a convergéncia. Vale notar que a con-
vergéncia do mapa ndo € garantida para uma rede de topologia qualquer, e sim tdo somente
para drvores — caso também em que as aproximacdes obtidas sdo exatas. A partir da distribui-
cdo marginal, grandezas termodinamicas podem ser calculadas com facilidade, como veremos

adiante; a magnetizagdo local, por exemplo, é dada por m; = p;(1) — w;i(—1).

Figura 2.8: Esquema de transmissdo de mensagens: o né-varidvel i envia ao né-fator (ij) men-
sagem gerada a partir do processamento de mensagens recebidas dos demais nds-fatores que o
cercam; em seguida, o né-fator (ij) processa esta mensagem e transmite a mensagem resultante
ao né-varidvel j. Posteriormente, todo o processo se repete no sentido inverso.

Sendo s; uma variavel binaria e v;_, j(s,-) definida a menos de uma constante de normaliza-
cdo, pode-se fazer uma parametrizacao de forma a haver apenas 1 mensagem se propagando em

cada sentido de aresta. Introduzamos a razao de log-verossimilhanga,

1 Vi i(1
—log L (n) ,
2B T visi(—1)
definindo inversamente V;_, ;(s;) = exp(Bhi_,js;) = 3 [1 +sitanh(Bh;_,;)]; substituindo na eq.
2.23

hioyj = (2.25)

vl-(t_jjl)(s,-) = exp(PBBisi) H cosh(BJisi) [1 + tanh(BJys;) tanh(ﬁhgli)} , (2.26)
kedi/j

e, usando a defini¢do de h;_ ;

1
Woy =Bi+sg ¥ log
2[3 kedi/ j

1 + tanh(BJy) tanh(ﬁhl(cii)] (2.27)

1 — tanh(BJi) tanh(ﬁhl((ii)
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onde levou-se em conta que que a fungdo cosh(x) é par em x e tanh(x), impar. Utilizando a

identidade tanh_l( )= 1 5 log }+§, para |x| < 1, temos finalmente
1
WD =B, it L tanh! [tanh(BJy) tanh(Bry. )| | (2.28)
kedifj

A equacdo 2.28 fornece uma regra para a transmissao do novo conjunto de mensagens,

(1) < Annie A . . . N
{h;",;}. lterando-a até a convergéncia, € possivel obter as marginais a partir de p;(s;) =
exp(Bh;s;), onde h; é dado por expressdo semelhante a anterior, mas com soma efetuada so-

bre todos os vizinhos

hi = B;+ — Z tanh ™! [tanh(BJy) tanh(BA}_..)], (2.29)
k€81

e a magnetizacdo local vem de m; = p;(1) — u;(—1) = tanh(Bh;).

Iterando este mapa, obtemos {/} , .} e {i;} e, a partir destes, grandezas termodindmicas po-

i— ]
dem ser calculadas, como descreveremos no capitulo 3. De fato, esta € uma forma alternativa e
mais geral para a formulacgdo de técnicas cldssicas da mecanica estatistica— mais precisamente,
a aproximacao de Bethe-Peierls e o método de cavidade; um estudo analitico mais aprofundado

da equacgdo 2.28 leva a uma prescri¢cdo moderna do dltimo (secdo 3.1).

2.4 Formulacao do algoritmo

Queremos estudar a distribui¢do a posteriori encontrada (eq. 2.9) utilizando-nos do mé-

todo descrito na secdo anterior. A distribui¢do conjunta em questdo possui formato bastante
a logliiq
o~ log 5

semelhante a do exemplo dado (eq. 2.20); fazendo By = o, = 1 5 log % e By =

podemos escrevé-la como

P(s|J) = %exp [ﬁN ( Z JijS,'Sj+BNZSi>] , (2.30)

(i,j)eQ
em que passou-se a rotular o argumento como s, a fim de explicitar que trabalhamos agora com
um conjunto de varidveis dindmicas que assumem valores quaisquer. Temos entdo na pratica
a mesma distribuicao nos dois casos, com B; = By para todo i; isto permite que utilizemos as

equacgdes derivadas no exemplo (2.28) para o calculo das distribui¢des marginais.

Obtidas aproximagdes para as distribui¢des marginais, { i (r;)}, adotaremos as estimativas

seguindo
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7 = argmax U (r;). (2.31)

i

Como mencionado anteriormente, a tal tarefa dd-se o nome de inferéncia MPM (do ingl€s,

maximum posterior marginal). Pode-se resumir o esquema proposto da seguinte forma:

1. Numa rede com 7 agentes, ¢ amostrado um conjunto de avaliagdes {J;;}, com J;; = 1

representando uma opinido positiva ou negativa do agente i em relagdo ao agente j.

2. Inicializa-se um conjunto {4;_,;} amostrando valores de uma determinada distribuicdo

P () (h); itera-se o conjunto de equacdes

1
WD =Byt o Y tanh! [tanh(BNJik)tanh(/sNh,(jLi)] Vi, j, (2.32)
By kedi/ j

em um determinado nimero de passos fmax OU até que se atinja a convergéncia, com

max |h§t_’:j1) — hl(z j| <& PBn e By sio calculados a partir de estimativas obtidas para os
A log -1
pardmetros p e ¢ — {p,§} — através das expressdes By = %log % e By = 1:;%.
lfﬁ
3. Atingida a convergéncia, calcula-se os valores de {fz,} a partir de
N 1
hi = By + B Y tanh™! [tanh(ByJy) tanh(Byhy_,;)] Vi (2.33)
N kedi
4. Como (r;) = exp(Byhir;), seguindo 2.31 as estimativas vem de
7 =sgn(h;)| Vi (2.34)

Faz-se necessdrio, assim, especificar uma distribui¢do P (0) (h) e valores para ty,x € €, além

de obter estimativas para os parametros p € q.

Dado que trabalhamos com valores de g > 0.5, é razodvel tomar pO (h) sobre valores de
h > 0; a parte deste requisito, ndo hd grande diferenca em adotar uma ou outra distribuicao —
exceto em alguns casos atipicos, que serdo melhor analisados no cap. 3. Valores para fix €
€ dependem da situag@o especifica e podem ser tomados com base no bom senso; valores de

fmax ~ 100 e € ~ 1077 geram tipicamente bons resultados.

J4 os parametros p e g estdo relacionados, respectivamente, ao grau de ruido na formagao

e transmissao de opinides, € na esperanca depositada a priori sobre os agentes estarem em seu
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pleno funcionamento; com base nesta descri¢cdo, técnicas para estimd-los podem ser utilizadas.
u , mai ) ' v ' AP, 45
Estudaremos, mais a frente, o comportamento do algoritmo para valores estimados, { p,§}, tanto

iguais como diferentes dos reais, {p,q}.

Algoritmo 1 Iteracdo numérica de mensagens (distribuicdo P () (h), nimero méximo de itera-
cOes tmax, precisdo minima €, parametros estimados p e §)

inicializa H a partir de amostragens de P () (h)
B« PBn(p),B < Bn(P,q)
while A > € and ¢ < t;5x do
fori=1—ndo
for j € dido
Hj; + f(H)
end for
end for
A+ max(|H'—H|)
t—t+1,H+H
end while
if convergiu then
calcula ﬁ,-
#; < sgn(h;)
end if

Podemos delinear o método, ainda, de forma algoritmica, como se pode ver sob o rétulo de
algoritmo |. Admite-se, na listagem, que H € uma matriz n X n cujo elemento H;; da o valor de

hi—j e que f € a forma para a itera¢do, dada pela equagdo 2.32.

Como mencionado, o algoritmo pode ser utilizado tanto por sistemas centralizados quanto
distribuidos; podemos considerar que as amostras foram obtidas por uma autoridade central,
ou por um agente qualquer. Caso venha a ser utilizado de forma distribuida, torna-se prova-
velmente necessdrio o uso de informagdes de terceiros; admitimos também esta possibilidade
na formulac¢@o do algoritmo, de forma que nesta situacédo & pode vir a representar ruidos na

transmissao de avaliagoes.

Um sistema de reputacdo que se utilize deste algoritmo pode ser classificado de acordo
com as denominagdes sugeridas na se¢do 2.1; o mesmo seria de visibilidade global, levando
em conta que agentes sao tendenciosos e podem trapacear, e processando informagdes bindrias.

Além disso, podemos considerar o método um modelo de fluxo.

E importante observar que, ao longo da derivacdo da técnica de propagacdo de crengas,
assume-se que a matriz J € simétrica, isto €, que J;; = Jj;. Ndo ha razdo a priori para que isto
ocorra nas amostras de opinides obtidas; podemos no entanto, dada uma amostra {J; j}, tomar

Jii i S . .
Jij = #5*, de modo a obter uma matriz J simétrica. Isto equivale em nosso caso a ignorar
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opinides dissonantes, o que pode levar a maus resultados caso estas sejam muitas; é sabido
todavia que sdo poucas em vdrios dos casos de interesse, como por exemplo em sistemas de

e-commerce (3).

2.4.1 Analise empirica

Analisemos o método proposto, primeiramente, de maneira empirica: através de simula-

coes, de forma andloga a feita com o método mais simples delineado anteriormente.

Novamente, geramos um grande nimero de cendrios (~ 5000), instanciando para cada um
deles um novo grafo de interacdes e diferentes amostras de reputacdes; as avaliagdes eram em
seguida geradas de acordo com o modelo proposto. Simulou-se a execu¢do do algoritmo nos

diferentes cendrios, possibilitando que calculdssemos médias sobre as quantidades de interesse.

0.5 | método anterior
método proposto
04 r
g
3 0.3 freereerermnmmnenmninineniiniin,,,
N o,
E ’nno.’“
g ',
o Hy
02 r i,
H,
{
'0
t
0‘.
0.1 b
0 I I ! I D
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

PE&=1)

Figura 2.9: Erro médio obtido para estimativas usando o método mais simples delineado ante-
riormente (via simulacdo e calculos analiticos), e 0 método proposto (via simulagdo, apenas),
para ¢ = 3 e ¢ = 0.7; o segundo alcanca erros menores.

Para uma primeira anélise, tomemos como no caso anterior n = 100 agentes dispostos sob
uma rede aleatdria regular com ¢ = 3. Como dito, o método de propagacdo de crengas fornece

marginais exatas no caso em que o grafo de fatores em questio é uma arvore’

; as aproximagdes
para as marginais sdo também, no entanto, bastante boas para grafos de fatores com ciclos de

longo comprimento médio, tal como grafos aleatdrios regulares.

7Por s6 haverem nés-funcio de grau 1 e 2 no grafo de fatores, pode-se pensar no esquema de transmissio de
mensagens como atuando no grafo de interacdes; a topologia deste e do grafo de fatores serfio portanto a mesma.
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Pode-se ver na figura 2.9 os resultados desta simulacdo, comparados aqueles obtidos com o
método mencionado anteriormente, para valores diversosde p =P (§;;=1)eg=Py(r;=1) =
0.7. O erro médio obtido pelo novo método €, de um modo geral, menor; se mantém sempre

abaixo de 30%, e para p = 1 é basicamente nulo.

I 05
095
09 0.4
085

= 08 03

& 075

07 0.2
0.65
06 0.1
0.55
05 0

05 055 06 065 07 075 08 08 09 095 1
P@E=1

Figura 2.10: Erro médio € = % (|7 # ri]) no célculo de estimativas pelo método proposto, obtido
via simulagdo para vdrios valores de p =P (& =1) e ¢ =Po(r; = 1). As médias s@o calcula-
das a partir de cendrios simulados diversos, cada qual contendo amostra de reputacdes e grafo
distintos

Estudou-se o comportamento do erro médio, nesta situagdo, para valores diversos de p e g,
tal como visualizado na fig. 2.10. Com a finalidade de analisar o algoritmo, podemos avaliar
ainda outras quantidades, como a fracdo de vezes em que o esquema converge ou 0 nimero

médio de iteracdes necessdrio para que isto ocorra (ver figura 2.11).

O erro €, como seria de se esperar, baixo para valores de p e g préximos de 1 — situacdo em
que a maioria das entidades é confidvel e as avaliagdes emitidas sdo fidedignas — aumentando
a medida que os parametros se aproximam de 0.5. J4 o estudo da convergéncia do algoritmo
mostra que hd uma regido de parametros em que esta se dd de maneira lenta, por vezes ndo

ocorrendo.

E interessante ainda que analisemos a sensibilidade as condi¢des iniciais por parte do algo-
ritmo; seriam, para diferentes distribui¢des P (0) (h), alcangados diferentes resultados? Utilizou-

se, para este teste®, h(0) ~ 3 (Beta(a,b) — %) comb={1,2,...,7} e a=2b, de modo a manter

1
N

a distribuicao inclinada para a direita. Em cada cendrio gerado, o esquema foi executado para os
. . o b ~

diferentes valores de b, gerando diferentes estimativas {sl( )}; calculava-se entdo o overlap entre

as estimativas, dado por T({sl(b)}) = ):fnm,j"zl " sfm) sl("). Na figura 2.12, pode-se observar a

8 A familia de distribuigdes beta é dada por Beta(a,b) = x*~ (1 —x)b~1.
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(b) taxa média de convergéncia

Figura 2.11: Anélise de outras quantidades na execucdo do algoritmo, em funcdo de p e g;
identifica-se uma regido parametros em que o desempenho € baixo. O célculo das grandezas é
feito de maneira empirica, aproximando-as respectivamente (a) pela fracdo de cendrios em que
ha convergéncia e (b) pelo nimero médio de iteracdes necessario para que a mesma ocorra.
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Figura 2.12: Fracdo de cendrios em que obteve-se resultados similares dadas diferentes condi-

¢Oes iniciais (Y({sgb) }) = 1); aqui também hd uma regido de pardmetros para a qual os resulta-
dos da execucdo sdo ruins, apresentando alta sensibilidade as condi¢des iniciais.
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Percebe-se assim que existe uma regido de parametros na qual o desempenho do algoritmo
€ baixo — h4 dificuldades na convergéncia e alta sensibilidade as condi¢des iniciais. Parece
portanto interessante que investiguemos o porqué disto ocorrer nesta regido especifica, e nao

em uma outra qualquer; a andlise do capitulo 3 permitird que discorramos sobre o assunto.

Vale notar ainda que até agora em nossa andlise assumimos fornecidos ao algoritmo os
valores reais dos parametros p € ¢ — de acordo com os quais as avaliagdes sdo geradas. Estas
ndo sdo, no entanto, as condi¢des sob as quais a execucdo se dard tipicamente; de um ponto
de vista mais geral, s3o quatro os pardmetros presentes: {p,q}, especificados pela instincia do

problema; e {p,§}, estimados e fornecidos ao algoritmo.

Exemplos de como a andlise pode ser estendida ao caso mais geral sdo dados pelas figuras
2.13 e 2.14: na primeira, fixamos ¢ = 0.7 e analisamos erro e tempo de convergéncia médios
para diferentes valores de p e p; em seguida, fixam-se ¢ = 0.7 e p = 0.7, e estudamos o com-

portamento das mesmas quantidades em funcdo de p e §.
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5 065 015 & 065 60

£ 06 0.1 2 06 40

0.55 0.05 0.55 20

0.5 0 0.5 0
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
valor real de p valor real de p
(a) erro médio (b) taxa média de convergéncia

Figura 2.13: Analise para pardmetros estimados {p,q} diferentes dos reais, {p,q}; fixou-se
aqui § = g = 0.7, e estudou-se as quantidades em funcdo de p e p. As quantidades em questdao
— o erro médio € e a taxa média de convergéncia (o nimero médio de iteracdes necessario para
que a convergéncia ocorra) — servem como medidores para o desempenho do algoritmo sob as
diferentes condi¢des. Para cada valor de p, o erro mantém-se minimo em p = p; o estudo da
taxa média de convergéncia indica regido de baixo desempenho no canto superior esquerdo do
grafico.



35

1 0.48 1 250
0.95 0.46 0.95
= 09 0.44 = 09 200
'§ 0.85 0.42 w“g’ 0.85
g 08 0.4 g 08 150
E 075 038 E 075
8 07 0.36 g 07 100
g 0.65 0.34 g 0.65
> 06 0.32 > 06 50
0.55 0.3 0.55
0.5 0.28 0.5 0
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Figura 2.14: Fixando os parametros reais p = g = 0.7, pode-se estudar como as mesmas quanti-
dades variam em funcao dos parametros estimados p e §. Como esperado, erros baixos ocorrem
para valores de p ~ p e § ~ g; pode-se, a partir da andlise da taxa média de convergéncia,
identificar uma regido de baixo desempenho no canto direito do gréifico.

Ap6s modelar o problema de estimar reputagdes como um de inferéncia, formulamos neste
capitulo um método para a obtenc@o de estimativas e analisamos o mesmo de maneira empi-
rica, por meio de simulagdes — executou-se o algoritmo para um grande nimero de cenérios,

estudando seu desempenho tipico por meio de indicadores como o erro e a taxa de convergéncia.

Esta andlise, enquanto ttil, apresenta alguns problemas: € bastante custosa, e aumenta
em pouco nossa compreensdo do problema — ndo procura explicar, por exemplo, porque o

desempenho € maior ou menor para uma dada regido de parametros.

Técnicas de mecanica estatistica permitem que analisemos o problema de forma analitica
— e portanto, menos custosa — e que investiguemos mais a fundo sua estrutura. Este € o objeto

de estudo de nosso préximo capitulo.
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3 Analise Teorica

“You don’t understand anything until you learn it more than one way”

— Marvin Minsky

Consideremos um sistema fisico a temperatura fixa f~!, que assume diferentes configu-
racdes microscépicas x = (x1,x2,...,xy) de respectivas energias E(x). E sabido da mecanica
estatistica (26) que as configuracdes de equilibrio deste sistema distribuem-se de acordo com
P(x) = Lexp[—BE(x)], onde Z = ¥ exp(—BE (x)] ¢ dita sua fungdo de parti¢do. O célculo da
termodinamica do sistema pode em seguida ser efetuado a partir de sua energia livre, que é dada

por ]E\, = élimN_mﬁlogZ.

Em modelos para sistemas desordenados em equilibrio, a energia dependerd por vezes nao
s6 da configuracdo das varidveis microscopicas x, mas também de uma certa aleatoriedade in-
troduzida no sistema - seja na posicdo das particulas ou, mais comumente, nas dire¢des e in-
tensidades dos campos e ligagdes. Temos assim E = E(x,{&;}), onde {&;} é um conjunto de
varidveis aleatdrias que assumem cada qual valores num determinado intervalo de acordo com

uma distribui¢do de probabilidades P (&;).

Queremos, em modelos como estes, calcular médias das grandezas termodindmicas com

relagdo a {&}. A energia livre, por exemplo, fica

(D= m (oe2)

onde << : >>{§} denota média sobre {&}, isto é, << : >>{§} = [()TLP(&)dE;.

Neste contexto, distingue-se usualmente entre dois tipos de modelo para desordem (27):
temperada (quenched) e recozida (annealed). No primeiro, admite-se que a desordem & esté-
tica — servindo como aproximacao para situacdes em que as varidveis microscopicas evoluem
muito mais rapidamente que a desordem; modelos de desordem recozida, por outro lado, assu-
mem escala de evolucdo temporal semelhante para ambas. Trabalharemos aqui apenas com a

desordem temperada.

A abordagem usual para modelos de desordem temperada se da a partir do truque de répli-
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Z2"'—1

cas (28), que € como se denomina a identidade logZ = lim,,_,o =—. Pode-se prosseguir com o

calculo da energia livre, obtendo

),

<<F>>{§} - éﬁﬂ},ﬂ%f 3-2)

Dependeriamos agora tdo somente do calculo de <<Z” >> 5y que ¢€ feito a partir do produto
de n réplicas do sistema — dai o nome do método. Este cdlculo é em geral deveras complicado,
havendo na maior parte das vezes a necessidade de se fazer a hipétese de que as réplicas sdao

simétricas.

O método de réplicas € sem ddvida o de maior sucesso neste tipo de estudos. Desde sua
introducdo por Sam Edwards e Phillip Anderson em 1975 (29), foi aplicado incansavelmente
no estudo de diversos modelos — que, por sua vez, mostraram-se capazes de descrever uma

série de fendmenos dentro e fora do ambito da fisica.

Uma alternativa, no entanto, surge em torno de 1986. Neste ano, Marc Mézard e Giorgio
Parisi, seguindo propostas semelhantes por outros autores (30, 3 1), formalizam técnica seme-
lhante a aproximacdo de Bethe-Peierls (32, 33) a ser aplicada no estudo de sistemas desordena-
dos, dando origem ao método de cavidade (34). Trata-se, como a aproximacao, de uma teoria

de campo médio: admite-se que a rede em que se dao as interagdes € uma arvore.

Mais recentemente, por volta do ano 2000, mostrou-se que hi grande semelhanga entre o
método de cavidade e o que denominamos neste trabalho de técnica de propagacdo de crengas
(35, 36, 7). Esta percep¢do possibilitou uma formulacdo moderna do método, que tem sido

aplicada com sucesso nos dltimos anos na andlise de problemas de inferéncia e otimizagdo

(37, 38, 39)

Nas préximas secdes, serdo mencionadas as principais caracteristicas do método de cavi-

dade, e em seguida vamos utilizd-lo para a andlise de nosso problema.

3.1 Meétodo de cavidade

Na secdo 2.3, foi discutido um esquema de transmissdo de mensagens que possibilita o
cdlculo de marginais dadas distribuigdes de probabilidade do tipo P (s) = + exp [—BH (s)], tipi-
cas da mecanica estatistica — fornecem a distribuicao dos estados de equilibrio a temperatura
fixa B~1. Para uma hamiltoniana da forma H(s) = —Y(i,j)eJijsisj — XiBisi, a regra para a

transmissio fica
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1 1 _

WD =Bi+ 5 Y tanh [tanh(ﬁJ,k) tanh(BA") )| . (3.3)
kedi/ j

Iterando esta regra até que uma possivel convergéncia seja alcancada, € obtido um conjunto

de mensagens de ponto fixo, {h},.}. Aproximacdes para as marginais sdo entdo calculadas

l*)]
a partir de 1;(s;) = exp(Bh;s;), onde {h;} sio fornecidos por expressio semelhante a anterior,

porém com soma efetuada sobre todos os vizinhos (eq. 2.29).

O célculo de grandezas termodinamicas pode entdo ser feito, dado que existe relacdo entre

estas e {h* ..} e {h;}, como veremos a seguir. Neste contexto, denominaremos {/} .} de

l—)] l%j

campos de cavidade, e {h;} de campos efetivos.

3.1.1 Calculo de grandezas termodinamicas

A partir do cédlculo da energia livre do sistema, € possivel obter uma descricao termodi-
namica completa do mesmo. Outras grandezas, no entanto, como energia interna e entropia,
possuem uma conexao mais direta com os campos de cavidade; determinaremos expressdes
para estas inicialmente, e a energia livre pode ser facilmente calculada em seguida a partir de
F=U-15s.

B

Energia interna e entropia

As fungdes de compatibilidade, em nosso caso, sdo da forma y,(x,,) = exp[—BE.(x5,)],
pelo que E,(x,,) = —%log Wa(x,,), € a energia total é E = —[—1322’[:1 log W, (x,,). Mas ora, a

energia interna nada mais € que o valor médio da energia total, e assim

1 M
3 Y P(x Z log w,(x5,)- (3.4)

Nos utilizando em seguida da equagdo 2.18, temos que P(x) =[], zia Va(x50) Tlicoa Vi o (%),

e U pode ser reescrita como

ZH_ xaa H Vz—m Xj Zlog Yy xaa) 3.5)

icda

Ayl 2{% oo log o) [T Ve x,>}
a 4 xy

i€da
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Substituindo as funcdes de compatibilidade e a partir da eq. 2.25, podemos reescrever a

expressdo para nosso caso especifico em termos de {4, ;} e {h;} como

tanh(BJ;;) tanh(Bh, ;) tanh(BA%
Ul = Z 1+ tanh(BJ;;) anh(ﬁhJ

= ZB tanh(Bh;).  (3.6)

i) tanh(Bh; ;)

A entropia, por sua vez, € dada por S = — Y, P (x) logP (x). Dado que o grafo de fatores com
que estamos trabalhando é uma arvore, pode-se escrever que P (x) 22 [T, ta (x5, ) [T; pti(x:) 191

(para uma demonstracdo, ver por exemplo (3)), e a entropia fica

Slu) ==Y Ma(xy,)log pa(x,) Z 1—1[0i]) ) mi(xi) log pi(x;). (3.7)

a Xja Xi

Energia livre

Re-escrevendo [T;cp, Vi, em U (eq. 3.5) como [Ipeor Vj;_,; — onde dR é o conjunto de

nés-funcio diferentes de a que se conectam a i — temos pela eq. 2.18 que

Ulul = ZZUCI X94) 108 Wa(x5,)- (3.8)

ﬁ a Xgq
A partir desta expressdo e utilizando-nos da relagdo Fu] = U[u] — %S (1], temos para a

energia livre

—BFlul=Y Y 1o gl““ )} +Z (1—|2il) Zu, x;)log ;(x;), (3.9)

a Xga

ou, em termos de {V;_,, Vs ;}, novamente através de 2.18

+) log [Z I1 OZ;i(xi)] (3.10)

Xi bedi

_BF Zlog [Z Vfa Xaa H vl—>a xl

Xda i€da

~Yog [Z v,-:a<xi>ozﬁ,~<x,~>] .

Para nosso caso, substituindo as fun¢des de compatibilidade e pondo a expressao em termos

dos campos de cavidade, ficamos com
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— BF[h] =Y logcosh BJ;;— Y log [1 + tanh(BJ;;) tanh(Bh;, ;) tanh(Bh} ;)] (3.11)
ij ij

+Zlog {eﬁBi H [1+tanh(fJ;;) tanh(BA;_,;)] +e PBi H 1 —tanh(ﬁ],-j)tanh([ih;"_)j)]}.

jeai jedi
Magnetizac¢io e outros parametros de ordem

Como jé discutido na se¢@o 2.3, a magnetizac¢do local vem de m; = tanh( ﬁfz,-); uma maneira

de calcular a magnetizacdo média € a partir da média das magnetizacdes locais, isto é

mlh] = %Ztanh(ﬁfzi). (3.12)

Podemos também calculd-la supondo a presenca de um campo externo By, fazendo H(s) —

JdF

H(s) — BoX;si; e posteriormente tomando m = §5- B

, 0 que fornece o mesmo resultado da

eq. 3.12.

Um caso de interesse é aquele em que B; = Br;, com r; = £1; estudaremos este caso em
detalhes mais a frente. Neste contexto, outra grandeza relevante é a magnetizacdo alternada —

dada por m = 3—2 = %Zi riSi, ou

k] = %Zr,-tanh(ﬁfzi). (3.13)

E util ainda introduzirmos um parimetro de ordem capaz de caracterizar a fase vitrea.

Adota-se usualmente a susceptibilidade de vidro de spin

1 2
Xvs = ;Z ((sisj) — (i) (s5))”, (3.14)
i,J
cuja divergéncia indica o aparecimento de tal fase. Classicamente, relaciona-se esta quantidade
ao espectro da matriz hessiana, tal como proposto por Almeida e Thouless (40); no formalismo

utilizado, no entanto, € mais natural relaciond-la aos campos de cavidade.

Como estamos trabalhando sobre uma drvore, podemos escrever que Xys = Y. ; C(r) ((sosr) — (s0)(s))’
em que C(r) dd o nimero de ndés a uma distancia r de sp; para que ¥,,s ndo divirja devemos por-

tanto ter limg_ ({soSr) — (S0) (SR>)2 =0.

d(so) __ 9{s0) dho,.
ah-—w o ah0—>~ ah~:r € deVe'

Do teorema de flutuagdo-dissipagdo, vem que (sos,) — (s0) (s,) o<
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se analisar assim

p = lim ah‘“', (3.15)
R—o0 8h._>R
onde denotamos por hg_,. € h._,g mensagens respectivamente enviadas e recebidas pelo caminho
que leva de 0 a R na arvore. Dependendo da maneira como a andlise € realizada, ha diferentes
maneiras de efetuar o cdlculo desta quantidade (41); exporemos em seguida como se dard a

analise em nosso caso.

3.1.2 Equacao de cavidade

E possivel desta forma, a partir da iteracdo numérica das eqs. 3.3 sobre grafos da topologia
desejada, simular sistemas fisicos de tamanho finito e efetuar o cdlculo de sua termodindmica. E
de nosso interesse, no entanto, realizar um estudo analitico mais aprofundado destas equacoes,

sobretudo no limite n — oo.

Consideremos agora a variavel aleatdria 108 cuja evolugdo € dada por

, (3.16)
BJ

B+ — <<B+ %ztanh_l [tanh(ﬁfz‘) tanh(ﬁhl@)} >>

em que hl@ sdo copias iid.! de h(t), distribuidas de acordo com P (h(’)), e B e J; sdo também
aleatdrias, distribuidas de acordo com dadas P (B) e P (J); continuamos pressupondo que os nds

. .. 9 ..
possuem cada um ndmero fixo de vizinhos c¢. Afirmaremos sem provar- que, no limite n — oo,

(1)

uma mensagem h, ", j amostrada de maneira uniforme converge em distribui¢ao para h). A esta

equacao, da-se o nome de equagdo de evolugdo de densidade.

Faremos algumas hip6teses; supondo a aplicagdo do esquema de propagacdo de crengas a
um grafo de fatores aleatdrio arbitrariamente grande descrevendo P (s), admitimos que: (a) ha
um conjunto de mensagens de ponto fixo, que (b) fornece boas aproximagdes para as marginais
da distribui¢do conjunta, e (c) cujas mensagens se distribuem de acordo com o ponto fixo de
3.16.

A este conjunto de assung¢des, dd-se o nome de hipotese de réplica simétrica, em analogia
aquela feita na utilizacdo do método de réplicas; admite-se que, na presenca de fases vitreas,
a quebra de ergodicidade ocorrerd de forma a fracionar o espaco de fases em regides nao-

ergddicas que relacionam-se entre si por meio de simetrias (42). Caso estas regides ndo ocupem

Hsto &, independentes e identicamente distribuidas.
ZPara uma prova, ver (3).
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todo o volume do espago de fases, € dito que ha quebra na simetria de réplicas; faz-se necessario

o uso de técnicas mais avangadas para o tratamento de tais situagdes (43, 44).

Foquemo-nos entdo na equacao acima em seu ponto fixo, isto é

, (3.17)
BJ

h— <<B+ %;Ziltanh_l [tanh(BJ;) tanh(B ;)] >>

denominada equacido de cavidade. Esta mesma equacdo faz-se presente, por exemplo, nos
trabalhos pioneiros de Mezard e Parisi; sob este framework, no entanto, podemos compreender
que se trata em ultima instancia de um estudo probabilistico sobre as marginais — mais pre-
cisamente, efetuado em arvores. A utilizacdo deste mesmo esquema em grafos de topologia
qualquer é um tipo de aproximacgdo de campo médio; de fato, como mostrado por Yedidia (35),
a minimizacio da energia livre’ F[u] em uma 4rvore (eq. 3.9), dadas as marginais £ (x;) de uma

distribuicdo P (x) qualquer, equivale & obtencdo das solu¢des da eq. 3.17.

Nosso objetivo é determinar P (%). Denotando u(h;,J;) = %tanh_l [tanh(BJ;) tanh(BA;)],
temos

P(h):<</5 h— B+2u(Ji,hi) ij(hi)dhi>>Bj. (3.18)

)

Em casos mais simples, este estudo pode ser feito analiticamente; mais geralmente, no
entanto, se faz necessdria a obten¢do numérica de uma estimativa para P (h), através de um

algoritmo de dindmica de populacoes.

Parte-se, no algoritmo, de um conjunto grande de varidveis (uma populacdo) que repre-
sentam copias i.1.d. de h. A cada periodo de tempo, cada uma destas varidveis € atualizada de
acordo com a eq. 3.17, sendo os h; amostrados da popula¢do de maneira uniforme, e B e J sorte-
ados de acordo com as respectivas distribui¢des. Espera-se que, apds um niimero de periodos, a
populacdo esteja distribuida de maneira similar a distribui¢do real P (%), e podemos desta forma
obter uma estimativa para a mesma. Vemos abaixo uma descri¢ao algoritmica deste processo

(algoritmo 2).

A inicializagdo de {h;} se dé a partir da amostragem de valores de alguma dada distribuicao.
Sao utilizadas, tipicamente, duas condi¢des iniciais distintas (45): uma livre, com h; ~ QVi, e
outra ferromagnética, com h; — o Vi. Havendo transicdes de fase de primeira ordem, a primeira

condicdo inicial costuma levar a solucdes metaestaveis. Dadas solugdes para as duas condig¢des

3 Alternativamente, poder-se-ia minimizar a divergéncia de Kullback-Leibler KL (P | Q) entre uma distribuiciio
P (x) qualquer e Q(x) = [T, ta(x,) TT; i (x;) ' 1% em uma drvore.
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Algoritmo 2 Dindmica de populagdes (tamanho da populagdo npop, niimero de coordenagio c,
passos no tempo fax)

inicializa {h;}
fort =1 — tyax do
fori=1— npop do
amostra B; {J;}, j=1,c—1
sorteia conjunto de varidveis {/;}, j=1,c—1
hi <= B+Y5" 1 u(J),hyj)
end for
end for
calcula distribuicéo P ()
return P (h)

iniciais, identifica-se a estavel como aquela de menor energia livre.

Vale notar que os algoritmos | e 2, apesar de algo semelhantes, sdo responsdveis por tarefas
bastante distintas. Enquanto o primeiro supde situacdes reais em que uma amostra de avaliacdes

foi obtida, o foco aqui € o estudo numérico das solu¢des de uma equagdo estocéstica.

Determinada uma estimativa para P (h) (e, consequentemente, para P (h)), podemos calcu-
lar agora valores médios para as grandezas termodinamicas a partir das expressoes deduzidas

acima. A magnetizacdo fica

m= << tanh(ﬁﬁ)»mﬁ, (3.19)

e a (densidade de) energia livre, por sua vez

—Bf= —%logcoshﬁ + §<< log[1 4 tanh(BJ) tanh(Bh;) tanh(Bh;)] >>B,J,h (3.20)

c—1 ezl
+ << log {eﬁB H[l +tanh(BJ;) tanh(Bh;)] + e P2 H[l — tanh(fJ;) tanh(Bhi])} >>B,J,h.

i=1 i=1

Para o célculo computacional das médias, para por exemplo uma grandeza ¢ (hy,ha, ..., hy)

que depende de k copias de A, tomamos

<<¢>>h= ;i¢<hgi>,hg>,...,hg>), 3.21)

com h(i) amostrados uniformemente da populacdo, e [ ~ n.
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Expansao para baixas temperaturas

Podemos ainda determinar uma forma para a equacdo de cavidade no limite § — oo, por

vezes de interesse em situagdes fisicas. Para uma variavel x qualquer, podemos escrever

tanh(Bx) = sgn(x) i ;Ziig:ig Ii:; ~ sgn(x) (1 —e 2PRy, (3.22)

Utilizando-nos desta aproximacgdo na eq. 3.17, ficamos com

1 c—1
h=B+ 3 Y sgn(Jify) tanh " |1 —2(e 2PIhil 4 e*zﬁVf')] . (3.23)
i=1

Levando em conta que B|x| ~ tanh ! (1 — 2¢=2B1), temos

c—1
h=B+ Z sgn(J;h;) min(|Ji, |A|). (3.24)
i=1
Podemos aplicar a aproximacao, de forma andloga, no calculo das grandezas termodinami-

cas; a magnetizagdo, por exemplo, fica m ~ << sgn(iz) >> BIN

s

3.1.3 Exemplo: modelo S-K

Em 1975, Sherrington e Kirkpatrick propuseram (46) uma generalizacdo do modelo de
Ising, dada por um hamiltoniano H = —]%/ Y(i.j)Jijsisj — com {Jij} amostrados de certa distri-
buigdo (geralmente gaussiana ou bimodal) e soma efetuada sobre todos os pares (i, j). Cada
spin interage assim com todos os demais mas fracamente, devido a presenca do termo zlv
Denomina-se geralmente este modelo de S-K, em alusdo ao nome de seus autores; no artigo

original, procede-se com o cdlculo da termodinamica a partir do método de réplicas.

Tomemos, nas equagdes que derivamos, B; =0Vie J;; = =1, com P (Jij =1)= % continu-
ando a trabalhar com spins dispostos sobre uma rede regular aleatoria de grau ¢ = 3. Passa-se a

descrever assim um modelo bastante similar ao S-K; a equacdo de cavidade fica
1 c—1
h= <<3 ; tanh~! [tanh(BJ;) tanh(Bh;)] >>Jh (3.25)

Obtém-se em seguida estimativas numéricas para a distribui¢do P (%), através do algoritmo

de dindmica de populagdes; na figura 3.1, pode-se ver as estimativas obtidas para alguns va-
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Figura 3.1: Estimativas obtidas para a distribui¢do P (%) através do algoritmo de dinidmica de
populagdes, para o casoem que B; =0Vie J;; =+1,P(J;; =1) = %

lores de T = B~!. Calculamos em seguida médias das grandezas termodiniamicas a partir, por

exemplo, das eqs. 3.19 e 3.20.

A magnetizag¢do a campo nulo permite que identifiquemos se a fase termodinamica em que
o sistema se encontra € para- (m = 0) ou ferromagneticamente (m # 0) ordenada. Distribui¢des

simétricas em torno de zero, como as que obtivemos, implicam em m ~ 0.

Pode-se observar na fig. 3.1 que a distribuicdo parece concentrar-se num pico em torno
de 0 a medida que 7" aumenta. De fato, a partir de uma determinada temperatura, obtemos na
dindmica de populacdes P (h) = 8(h); denomina-se tal solu¢do de paramagnética, por impli-
car em m; = 0 Vi. Analogamente, distribui¢des do tipo P (k) = 8(h — hp) para algum dado Ay
denominam-se ferromagnéticas — aparecem por exemplo no estudo do modelo de Ising. Pres-
supondo que a distribui¢do assume alguma destas formas, obtemos aproximacdes analiticas por
vezes consistentes com alguma regido de parametros. Na figura 3.2 calculamos a média da ener-
gia livre a partir das estimativas obtidas para P (%) pelo algoritmo de dindmica de populagdes, e

também a partir de P (h) = §(h); a altas temperaturas, as curvas coincidem.

Na anélise de Sherrington e Kirkpatrick, foi identificada ainda uma fase de propriedades

incomuns; estudos iniciando-se a época tratavam-a pelo nome de fase de vidro de spin. Tal
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-1.2 T
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solu¢do numérica —+—
solugdo paramagnética - - - -
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Figura 3.2: Grandezas termodinimicas no modelo S-K em fungio da temperatura. A esquerda:
densidade de energia livre, obtida através da dinamica de populacdes (linha cheia) e de hipdtese
para P(h) = 0(h) (linha pontilhada) — ambas coincidem no limite de altas temperaturas; a
direita: parametro p; p # 0 indica divergéncia de Y, € por conseguinte, a existéncia de uma
fase vitrea

fase, tipica de sistemas desordenados, apresenta caracteristicas como (47) estados fundamentais
frustrados — incapazes de minimizar globalmente termos locais de interacdo; superficies de

energia livre rugosas”; longos tempos de descorrelacdo; quebra de ergodicidade, etc.

Como mencionado acima, no formalismo de réplicas o aparecimento da fase € indicado
pela divergéncia de 3.14, posteriormente relacionada ao espectro da matriz hessiana. No uso
do método de cavidade, no entanto, quereremos analisar o parametro p, dado pela eq. 3.15.
H4 vérias formas de fazé-lo (41); optamos aqui pelo estudo de desvios entre duas réplicas da

populacdo. Calculamos a derivada

dhg N h()(/’lR + 5) — /’l()(]’lR)
dhg 0 ’

através de um truque numérico: sdo introduzidas duas réplicas da populacdo, atribuindo-se a

(3.26)

“Entende-se aqui as superficies como fungio de um conjunto de valores médios que parametrizam P (s) (ver
por exemplo (48, 49)). A energia livre mantém-se convexa em funcdo dos pardmetros extensivos.
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(0)

C e . 0 0 0
uma valores iniciais /; 0) _ hl( )

, € a outra valores h; +8,8 ~1074. Apds um nimero grande

T de passos no tempo, aproxima-se p por

_ o (9 Ik
p_lgﬂ(%) NZ[hi — ] . (3.27)

i
Os passos de tempo na dindmica de populacdo simulam assim a troca de mensagens entre
nés cada vez mais distantes, devido a estrutura de arvore sobre a qual trabalhamos; a partir

da eq. 3.27, é possivel obter uma estimativa de como mensagens similares divergem em sua

5 : 5 dh
propagacao — fornecendo uma aproximagado para ﬁ.

Tomaremos, portanto, como pardmetros de ordem m e p; pode-se dai diferenciar entre as

seguintes fases termodindmicas

fase paramagnética, comm =0e p =0

fase ferromagnética, comm #0e p =0

fase de vidro de spin,comm =0e p #0

uma fase de vidro de spin ferromagneticamente ordenada, que denominaremos mista,
comm#0ep #0

O calculo da magnetizacdo média nos dd neste caso m = 0, como argumentado acima;
jé pela figura 3.2, podemos ver que p se anula a partir de uma certa temperatura 7, ~ 1.13.
Identificamos portanto duas fases distintas: uma fase vitrea para T < T, € uma paramagnética

paral > T..

3.2 Vidro de spin de campo aleatério

Utilizando o método descrito na secdo anterior, estudemos a hamiltoniana

H(g): - Z JijS,'Sj—BZI”,’Si, (328)
] i

com as varidveis de spin s; = 41 dispostas sobre um grafo aleatdrio regular de grau c, e as
varidveis temperadas J;; e r; distribuidas de acordo com Bimod.+ ( p) e Bimod_(g), respecti-

vamente.
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Figura 3.3: Pardmetros de ordem em func¢do de p e B, para T = 0; m d4 a magnetiza¢do a campo
nulo, e p indica a divergéncia da susceptibilidade vitrea y,;. A regido com m = 0 coincide em
grande parte com aquela em que p = 0, dando origem a uma fase vitrea; hd no entanto uma
pequena regidao em que ndo coincidem, de forma que se faz também presente uma fase mista.

Este estudo abrird caminho para a andlise da distribuicdo a posteriori determinada na se¢ao

2.2, P(x}J).

Iniciemos com a analise do limite para baixas temperaturas (3 — <o), utilizando a equagao
3.24. Através do algoritmo de dindmica de populacdes, efetuamos o cédlculo de m e p para
valores diversos de p e B (fig. 3.3); tracamos em seguida o diagrama de fases da figura 3.4,

seguindo a denominag¢do sugerida na sec¢io anterior.

Este procedimento pode ser repetido para o desenho dos demais diagramas. Temos a prin-
cipio quatro pardmetros de controle: 3, B, p e g; escolhemos dois destes, fixando os demais, €
os variamos, executando para cada par de valores o algoritmo de dindmica de populagdes. Ge-
ramos assim mapas para os parametros de ordem m e p, como os da figura 3.3; a partir destes
mapas, determinamos as linhas do diagrama, dadas pelas linhas de contorno param =0e p =0
(na prética, utilizam-se as linhas de contorno para m e p infinitesimalmente pequenos, a fim de

evitar problemas numéricos).

Estudemos assim o comportamento dos parametros de ordem, de maneira andloga, a tempe-
raturas finitas; na fig. 3.5, vemos diagramas B-T para valores diversos de p. Os diagramas das

figuras 3.4 e 3.5 foram feitos a fim de que compardssemos nossos resultados aos de (45), que
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Figura 3.4: Diagrama de fases p-B para T = 0. Quatro fases termodinamicas distintas fazem-se
presentes: paramagnética (P), com m = 0, p = 0; ferromagnética (F), com m # 0, p = 0; vitrea
(VS), comm =0, p # 0; e mista (M), com m £ 0, p # 0.
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Figura 3.5: Diagramas de fases B-T para g = % e valores diversos de p, escolhidos de forma a
replicar os diagramas de (45). As irregularidades presentes em 7" ~ 0.1 se devem a problemas
numéricos com a aproximacao para baixas temperaturas.
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realiza andlise similar a esta; uma vez replicados com sucesso, validou-se nossa implementagao

do método.

As irregularidades presentes nos diagramas devem-se ao uso de pouca precisdao no cdlculo
dos mapas de m e p, e um nimero pequeno de passos no tempo utilizados na execu¢do da di-
nimica de populagdes. E possivel evitd-las impondo maiores precisdo e nimero de passos, o
que incorreria no entanto num maior custo computacional. Optando por um custo computaci-
onal baixo, as linhas dos diagramas apresentam por vezes pequenas falhas, que implicam tdo

somente um pequeno desvio em relagdo ao ponto em que de fato ocorre a transi¢do de fases.

3.2.1 Linha de Nishimori

A distribui¢cdo a posteriori determinada anteriormente (eq. 2.30) sugere que trabalhemos

com a hamiltoniana

H(g) = — Z Jijsisj_BZSi- (329)
(i,/)eQ i
Rotacionemos esta hamiltoniana fazendo s; — r;s;, a fim de que estimativas corretas, s; = r;,

passem a ser representadas por s; = 1. Usando que J;; = &;;r;rj, ficamos com

H(s) = — Z ﬁijSiSj—BZriSi~ (3.30)

(i,))eQ

log £,
log 1~
no entanto, passamos a estudar a distribui¢do de fato, P(s|J); Estes valores dos parimetros

Os valores de 3 € B sdo, a principio, livres; tomando 8 = By = %log % eB=By=

9

definem a linha de Nishimori (50).

Utilizemos nossa andlise do vidro de spin de campo aleatdrio para tragar o diagrama de fases
sobre a linha de Nishimori (3.6), seguindo o procedimento delineado. Ao compard-lo com os
mapas das figuras 2.11 e 2.12, percebemos que a regido de parametros correspondente aqui a

fase mista coincide com aquela na qual o algoritmo para inferéncia apresenta maus resultados.

Tal semelhan¢a motiva uma investigacdo mais profunda sobre a relacio entre as fases ter-

modindmicas deste sistema e os diferentes comportamentos do algoritmo.
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Figura 3.6: Diagrama de fases p-q, com B e B na linha de Nishimori. A regido de pardme-
tros relacionada aqui a fase mista coincide com aquela em que o algoritmo apresenta baixo
desempenho, na anédlise empirica

3.3 Estudo do algoritmo

No estudo empirico feito na se¢@o 2.4, preocupamo-nos em analisar o erro médio do algo-
ritmo, dado por € = <% <1 + rn—f> > Lembrando que para a estimativa fizemos 7; = sgn(fli) Vie
que, para o estudo analitico, efetuamos a rotagdo s; — r;s;, notamos que a quantidade r?f pode

ser analisada neste caso a partir do cdlculo de << sgn(fz)>> .

sy

Esta grandeza pode ser facilmente calculada com o uso da dinamica de populagdes; na
figura 3.7, vemos o valor de & = % <1 - << sgn(lAz)>>éj

h) em fungdo de p e ¢, para B e B na
linha de Nishimori.

2"y

Tal grafico €, como se pode observar, bastante semelhante ao da figura 2.10; a parte de
diferencas no canto inferior direito (regido proxima a p = 1, ¢ = 0.5), os valores obtidos para
o erro sao praticamente idénticos. Esta diferenga parece existir por assumirmos estar aqui no
limite termodindmico (n — o), enquanto nas simulacdes trabalhamos com um ndmero finito
de agentes; espera-se assim que, na andlise empirica, sejam obtidos nesta regido de parametros

erros cada vez menores para valores maiores de n (figura 3.8).

Podemos, de forma andloga, estudar esta quantidade e tracar os diagramas de fase para os
casos em que os pardmetros estimados {p,§} sdo diferentes dos parAmetros reais {p,q}. Para

isto, calculamos By € By na dinAmica de populagdes a partir de p e §, enquanto amostrando &
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Figura 3.7: Erro tedrico do algoritmo, calculado a partir de € = % (1 — << Sgn(fl)>>é h), em
funcdode p=P(E=1)eq=Po(ri=1)

e r de Bimod.(p) e Bimod.(g), respectivamente.

Também nestes casos, a regido de parametros em que a fase € mista coincide com aquela
em que o desempenho €, de acordo com a andlise anterior, baixo — em que a convergéncia
nao ocorre ou demora a ocorrer, e ha alta sensibilidade as condi¢des iniciais. A andlise ted-
rica do erro médio, por sua vez, fornece também resultados bastante semelhantes aos obtidos

empiricamente.

n=150 n =230

05
0.6 0.6 0.6 04

03

o

0.56 0.56 0.56 02

0.1
0.52 0.52 0.52 .

096 097 098 096 097 098 096 097 098
p p p

Figura 3.8: Erro médio obtido na anédlise empirica, na regido préxima a p = 1, g = 0.5, para
n =170, 150 e 230; espera-se que, para n arbitrariamente grande, os valores sejam proximos aos
da figura 3.7
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Figura 3.9: Anélise tedrica para o caso em que o valor estimado p € diferente do real, p, com
q fixo em 0.7. Também aqui a fase mista coincide com a de baixo desempenho, e o erro médio
calculado possui grande semelhanca ao obtido empiricamente (fig. 2.13).
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Figura 3.10: Andlise tedrica para valores estimados p e ¢ diferentes dos reais, p = g = 0.7.
Pode-se notar aqui também as semelhancas com a andlise empirica (fig. 2.14).
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Mostramos assim que se pode realizar, através do estudo do hamiltoniano, analise similar
a empirica; a partir de consideragdes sobre o problema de inferéncia e com o uso de técnicas
da mecanica estatistica, determinamos de forma aproximada o erro médio do algoritmo e ainda
regioes de baixo e alto desempenho. H4, portanto, o mérito de sermos capazes de calcular o
desempenho esperado do algoritmo sem passar por uma custosa andlise via simulacdes; ainda
que dependamos da dindmica de populacdes, seu custo tende a ser reduzido em comparagdo

aquele das simulagdes realizadas no capitulo 2.

Ganhamos, ainda, intui¢@o sobre o problema. A existéncia de fases vitreas (ou mistas) para
determinadas regides de parametros indica que a busca por minimos da energia livre nestas
regides se dard com alguma dificuldade, devido as caracteristicas ja mencionadas de tal fase
termodinamica. Esta dificuldade deve-se sobretudo as propriedades intrinsecas do processo de

inferéncia, e ndo aquelas de um ou outro algoritmo especifico.

Tal andlise aprofundada € de fato inédita na literatura; esta €, portanto, a principal contri-

bui¢do desta dissertagao.
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4  Testes de Robustez

Até agora, analisamos o problema em questdo sob duas perspectivas distintas: uma mais
pragmadtica, na qual propomos uma maneira de obter estimativas; e outra tedrica, em que aspec-

tos intrinsecos do problema sao estudados mais a fundo.

Em ambos os estudos, no entanto, limitamo-nos a amostras de opinides distribuidas sobre
um grafo aleatorio regular de grau 3. Assumimos ainda que as avaliagdes eram emitidas de

acordo com o modelo prescrito, ou a0 menos de forma similar.

Ao admitir topologias diversas ou opinides emitidas de maneiras distintas, podemos testar

a robustez do algoritmo e também explorar os limites de nossa andlise.

4.1 Diferentes topologias

Passemos a considerar agora amostras distribuidas sobre grafos de topologia qualquer. Tal
tarefa faz-se trivial na andlise empirica: basta gerarmos estruturas que representem estes grafos,
por exemplo suas matrizes de adjacéncia, e executarmos o algoritmo para obten¢do de estima-
tivas sobre estas estruturas. Para gerd-las, podemos nos utilizar de bibliotecas especializadas

(ver, por exemplo, (51)).

Na dedugdo do método de cavidade feita no secdo 3.1, no entanto, admitimos estar tra-
balhando sobre uma rede regular aleatoria de grau ¢ fixo. Felizmente, o método é facilmente
estendido; podemos reescrever as equagdes de modo a representar uma rede aleatéria com um
perfil de graus qualquer'. Denominemos de A a distribuicio de graus com que trabalharemos,

e de A seu valor médio; A(y) dé assim a fragio de nés com ¥ vizinhos.

A equacdo de cavidade fica

10 perfil de graus a que nos referimos aqui é o de nés-varidvel; permanecemos trabalhando com o mesmo perfil
para os nds-fator, de forma a haver sempre um né-fator entre dois nés-vértice.
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<<Br—|— Ztanh [tanh( ﬁg,)tanh(ﬁh)]>> : 4.1)

nE.y

com Y amostrado de A; a densidade de energia livre, por sua vez, € calculada a partir de

—Bf= —élogcoshﬁ + %<< log[1 4 tanh(B&) tanh(B A ) tanh(Bh,)] >> - 4.2)

I-RN 8}

r-1 vl

+ << log {eﬁBr H[l + tanh(B&;) tanh(Bh;)] + ¢ PE" H[l - tanh(Béi)tanh(ﬁh,-)]} >>r,§,7/,h‘

i=1 i=1

Reescrevamos também o algoritmo de dinamica de populacdes de forma a refletir tais mu-

dancgas (ver algoritmo 3).

Algoritmo 3 Dindmica de populacoes para rede aleatéria com perfil de graus qualquer (tama-
nho da populagdo np0p, perfil de graus A(7y), passos no tempo fmax)

inicializa {h;}
fort =1 — tax do
fori=1— npop do
amostra y; B; {J;}, j=1,y—1
sorteia conjunto de varidveis {h;}, j=1,7y—1
hi <_B+Z] 1u<‘]j’hj)
end for
end for
calcula distribui¢do P (h)
return P (h)

Estamos agora em posi¢ao de estudar o algoritmo sobre redes de diferentes topologias, tanto
de maneira empirica quanto tedrica. Comecemos analisando redes aleatdrias "quase-regulares";

definamos a distribuicdo de graus A.(y), dada por

I—(c—lc))  ply=|c]
Ac(y) =4 c—|c] ply=lc|+1 . (4.3)
0 p/ demais y

Para valores inteiros de ¢, temos que A.(y) = 6(y—c), isto é, A, da o perfil de uma rede
regular aleatdria de grau c; no caso mais geral, no entanto, por exemplo para ¢ = 2.3, uma fracao

de 0.7 dos n6s apresenta grau 2 e uma fracao de 0.3, grau 3.

Para o estudo empirico, assim, gerou-se grafos com este perfil para valores diversos de

¢, permitindo que tracassemos os graficos da fig. 4.1. Para o estudo tedrico, utilizou-se a
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variacdo sugerida da dindmica de populagdes (alg. 3). Como feito anteriormente, calculamos
o erro tedrico e desenhamos o diagrama de fases. H4 novamente notéria similaridade entre os

resultados obtidos, apesar da regido de baixo desempenho ndo concidir inteiramente com a fase

mista.

8 0.4 8 120

7 7 100
0.3

6 6 80

o5 0.2 o5 60

4 4 40
0.1

3 3 20

2 0 2 0

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
p p
(a) erro médio (b) taxa média de convergéncia

Figura 4.1: Andlise empirica para redes aleatdrias "quase-regulares”, com perfis de grau dados
pela eq. 4.3. Para valores inteiros de ¢, o perfil coincide com aquele de uma rede regular
aleatdria. Pode-se notar que o erro médio é menor para redes com um maior nimero médio de
vizinhos.

Pode-se perceber ainda que o erro tende a ser cada vez menor para valores maiores de c;

tal resultado € intuitivo — trabalhar com amostras maiores de avaliacdes torna o ruido menos

relevante.
8 | 0.4 8
7 7
0.3
6 6
M
o5 0.2 o5
4 4 F
0.1
3| 3
2 | 0 2
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
p P
(a) erro tedrico (b) diagrama de fases

Figura 4.2: Andlise tedrica por meio da eq. 4.1, realizada numericamente com o uso do alg.
3 e tomando como distribuicdo de graus A.. Pode-se notar aqui também a similaridade com o
estudo empirico (fig. 4.1).
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Figura 4.3: Erro empirico para execucdes em arvores bindrias; o perfil do gréfico se asseme-
lha aquele obtido para grafos regulares aleatorios com ¢ = 3. Como esperado, neste caso a
convergéncia ocorre em 100% das execucdes.

Derivamos o método de propagacdo de crencgas, no capitulo 2, assumindo estar trabalhando
em arvores — caso em que as marginais obtidas sdo exatas; repetindo a andlise empirica para,
por exemplo, uma arvore bindria, obtemos portanto convergéncia em todas as execugdes do
algoritmo, e o nimero de passos necessarios para que esta ocorra € 0 mesmo para valores
quaisquer de p e g, dependendo apenas de n. Na figura 4.3, vemos o erro médio obtido na

andlise — hé alguma semelhanca com aquele obtido para grafos aleatdrios regulares com ¢ = 3.

Dado que trabalhamos na maior parte do tempo com grafos que contém ciclos de longo
comprimento médio (nos quais a técnica funciona com razodvel precisdo), € interessante que
atestemos a validade do algoritmo em grafos nos quais ciclos pequenos ocorrem com frequén-
cia. Na figura 4.4 podemos ver o erro empirico para execu¢des numa rede quadrada, em fungdo
de p e com ¢ fixo em 0.7. Nota-se assim que, apesar da convergéncia do algoritmo nado ser

garantida para grafos com ciclos, a mesma por vezes ocorre € leva a bons resultados.

Partindo de tal topologia e religando uma fracdo f de arestas de maneira aleatéria, da-se
origem as chamadas redes de Watts-Strogatz. A medida que p aumenta, a distincia média entre
dois n6s quaisquer da rede diminui drasticamente, pelo que tais redes sdo denominadas de redes
de mundo pequeno. Ha um grande interesse no estudo destas redes, pelo fato de apresentarem
propriedades conhecidas de redes reais — por exemplo, redes sociais. Na figura 4.5, vemos
que a fracdo de arestas religadas influi muito pouco no erro médio; a dependéncia maior parece

ocorrer assim sobre o numero médio de vizinhos no grafo.
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Figura 4.4: Resultados da andlise via simulacdes para execugdes numa rede quadrada com
condicdes periddicas de contorno, com ¢ = Po(r; = 1) fixo em 0.7. Apesar das execucdes se
darem num grafo com ciclos de pequeno comprimento médio, a convergéncia do mapa ocorre
e fornece bons resultados.
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Figura 4.5: Andlise empirica para rede de Watts-Strogatz com diferentes fragdes de arestas
religadas, e ¢ fixo em 0.7; a fracdo de arestas religadas parece ndo possuir grande influéncia
sobre o erro.
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4.2 Ataques ao sistema

Na secdo 2.1, identificamos alguns dos problemas de que sofrem os sistemas de reputagdo;

sua susceptibilidade a ataques mal-intencionados € possivelmente o mais grave deles.

Uma variedade comum de ataques se dd a partir do conluio entre agentes, como ja mencio-
nado anteriormente. O algoritmo que formulamos para a obten¢ao de estimativas procura evitar

que este tipo de conluio influa no calculo das reputacgdes, invalidando-o.

Equipamentos eletronicos que ndo estdo em seu pleno funcionamento podem passar a emi-
tir avaliacdes de maneira qualquer; este, também, pode ser considerado um tipo de ataque.

Estudemos o que ocorre com nosso algoritmo em situagdes como esta.

Modificaremos a andlise empirica de forma a fazer com que uma fracdo f dos agentes emita
opinides de maneira aleatdria, isto é, um agente i que pertenca a esta fracdo emitird avaliacdes

a partir de J;; = 1;;, com 7);; = Bimod_¢; (%)

eBEijsis;

eBBrisi

Figura 4.6: Grafo de fatores para a distribui¢do de Gibbs definida pela nova hamiltoniana, eq.
4.4. Além dos ndés-funcdo ja presentes anteriormente, hd agora um associado a funcgdes de
compatibilidade da forma exp(Bn;jrirjsis;).

Podemos modificar também a andlise tedrica de maneira a admitir que isto ocorra. Ao
rotacionarmos a hamiltoniana sugerida por P(s|J) (eq. 3.30), eliminamos a dependéncia em J;;
fazendo J;; = &;jr;rj; assumamos agora que, para uma parte das interagdes, J;; = 1;;. Passa-se

entdo a trabalhar com a seguinte hamiltoniana



H(s)=—

(1,/)eQ/Qf
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Z Gijsisj — Z rlijrirjsisj—BZriSi. 4.4)
i

(i,J)€Qy

A fim de derivar uma nova equacgdo de cavidade para esta hamiltoniana, devemos primeiro

escrever as equagoes de propagacdo de crengas para o novo grafo de fatores.

0.5 0.6 0.7 0.8
p
(a) erro médio

0.9

0.5 180
160
0.4 140
120
U 100
0.2 80
60
0.1 40
20
0 0

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
p
(b) taxa média de convergéncia

Figura 4.7: Resultados obtidos por meio de simulagdes para o desempenho do algoritmo sob
ataque, em que uma fracdo f de agentes emite opinides de maneira aleatdria, J;; = Bimod (%)
Como pode-se observar, a medida que f aumenta, o erro cresce rapidamente.
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(b) diagrama de fases

Figura 4.8: Andlise tedrica do algoritmo sob ataque, a partir da nova equagdo de cavidade
4.5; os resultados obtidos sdo novamente bastante similares aos empiricos (fig. 4.7), com a
regido de parametros em que a fase € mista coincidindo em grande parte com aquela de baixo

desempenho.
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Para tratar o novo termo, }.; hecq 7 TijTit jSiS j» devemos incluir um novo tipo de né-funcao
no grafo de fatores, ligado a funcdes de compatibilidade da forma exp(fBn;;rir;sis;); cada n6-
vértice se conecta a um destes né-funcao com probabilidade f, e ao né-fungdo usual — ligado
a funcdo exp(&;;s;s ;) — com probabilidade (1 — f). Escrevemos as equagdes de propagagéo de
crencas como na sec¢do 2.3. Utilizando o mesmo raciocinio do capitulo 3, podemos escrever a

equacdo de cavidade como

4.5)

h= <<Br+ ;1 u,-(h)>>

onde u;(h) é amostrado da distribui¢do de probabilidades em questdo. Com probabilidade f,

rén’

teremos u;(h) = %tanh_l [tanh(Bnrr’) tanh(Bh)], e com probabilidade (1 — f), 0 mesmo termo
que utilizdvamos anteriormente, u(h) = + tanh~! [tanh(B& ) tanh(Bh)]. Voltamos aqui a traba-
lhar sobre um grafo aleatdrio regular de grau c¢. De maneira andloga, escreve-se a energia livre

como

—Bf= —glogcoshﬁ +f§ << log [1 + tanh(Bnriry)tanh(Bh;) tanh(Bh,)] >>r,e§,n,h

F(1— f)§<< log [1 + tanh(BE) tanh(Bh) tanh(Bhy)] >> (4.6)

r&.n,h

c—1 c—1

+{(tog {eﬁB’ [T01 + 6rtann(Br)) + P T] 1 — 6tanh( h"])} -

i=1 i=1

atribuindo 6; = tanh(f31r r;) com probabilidade f e 6; = tanh(&) com probabilidade (1 — f).
As expressoes que derivamos para as demais grandezas termodindmicas permanecem inaltera-
das. A partir de pequenas modificagdes na dindmica de populacdes (alg. 2), podemos obter
solu¢des numéricas para a equagdo 4.5 e em seguida calcular a termodinamica do sistema para

os diferentes conjuntos de parametros.

Vemos na fig. 4.7 os resultados da andlise empirica, e na fig. 4.8, os da andlise tedrica. O
resultado de ambas €, como nos outros casos, bastante similar. Nota-se que, a medida que f

aumenta, o erro também cresce rapidamente.
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5 Conclusao

Ao tomar a tarefa realizada por sistemas de reputacdo como um célculo de inferéncia esta-
tistica, abriu-se caminho para que estuddssemos o problema de diferentes maneiras. Apds dar
base a nosso estudo com uma pequena revisao bibliogréfica, formulamos um modelo que busca
representar as situagdes desejadas de maneira bastante geral, mantendo-se contudo simples o
bastante a ponto de conseguirmos ataci-lo com o uso de técnicas analiticas. Derivamos deste

modelo uma distribui¢c@o a posteriori, que viria a se tornar nosso objeto de estudo.

Apresentamos em seguida uma técnica para a obtencao de estimativas em modelos graficos
denominada propaga¢do de crencas. Abordamos a distribui¢do derivada com esta técnica —
1déia presente na literatura recente da drea — e mostramos que o cdlculo de reputacdes se faz
possivel com seu uso; delineamos assim um algoritmo para a execugao de tal tarefa. Analisamos
este algoritmo de maneira empirica — simulamos sua execucdo sobre um grande nimero de

cendrios e avaliamos seu desempenho tipico.

Passamos entdo a nos utilizar de técnicas da mecanica estatistica para a andlise do problema
de inferéncia; a conhecida relacdo entre as duas dareas, mencionada na introducao desta disser-
tacdo, possibilita que estudemos o problema em detalhes, vindo a conhecer suas propriedades
intrinsecas. Esta andlise reduz-se ao estudo de uma hamiltoniana, que em nosso caso € aquela
de um vidro de spin de campo aleatdrio; estudamos esta hamiltoniana com o uso do método
de cavidade, um método moderno para o tratamento de sistemas desordenados. Apesar de in-
troduzido nos anos 80, apenas ha pouco tempo tal método veio a ser estudado mais a fundo, e
¢ sabido hoje que se trata de um estudo probabilistico feito sobre a técnica de propagacao de

crengas.

A partir desta andlise tedrica, pudemos obter resultados similares aos da andlise empirica
com um menor esforco computacional — nossa principal contribui¢do. Apesar de ter tratado
inicialmente apenas o caso em que avalia¢des distribuiam-se por grafos aleatdrios regulares,
estendemos em seguida este tratamento para redes de topologias diversas; atestou-se com 1SS0

que o algoritmo funciona com razodvel acurdcia mesmo em situagdes ndo previstas inicial-
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mente. Estudamos também o que ocorre com o algoritmo quando, devido a ataques ao sistema,
opinides sdo emitidas de maneira diferente aquela modelada; apesar do desempenho ser ruim
neste caso, mostramos de que forma pode-se modificar as andlises a fim de incluir situacdes

como esta.

Identificamos, ainda, relag@o entre regides para as quais o desempenho do algoritmo € baixo
e aquelas em que o sistema se encontra numa fase vitrea — havendo pois dificuldade na deter-
minacao dos estados de equilibrio. Isto permite que formulemos novos algoritmos, capazes de
levar em consideracgdo as caracteristicas tipicas desta fase termodinamica, tal como o fraciona-

mento de seu espago de fases.

Esta €, de fato, uma das dire¢Oes futuras propostas para este trabalho. Formulada recente-
mente com base na técnica de propagacdo de crengas, a propagacio de sondagens (44) (do inglés
survey propagation) é uma técnica que procura atacar este tipo de dificuldades; hd a expectativa
de que aplicd-la ao nosso problema gere bons resultados. Aliada a esta técnica estdo métodos
analiticos mais avancados que permitem considerarmos a quebra da simetria de réplicas; seu

uso levaria a uma anélise ainda mais detalhada da estrutura do problema de inferéncia.

A abordagem de que nos utilizamos nesta dissertacdo, ligando problemas de inferéncia a
mecanica estatistica, é bastante geral. Tomamos modelo e problema especificos, mas andlise
similar pode ser realizada caso, por exemplo, ndo se julgue o modelo adequado. Processos
diversos de inferéncia e otimizacao, tipicos das dreas de computagdo e engenharia, podem vir a
ser atacados com o uso das mesmas técnicas — gerando por vezes bons resultados, como tem

sido mostrado por avancos das ultimas décadas.



65

Referéncias Bibliogrdficas

1 JAYNES, E. T. Probability Theory: The Logic of Science. [S.1.]: Cambridge University
Press, 2003. 758 p. ISBN 9780521592710.

2 SHANNON, C. A Mathematical Theory of Communication. The Bell System Technical
Journal, v. 27, p. 379423, 1948. ISSN 0724-6811.

3 MEZARD, M.; MONTANARI, A. Information, Physics, and Computation. [S.l.]: Oxford
University Press, USA, 2010. ISBN 9780198570837.

4 COVER, T.; THOMAS, J. Elements of Information Theory. 2nd. ed. [S.l.]: Wiley-
Interscience, 2006. ISBN 9780471241959.

5 MACKAY, D. Information Theory, Inference and Learning Algorithms. 1st. ed. [S.L]:
Cambridge University Press, 2003. ISBN 97805216429809.

6 SOURLAS, N. Spin Glasses, Error-Correcting Codes and Finite-Temperature Decoding.
Europhysics Letters (EPL), v. 25, n. 3, p. 159-164, jan. 1994. ISSN 0295-5075.

7 VICENTE, R.; SAAD, D.; KABASHIMA, Y. Low-density parity-check codes - A statistical
physics perspective. Advances in Imaging and Electron Physics, Elsevier, v. 125, p. 231-353,
2003.

8 JOSANG, A.; ISMAIL, R.; BOYD, C. A survey of trust and reputation systems for
online service provision. Decision Support Systems, v. 43, n. 2, p. 618—644, mar. 2007. ISSN
01679236.

9 GRANDISON, T.; SLOMAN, M. A survey of trust in internet applications. Communications
Surveys & Tutorials, IEEE, IEEE, v. 3, n. 4, p. 2-16, 2000.

10 MARMOL, F. G.; PEREZ, G. M. Towards pre-standardization of trust and reputation
models for distributed and heterogeneous systems. Computer Standards & Interfaces, Elsevier
B.V, v.32,n. 4, p. 185-196, jun. 2010. ISSN 09205489.

11 BUCHMANN, E. Trust Mechanisms and Reputation Systems. In: WAGNER, D.;
WATTENHOFER, R. (Ed.). Algorithms for Sensor and Ad Hoc Networks: Advanced Lectures.
Berlin: Springer, 2007. p. 325-337. ISBN 9783540749905.

12 ALZAID, H. Reputation-Based Trust System in Wireless Sensor Networks. In: Security of
Self-Organizing Networks: MANET, WSN, WMN, VANET. [S.1.: s.n.], 2010. p. 493.

13 SEN, J. Reputation- and Trust-Based Systems for Wireless Self-Organizing Networks. In:
Security of Self-Organizing Networks: MANET, WSN, WMN, VANET. [S.l.: s.n.], 2010. p. 91.

14 MARSH, S. Formalising trust as a computational concept. 170 p. Tese (Doutorado) —
University of Stirling, 1994.



66

15 SABATER, J.; SIERRA, C. Review on Computational Trust and Reputation Models.
Artificial Intelligence Review, v. 24, n. 1, p. 33-60, set. 2005. ISSN 0269-2821.

16 SCHILLO, M.; FUNK, P.; ROVATSOS, M. Using trust for detecting deceitful agents in
artificial societies. Applied Artificial Intelligence, v. 14, n. 8, p. 825-848, 2000.

17 SABATER, J.; SIERRA, C. REGRET: reputation in gregarious societies. Proceedings of
the 5th International Conference on Autonomous Agents, p. 194—195, 2001.

18 PAGE, L. et al. The PageRank citation ranking: Bringing order to the web. World Wide
Web Internet And Web Information Systems, Stanford InfoLab, p. 1-17, 1999.

19 CHEN, P. et al. Finding scientific gems with Google’s PageRank algorithm. Journal of
Informetrics, v. 1, n. 1, p. 8-15, jan. 2007. ISSN 17511577.

20 ERMON, S.; SCHENATO, L.; ZAMPIERI, S. Trust Estimation in autonomic networks: a
statistical mechanics approach. In: Proceedings of the 48h IEEE Conference on Decision and
Control (CDC) held jointly with 2009 28th Chinese Control Conference. [S.1.]: IEEE, 2009. p.
4790-4795. ISBN 978-1-4244-3871-6.

21 JIANG, T.; BARAS, J. S. Trust evaluation in anarchy: A case study on autonomous
networks. In: Proceedings of IEEE Infocom. [S.1.: s.n.], 2006.

22 WORMALD, N. Models of random regular graphs. London Mathematical Society Lecture
Note Series, Citeseer, p. 239-298, 1999.

23 VIGER, E.; LATAPY, M. Efficient and simple generation of random simple connected
graphs with prescribed degree sequence. Computing and Combinatorics, Springer, p. 440-449,
2005.

24 eBay. Disponivel em: <http://www.ebay.com/>.

25 AlJl, S.; MCELIECE, R. The generalized distributive law. IEEE Transactions on
Information Theory, v. 46, n. 2, p. 325-343, mar. 2000. ISSN 00189448.

26 SALINAS, S. Introdugdo a Fisica Estatistica. 2. ed. [S.1.: s.n.], 1997. ISBN
9788531403866.

27 CATICHA, N. From quenched to annealed: a study of the intermediate dynamics of
disorder. Journal of Physics A: Mathematical and General, 10P Publishing, v. 27, p. 5501,
1994.

28 NISHIMORI, H. Statistical physics of spin glasses and information processing: an
introduction. [S.1.]: Oxford University Press, USA, 2001. ISBN 0198509405.

29 EDWARDS, S.; ANDERSON, P. Theory of spin glasses. Journal of Physics F: Metal
Physics, v. 965, 1975.

30 SCHNEIDER, T.; PYTTE, E. Random-field instability of the ferromagnetic state. Physical
Review B, APS, v. 15, n. 3, p. 1519-1522, 1977. ISSN 1550-235X.

31 NAKANISHI, K. Two- and three-spin cluster theory of spin-glasses. Physical Review B,
v.23,n. 7, p. 3514-3522, abr. 1981. ISSN 0163-1829.


http://www.ebay.com/

67

32 WEISS, P. The application of the Bethe-Peierls method to ferromagnetism. Physical
Review, v. 74, n. 10, p. 1493-1504, 1948.

33 STEIN-BARANA, A.; YOSHIDA, M.; LfBERO, V. A aproximagdo de campo médio de
Bethe-Peierls. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 26, n. 4, p. 385-393, 2004.

34 MEZARD, M.; PARISI, G.; VIRASORO, M. SK model: The replica solution without
replicas. Europhysics Letters (EPL), v. 77, 1986.

35 YEDIDIA, J.; FREEMAN, W.; WEISS, Y. Characterization of belief propagation and its
generalizations. IT-IEEE, v. 51, p. 2282-2312, 2001.

36 MéEZARD, M.; PARISI, G. The Bethe lattice spin glass revisited. The European Physical
Journal B, v. 20, p. 217-233, 2001.

37 MEZARD, M.; PARISI, G.; ZECCHINA, R. Analytic and algorithmic solution of random
satisfiability problems. Science, AAAS, v. 297, n. 5582, p. 812, 2002. ISSN 1095-9203.

38 KRZAKALA, F.,; RICCI-TERSENGHI, E.; ZDEBOROV4, L. Elusive Spin-Glass Phase
in the Random Field Ising Model. Physical Review Letters, v. 104, n. 20, p. 1-4, maio 2010.
ISSN 0031-9007.

39 YEDIDIA, J. S. Message-Passing Algorithms for Inference and Optimization. Journal of
Statistical Physics, out. 2011. ISSN 0022-4715.

40 ALMEIDA, J.; THOULESS, D. Stability of the Sherrington-Kirkpatrick solution of a spin
glass model. Journal of Physics A: Mathematical and General, IOP Publishing, v. 11, p. 983,
1978.

41 ZDEBOROV4, L. Statistical physics of hard optimization problems. Acta Physica Slovaca.
Reviews and Tutorials, v. 59, n. 3, p. 169-303, jun. 2009. ISSN 0323-0465.

42 GOLDENFELD, N. Lectures on Phase Transitions and the Renormalization Group. [S.1.]:
Perseus Book Publishing, 1992. ISBN 9780201554098.

43 PARISI, G. A sequence of approximated solutions to the SK model for spin glasses.
Journal of Physics A: Mathematical and General, Institute of Physics Publishing, v. 13, p.
L115-L121, 1980.

44 MEZARD, M. The cavity method at zero temperature. Journal of Statistical Physics,
v. 111, n. April, 2003.

45 MATSUDA, Y. et al. Random-field p -spin-glass model on regular random graphs.
Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, v. 44, n. 18, p. 185002, maio 2011. ISSN
1751-8113.

46 SHERRINGTON, D.; KIRKPATRICK, S. Solvable model of a spin-glass. Physical
Review Letters, v. 35, n. 26, 1975.

47 CASTELLANI, T.; CAVAGNA, A. Spin-glass theory for pedestrians. Journal of Statistical
Mechanics: Theory and Experiment, v. 2005, n. 05, p. P05012, maio 2005. ISSN 1742-5468.

48 AMIT, D. J. Modeling Brain Function. [S.1.]: Cambridge University Press, 1992. ISBN
9780521421241.



68

49 BINDER, K.; YOUNG, A. Spin glasses: Experimental facts, theoretical concepts, and
open questions. Reviews of Modern physics, APS, v. 58, n. 4, p. 801, 1986.

50 IBA, Y. The Nishimori line and Bayesian statistics. J. Phys. A: Math. Gen., n. 32, p.
3875-3888, 1999.

51 CSaRDI, G.; NEPUSZ, T. igraph. 2009. Disponivel em: <http://igraph.sourceforge.net/>.


http://igraph.sourceforge.net/

69

Indice Remissivo

propagacdo de crencas
equagoes de, 24

Bethe-Peierls, 28

campo de
cavidade, 38
Markov, 23

confianga, 13

desordem
recozida, temperada, 36
dindmica de populagdes, 42

equacao de cavidade, 42

fases termodinamicas, 47
fun¢do de compatibilidade, 23

grafo de fator, 23

inferéncia
MAP, | ]
MPM, 11, 29

linha de Nishimori, 50

método de
cavidade, 37
réplicas, 37
magnetizagdo, 43, 45
alternada, 40
local, 27
magnetizagao local, 28

propagacdo de crencas, 23

réplicas simétricas, 42
hipétese de, 41
rede
aleatoria regular, 2 1
reputacgdo, 14

sistemas de reputacdo, ||

vidro de spin, 45
susceptibilidade de, 40



	Introdução
	Inferência e mecânica estatística
	Organizando a dissertação

	Estimando Reputações
	Sistemas de reputação — definição e exemplos
	Modelo para inferência
	Técnica de propagação de crenças
	Formulação do algoritmo

	Análise Teórica
	Método de cavidade
	Vidro de spin de campo aleatório
	Estudo do algoritmo

	Testes de Robustez
	Diferentes topologias
	Ataques ao sistema

	Conclusão
	Referências Bibliográficas
	Índice Remissivo

