MAT 3210 - Lista de Exercicios

1. Determine o polinomio de Taylor de grau n, com resto de Lagrange,
em x = a para cada uma das fungoes abaixo:

a)f(x):a:%;azl,n:ZS
b)f(x) = cosh(z) ;a=0,n =14
o)f(x) =vria=4,n=4
d)f(z)=ln(z+3);a=-2,n=3
)/

2. Calcule o valor de €2, exato até a quinta casa decimal e prove que sua
resposta tem a precisao pedida.

2)=(1—-2)2 :a=0,n=3

3. Qual é o erro que se comete ao se substituir v/1 4+ x por 1 + %x , para

0<z<0,01?
4. Use a férmula de Taylor para expressar o polinomio P(z) = z* — 23 +

222 — 3z + 5 como polindmio em poténcias de 1 - x.

5. Resolva as seguintes integrais indefinidas:
a) [a*.(5 — 2%)dx
b) [V — )da
c) [(3sen(x) — 4cos(t))dt
d) sen x)

COS

(200759( )? = 3tg(x)*)dx
(5759( ) _ 4cos(x)? ))dx

cos(x)

(S

f

)

)

6. A inclinagao da reta tangente num ponto (x , y) de uma curva é 3/z.
Se o ponto (9, 4) estd na curva, determine sua equagao.

7. Uma obra de arte foi comprada por 10000 reals Sabendo o valor V
desta obra tem taxa de variacao dada por W = 5t2 + 10t + 5 nos

proximos 6 anos, qual sera o valor da obra daqui a 5 anos?

8. E verdade que F(x) = |z| é uma integral indefinida da funcéo f(x) =
—1,sex <0, f(x)=0,sex=0e f(z)=1sex>07



10.

11.

12.

. A funcdo f(x) =nsen <z <n+1, comn € Z, ndo é continua, mas

tem uma integral F tal que F(0) = 0 . Determine F e esboce o seu
grafico.

Use o método da mudanca de varidveis para resolver as seguintes inte-
grais indefinidas:

a) [V1—4dxdx
b) [x(32* + 7)%dx
c) [ sec(5t)%dt
d) [wucosec(3u?).cotg(3u?)du
e) [ sen(x).sen(cos(x))dx
f) [(sen(2x),/2 — 2cos(2x))dx
g) [(2° + 2)log(25 + 12z + T)dx
h) [ a3 7@ ) dy

O volume de um balao cresce de acordo com a formula % =Vt+ 1~|—§t,
onde Vem? é o volume. Se V = 33 quando t = 3, determine V.

Use o método da integracao por partes para resolver as seguintes inte-
grais:

a) [xe3®dx

b) [x3"dx

c) [x?n(x)dx

d) [ sen(In(z))dx
e) [arctg(\/x)dx

£) f sen(?x) dr

g) [2? senh( )dx
h) [ cos(y/x)dx

i) [xsec(x)tg(x)dx
i) [in(z)ds

k) [(In(z))*dx

1) [zarctg(x)dx



13.

14.

15.

m) [ =~ (a:+1) sdx

n) [z dx

0) f\/%da:
Calcule:

a) [ sen®(z)dx

b) [ cos?(x)dx

c) [ sen(bz)cos(3x)dx
d) [ sen®(z)cos®(x )
)sten

f) [ cotg?(3x)dx

8) Jtg®(x)sec’ (x)dx
h) [ sen(z)sen(3x)sen(bx)dx

e

Use o método da substituicao trigonométrica para resolver as seguintes
integrais:
a) [ 7\/4%2 dr

b) [
c) f@dm
d) J
) f d
) J

6214—861—}—7

@D

f dx
) J

h) J

o

(z2— 6a:+18)

3
(16422)2

As seguintes integrais contém poténcias de seno , cosseno, tangente,
cotangente, secante e cosecante:

a) [ cos®*(z)dx
b) [ sen®(z)dz



16.

17.

18.

19.

c) [ sen®(z)cos*(z)dx
d) [tg*(z)dz

e) [cotg’(x)dx

f) | cosecd(x)dx

g)[ sec’(x)dx

Calcule:
dx

)fmdx
c) [x*V9 — 22dx
dz

o) [ 7o

d) | Frm

Use o método das fragoes parciais para resolver as seguintes integrais:

) f T —12&5 —ZBm—&-ldI

b) | i gde
¢) [ -2 1 —F=dx
d) [ mdw
e) [ "’;3’95;1(11;
f) | 1+I3dx

8) | zda
h) | id

i) fﬁdm

Encontre o valor da soma:

a) Z?:l ﬁ
b) 232, 2k(k — 1)
c) YR, 3i(i + 2)

O ntmero H,, = >,

é co
que In(n+1) < H, <lIn(n) +

n l 4
z

nhec1do como numero harmonico. Prove



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Use somas de Riemann para determinar a area de cada uma das regioes
dadas. Faca uma figura mostrando a regiao e o i-ésimo retangulo:

a) regiao acima do eixo x, a direita da reta x = 1 e abaixo do gréfico
de y = 4 — 22, os retangulos sao inscritos.

b) regiao limitada pelo grafico de y = %, pelo eixo x e pela reta z = 1,
retangulos inscritos.

c) regiao limitada pelo grafico de y = x° + x, eixo x e retas v = —2,
x = 1, retangulos circunscritos.

Encontre o valor aproximado das integrais, tomando uma particao com
n pontos e compare depois com o valor exato:

5 . o
a) [ dz, n =9 e ¢; é o extremo direito.
™
b) [3, sec(x)dz, n = 8 e ¢; é o extremo esquerdo.
3

Verifique que a fun¢do maior inteiro é descontinua em [0, 2], mas é

2
integravel. Determine o valor da integral.

Encontre o valor médio da fungao f(z) = v/16 — 22 no intervalo [ -4 ,
4 ]. Para isto, determine o valor da integral definida, interpretando-a
como a area da regiao limitada pelo eixo dos x e pelo semicirculo.

nizz" Para isto calcule o valor da integral de

f(x) = L no intervalo [ 1, 3 ], usando somas de Riemann e também o
teorema fundamental.

Determine lim,, ,o, > 1" 4

Faca o grifico de F(t) = [; f(z)dz. Calcule F’ nos pontos onde a
derivada existe, para as seguintes funcoes:

(a) f(z)=1,sex>0¢e f(z)=—-1,5e x <0
(b) f(z)=—x,sex>0e f(x)=2,5e 2 <0
(¢) flw)=a%sex<lef(x)=2zx—1,sex>0

Calcule F’(x), onde existir a derivada.

(a) F(z) =[5, cost?dt
(b) F(z) = [Zmyabedt



27.

28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Calcule limy,_,o & - 2+h Vv 1+ t3dt.

Sendo zsen(mz) = fa”Q f(t)dt, f continua, calcule f(4).

A regra do ponto médio diz que:

[ e~ P2 () + () + o (e)

Ondea:x0<x1<...<xn:b,xi—xi_1:b%’eci:%.

. 1 .2
Use esta regra para calcular um valor aproximado de [, e dz, tome:

(a) n=5.
(b) n = 10.

A regra do trapézio diz que

A2$ [f (o) + 2/ (1) + 2f (w2) + .. + 2f (zn—1) + f(2n)],

onde Ax = b’T“ , ; = a + 1Az é uma boa aproximacao para f; f(z)dx
se n for suficientemente grande.

(a) Explique o motivo dessa regra ser chamada de regra do trapézio.

(b) Use a regra acima com n=10 para aproximar a [;° cos(mz)dz.
Compare seu resultado com o valor real. Explique a diferenca.

Encontre o nimero a tal que a reta x = a bissecta a area sob a curva
yz%,comlgxgél.

Esboge a curva de equacao y*> = z%(z + 3). Parte desta curva forma
um laco. Determine a area dentro deste laco.

Encontre a drea da regido limitada pela parabola y?> = 9z e pela reta
que passa pelos pontos A = (16,12) e B = (4, —6).

sen2x sen2x
2

Calcular a area limitada pelas curvas y = entre

r=0exz=m.

ey = senx + ==

Calcular a drea limitada pela curva y(x? + 4) = 4(2 — z), o eixo dos x
e o eixo dos y.



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

Calcular a drea limitada pela hipérbole equildtera z? — y? = a?, o eixo
dos x e uma reta tracada da origem ao ponto (x,y) da curva.

A curva de equacao z? + y? + 2 = /2?2 +y? delimita uma regiao.
Determine a area desta regiao.

Calcule a area da regiao limitada pela curva y = m, eixo x, reta
x=1 e reta x=4.

Calcule a area da regiao situada no primeiro quadrante limitada acima
pela curva z* — y* = 22y e abaixo pela curva 7% = 2sen26, com r > 0.

Encontre a area da regidao limitada pela hipérbole y? — 22 = 1 e a reta
y = 9.
A regido sob a curva y = cos’z, 0 < z < o ¢é rotacionada ao redor do

eixo x. Calcule o volume do sélido obtido.

Achar o volume do cone de altura & e raio da base r, obtido pela rotacao,
em torno do eixo dos x, de uma reta que passa pela origem.

Encontre o volume do sélido obtido quando a regiao sob a curva
de 0 a 1 ¢é girada ao redor do eixo y.

(1+52)

s

A regido sob a curva y = tg?z de 0 a 7 ¢ girada ao redor do eixo x.
Encontre o volume do sélido resultante.

Achar os volumes dos sélidos obtidos pela rotagao, em torno do eixo
dos x, das regioes indicadas:

(a) y= :ch’x_ -5, r=-2y=0.
(b) y=a, y=2".

(c) A elipse a®x? + b*y* = a?b*.

(

d

(e) y=tgxr, =% e o eixo dos x.

y =logxr,entre x =1ex =2.

)
)
)
)
)

Calcule a area da superficie gerada pela rotagao em torno da reta y = 5
do grafico da funcao:

(a) y = senh(x), -1 <z < 1;



47.

48.

49.

50.

ol.

o2.

53.

o4.

25.

(b) y:ﬁ>1§$§4

Calcule a drea da superficie de revolucao gerada ao girar y = 22,0 <
x < 1, ao redor do eixo y.

O lago de equacao 92 = z(3 —xz)? é girado em torno do eixo y. Calcule
a area da superficie gerada.

Para uma determinada marca de celular, a funcao densidade de proba-
bilidade de que o celular ira precisar de manutencao x meses apds a sua
compra é dada por f(z) = 0,002¢7%%% se z > 0 e f(x) =0, se z < 0.
Se o aparelho tiver um ano de garantia, qual serda a probabilidade de
um comprador nao precise consertar o seu celular durante o prazo de
garantia? ( A probabilidade de que um evento ird ocorrer no intervalo

[a. b] & [y f(z)dx)

Determine o valor da area da regiao limitada pelo grafico da equagao
dada:

a) r = 3cos(0)

b) r =2 — sen(0)

c) r* = 4sen(6)

Encontre a 4rea da regiao limitada pelo grafico de r = €’ e pelas retas
f=0e6d=1.

Determine o valor de a para que a regiao limitada pela cardidide r =
a(l — cos(f)) tenha area 9.

Ache a area da regiao varrida pelo raio vetor da espiral r = , durante
a sua segunda revolugao e que nao foi varrida pela primeira revolucao.

Determine o dominio de definigao de y(t) = (2, v/t — 1,4/5 — ).

Esboce o grafico das seguintes curvas:

a)y(t)=(t*+1,t —1)



56.

o7.

o8.

99.

60.

61.

62.

63.

Determine a funcao que representa a curva obtida pela intersecao do
cilindro 22 + 3% = 4 e a superficie z = xy.

Determine a derivada e a integral de cada curva:
a) () = (2,1 t,v/D)
b) 1(t) = (cos(t), t, sen(3t))

Determine o ponto de intersecdo das retas tangentes a curva y(t) =
(sen(mt), 2cos(mt, cos(mt)) nos pontos v(0) e (0, 5).

Em qual ponto as curvas v () = (¢, 1—t,3+?) e 72(s) = (3—s,5—2, s%)
se intersectam. Determine o angulo entre elas ( Este angulo é o angulo
formado pelas retas tangentes).

Determine o comprimento das seguintes curvas:
a) y(t) = (t,cos(2t), sen(2t)), t € [0, 27].

b) v(t) = (2sen(t), 5t,2cos(t)) , =10 < t < 10
c) y(t) = (t2,2t,In(t)) , 1 <t <e.

Determine o dominio de definicao de cada uma das fungoes dadas:
floy) =3+,

(x,9) = 3

(z,y) = /Y

(flj y,2) =V1I—a?—y? =27

(z,y,2) = zy.In(2)

(I Y.2) = e

a)
b)
c)
)
)
)

o,
x%\

D

\\

f

Ty

Mostre que a fungao f(z,y) = ﬁ se (z,y) # (0,0) e £f(0,0) =0 ¢
y

continua em R?, mas f(z,y) = P se (x,y) # (0,0) e £f(0,0) = 0 nao

é continua em (0,0).

Desenhe as curvas de nivel de cada uma das fungoes e tente visualizar
os graficos:

a) f(z,y) =z +y
b) f(x,y) =2 + 3
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Desenhe as superficies de nivel das funcoes dadas:

a) f(z,y,2) = 2° +y* + 22
b) f(z,y, 2 )—x+y+2
&) f(2,9,2) = b
d) f(z,y,2 )—x +y? - 27
Calcule 8;2 , g?’; e %, giy’;, a‘fgy das seguintes funcoes:
a) f(xz,y) =3z + by
b) flz,y) = 32"y +y
25
c) flw,y) = 5.4
d) f(z,y) = In(3z* + 5y3)

af of of 8*f 9*f 9*f 9*f 9f f

Oz Oy’ 0z’ 0x2) Oy?’ 9227 dxdy’ Oxdz’ Oydz
a) flr,y,z) = eV

b) fz,y,2) = 22y*.2°

c) a) f(z,y,2) =x.In(Y)

Considere a superficie dada pelo grafico da funcao f(z,y) = 222 + 2.

Esta superficie intersecta o plano y = 3 numa curva. Determine as
equagoes da reta tangente a esta curva no ponto (2,3,17).

das seguintes funcoes:

Calcule

. , . , ~ g2
Considere a superficie dada pelo gréfico da funcao f(z,y) = 3 Esta
superficie intersecta o plano x = 3 numa curva. Determine as equagoes

da reta tangente a esta curva no ponto (3,2,9).

Mostre que a funcao f(z,y)
= 0.

= ln(ii;) satisfaz a equacao x.% + y.g—;

Determine uma funcao tal que =L
z2.sen(y) + 2.

= 3y? — 3z.cos(y) e % = 6zy +



71.

72.
73.

74.

75.

76.

7.

78.

79.

11

Determine a funcao tal que 75 = 2x + 6y + 2, g—i =3y +6x+3e
f(0,0) = 5.

Sabendo que % = 2%y* + 2%y®, quais sdo as possibilidades para %5?'

Porque ¢ possivel afirmar que nao existe uma funcao de duas variaveis

f tal que 3 8f = 2% + ycos(z) e % = y? + zcos(y) ?

Determine as equacoes dos planos tangentes aos graficos das fungoes
dadas nos pontos dados:

a) z = /14 — 22 — y? no ponto (1,2,3).
b) z = (2? + y*)? no ponto (1,2,25).
¢) z = sen(x) + sen(2y) + sen(3x + 3y) no ponto (0,0).

Use derivacao 1mp11(:1ta para determinar a equacéo do plano tangente
ao elipsdide 73 .+ U %z + % =1 no ponto (f el \[)

Determine o plano tangente e a reta normal ao hiperboldide 22 + y? —
z? = 5 no ponto (4,5,6).

Determine o vetor gradiente de f em P, Vf(P):
a) f(z,y) =xy , P = (-1.3).

b) f(z,y,2) = e"cos(z) , P = 0,2,0).

c) flz,y) = ln(:v2 +y?), P =(12).

d) f(z,y,2) =% | P = (2,-1,5).

Calcule a derivada direcional de f em P e na direcao do vetor dado:

a) flz,y) =xy*+ 2%y ,P=(1,1), U= (1,2).

b) f(z,y) = In(2® +y?) , P = (0,1), v = (2,2).

¢) f(z,y, 2) = zsen(y) +ysen(z) + zsen(z) , P = (1,0,0) , v = (3,2,0).

Calcule o valor maximo da derivada direcional de f em P e a direcao
que ocorre:

a) f(:v,y) = sen(my) ) P = (‘37
b) f(z,y) = ecos(y) , P = (0
c) f(z,y) =e™* | P = (2,1,1)

0).
0).
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80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

Suponha que a temperatura T, num certo ambiente, no ponto P =
(x,y,2) é dada por T(z,y,2) = 22% — y* + 42°. Determine a taxa de
variagdo ( D>T(P)) de T no ponto P = (1,-2,1), na

direcao do vetor U= (4,—1,2). Em que direcao T cresce mais rapida-
mente neste ponto?

ar .
Calcule % :
a) flx,y) = e” V", x= cos(t) , y = sen(t).
b) f(z,y) = In(z* +22°y +3¢%), x = t , y = 2t°.
Mostre que x% + yg—i =nf(z,y) e determine n em cada caso:

a) f(z,y) = x> + 2%y —y* .
a) f(z,y) =ev .

Determine os pontos criticos da funcao e clasifique-os por meio do teste
da segunda derivada:

a) f(z,y) = 52* — 3vy + y* — 150 —y + 2.
b) f(z,y) = 2° +y* — 6zy.
c) f(z,y) = zy(2z + 4y + 1).

Se a soma de tres nimeros x, y, z é 12, quais devem ser estes ntimeros
para que o produto zy?z® seja o maior possivel?

Seja r a reta que passa em (-2,3,-1) e tem direcao do vetor (4,1,5) e s a
reta que passa no ponto (-1,0,3) e tem dire¢ao do vetor (-2,3,1). Con-
sidere a funcao de duas variaveis definida pelo quadrado da distancia
de um ponto de r a um ponto de s. Verifique que esta funcao tem um
unico ponto critico e que este ponto é um ponto de minimo. O valor
da funcao neste ponto é o quadrado da distancia entre as duas retas.

A fungao geral de producao de Cobb-Douglas é dada por P(z,y) =
Ax%y® , com a+b = 1, x representando o trabalho e y o capital investido.
Suponha que esta fungao de producao esta sujeita a condicao de custos
totais fixos dada por cx 4+ dy = e. Verifique que para maximizar a
producao devemos ter a forga de trabalho x = % e o capital investido

__ be
Yy=-=-
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87. Sobre cada uma das seguintes curvas , determine os pontos que estao
mais proximos da origem e os pontos que estao mais afastados:

a) 22+ xy +y* = 3.
b) 2t + 3ay +y*t =2

88. Determine os polinomios de Taylor de ordem 1 e de ordem 2 das funcoes
dadas nos pontos dados:

a) fz,y)=e", P =(0,0).

b) f(z,y) = (z* = )(y* — 1), P = (L1).

c) f(z,y) = V122 -y, P=(0,0).
RESPOSTAS:
DP<> fla) + f'(a) (@ — a) + L4 (@ — a)? 4 .. L@ (g gy
Ry (x f(:illc(:v—a)(n—l—l)coma<c<x

a) Py(z) =143 (a:—1)+g(x—1) 2(x—1)*, Rsy(x) = 91”(:10—1)4.

) =
5(2)
(z) =14 52? + 2 | Ry(x) = S senh(c)z®.
lugao andloga a a).

b)
)

e

I
So
Py(z) = (:1:+2) — f(x—|—2) +5(r+2)°, Ry(w) = — g (@ +2)%
Py(z) =1+ 1 x—l— 222,917 + 233?x3,

2) 2N1+2+ +Z 4+ +

nl o

c)
d
)

onde n é o menor inteiro tal que Q(H’fl;,) < 0,000005.

3) menor que 3.
4) Pi(x) =4 —2(1— 2) +5(1 — ) = 3(1 — 2)* + (1 — )"



