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Serie de Taylor

X = X(V)
Pn(V) — &, +a1(V_VO) +az(V_Vo)2 "'---""'in(V_Vo)n
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Seriede Taylor: taylor()

diff('exp(-x)' ,x)
SYMSX; ans = -exp(-x)
grau=4;

seriezer o=taylor (exp(-x),grau,0) % ordem ate” grau-1, pto O

seriezero = 1-x+1/2*x” 2-1/6*x" 3

Exercicio: calcular a Série de Taylor das funcgoes abaixo,
de grau 3, no ponto zero

x’e* X cos(x+2)
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Seriede Taylor: taylor()

seriel=taylor(exp(-x),grau,l1) % pto 1
serie2=taylor (exp(-x),grau,2) % pto 2
serie3=taylor(exp(-x),grau,3) % pto 3

seriel =
exp(-1)-exp(-1)* (x-1)+1/2* exp(-1)* (x-D)* 2-1/6* exp(-1)* (x-D)* 3

serie2 =
exp(-2)-exp(-2)* (x-2)+1/2* exp(-2)* (x-2)" 2-1/6* exp(-2)* (X-2)" 3

seried =
exp(-3)-exp(-3)* (x-3)+1/2* exp(-3)* (x-3)" 2-1/6* exp(-3)* (x-3)* 3

Exercicio: calcular a Série de Taylor das funcdes abaixo,
degrau 3, no ponto 2

x2e<  X°cog(X+2)
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Seriede Taylor: taylor() diff(exp(-x*t) x)  diff(-t*exp(-x*t)' X)

ans =-t*exp(-x*t) ans =t 2* exp(-x*t)

Symsx t;
ser EM t=taylor (exp(-x*t),gr au,x,0) % pto O, var indep. t

serie0=taylor (x"5,4,0) % um exemplo de polinomio

% a seqguir, geral
serieger alzer o=taylor (‘u(x)',x,4,0)

serEMt =
1-x*t+1/2* XA 2*tA 2-1/6* XN 3* 17 3

seriel =0

seriegeralzero =
u(0)+D(u)(0)*x+1/2* @@ (D,2)(u)(0)*x*2+1/6* @@ (D,3)(u)(0)*x"3
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Seriede Taylor: taylor()

diff("exp(-x*t)' ,x) diff('-t*exp(-x*t)' ,x)

S ans =-t*exp(-x*t) ans =t 2* exp(-x*t)

serieUM =taylor (exp(-x*t),4,x,1)
serieger alUM =taylor (‘u(x)',4,x,1)

serieUM =
exp(-1)-exp(-1)*t* (x-1)+1/2*exp(-1)* t* (x-1)* 2+exp(-1)* (1/6* t" 3-1/3* t)* (x-1)* 3

seriegeralUM =
u(1)+D(u)(D)* (x-1)+1/2* @@ (D,2)(u)(1)* (x-1)*2+1/6* @@ (D,3)(u)(1)* (x-1)"3
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Seriede Taylor em x+h

symsxt h; % calcular serieem x+h
serieCOMt=taylor (exp(-t),t,4) %grau 4-1

sM Al Sh=subs(serieCOMt,t,x+h) % substitui t por x+h
sZERO=subs(sM Al Sh,x,0) % substitui x por 0

SUM =subs(sM Al Sh,x,1)

serieCOMt =
1-t+1/2*t” 2-1/6%t" 3

SMAISh =
1-x-h+1/2* (x+h)" 2-1/6* (x+h)* 3

SZERO =
1-h+1/2*h"2-1/6*h"3

sUM =
-h+1/2* (1+h)" 2-1/6* (1+h)" 3
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Syms X
L 1=limit((2* x+3)/(7*x+5),x,inf)

L1=2/7

L 2=limit( (1+1/X) x,x,inf)

L2 =exp(1)
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L esg=limit(1/x,x,0,'left")

Ldir=limit(1/x,x,0, right')

Lesg =-inf

Ldir =Inf

MatLab (Routo)
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Solucao de equacoes difer enciais com dsolve()

e’ (8 4+ 2e(t)=0,2(0) =0,2"(0) =1

>> Sol=dsolve(' D2x+2*x=0', 'x(0)=0, Dx(0)=1")

Sol = 1/2*sin(t* 2 (1/2))* 2° (1/2)

1242
1/28n(t2 )2
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Solucao de equacoes difer enciais com dsolve()

a2+ (i) =0, 20) =0,x(31=1

>> Sol2=dsolve(' D2x+2*x=0', 'x(0)=0, x(3)=1")

Sol2 = -1/sin(27 (1/2))/(-3+4* Sin(2 (1/2))*2)* sin(t* 27 (1/2))

1/2 1/2 2
sn(2 )(-3+4sn(2 ))

MatLab (Routo)
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EXERCICIO Resolver as equactes diferenciais a seguir
(derivadas em relacao art):

(@) x'+x=0

(b) X'"+x’ +x=0

(c) xX''+x=0, x(0)=1,x’(0)=-1
(d) X''+x=sin(2*t)

() X''+x=sin(t)

MatLab (Routo)
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EXERCICIO Resolver asequactes difer enciais a seguir:

Resposta:

%+2y=o, y(0) =3 y(t) =3¢
d2y dy Resposta:l

m—2 =-mg,y(0)=h,~2(0)=0 Y(t)=-=gt’+h
o =—mg,y(0)=h,—(0) :

h é altura de lancamento de um cor po de massa m,
g é constante de gravidade
Obs: corpo e lancado com velocidade zero
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Verifique que a solucéo de:

d*y dy
M= =g K=
dt dt Resposta:
symsyclktmgc2
y= c1*exp(-k*t/m)-m* g/k*t+c2
a=m*diff(y,2,t)+k*diff(y,t)+m*g
simplify(a)
kt
_E n-g

& Yyt)=ce _Tt 0%
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Equacao de Cauchy-Euler

o — Yo’ + 3o = U (Cauchy-Euler)

>> CEuler=dsolve('t" 2* D2x-2*t* Dx+3*x=0'")
>> pretty(CEuler)

CEuler =
C1*t"(3/2)* cos(1/2* 3” (1/2)*log(t))+C2*t~ (3/2)* sin(1/2* 3™ (1/2)* 1 og(t))

3/2 1/2 3/2 1/2
Clt cos(1/23 log(t)) +C2t sn(1/23 log(t))
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Equagiio ndo-linear (Runge-Kutta)
& funcdo oded 5 () pertte resolver equacdes diferenciais pelo Método de Bunge -Kutta
Exemplficarnos a seguir comn aresolucdo da seguinte equacdo nio-lnear de péndulo forgado

X
201z Frenix) = —0.02cos(),x(0) = 0,x(0) =1
Pritneirn convertemos esta equacio para um sistema de equacies de pnmeira ordetn:
x=y
¥ = 0. 1y —ran(x)— 0.02cosit)
x0)=0,y(0)=1

function [zaux]=pendulo(taux,z)
% instante taux (valor escalar Primeiro, definir arquivo
% vetor linha ztal que pendulo.m, a ser usada
%  z(1) representax, ez(2) representay=x' | aseguir.

% zaux calculado abaixo € vetor coluna
zaux=[z(2); -0.1* z(2)-sin(z(1))-0.02* cos(taux)];
LSl 0 y X]
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>> [t w]=oded5(' pendulo’,[0 12*pi],[0 1]) % [0 12*pi] € tempo,
>> plot(w(:,1),w(:,2)) % [0 1] € x(0) ey(0)

coluna w(:,1) contém valor es de x, coluna w(:,2) contém valores de x’

1

0.8F

0.6

0.4+

Runge-Kutta ol
ol
L2+
0.4F

1.6+

0.8+
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EXERCICIO Resolver as equactes diferenciais
nao-lineares a seguir (derivadasem relacéo at)
aplicando Runge-K utta:

(a) x’+0.1x +sn(x)=0, x(0)=0,x’ (0)=1
(b) x’+0.1x'+sn(x)=0,x(0)=0,x’ (0)=3

MatLab (Routo) 2



Transformada de Laplace

Sendo f(¢) uma funcio continua por partes no intervalo [0, o], a tranafor-
mada de Laplace & definida como a integral abaixo, ae a integral exiatir:

L[f](s) = [je—ﬂ*m}dt = lim_ ﬁme‘**ﬂt}dt

symst s;
f='exp(a*t)*exp(b*t)'; % definea funcao f(t)
lapla= laplace(f, t, S)

lapla = 1/(s-a-b)

MatLab (Routo) £



Transformada de Laplace

Sendo f(¢) uma funcio continua por partes no intervalo [0, o], a tranafor-
mada de Laplace & definida como a integral abaixo, ae a integral exiatir:

L[f](s) = [je—ﬂ*m}dt = lim_ ﬁme‘**ﬂt}dt

Transformada I nversa symst s

lapla2= laplace('3*t+1', t, 9)
invL apla= ilaplace(3/s* 2+1/s)

lapla2 = 3/s*2+1/s
invL apla = 3*t+1

MatLab (Routo) 23



EXERCICIO Calcular atransformada de L aplace das funcoes:

(a)
(b)
(€)
(d)

(e)
(f)
(9)
(h)
(i)

MatLab (Routo)

f(t)=exp(-a*t) com constante a>0 Resp 1/(sta)
f(t)=t"2 exp(t) Resp 2/(s1D"3
f(t)=t exp(-a*t) com constantea>0 Resp 1l/(sta)*2
f(t)=exp(a*t) cos(b*t) com constantes a>0, b>0

Resp (sa)/((s-a)*2+b”"2)
f(t)=exp(3*t) sin(2*t) Resp 2/((s-3)"2+4)
f(t)=exp(-3*t) cos(2*t) Resp (st3)/((s+3)"2+4)

sqrt(t) Resp (1/2)*[pi™ (1/2)]/[s*(3/2)]
Usgri(t) Resp (pi/9)™(1/2)
t"(3/2) Resp (3/4)*[pi™ (1/2)]/[s" (5/2)]
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EXERCICIO Sendo cosh(t)=(exp(t)+exp(-t))/2 e
sinh(t)=(exp(t)-exp(-t))/2, calcular a transfor mada de
L aplace das funcoes:

(a) cosh(a*t) com constante a>0 Resp s/(s*2-a"2)
(b) sinh(a*t) com constante a>0 Resp a/(s"2-a"2)
(c) t*sinh(t) Resp (2*a*s)/(s*2-a*2)"2

MatLab (Routo)
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Transfor mada de L aplace per mite converter uma equacao
diferencial em equacao algebrica devido ao Teorema a seguir :

Sef e continua em (0,inf), com derivada continua por intervalos,

satisfazendo:
existe constante C tal que [f(t)|<=C exp(at), ondet>=a >0
entéo L[f] existe paras>0 e:
L [f’]=sL[f]-f(O)

Exemplo ilustrativo: resolver a eq. diferencial
X' +3x=0, x(0)=1
(sabemos que a solucao € x(t)=exp(-3t))

Aplicando L[] sobre a eqg. difer., pelo Teorema acima tem-se:
L[x]+3L[x]=0
sL[x]-x(0) +3L[x]=0
(s+3) L[x] -1=0

L ogo L[x]=1/(st+3), e calculamos a inver sa desta: x(t)=exp(-3t)

veja a seguir em MatL ab

MatLab (Routo) 26



symsx t slaplax
EgDifer ='diff(x(t),t)+3*x(t)' % define eq. difer.

% calculatransf. Laplaceem funcao des, integral emrel. at
A=laplace(EqgDifer t,s)

% substitui 'laplace(x(t),t,s)' por laplax
A=subs(A, laplace(x(t),t,s)',|aplax)

% resolve A=0, com incognita laplax
C=solve(A,laplax)

% calcula inver sa de laplace C

I nvL apla=ilaplace(C,s;t
e g Y EqDifer =diff(x(t).)+3*(t)

% substitui 'x(0)' pela condicao x(0)=1
solFinal=subs(I nvL apla,'x(0)',1) A =s*laplace(x(t),t,s)-x(0)+3* laplace(x(t),t,s)
A =s*laplax-x(0)+3* laplax

C =x(0)/(s+3)

I nvL apla =x(0)*exp(-3*t)

solFinal =exp(-3*t)

MatLab (Routo) 2



Aplicacdo de Transformada de Laplace:
. Calcular x(#) tal que : x" + 3x' + 2x = 0, x(0) = a,
x'(0) = b onde a e b sfo constantes.

Seja X(s) a transformada de Laplace de x(¢):
Llx(t)] = X(s).
Entao:

LIx'()] = sX(s) —x(0)
Lix" ()] = s*X(s)— sx(0) —x'(0)

Aplicando-se a Transformada de Laplace a equacio
diferencial acima, tem-se:

[s2X(s) — sx(0) — x'(0)] + 3[sX(5) —x(0)] +2X(s) =0

ou seja:

MatLab (Routo) 28



symsx tslaplaab
EgDif="diff(diff(x(t),t),t)+3*diff(x(t),t)+2* x(t)' % define eg. dif.
% calculatransf. Laplace em funcao des, integral emrel. at

L EgDif=laplace(EqDif,t,s)

% substitui 'laplace(x(t),t,s)' por lapla, x(0) por ae D(x)(0) por b
L EgDif=subs(L EqDif, laplace(x(t),t,s)' ,lapla)

L EgDif=subs(L EqDif,'x(0)',a)

L EqDif=subs(L EgDif,' D(x)(0)',b)

% resolve L EgDif=0, com incognita lapla

C=solve(L EqDif,lapla)

% calculainversa datransf. laplacede C

| nvL apla=ilaplace(C,s;t)

% solFinal

EgDif =diff(diff(x(t),t),t)+3*diff(x(t),t)+2* x(t)

L EgDif =s*(s*laplace(x(t),t,s)-x(0))-D(x)(0)+3* s* laplace(x(t),t,s)-3* X(0)+2* |aplace(x(t),t,9)
L EqDif =s*(s*lapla-x(0))-D(x)(0)+3* s* lapla-3* x(0)+2* |apla

L EqDIif =s*(s*lapla-a)-D(x)(0)+3* s*lapla-3* a+2* |apla

L EqDif =s*(s*lapla-a)-b+3* s*lapla-3* a+2* |apla

C =(s*atb+3*a)/(s"2+3*st2)

|nvL apla =-exp(-2*t)* b-exp(-2*t)* a+2* exp(-t)* a+exp(-t)*b
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[52X(s) — sa—b]+ 3[sX(s)—a] + 2X(s) = O
(s + 35+ 2)X(s) = as+ b + 3a

X(s) = @8tb+3a _ _as+b+3a
5) = 3522 T s+ D5+ 2)

_2a+b _a+bd
s+ 1 s+ 2

A nversa da Transformada de Laplace de X(s) nos da:

©(1) = LU[X(s)] = L[ 2420] 2L

= 2a+ble " —(a+b)eH parat =0

MatLab (Routo) 30



. Calcular x(¢) tal que:
x"()+ 2" () +5¢ =3,x(0) =0,x(0) =0
Note que L[3] = 3/s,x(0) = 0,ex'(0) = 0,ea
equacdo fica:
S2X(s) + 25X(s) + 5X(s) = =
Resolvendo para X(s), tem-se:

_ 3
Als) = s(s2 + 25+ 5)

e a inversa deste X(s) ¢:

x(1) = % —~ 13—0€_f sin(2¢) — %e‘f cos 2t, para t > 0

MatLab (Routo)
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symsxt slapla
EqDif="diff(diff(x(t),t),t)+2* diff(x(t),t)+5* x(t)-3' % define eq. dif.

% calculatransf. Laplace em funcao des, integral emrel. at
L EgDif=laplace(EqgDif.t,s)

% substitui 'laplace(x(t),t,s)' por lapla, x(0) por a e D(x)(0) por b
L EgDif=subs(L EgDif,' laplace(x(t),t,9)" lapla)

L EgDif=subs(L EgDif,'x(0)",0)

L EgDif=subs(L EgDif,'D(x)(0)',0)

% resolve L EgDIif=0, com incognita lapla
C=solve(L EqgDif,lapla)

pretty(C)

% calcula inversadatransf. laplace de C
| nvL apla=ilaplace(C,s;t)

pretty(InvL apla)
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EXERCICIO Resolver as equacdes a seguir, utilizando laplace(),
transfor mada de L aplace, eilaplace(), inversa da transformada de
L aplace:

(a) X’ +2*x=sn(t), x(0)=1
(b) X’ -3*x=exp(-2*t), X(0)=-2
(c) 3X'+7*x=5*sn(t)+cog(t), x(0)=1
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Sef écontinua em (0,inf), com derivada continua por intervalos,
satisfazendo:
existe constante C tal que [f(t)|<=C exp(at), ondet>=a >0
entdo L [f] existe para s>0 e
L [f’]=sL[f]-f(0)

Note que quando este Teorema pode ser aplicado duas vezes,
obtém-se uma formula para L[f’']=L[(f’) ]=s"2 L [f]-sf(0)-f’ (0)

Exercicios:
(a) X’ +3x'+2x=sin(t), x(0)=0, x’(0)=0

Resp.: X(t)=1/5 exp(-2t)+1/2 exp(-t)-3/10 cos(t)+1/10 sin(t)
(b) X'’ +4x +3x=exp(-t), x(0)=x"(0)=0

Resp.: Vaexp(-3t)-1/4 exp(-t)+1/2 t exp(-t)

MatLab (Routo)
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Convolucao

Sejam fi) e gl) duas funcdes scbre um dominio comum ¢ > 0. A convolucio

FHEp de fileg() 2 definida como

) = (B = [ 7= rls(rlar.

>>symst s

>> Lt=laplace(t, t, s) % transformada de L aplace det

>> Lt2= |laplace(t” 2, t, s) % transfor mada de L aplace det”2
>> Lprod= Lt*Lt2 % produto dastransformadas

>> |nvL apla= ilaplace(L prod)

Lt =1/sh2

Lt2 =2/s"3

Lprod =2/s*5
|nvLapla =1/12*t"4

MatLab (Routo) 35



EXERCICIO Calcular a convolugo das funcoes:

MatLab (Routo)

(a)
(b)
(c)
(d)
(€e)
(f)
(9)

th2

fidg

t * sin(t)

sin(t) * sin(t)

t * exp(t)

t * cos(aT 0 com constante a>0
exp(2t) * sin(t)
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Convolucao

Sejam fi) e gl) duas funcdes scbre um dominio comum ¢ > 0. A convolucio

FHEp de fileg() 2 definida como

) = (B = [ 7= rls(rlar.

Propriedade importante

L[Jr (] F] = L[f] L[F] Esta propriedade per mite converter o calculo
de convolucéo em produto de duas transfor madas
de Laplace

fRg = LT [L[f]L]s]]
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Por exempla, f{#) =teg(t)=# e h(t)=(fHyglt) = J:;(t — Tiridr =
ll—zt“". Caleulames a geguir esta convelugao usando laplace() e ilaplace().
» BYME T 8

» Lt=laplace(t, t, =) % LI[t]

Lt = 1/572
5 L'I;E=1apla-::e (+72, t, s3 W L[t72]
Lt2 = 2/873

» Lprod=Lt+Lt2 W L[tIL[t72] & produte
Lprod = 2/876

» 1laplace(Lpred) ¥ inversa do produto
ang = 1/12x%t74
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Jm outro exemplo a geguir:
* 1
sin(t) B cos(2t) = f gin(¢ — 7)coal27)dr = E[EE-E# — coal 2]
0

» Leen=laplace(sin(t), t, &)
Lsen = 1/(s72+13

» LeoosZ=laplace(cos(2%t), t, =)
Lcog2 = s/ (87244

» Lprod=Lsen*Lcosd

Lprod = 1/(s"2+41)%s/ (87 2+4)

» 1laplace(Lprod)

ang = -1/3%cos (47 (1/20%1 341/ 3*cos (1)
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O elemento identidade da operacio de convelucido, 4.2, a funcio g() tal

que f By = [ para toda fi), ndo & a funcdo g(t) = 1. A funcio delta de
Dirac, &) & o elemento 1dentidade:

(F B 6)(1) = f Flt = r)6(r)dr = F(t)
11.4 Exercicios

1. Calcular a convelucao das funcoes seguintes:

(a) ¢

by 1x1

(o) ¢ % ain(t)

(d) ain(t) x ain(t)

le) # x &

(f) ¢ x cosfat) com conatante a = 0

(g) e** x ain(t)
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