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1. Residuo quadratico modn

Seja a € Z¥. a € um residuo quadratico médulo » (ou um quadrado modulo n) se
existir um z € Z* tal que 22 = amodn. Se tal z néo existir, diz-se que a é um
nao-residuo quadratico modulo n. O conjunto de todos os residuos quadraticos
modulo n é @, e 0s ndo-residuos quadraticos é @,. Observe que como 0 ¢ Z*,
0¢Q,e0¢Q,. Em resumo:

| a € Z*.é residuo quadratico modn <= 3z € Z} : 2> = amodn |

Por exemplo, em Z},, Q11 = {1,3,4,5,9} como se V& na tabela a seguir:

x 112|/3(4|5|6|7|8|9]10
r?mod11 [1[4]9(5[3[3|5|9[4]1

Seja g € Z; um gerador de Z; no caso particular de p ser um primo impar.
Neste caso, a € Z; € um residuo quadratico se e s0 se a = g modp para um i
inteiro par. Portanto,

Q= —-1)/2e]Q,|=(p-1)/2

Em resumo:

se p > 2 primo, entéo:
a € Zy € residuo quadratico modn

0

a =g'modp : i par, g gerador de Z*

Por exemplo sendo g = 2 um gerador de 77, tem-se:



i 0(1(2/3|4|5(6]7[8]|9
2’mod11 | 1|2 (4|8|5[10[9|7|3|6

Portanto, Q1; = {1,3,4,5,9}e Q,; = {2,6,7,8,10}.
Se n = pq onde p e ¢ séo dois primos impares distintos, entdo a € Z* € um
residuo quadratico médulo n se e s6 se a € @), € a € (),. Logo, deduz-se que

|Qn| = 1Qp] X 1Qql = (0 — D~ 1/4 e |Q,| =3 — D¢ - 1)/4

Em resumo:

se p,q > 2 primos impares distintos, entéo:
a € Z, € residuo quadratico modn

0 (1.1)

acQ@yeac @

 Por exemplo paran =3 x5 =15 Qs = {1} e Q3 = {2}, e Qs = {1,4} e
Qs = {2,3}. Q15 = {1,4} . Q5 = {2,7,8,11,13,14}. Verifique pela tabela a
seguir.

T 1123 4 T 112131415 6
22mod3[1[1]0|1=4’mod3 || 22mod5|1[4[4|1]0|1=62mod5

Seja a € Q,. Se x € Z* satisfaz x2 = amodn, diz-se que z ¢ raiz quadrada
de a modulo n. Por exemplo, se n = 15 tem-se a tabela a seguir: (Na tabela a
seguir, observe que 6,9,10 ¢ Q15 € 6,9,10 ¢ Q,; pois 6,9,10 ¢ Z}..)

x 112(3/4]5|6(7[8|9|10]11 12|13 |14
z?>=amod15|[1|4]9[1|10|6|4[4|6]20] 1|9 4|1

Quanto ao numero de raizes quadradas, tem-se:

1. Se p € um primo impar e a € @,, entdo a possui exatamente duas raizes
quadradas modulo p.

2. Sen = pi'ps?...py~ onde os p; sdo primos impares distintos e cada «; > O e
se a € Q,,, entdo a possui exatamente 2* raizes quadradas distintas médulo
n. No caso particular de n = pq, onde p,q > 2 sdo primos distintos, ha
quatro raizes quadradas mod n.



Por exemplo, as duas raizes quadradas de 5 médulo 41 sdo 13 (132 mod 41 =
5) e 28 (282 mod 41 = 5). E as raizes quadradas de 16 mdédulo 21(21 = 3 x 7) s&o:
4,10,11 e 17, conforme a tabela a seguir.

1°’mod21 =1 22mod21 =4 3mod21 =9 | 4°mod2l1 =16
52mod21l =4 | 6°mod2l1 =15 7°mod21 =7 82mod21=1
9°2mod21 =18 | 10°mod21 =16 | 11°mod21 =16 | 12° mod 21 = 18
13?mod21 =1| 14°mod21 =7 | 15mod21l =15| 16°mod2l =4
17°mod21 =16 | 18°mod21=9| 19°mod21=4| 20°mod21=1

2. Simbolo de Legendre

(Adrien-Marie Legendre, 1752-1833)

Seja p um inteiro primo impar, e seja (), 0 conjunto dos inteiros a € Z que séo
residuos quadraticos mod p, isto €, existe um inteiro z € Z; tal que 22 = amod p.
Simbolo de Legendre ¢é por definicdo:

( ) { 0 se pla (i.e., mdc(p, a) # 1)

lseac@,
O simbolo

—lseacQ,
) possui as seguintes propriedades, supondo p > 2 ser um inteiro
primo impar, € a,b € Z:

1. (Critério de Euler) | se mdc(a, p) = 1: (%) = a®Y/2modp

Por exemplo, 401"D/2mod11=1e4 € Qu; e 7¢"V/?mod11 =10=-1e
7€ Q-
Em particular (2—17) =1le (‘71) = (-1)®-D/2_ Portanto

—leQ@,sep=1modde —1cQ,sep=3mod4.

2.1 (2) = (2) (2) ] pois (¢
(%) (p) Por exemplo (%
Portanto, se mdc(a,p) = 1:

3. s a = bmodp, entdo 9
definicdo de Simbolo de Legendre

Esta propriedade € consequéncia da




4. | (2) = (—)%* /8 | Por exemplo (&) = ()@ VP = (1) = -1

p 11

Logo

1sep=1mod8 ou p =7mod8.
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—1se p=3mod8 ou p =5mod8.
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5. (Reciprocidade, Gauss 1796) Sejam p, q > 2 primos distintos, entéo

(2) = (§> (—1)®-D-D/4

q

Ou seja:

o _ | —(2) sep=3mod4eq=3mod4
( )_ (%) caso contrario

Por exemplo (%) = (1—71) =—(-1) =1

3. Simbolo de Jacobi

(Karl Gustav Jacob Jacobi, 1804 - 1851)

O Simbolo de Jacobi é uma generalizacdo do Simbolo de Legendre para um
modulo impar, ndo necessariamente primo.

Sejaa € Z, e sejan > 0 um inteiro impar com fatoragdo n = pi*p52 ... pp~
onde os p; > 3 sdo primos impares distintos e cada «; > 0. O Simbolo de Jacobi

{ E )_ k

No caso particular n = pg onde p e ¢ sdo dois primos impares distintos, ( ) =

P2
G- , o
Para inteiros impares m > 3,n > 3 e a,b € Z, 0 Simbolo de Jacobi possui as
seguintes propriedades:

3 rI

1. Pela definico: (%) =1le (%) =0sen#1.

4



N

©

. Pela definicao: (9) =0,1, ou —1 | Ademais

n

<%> =0 < mdc(a,n) #1

pois mdc(a,n) =p # 1 = (%) = 0 pela definicdo de Simbolo de Legendre

= (9) =0.

n

() =) ()

(o) = (%) (%)

Esta propriedade é consequiéncia da Propriedade 2.

Portanto se a € Z* (como (%) # 0), entdo (%2) =1.

. Se a = bmodn, entao (%) = (9) . Esta propriedade é consequiéncia da

Propriedade 3.

(=

E=Co

Logo

-

sen=1mod4 e <%1> = —-1sen=3mod4.

(2) = (pe*or

Logo

()
()

. (Reciprocidade) Se

1sen=1mod8 ou n =7modS8.

—1sen=3mod8 oun =5modS8.

mdc(m,n) = 1 em > 2,n > 2 sd0 inteiros impares,

entdo (m) = (%) (—1)m-DC=D/4 | Ou seja:

n

0-[§

) sen=3mod4 e m =3mod4
caso contrario (i.e., m =1mod4 ou n = 1mod4)




Corollary 3.1. mdc(a,n) =1 =
2 2
D= (5)=@ == e
n n n n
pelas Propriedades 3 e 4

Corollary 3.2. mdc(a,n) =1 =

5=

Corollary 3.3. Seja a = 2°n’ com e > 0 e n/ impar, e seja a’ =nmodn’ (i.e.,
n = gn’ + a/ para algum inteiro ¢ > 0). O Simbolo de Jacobi é dado por:

3l 3l

(3.2)

pelo Coroléario 3.1 e pela Propriedade 3
pelo Coroléario 3.1 e pela Propriedade 4

(%)= (g> ()T (33)
n n
Demonstragé}o
() = (=)
= %) (%2 pela Propriedade 3
= (1" 5 (%) pela Propriedade 8

pela Propriedade 9,
_ ex 2=l /o n-in’-1 porque mde(n,n’) =1
= =D (n_) (=)= = (pois n = ¢’ mod ') e
n' > 0 é impar.2

Observe que mesmo quando mdc(a,n) > 1 a igualdade 3.3 é valida pois 0s
dois lados séo iguais a zero.

Como a’ < n’ < a < n o lado direito da igualdade 3.3 envolve argumentos
estritamente menores. Portanto aplicando-se a igualdade 3.3 sucessi vamente,
fatalmente teremos o’ = 0 e o calculo de (%2 termina. Esta aplicacao sucessiva é
a ideia basica do algoritmo a seguir para calcular o Simbolo de Jacobi. Note que
neste algoritmo ndo ha necessidade de se conhecer a fatoragédo de n:




Algoritmo Jacobi(A, N) para calcular o Simbolo de Jacobi (%)
Entrada: inteiro impar N > 0, eiinteiro A: 0 < A < N.
Saida: (%) Simbolo de Jacobi; se N primo, entdo Simbolo de Legendre.

1. temp « 1,
2. enquanto (A #0) {

2.1 enquanto (Amod2 = 0){
(* depois deste laco, A = n’ no Corolario 3.3 *)
211 A~ A/2;
2.1.2 se(N mod8 = 3 ou N mod8 = 5) temp «— —temp;
(* (n? — 1)/8 é impar *)
}
22 X «— A A« N:N «— X;
(* troca Ae N,e A=n, N =n' impar no Corolario 3.3 *)
2.4 se (Amod4 =3 e Nmod4 = 3) temp «— —temp;
*(n—1)/2 x (' —1)/2 é impar *)
25 A+~ Amod N;
(* A =mnmodn’ no Coroléario 3.3 *)

}

3. se (V. =1) resposta é temp sendo resposta é 0;

Este algoritmo em linguagem MatLab é como segue:



function [resp] = Jacobi(A,N)
% calcula Simbolo de Jacobi de int A:0<A<N, N>0 impar
if(rem(N,2)==0)
resp =-99; % N par -> erro
else
temp=1; % inicia sinal com 1
while (A~=0)
while(rem(A,2)==0) % depois deste laco, A=n’
A=A/2;
if(rem(N,8)==3 | rem(N,8)==5) % (n"2-1)/8 impar
temp=-temp;
end % if
end % while

X=A; A=N; N=X; % troca A e N, A=n, N=n’ impar
iIT( (rem(A,4)==3 & rem(N,4)==3) ) temp = -temp;
% (n-1)(n*-1)/2 impar

end %if
IT(N~=0)A=rem(A,N);
end% A= n mod n’

end % while

iIT(N==1) resp=temp

else resp=0

end

end % if inicial

4. Caso particular de <p—%> p=gq=3mod4

No caso particular n = pg onde p e ¢ sdo dois primos impares distintos, pela
definicdo de Simbolo de Legendre, (i) = (9) (9)

pq p) \a)’

Lemma 4.1. %hmp>ZWMDp=3mw4eae@ Em%(ﬂ)=+1

Demonstracgéo ( - ) = (‘—) ( ) pela Propriedade 3 de Simbolo de Jacobi.

Como por hipétese p = 3mod4, pela Propriedade 1 de Simbolo de Legendre
(_71) —1. Como a € @, ou seja, (2%) = —1, conclui-se este lema. 2



Lemma 4.2. Sejam p > 2,q > 2 primos distintos, p = ¢ = 3mod4 e inteiro
a#0. Se (i) =1, entdo ou a € Qpy OU —a € Qpg.

Demonstracdo Como (pq) = (9) (%) e como por hipdtese (plq) =1, tem-se:

(%) = (5) Ha duas alternativas: '

1. (9) = (%) = +1 e portanto a € Qp,.

p

2. 9 = (%) —1. Neste caso, pelo Lema 4.1 tem-se (p ) = ‘—“ =+1, e
portanto —a € @, Esta alternativa ocorre porque p = ¢ = ='3mod 4 por

hipotese, e portanto pela Propriedade 1 de Simbolo de Legendre (—71) =
() =1 Emio (52) = () () = () () (3) (5) = 1. 2
5. Exercicios

1. Calcular os seguintes Simbolos de Jacobi:

L (g)=+1
2. (F)=-1
3. (§2)=-1
4. (B) =+1
5. (F)=-1

2. Provar que para n composto

1. sea € @, entdo (%) =1

2. se (%) = 1, entdo ndo € necessario que a € @,

6. Pseudo-primos

Seja n > 3 um inteiro impar. Seja J, = {a € Z : (%) = 1}. Como visto no
Exercicio, o conjunto J, — @, ndo é vazio, e é chamado Conjunto dos Pseudo-
primos modulo n.
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