Equagoes Diferenciais ordinarias I
Segundo semestre de 2012

Lista de exercicios 5

Esta lista vale até 12 pontos dos 27 totais abaixo, sendo que vocé deve fazer
ao menos 2 questoes das questoes cujo valor é maior ou igual a 2 pontos.

1. (1 ponto) Resolva o sistema
T= y-+t
y= —x+sin(¢)
2. (0,5 ponto cada) Classifique os pontos de equilibrio dos sistemas
(a)
{ = 2?4y*—4
y — {E2 _ y2

(b)

r= T—Y
y= x+y-—2xy

T = yeY
7= 1-—2?

3. (1 ponto) Mostre que o sistema
{ i= —2r—y+ae” TV
J= x—24ye” TV
tem um tUnico ponto de equilibrio e uma tnica érbita periddica.
4. (1,5 ponto) Desenhe o retrato de fase do sistema

i= y+al—a?—y?)
j= —a+yl—a®—y?)

5. (0,5 ponto) Mostre que a equacdo # + x* +3 = 0 ndo tem solucdes
periodicas

6. (2 pontos) Se X = (X1, X3) é um campo de classe C}(A), A C R? sim-
plesmente conexo, com
00X, 90X,

=—4+—#0
8331 + 83:2 ?é

para todos os pontos de A, entdo X nao tem Orbitas peridédicas em A.

div(X)

Dica :Suponha que X tenha dérbita periddica e aplique o teorema da
divergéncia na regiao limitada por ela.



7.

10.

11.

12.

13.

(2,5 pontos) Determine os pontos singulares do sistema

r= Yy
y= —bsin(z)—ay, a,b>0

Prove que nao tem érbitas periddicas. Faga um esbogo do retrato de fase
deste sistema e compare com o caso a = 0.

Dica : Use o exercicio 6 (desde que vocé o tenha provado).

(0,7 ponto cada ) Verifique se as seguintes equagoes diferenciais possuem
solucoes periddicas

(a) &+ (25 —2?)i + 2 = 0.
(b) &+d%— (1+2%) =0.
(1,5 ponto) Se f,g: R? C—2> R? sdo tais que
< f(z),g(z) >= 0V € R?
e & = f(x), tem 6rbita fechada, mostre que g tem um zero.

(2 pontos) Seja X = Vf = grad f, onde f é uma funcdo de classe C",
r > 2, definida num aberto A C R2. Prove que X nao possui érbitas
periddicas. Se X tem pontos singulares isolados, entdo, para todo p € A,
o conjunto w—limite de p é vazio ou é um ponto singular.

Dica: Se ¢(t) é uma trajetéria de X, note que W >0, isto é, foyp
é crescente.

(1,5 ponto) Determine o conjunto w(p), para todo piR?, no caso do sistema

{56— yly? + (2% = 1) + (1 — 2 —y?)
y= —mbg%xQ 1?4+ y(1 —2? —y?)

(1 ponto) Ache uma integral primeira para o sistema

T= x—D5y

y= z—-y
isto é, determine uma fungéo V' (z, y) tal que as solugoes do sistema ”moram”
nas curvas de niveis de V.

Dica:Procure V da forma V(x,y) = ax? + bry + cy?.

(1 ponto) O sistema

{ T = 2xy
y: 1‘2—y2

é conhecido como sela do macaco. Mostre que V(z,y) = 2 — xy? é uma
integral primeira para o sistema e esboce o plano de fase em torno da
origem.
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14.

15.

16.

17.

(2 pontos) Mostre que o sistema

{9’6= —y+af(r)/r
y= x+yf(r)/r, r*=a"+y>

tem solugbes periddicas, correspondendo aos zeros de f(r). Determine
essas solugdes no caso f(r) = (r—1)(r—2)(r—3). E discuta a estabilidade
dos ciclos.

(1,5 ponto) Considere as equagdes do modelo presa-predador

{ i= (a—by))z
y= (—c+da)y

Determine uma funcao de Liapunov para esse sistema, em torno do ponto
de equilibrio (¢/d,a/b).

Dica: Procure V da forma V(z,y) = F(x) + G(y).

(3,5 pontos) Esboce o plano de fase da equacio &+ (22 +y% —1)i+x = 0,
chamando a atengao para os pontos de equilibrio, solugoes periédicas, ori-
entacgao das solugoes, conjunto o e w—limites, estabilidade e instabilidade,
etc. Todas as conclusoes que vocé der justifique-as.

(1,5 ponto) Considere a equagdo de Liénard & + f(z)& + g(z) = 0 e
G(z) = [y g(s)ds. Suponha que f(z) > —c e G(z) > —k, Vx € R, onde
¢, k sao constantes positivas. Mostre que as solugoes dessa equagao estao
definidas para todo ¢t > 0.



