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1 Conjunto gerado, dependéncia e independéncia
linear

Exercicio 1.1. Se A = (1,2), B = (2,—4) e C = (2,—3) sdo vetores em V3,
encontre escalares x e y tais que C' = zA+yB. Quantos pares (z,y) de escalares
satisfazem a relagao anteior?

Exercicio 1.2. Se A =(2,-1,1), B=(1,2,-1) e C = (2,—11,7) sado vetores
em V3, econtre escalares x e y tais que C' = zA+yB. Prove que se C = (2,11,7)
entao nao existem escalares x e y tais que a relacdo anterior seja satisfeita.

Exercicio 1.3. Sejam A e B vetores em V,.

1. Se A e B possuem a mesma direcdo, prove que A e B s@o linearmente
independentes.

2. Se A e B nao sao paralelos, prove que A e B sdo linearmente independen-
tes.

Exercicio 1.4. Sejam A = (a,b) e B = (¢,d) dois vetores em Vs, prove que A
e B sao linearmente independentes se, e somente se, ad — bc # 0.

Exercicio 1.5. Sejam ¢ = (1,0) e j = (0,1) os vetores de coordenadas unitérias
em V; e seja S = {i,i +j}.

1. Prove que S é linearmente independente.

2. Prove que j é uma combingao linear de S.

3. Expresse 3i — 45 como uma combinagao linear de i e 7 + j.
4. Prove que L(S) = V5.

Exercicio 1.6. Sejam i = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0,1) os vetores de
coordenadas unitdriasem V3 e A=i, B=i+jeC =1i+j+ 3k.

1. Prove que S = {4, B,C} é linearmente independente.



2. Expresse os vetores j e k como uma combinacao linear de A, B e C.
3. Expresse 2i — 37 + 5k como uma combinagao linear de A, B e C.
4. Prove que {A, B,C} é uma base de V3.

Exercicio 1.7. Sejam A, B e C trés vetores linearmente independentes em V,.
Prove (ou prove o contrério) cada uma das afirmagéoes abaixo:

1. A+ B, B+ C, A+ C sao linearmente independentes.
2. A— B, B+ (C, A+ C sao lineramente independentes.

Exercicio 1.8. Sejam X e Y dois subconjuntos finitos de vetores em V,, e sejam
L(X) e L(Y) os subespagos gerados respectivamente por X e YV B Prove cada
uma das afirmacées abaixo:

1. Se X C Y entao L(X) C L(Y).
2. L(XNY) C L(X)NL(Y).
3. Dé um exemplo onde L(X NY) # L(X)NL(Y).

2 Retas e propriedades

Exercicio 2.1. Seja L areta em V5 contendo os pontos P = (—3,1) e @ = (1,1).
Determine todos os pontos a seguir que estao em L El;

1. (0,0)

2. (0,1).
3. (1,2).
4. (2,1).
5. (=2,1).

Exercicio 2.2. Seja L a reta em V3 que contém o ponto P = (—3,1,1) e que é
paralela ao vetor (1,—2,3). Determine quais dos pontos a seguir estdo em L EL
1. (0,0,0).
2. (2,-1,4).
3. (—2,-1,4).

4. (—4,3,-2).

sto é, se X = {Aq1,..., Am} onde m é um inteiro positivo, entdo L(X) é o conjunto das
combinagdes lineares a1 A1 + ... + am Am, onde ai, ..., an sdo escalares.

2 Justifique

3 Justifique



5. (2,-9,16).

Exercicio 2.3. Em cada um dos casos a seguir, determine quando os trés
vetores P, () e R estdo numa mesma reta.

1. P= (2a 15 1)7 Q = (4a 17 _1)7 R= (37_17 1)
2. P=1(2,23),Q=(-231), R=(-6,4,1).
3. P=(2,1,1), Q@ =(-2,3,1), R=(5,—-1,1).

Exercicio 2.4. 1. Prove que duas retas L(P; A) e L(Q; B) em V,, se inter-
sectam se, e somente se, P — ) é a combinagao linear de A e B.

2. Determine se as retas a seguir se intersectam ou nao se intersectam:
L={(1,,1,-1)+t(-2,1,3) : t € R}
L' ={(3,—4,1) + t(—1,5,2) : t € R}.
Exercicio 2.5. Sejam L(P; A) e L(Q; B) duas retas nao paralelas em V,,. Prove
que L(P; A) N L(Q; B) é vazio ou contém um tnico ponto.
3 Planos e propriedades

Exercicio 3.1. Seja M = {P + sA+tB : s,t € R} onde P = (1,2,-3),
A=(3,2,1) e B=(1,0,4). Determine quais dos pontos a seguir estao no plano

1. (1,2,0).
2. (1,2,1).
3. (6,4,6).
4. (6,6,6).
5. (6,6,-5).

Exercicio 3.2. Seja M um plano parametrizado pelas seguintes equgoes:
x(s,t) =1+ s —2t, y(s,t) =2+ s+ 4t, z(s,t) =2s+1t
1. Determine quais dos pontos a seguir estd em M: (0,0,0), (1,2,0), (2,—3,-3).
2. Encontre vetores P, A e B tais que

M={P+sA+tB:s,teR}.

Exercicio 3.3. Seja M um plano determinado pelos pontos nao colineares P,
Qe R.



1. Se p, q e r sao escalares tais que p + g+ r = 1, prove que pP + ¢qQ + rR
estd em M.

2. Prove que todo ponto de M é da forma pP + q@ + rR onde p, q e r sao
escalares tais que p+q+1r = 1.

Exercicio 3.4. Determine a equagao linear Cartesiana ax + by + ¢z = d para
cada um dos seguintes planos:

1. O plano que passa pelo ponto (2,3,1) e é gerado pelos vetores (3,2,1) e
(—1,-2,-3).

2. O plano que contém os pontos (2,3,1), (—1,—2,—-3) e (4,3,1).

3. O plano que passa pelo ponto (2, 3,1) e é paralelo ao plano que passa pela
origem e é gerado pelos vetores (2,0,—2) e (1,1,1).

Exercicio 3.5. Sejam P e ) dois pontos que estao no mesmo plano M. Prove
que todo ponto da reta determinada por P e () também estd em M.

Exercicio 3.6. Seja L a reta que passa pelo ponto (1,2,3) e é paralela ao
vetor (1,1,1) e seja (2,3,5) um ponto que nao estd em L. Encontre a equagio
Cartesiana do plano M que passa pelo poto (2,3,5) e que contém todos os
pontos de L.

Exercicio 3.7. Sejam L um reta e P um ponto que nao estd em L. Prove que
existe um, e apenas um plano M que passa pelo ponto P e contém todos os
pontos da reta L.

4 Produto Vetorial

Exercicio 4.1. Em cada um dos casos a seguir, encontre um vetor de compri-
mento 1 em V3 que seja ortogonal aos vetores A e B:

1. A=i+j+k  B=2i+3j—k
2. A=2i—3j+k,  B=—i+5j+T7k
3. A=i—2j+3k, B=-3i+2j—k

Exercicio 4.2. Em cada um dos casos a seguir, utilize o produto vetorial para
calcular a drea do tridngulo com vértices A, B e C:

1. A=(0,2,2), B=(2,0,-1), C=(3,4,0).
2. A=(-23,1), B=(1,-34), C=(121).
3. A: (070’0)7 B: (07 171)7 C: (1707 1)'

Exercicio 4.3. Prove que ||A x B|| = ||Al|||B]| se, e somente se, A é ortogonal
a bB.



Exercicio 4.4. Sejam A e B dois vetores de comprimento 1 e ortognais em V3.
1. Prove que A, B e A x B formam uma base ortonormal de V3.
2. Seja C = (A x B) x A. Prove que ||C| = 1.

3. Desenhe uma figura ilustrando a relacao geométrica entre os vetores A, B
e A X B e use esta figura para obter as relagoes:

(Ax B)x A= B, (AxB)xB=-A4

4. Prove as relagoes do item anterior algébricamente.

Exercicio 4.5. 1. Prove que se Ax B=0e A.B =0, entao A = O ou
B = O e dé uma interpretagao geométrica desta fato.

2. Suponha que A # O. Prove que se Ax B=AxC e A.B= A.C, entao
B=C.
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