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23 de Marcgo de 2018

1 Vetores no V,

Exercicio 1.1. Sejam A = (1,3,6), B = (4,-3,3) e C = (2,1,5) trés vetores
de V3. Determine cada coordenada dos seguintes vetores []

1. A+B

2. A-B

3. A+ B-C

4. TA-2B -3C
5. 2A+ B -3C

Exercicio 1.2. Sejam A = (2,1) e B = (1, 3). Mostre que todo vetor do tipo
C = (c1,¢2) de V4 pode ser escrito na forma C = xA + yB onde z e y sdo
ntmeros reais. Para cada C = (¢, ¢2), expresse os os niimeros x e y em fungio
de ¢1 e co.

Exercicio 1.3. Sejam A = (1,1,1), B=(0,1,1) e C = (1,1,0) trés vetores de
Vi eseja D =xA+yB + 2C, onde z,y e z sdo escalares.

1. Determine cada coordenada de D.
2. Se D=0, prove que z =y =z = 0.
3. Encontre z,y, z tais que D = (1,2, 3).

Exercicio 1.4. Sejam A = (1,1,1), B=(0,1,1) e C = (2,1, 1) trés vetores de
Vi eseja D=xA+yB + 2C, onde x,y e z sdo escalares.

1. Determine cada coordenada de D.

2. Encontre escalares x,y e z nao todos nulos E| tais que D = O.

sto é, escreva cada vetor na forma (a, b, c).
2Isto é, pelo menos um dos nimeros x,y e z deve ser diferente de zero.



3. Prove que nao hd nenhuma escolha de escalares z,y e z de modo que
D =(1,2,3).

Exercicio 1.5. Sejam A = (1,1,1,0), B = (0,1,1,1) e C = (1,1,0,0) trés
vetores em Vy e seja D = x A+ yB + z2C, onde z, y e z sdo escalares.

1. Determine cada coordenada de D.
2. Se D=0, prove que z =y = z = 0.
3. Encontre escalares x,y e z tais que D = (1,5,3,4).

4. Prove que nao existe uma escolha de escalares z,y e z de modo que D =
(1,2,3,4).

Exercicio 1.6. Prove que se A e B sido dois vetores de V,, e existe um vetor
C de V,, tal que A e B possuem a mesma dire¢do de C, entdo A e B possuem
diregoes iguais

2 Produtos Internos, Normas e Projecoes

Exercicio 2.1. Sejam A = (1,2,3,4), B=(-1,2,-3,0) e C = (0,1,0,1) trés
vetores de V. Calcule os seguintes produtos internos:

1. A.B
2. B.C
3. A.C
4. A(B+C)
5. (A— B).C

Exercicio 2.2. Considere a seguinte afirmagcao sobre os vetores de V,,:
(x). Se AB=A.Ce A#O,entdo B=_C.

Prove que (%) é verdadeira ou dé um contra-exemplo que prove o contrario.

3 Se vocé preferir, poderd provar que a relagio “ter a mesma dire¢do”, indicada por ||, é uma
relacdo de equivaléncia; isto siginica dizer que a relagdo || satisfaz as seguintes propriedades:
(). (Reflexividade): A||A.

(ii). (Simetria): Se A||B entdo B||A.
(iii). (Transitividade): Se A||B e B||C, entdo A||C.
(A notagdo A||B abrevia o fato que A tém a mesma direcdo de B).

4Se a afirmacéo () for falsa, exiba vetores A,B e C que falsificam (*), ou seja, exiba vetores
A,B e C de V,, (vocé pode aqui tomar n = 2 ou n = 3 por exemplo) tais que A.B = A.C,
A # O, mas B # C, contrariando ().



Exercicio 2.3. Considere a seguinte afirmagao sobre os vetores de V,:
(). Se A.B = O para todo vetor B, entao A = O.

Prove que () é verdadeira ou dé um contra-exemplo que prove o contrario.

Exercicio 2.4. Se A = (2,-1,2) e B = (1,2,—2), encontre vetores C e D de
V3 satisfazendo as seguintes condigoes:

A=C+D, B.D =0, C||B.
(O simbolo C||B siginifca que C' ¢ B possuem a mesma dire¢Go).

Exercicio 2.5. Sejam A = (2,—1,5), B = (—-1,-2,3) e C = (1,—-1,1) trés
vetores de V3. Calcule a norma dos seguintes vetores:

1. A+ B
2. A—-B
3. A+B-C
4. A-B+C

Exercicio 2.6. Seja A = (a,b) um vetor de Va. Encontre um vetor B = (x,y)
de V5 tal que ||B|| = ||A|| e B.A=0.

Exercicio 2.7. { Se A= (2,—1,1) ¢ B = (3,—4, —4), encontre um vetor C de
V3 tal que A, B e C sdo vértices de um triangulo retangulo.

Exercicio 2.8. Se A = (1,—1,2) e B= (2,1, —1), encontre um vetor nao nulo
de V5 ortogonal a A e B.

Exercicio 2.9. Prove que para todo par A e B de vetores de V,, vale a igualdade:
|A+ B|? - ||A— B|*>=4A.B

Exercicio 2.10. { Seja A um vetor em V,, de comprimento 6. Se B é um vetor
de V,, satisfazendo a propriedade que para todo par de escalares x e y, os vetores
xA+yB e 4yA — 9x B sao ortogonais, calcule o comprimento de B e 2A + 3B.

Exercicio 2.11. | Prove que é verdadeira, ou que é falsa, cada uma das
afirmacoes a seguir sobre os vetores de V,:

1. Se A é ortogonal a B, entao | A + xB|| > ||A|| para todo escalar x.

2. Se ||A+ zBJ| > ||A|| para todo escalar x, entdo A é ortogonal a B.
Exercicio 2.12. Determine a projecdo de A sobre B noss seguintes casos:

1. A=(1,2,3) e B =(1,2,2).

2. A=(4,3,2,1) e B=(1,1,1,1).



Exercicio 2.13. Se 6 é o angulo entre dois vetores A e B de V,, prove a lei dos
COSSEN0S:

|IA = BII? = |AI]* + [|B]|* — 2/l Al[[| B]| cos(6)

Exercicio 2.14. Prove que o dngulo entre os vetores A = (1,2,1) e B =
(2,1,—1) é o dobro do dngulo entre os vetores C = (1,4,1) e D = (2,5,5).

Exercicio 2.15. Utilize os métodos vetoriais para determinar os cossenos dos
dngulos do triangulo em R® cujo os vértices sdo os pontos (2, —1,1), (1, -3, —5)
e (3,—4,-4).

Exercicio 2.16. Sejam A,B e C trés vetores nao-nulos de V,,. Suponha que o
angulo entre A e C é igual ao dngulo entre B e C. Prove que C é ortogonal ao
vetor | B||A — || A|| B.

Exercicio 2.17. Sejam os vetores A = (cos(), —sin()) e B = (sin(#), cos(6))
de VQ.

1. Prove que A e B sao vetores ortogonais e de comprimento 1. Esboge A e
B no caso em que 0 = /6.

2. Encontre todos os vetores (x,y) de V; tais que (z,y) = xA + yB. Tenha
certeza de ter considerado todos os valores possiveis de 6.

Exercicio 2.18. 1 Suponha que em V5 nés tenhamos definido o produto interno
entre dois vetores A = (a1,a2) e B = (by,b2) do seguinte modo:

A.B = 2a1b1 + agby + a1by + asby
Mostre que este “novo” produto interno também satisfaz as condigoes a seguir:
1. (Comutatividade): A.B = B.A
2. (Distributividade): A.(B+C)=A.B+ A.C
3. (Homogéneidade): ¢(A.B) = (cA).B = A.(cB)
4. (Positividade): A.A>0se A#O
5. A.A =0 se, e somente se, A = O.

Bl

Exercicio 2.19. Se A e B sao pontos de R™, a distancia de A para B é denotada
por d(A, B) e definida pela equagao

d(A,B) = ||A - Bj.
Prove que a distancia assim definida satisfaz as seguintes propriedades:
1. d(A,B) =d(B, A)
2. d(A, B) =0 se, e somente se, A = B.
3. d(A,B) < d(A,C)+d(C, B).

5A Desigualdade de Cauchy-Scwarz vale para este novo produto interno?
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