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�����	�
 �� � ���� ����	� �� ���	 
��
�	������	 V1 � V2 �� ��� �����
� A �
��� 
��
�	������ V1 ⊕ V2 ��� ���� ρ(x, y) = ρ1(x)⊕ ρ2(y)�

�����	�
 �� ��� 
��
�	������ V �= 0 �� ��� �����
� A � �
�������
��� 	� ���
� �	���
�� � ��� 	��� ��
�� �� ���	 
��
�	������	 ����
���	 �� ��
��
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������� ���� � ��������������� ! ����
	� � ���	� ��
��
�� "��
 ��	 �#�����	$�

�����	�
 ��� ��� 
��
�	������ �� A � ������������ 	� ��� � ��� 	��� ��
�� ��

��
�	������	 	�����	 "�

�������$�

������
 �� �����	 �#�����	%

"�$ �����&� '�� V1 = k � 
��
�	������ �(�����	����� �� k� )��� � 	���
��
�� V1 ⊕ V1 � k ⊕ k ���

ρ : x �→
(

x 0
0 x

)
, x ∈ k

"�$ ��*� V = k2 ��� 
��
�	������ �� k[x] ���� ��


ρ : x �→
(

x 1
0 x

)
, x ∈ k.

)	� 
��
�	������ � �������������� ��	 ��� �

������� "� 	���	����

{(x, 0) | x ∈ k}
� ����
����$� )� ��
�����
 ��� � 	���(	�����	�

"+$ ��*� V ��� 
��
�	������ �

������� �� A �� �����	�� n� )��� Y =
End(V ) ��� ���� �� A ��
 ������������ , �	'��
�� � ��� 
��
�	������
	���	�����	 �� A �	���
�� � nV "� 	��� ��
�� �� n �-���	 �� V $� .�
��
���� '���'��
 ��	� v1, . . . , vn �� V �� �
���� � �� �	���
/	�� �� 
��(

�	������	 End(V ) → nV  ���� ��
 x �→ (xv1, . . . , xvn)�

0���	 ��	���
 � ��	� A = k[x]� )	� � ��� �����
� �������� ���� 
��
�	������	
�

�������	 �� A 	�� 	���
� 
��
�	������	 1(�����	�����	 ρ(x) = λ ∈ k�

� ���		�/����� ��	 
��
�	������	 ��������������	 �� k[x] � ���	 ���
�		���� 1���
�(
	� '�� '���'��
 ���
���
 �����
 �� �� �	���� ���
��� V �� �����	�� /��� ����
	�
 
������� ��
� � ��
�� ��
��� �� 2�
���� 3��	 �	����/������ � ����� �� 2�
(
��� Jλ,n � � ���
���
 �� kn '�� ��� �� ��	� ���� Jλ,nei = λei + ei−1 ��
� i > 1 
� Jλ,ne1 = λe1� 4�
� '���'��
 ���
���
 �����
 B : V → V �#�	� ��� ��	� ��
V �� '�� � ��
�� �� B ��	� ��	� � ��� 	��� ��
�� �� �����	 �� 2�
���� 5	�
������� '�� ���	 �	 
��
�	������	 ��������������	 �� A 	�� Vλ,n = kn, λ ∈ k 
��� ρ(x) = Jλ,n� ! ��� �� '�� �	�	 
��
�	������	 	�� �������������� � ��
�	
���(�	��-
/�� 
�	��� �� ��
��� �� ��
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���������� 	
 ����� V1, . . . , Vm �������	
����� 	������������ ������
����� �� ���
��	�� �	�
� �� A� � W � �� ����������	
���� �� V = ⊕m

i=1niVi� �	
� W �
�������� � ⊕m

i=1riVi� ri ≤ ni� � � �	����� ϕ : W → V � ��� ���� ����
� ��
�	������� ϕi : riVi → niVi ���� ���� ���
�������� �� �� ��
�� �� �����	
�� ��
Vi ��� ��� ��
��� Xi �� 
���	�� ri × ni ��� ��	��� ��	�����	
� �	����	��	
�� 
ϕ(v1, . . . , vri) = (v1, . . . , vri)xi�

��������	
��� ! ����	�
���� � ��� �	���� �� n :=
∑m

i=1 ni� ! ���� �� �	����
n = 1 � ������ "��� �#���
�� � ����� �� �	����� ����� ����� $�� W � ������	
� ��
����� � ��
�������� ��� ����������	
��� ������
���� P ⊂ W � %�������� $�� 
�� P
�#��
�� "��� %��� �� ������ P � �������� � Vi ���� ��&�� i� � � �	����� ϕ : P → V
��
��� �
����� �� niVi� � ������ � ���	
������ �� P ��� Vi � ���� ���� �'�����
v �→ (vq1, . . . , vqni

)� �	�� ql ∈ k 	� �� 
���� �����

!&���� 	�� 
���� $�� � &���� Gi = GLni
(k) �� ��
����� �	���
����� ni × ni ����� k

�
�� 	� niVi ��� (v1, . . . , vni
) �→ (v1, . . . , vni

)gi (� ���� ���	
����� �� njVj� j �= i)�
�� �	
� �
�� 	� ��	��	
� �� ����������	
����� �� V � ��������	�� � �����������
$�� $������� ���
��� ����� � ��� �� gi � ��
��� Xi ��� ���� Xigi� � Xj, j �= i
	� ������ *��� gi ∈ Gi 
�� $�� (q1, . . . , qni

)gi = (1, 0, . . . , 0)� �	
� Wgi ��	
��
� �������� 
���� �� ���� Vi �� niVi (� Pgi)� �	
� Wgi = Vi ⊕ W ′� �	�� W ′ ⊂
n1V1⊕· · ·⊕nmVm � +��	�� �� ������� �� Wgi ���� � �������� ����	�� Vi� !�����
� ��������� �#�&��� ��&�� �� ���������
� �� �	�����

�

�������� �
 ��	 V ��	 ���������	
�� ����������� �� �������� ����	 �� A �
v1, . . . , vn ∈ V ��� ������� ����	������ �������������� ������ �	�	 ��	����� w1, . . . , wn ∈
V ������ �� �������� a ∈ A �	� ��� avi = wi�

��������	
��� ����	�� � ��	
�,���� �� ��&����� � ���&�� �� �������� A → nV
���� ��� a �→ (av1, . . . , avn) � �� ����������	
��� ��������	�� � ��� r×n ��
���
X� r < n� !����� 
���	�� a = 1� 
���� $�� �#��
�� ��
���� u1, . . . , ur ∈ V

�� $�� (u1, . . . , ur)x = (v1, . . . , vn)� ���� (q1, . . . , qn) �� ��
�� 	� 	��� 
�� $��
X(q1, . . . , qn)T = 0 (�#��
� ���$�� r < n)� �	
�∑

qivi = (u1, . . . , ur)X(q1, . . . , qn)T = 0.

�	
� Pqivi = 0� -�	
������ ��� � �	����	�.	��� ��	��� �� vi� �

������� �
 �������	 �� ������	����

(�) ��	 V ��	 ���������	
�� ����������� �� �������� ����	 �� A� � 	����	
��
ρ : A → EndV  ��!�������	"

(��) ��	 V = V1⊕· · ·⊕Vr� ���� Vi ��� ���������	
#�� ������������ ��� ������$	�
�� A� � 	����	
�� ⊕r

i=1ρi : A → ⊕r
i=1End(Vi)  ��!�������	�

��������	
��� (�) ���� B � ���&�� �� A �� End(V )� /���� ����
��� � ���
��� $��
B = End(V )� ���� c ∈ End(V )� v1, . . . , vn ��� ���� �� V � wi = cvi� "��� -����,���
0� �#��
� a ∈ A 
�� $�� avi = wi� �	
� ρ(a) = c� ���� c ∈ B� �	
� ������� (�)
��&���



��������	� 
 ������ �� ����������	�� �

���� ���� Bi � ���	�� 
� A �� End(V )� � B � ���	�� 
� A �� ⊕r
i=1End(Vi)�

�������� ��� ���� ��� ������������� 
� A� ⊕r
i=1End(Vi) � ������������ � ��������

� ⊕r
i=1diVi� ��
� di = dimVi� ������ ����  ��������� !�!� B = ⊕iBi�  �� �����

��
�� ��� ������� ��� Bi = End(Vi)� "���� ���� ��	���

�

!�!� ���� ����	� �� 
������ ��	��������

�������� ��� ���� A ��� #�	����� " ������� �	�� Aop = a ∈ A � ��� #�	���� ���
� ������������� a · b = ba�

�������� ��� �$������������ %���� ���� V ��� ������������� 
� �������� #�	����
A� " ������������� 
��� V ∗ � � ������������� 
� #�	���� 
��� Aop ��� � ����

ρ : a �→ φa ∈ End(V ∗), φa(f(v)) = f(av).

���� 
����� 
� #�	����� 
� �����& � ��� #�	���� A = ⊕r
i=1Matdi(k)�

������� �� 
��� A = ⊕r
i=1Matdi(k)� ���� �� �������������� �����	������ �� A

��� V1 = kd1 , . . . , Vr = kdr � �	���	�� ������������� �� �������� ����� �� A � 	��

���� ������ �� ������ �� V1, . . . , Vr�

�������������  �������� �� �����������'�� 
�
�� ��� ���������� ����
��()���� ������
���� �������� v �= 0� w ∈ Vi� �*���� a ∈ A ��� ��� av = w� ����X ��� n�
����������
������������� 
� A� ������ X∗ � ��� ������������� n�
���������� 
� Aop� +��
(Matdi(k))

op ∼= Matdi(k) ��� ������,��� ϕ(X) = XT � (BC)T = CTBT � "�����
A ∼= Aop � X∗ ��
� ��� ���� ��� ������������� n�
���������� 
� A� %�,��

ϕ : ⊕n
i=1A �→ X∗

����
ϕ(a1, . . . , an) = a1y1 + · · ·+ anyn,

��
� {yi} � ��� ���� 
� X∗� ϕ � ���������� ������������ ������ k ⊂ A� "�����
� ��������� 
��� ϕ∗ : X → An∗ � ��������� +�� An∗ ∼= An ���� �������������� 
�
A� "����� Imϕ∗ ∼= X � ��� ���������������� 
� An� -������ Matdi(k) = diVi�
����� A = ⊕r

i=1diVi, A
n = ⊕r

i=1ndiVi� ���� ��� ������������� 
� A� ����� X =
⊕r

i=1miVi� �

������� �� �����

�.� ���� A = C[G] ��� #�	���� 
� 	���� ,���� G� +����� ��� ��� �������������
V 
� A � ��
�������()�� ��� � ������� ��� � ����
��()���


