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2. PALESTRA 2. REPRESENTACOES IRREDUTIVEIS E INDECOMPONIVEIS.
TEOREMA DE DENSIDADE.

2.1. Representagoes indecomponiveis e teorema de densidade.

Definicao 8. A soma direta de duas representagoes Vi e V, de uma algebra A é
uma representagao Vi @ Vs com agao p(z,y) = p1(z) @ p2(y).

Definicao 9. Uma representacao V' # 0 de uma algebra A é indecomponivel se nao
é isomorfo a uma soma direta de duas representacoes diferentes de zero.

Se uma representacao é irredutivel, entao é indecomponivel. O inverso é falso em
geral (ver nos exemplos).

Definicao 10. Uma representacao de A é semi-simples se ele € uma soma direta de
representacoes simples (irredutivel).

Exemplo 6. Alguns exemplos:

(1) Suponha que Vi = k é representacao 1-dimensional de k. Entao a soma
direta V1 @V, é kK @ k com

p:x+—>('g 2), rek

(2) Seja V = k% uma representagao de k[z] dada por

p:x>—><g ;), xr € k.

Esta representac¢ao é indecomponivel, mas nao irredutivel (o subespacgo
{(2,0) | z € k}

é invariante). Em particular, ndo é semi-simples.

(3) Seja V' uma representagao irredutivel de A de dimensdo n. Entdo YV =
End(V), com acdo de A por multiplicacdo a esquerda, é uma representagao
semisimples de A, isomorfo a nV (a soma direta de n copias de V). Na
verdade, qualquer base vy,...,v, de V da origem a um isomorfismo de rep-
resentacoes End(V) — nV| dado por z +— (zvy,...,zv,).

Vamos discutir o caso A = k[x]. Esta é uma algebra comutativa entao representagoes
irredutiveis de A sdo sempre representagoes 1-dimensionais p(z) = A € k.

A classificacao das representacoes indecomponiveis de k[x] é mais interessante. Lembre-
se que qualquer operador linear em um espaco vetorial V' de dimensao finita, pode
ser reduzida para a forma normal de Jordan. Mais especificamente, o bloco de Jor-
dan J), é o operador em K" que age na base como J),e; = Ae; + ;1 para i > 1,
e Jyne1 = Aej. Para qualquer operador linear B : V' — V existe uma base de
V tal que a matriz de B nesta base é uma soma direta de blocos de Jordan. Isto
implica que todas as representacoes indecomponiveis de A sao Vy, = k", \ € k,
com p(z) = Jy,. O fato de que estas representagoes sao indecomponivel e pares
nao-isomorfica resulta do teorema da forma normal de Jordan (o que em particular
diz que a forma normal de Jordan de um operador é tinico salvo permutacao de
blocos).
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Proposicao 5. Sejam Vi,...,V,, representacoes nao-isomorficas irredutiveis de di-
mensao finita de A, e W é um subrepresentacao de V = @®* n;V;. Entao W é
isomorfo a @~ 7 Vi, r; < n;, e a inclusao ¢ : W — V ¢é uma soma direta de
inclusoes ¢; : r;V; — n;V; dado pela multiplicacao de um vetor de elementos de
V; por uma matriz X; de tamanho r; X n; com linhas linearmente independentes:

O(v1, ..y 0p) = (V1o oy U )T

Demonstracao. A demonstragao é por inducao em n := )", n;. A base da indugao
n = 1 é clara. Para executar o passo de inducao, vamos supor que W é diferente de
zero, e estabelecer uma subrepresentacao irredutivel P C WW. Lembre-se que tal P
existe. Pelo Lema de Schur, P é isomorfo a V; para algum ¢, e a inclusao ¢ : P — V
fatora através de n;V;, e depois a identificacao de P com V; é dada pela férmula
v (vq,...,0q,,), onde ¢, € k ndo sdo todos zero.

Agora, nos temos que o grupo G; = GL,, (k) de matrizes invertiveis n; x n; sobre k
atua na n;V; por (vi,...,v,,) — (v1,...,0,,)9 (e pela identidade em n;Vj, j # i),
e, entao atua no conjunto de subrepresentacoes de V', preservando a propriedade
que queremos mostrar: sobre a acao de g; a matriz X; vai para X;g;, e X;,7 # 1
nao mudam. Tome g; € G; tal que (q1,...,qn,)9 = (1,0,...,0). Entao W,, contém
o primeiro termo da soma V; de n;V; (¢ Pg;). Entdao Wg; = V; @ W', onde W’ C
mVi®---®ny,V,, o kernel da projecao de Wg; para o primeiro somando V;. Assim,
a declaragao exigida segue do pressuposto de inducao.

O

Corolario 6. Seja V' uma representacao irredutivel de dimensao finita de A e
vy, ..., U, €V sao vetores linearmente independentes. Entao, para qualquer wy, ..., w, €
V' existe um elemento a € A tal que av; = w;.

Demonstragao. Suponha o contrario. Em seguida, a imagem da aplicacao A — nV

dada por a — (avy,...,av,) é um subrepresentacao corresponde a uma r X n matriz
X, r < n. Assim, tomando a = 1, temos que existem vetores uy,...,u, € V
tal que (uq,...,u.)x = (v1,...,0,). Seja (qi,...,q,) um vetor nao nulo tal que

X(q1,---,q,)T = 0 (existe porque r < n). Entao

quz‘ = (uy,...,u)X(q1,...,q,)T =0.
Entao Pg;v; = 0. Contradicao com a independéncia linear de v;. L]

Teorema 7. (Teorema de Densidade).

(i) Seja V' uma representacao irredutivel de dimensao finita de A. A aplicagao
p:A— EndV € sobrejetiva;

(ii) Seja V=Vi@®---®V,, onde V; sao representagoes irredutiveis nao isomorfas
de A. A aplicagao ®I_,p; : A — ®I_,End(V;) € sobrejetiva.

Demonstragao. (i) Seja B a imagem de A em End (V). Nosso objetivo é mostrar que
B =End(V). Seja ¢ € End(V), vy, ..., v, uma base de V e w; = cv;. Pelo Corolario
6, existe a € A tal que av; = w;. Entao p(a) = ¢, para ¢ € B. Entao afirmagao (i)
segue.
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(ii) Seja B; a imagem de A em End(V), e B a imagem de A em @_;End(V}).
Lembre-se que como uma representagao de A, @I_, End(V;) é semisimples: é isomorfo
a @®]_,d;V;, onde d; = dimV,. Entao, pela Proposicao 2.2, B = &;B;. Por outro
lado, (i) implica que B; = End(V;). Assim (ii) segue.

l

2.2. Soma direta de algebras matriciais.

Definicao 11. Seja A uma algebra. A dlgebra dual A? = a € A é uma algebra com
a multiplicacao a - b = ba.

Definigao 12. (Representacao Dual) Seja V' uma representagao de qualquer algebra
A. A representacao dual V* é a representacao da algebra dual A°? com a acao

prars 6, € End(V"), 6u(f(v)) = f(av).

Soma direta de algebras de matriz ¢ uma algebra A = @&_ Mat,, (k).

Teorema 8. Seja A = @I_;Maty (k). Entao as representacoes irredutiveis de A
sao Vi =k, ... V. = k% e qualquer representacio de dimensdo finita de A é uma
soma direta de copias de Vi, ..., V.

Demonstracao. Primeiro, as representacoes dadas sao claramente irredutiveis, porque
para qualquer v # 0, w € V,, existe a € A tal que av = w. Seja X uma n-dimensional
representacao de A. Entao, X* é uma representacao n-dimensional de A°?. Mas
(Matg, (k))°P = Maty, (k) com isomorfismo ¢(X) = X7, (BC)T = CTBT. Assim,
A= A% e X* pode ser como uma representacao n-dimensional de A. Defina
P A= XT
pelo
olar, ..., an) = arys + -+ + aplYn,

onde {y;} é uma base de X*. ¢ é claramente sobrejetora, porque k C A. Assim,
a aplicagao dual ¢* : X — A™ é injetora. Mas A™ = A" como representagoes de
A. Assim, Imp* = X ¢é uma subrepresentacao de A”. Também, Maty, (k) = d;V;,
assim A = @&]_,d;V;, A" = @&]_nd;V;, como uma representagao de A. Entao X =
@;Zlmi‘/;. ]

Trabalho de casa.

(1) Seja A = C|[G] uma algebra de grupo finito G. Mostra que uma representagao
V de A é indecomponivel se, e somente se, é irredutivel.



