INTRODUCAO A TEORIA DA REPRESENTACAO.

1. PALESTRA 1. FATOS BASICOS E ALGEBRAS E SUAS REPRESENTACOES.

1.1. Qual é a teoria das representacoes? Teoria das representacoes estuda es-
truturas abstratas algébricas representando seus elementos como estruturas em al-
gebras lineares, como vetores espacos e transformacoes lineares entre eles.

estruturas abstractas objetos concretos na algebra linear
AT = " : "
algébricas que "respeitam" estrutura abstrata
Estruturas algébricas podem ser muito diferentes. Nos vamos estudar em nossos
seminarios:

grupos;

algebras associativas;
algebras de Lie;
quivers;

posets.

Por outro lado, os objetos em algebra linear geralmente sao:

e espagos vetoriais (unitario);
e transformagoes entre eles.

Por que é interessante?

Existem basicamente varias razoes. A representacao faz um objeto abstrato al-
gébrico mais concreto, descrevendo os seus elementos como as matrizes e as oper-
acoes algébricas em termos de adicao de matrizes e multiplicagao de matrizes. Dai
a teoria da representacao é uma poderosa ferramenta para reduzir os problemas de
algebra abstrata para problemas de &lgebra linear. Se um espaco vetorial de di-
mensao infinita (espago de Hilbert por examplo), a teoria da representacao injeta
métodos de andlise funcional para a teoria do grupo (por exemplo). Assim, essa
teoria fornece os pontes entre diferentes areas da matematica.

Quais sao problemas tipicos?

O problema tipico é:

classificar todas as representacoes de uma dada estrutura algébrica.

Para este definimos simples representacoes e isomorfismos entre representacoes. Em
alguns casos é possivel mostrar que qualquer representacao ¢ uma soma de simples.

Dai o problema principal se reduz a seguinte
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classificar todos representacoes simples (salvo isomorfismos).

Quais sao os métodos tipicos?

Grosseiramente falando, estudando as representacoes de "qualquer" estrutura al-
gébrica pode ser reduzido a estudar as representacoes da algebra associativa. Por
exemplo

repr. de grupos <= repr. de algebras de grupo;

repr. de algebras de Lie <= repr. de dlgebra envelopante;
repr. de quivers <= repr. de algebras de caminhos;

repr. de posets <= repr. de algebras de incidéncia.

Assim, teoria das representacoes estuda representacaos de algebras associativas.

Estudar as representagoes de uma algebra, é mais ou menos, o0 mesmo que estudar
os modulos sobre esta algebra. Assim, a teoria de médulos é importante na teoria
da representacao.

Hoje vou relembrar fatos basicos sobre dlgebras associativas e irei introduzir con-
ceitos basicos sobre suas representacoes.

1.2. Fatos basicos sobre algebras associativas. Seja k£ um corpo. Noés sem-
pre assumimos que k é algebricamente fechado. Nosso corpo basico é o corpo dos
ntmeros complexos C.

Definicao 1. Algebra associativa sobre k é um espaco vetorial A sobre k juntamente
com uma aplicagao bilinear A x A — A, (a,b) — ab, tal que (ab)c = a(bc).

Definigao 2. Uma unidade em uma algebra associativa A é um elemento 1 € A tal
que la = al = a para todos a € A.

Proposicao 1. Se uma unidade existe, ela é Gnica.

Demonstracao. Sejam 1,1 duas unidades. Entao 1 = 11" = 1. O

Exemplo 1. Alguns exemplos de algebras sobre k:

(1) A=k

(2) A=k[xy,...,x,] — a algebra de polindmios em varidveis z1, ..., x,;

(3) A = EndV — a élgebra de endomorfismos de um espago vetorial V' sobre
k (ou mapas lineares de V em V). A multiplicacdo é composi¢ao dos oper-

adores;
(4) A algebra livre A = k{x1,...,z,). A base desta algebra consiste de palavras
em letras xy,...,x,, e multiplicacao nesta base é simplesmente a concate-

nacao de palavras;
(5) A algebra de grupo A = k[G] de um grupo G. Sua base é {a,4, g € G}, com
a multiplicacao aza;, = ag.
Uma algebra A é comutativa se ab = ba para todos a,b € A.

Pergunta 1. Que algebras em exemplos anteriores sao comutativas?
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Definigao 3. Um homomorfismo de algebras f : A — B é uma aplicacao linear tal
que f(xy) = f(z)f(y) para todos z,y € Ae f(1) = 1.

1.2.1. Ideal e Quocientes. A esquerda ideal de uma algebra A é um subespaco I C A
tal que al C I para todos a € A. Da mesma forma, um ideal direito de uma algebra
A é um subespaco I C A tais que [a C [ para todos a € A. Um ideal de dois lados
é um subespaco que seja ideal & esquerda e um ideal a direita.

Exemplo 2. Alguns exemplos de ideais

(1) Se A & qualquer algebra, 0 e A sdo ideais de dois lados. Uma é&lgebra A é
chamada de simples se 0 e A sao seus tnicos ideais de dois lados;

(2) Se ¢ : A — B é um homomorfismo de algebras, entao kery ideal de dois
lados de A.

(3) Se S é qualquer subconjunto de uma algebra A, entao o ideal gerado por S
¢ denotado (S) é o conjunto de elementos do formulario asb, onde a,b € A e
s € S. Da mesma forma podemos definir (S); = span{as} e (S), = span{sb}
a esquerda e direito ideais gerado por S.

Seja A uma algebra e I a ideal de dois lados em A. Entdo A/I é grupo quociente
de I. Sejam: A — A/I a aplicagdo quociente. Podemos definir a multiplicac¢ao
em A/I, w(a)w(b) := w(ab). Este esta bem definida. De fato, se 7(a) = 7(a’), em
seguida,

7(a'b) = w(ab+ (a' — a)b) = w(ab) + 7 ((a’ — a)b) = w(ab),
porque (@' — a)b € Ib C I = kerm, pois I ¢ um ideal a direita. Se 7w(b) = 7 (b'), em
seguida,

m(ab’) = m(ab + a(t/ — b)) = w(ab) + w(a(b) — b)) = 7(ab),
porque a(b' —b) € al C I = kerm, pois I é também um ideal esquerdo. Assim, A/
¢ uma algebra.

1.3. Representacoes.

Definicao 4. Uma representacao de uma algebra A é um espaco vetorial V' com
um homomorfismo de algebras p: A — EndV.

Exemplo 3. Alguns exemplos de representacoes:

(1) V. =0.

(2) V=A e p: A— EndA é definido da seguinte forma: p(a) é o operador
de multiplicacao a esquerda por a: p(a)b = ab (o produto usual). Esta
representacao é chamada de representacao regular de A.

(3) A = k. Neste caso, uma representacao de A é simplesmente um espaco
vetorial sobre k.

(4) A = k(x1,...,2,). Neste caso, uma representagio de A é apenas um es-
paco vetorial V' sobre k com uma colecao arbitraria de operadores lineares

p(xy),...,plzy) : V = V.

Definigao 5. Uma subrepresentacao de uma representacao V' de uma éalgebra A é
um subespago W C V' que é invariante sobre todos os operadores p(a) : V — V|
a € A. pla)(w) € W para todos w € W e a € A.
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Exemplo 4. 0 e V sao sempre subrepresentacaoes.

Definicao 6. Uma representagdo V' # 0 de A é irredutivel (ou simples), se as
subrepresentacaoes dele sao somente 0 e V.

Definicao 7. Seja Vi, V, duas representacoes de uma algebra A. Um homomorfismo
¢ : Vi — V5 & um operador linear que comuta com a a¢ao de A, ou p(av) = ap(v)
para qualquer v € V;. Um homomorfismo ¢ ¢ isomorfismo de representacoes se é um
isomorfismo de espagos vetoriais. O conjunto (espago) de todos os homomorfismos
de representagoes Vi — V4 é denotada por Hom4(V7, V53).

Vamos agora provar o nosso primeiro resultado - lema de Schur. Embora seja muito
facil de provar, é fundamental em todo o assunto da teoria da representacao.

Proposicao 2. (lemma de Schur) Sejam Vi, V; representacoes de uma algebra A
em qualquer corpo k (que nao precisa ser algebricamente fechado). Seja ¢ : V; — V;
um homomorfismo nao nulo de representacoes. Entao:

(i) Se Vi é simple entao ¢ ¢ injetora;
(ii) Se V4 é simple entdo ¢ é sobrejetora.

Assim, se V] e V5 sdo simples, entao ¢ é um isomorfismo.

Demonstracao. (i) O kernel de ¢ é uma subrepresentagao K de V. ¢ # 0, entdo este
subrepresentacao nao pode ser V. Entao, pela simplicidade de V; temos que K = 0.
(ii) A imagem I de ¢ é uma subrepresentacao de V5. ¢ # 0, este subrepresentagao
nao pode ser 0. Entao, pela simplicidade de V5 temos que I = V5. O]

Corollary 3. (Lema de Schur para corpos algebricamente fechado) Seja V' é um
representacao simples de dimensao finita de uma dlgebra A sobre um corpo algebri-
camente fechado k e ¢ : V. — V' é um homomorphismo. Entao ¢ = A\ para algum
A €k (um operador escalar).

Corollary 4. Seja A uma dlgebra comutativa. Entdao, cada representacdo simples
de dimensdo finita V de A € 1-dimensional.

Exemplo 5. Alguns exemplos basicos

e A = k. As representacoes de A sao simplesmente espacos vetoriais, entao
V = A irredutivel.

e A = k[z]. Esta algebra é comutativa, entao as representagoes irredutiveis de
A sdo sempre representacoes 1-dimensional. Elas sao definidas por um tnico
operador p(x). No caso 1-dimensional, este ¢ um nimero de k. Assim, todas
as representagoes irredutiveis de A sdo V), = k, A € k. A acao de A é definida
por p(z) = A. Claramente, estas representacoes sao nao-isomorfas.

e A ilgebra de group A = k[G], onde G é um grupo. Uma representacao de A
é a mesma coisa que uma representacao de (G, ou seja, um espaco vetorial V
junto com um homomorfismo p : G — GL(V).



