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1 Constituintes Fundamentais de uma Teoria
Dedutiva - Conceitos Primitivos e Defini-
dos, Axiomas e Teoremas

Tentaremos agora expor os principios fundamentais que devem ser aplicados
na construcao da Légica e da Matematica.! A andlise detalhada e a ava-
liacao critica desses principios é tarefa de uma disciplina especial chamada
de METODOLOGIA DAS CIENCIAS DEDUTIVAS ou METODOLOGIA
DA MATEMATICA. E importante, para qualquer pessoa que pretenda es-
tudar ou pesquisar uma ciéncia, tomar conhecimento da metodologia que
¢ empregada na construcao dessa ciéncia; iremos ver que, no caso da ma-
tematica, o conhecimento de seus métodos é de particular importancia, uma
vez que sem ele nao se pode entender a natureza da matematica.

Os principios que serao apresentados tem o proposito de assegurar para os
conhecimentos adquiridos em légica e matematica o mais alto grau possivel
de claridade e certeza. Desse ponto de vista, um método de procedimento
seria ideal se nos permitisse explicar o significado de cada expressao e justifi-
car cada afirmacao dessa ciéncia. E facil perceber que esse ideal nao pode ser
atingido. De fato, quando se tenta explicar o significado de uma expressao,
usa-se, necessariamente, outras expressoes; e para explicar, por sua vez, o
significado dessas novas expressoes, sem entrar num circulo vicioso, tem-se
que recorrer a novas expressoes distintas das anteriores e assim por diante.
Temos assim o inicio de um processo que nunca podera ser levado ao fim, um
processo que, falando figuradamente, pode ser caracterizado como um RE-
TORNO INFINITO - regressus in infinitum. No que se refere a justificacao

Tdéias muito relacionadas com as apresentadas nessa secio podem ser encontradas na
literatura. Veja, por exemplo, o opusculo (postumamente publicado), De l’esprit geometri-
que et de Uart de persuader do grande filésofo e matemético frances B. Pascal (1623-1662)



das afirmacoes, a situacao é bem parecida; pois, para se estabelecer a vali-
dade de uma afirmacao, é necessério referir-se a outras afirmacoes e (se nao
quizermos que um circulo vicioso ocorra) isso leva novamente a um retorno
infinito.

Através de um compromisso entre o ideal inatingivel e as possibilida-
des realizaveis na construgao das disciplinas matemaéticas emergiram certos
principios que podem ser descritos como a seguir.

Quando nos propomos a construir uma determinada disciplina, distingui-
mos, em primeiro lugar, um pequeno grupo de suas expressoes que nos pareca
ser imediatamente inteligiveis; as expressooes desse grupo recebem o nome
de TERMOS (CONCEITOS) PRIMITIVOS ou TERMOS INDEFINIDOS e
as empregamos sem explicar seus significados. Ao mesmo tempo adotamos o
seguinte principio: nao utilizar nenhuma outra expressao da disciplina con-
siderada sem que seu significado tenha sido determinado com a ajuda dos
termos primitivos e de expressoes cujas significados ja tenham sido previa-
mente explicados. A setenca que determina, dessa maneira, o significado de
um termo chama-se DEFINICAO e as expressoes cujos significados foram
dessa maneira explicados chamam-se TERMOS DEFINIDOS.

Procedemos de forma andloga em relacao as afirmagoes da disciplina con-
siderada. Escolhemos entre as afirmacoes da disciplina algumas que nos
parecem evidentes e as escolhemos como AFIRMACOES PRIMITIVAS ou
AXIOMAS (tambem chamadas de POSTULADOS, embora néo se va usar
esse termo com esse significado técnico aqui); aceitaremos essas afirmacoes
como verdadeiras sem nenhum tipo de prova. Por outro lado, estabelecemos
que qualquer outra proposicao s6 sera aceita como verdadeira se tivermos
provado sua validade; nessa prova s6 podem ser usados axiomas, definigoes
ou afimacgoes previamente demonstradas. Como se sabe, afirmagoes estabe-
lecidas dessa forma sido chamadas de PROPOSICOES DEMONSTRADAS
ou TEOREMAS e o processo utilizado para estabelecé-las é chamado de
PROVA. Mais geralmente, se em logica ou matematica estabelecemos uma
proposicao a partir de outras nos referiremos a esse processo como uma
DERIVACAO ou DEDUCAO e dizemos que a proposicao assim estabele-
cida ¢ DERIVADA, DEDUZIDA ou ainda que é uma CONSEQUENCIA das
outras proposigoes.

A légica matemdtica contenporanea é uma das disciplinas construida de
acordo com os principios que acabamos de descrever; infelizmente, nao foi
possivel, no reduzido espaco deste livro, dar a esse fato toda a atencao que
ele merece. Qualquer disciplina que seja construida de acordo com esses



principios ja estard baseada na légica; a légica estd, como diremos, pressu-
posta. Isso significa que todas as expressoes e leis da légica sao tratadas em
pé de igualdade com os termos primitivos e axiomas da disciplina que esta
sendo construida: os termos logicos sao usados, por exemplo, na formulacao
dos axiomas, teoremas e definicoes sem as explicagoes de seus significados
e as leis logicas sao aplicadas em provas sem que se estabeleca previamente
sua validade. Alguma vezes é até mesmo conveniente usar, alem da logica,
alguma outra disciplina matemética previamente construida; de maneira con-
cisa, vamos nos referir a légica e a essas outras teorias como DISCIPLINAS
QUE PRECEDEM A DISCIPLINA EM CONSTRUCAO. Assim a légica
nao pressupoe nenhuma disciplina precedente; na construcao da aritmética
como uma disciplina matemaética, a logica é a unica disciplina precedente
pressuposta; por outro lado, no caso da geometria é conveniente - embora
nao indispensavel - pressupor nao apenas a légica mas tambem a aritmética.

Com referéncia a ultima observacao é necessério fazer algumas correcgoes
na formulacao dos principios enunciados acima. Antes de empreendermos
a construcao de uma disciplina é preciso enumerar as disciplinas que irao
precede-la; todas as exigéncias referentes a definicoes de expressoes e prova
de afirmagoes deverao se restringir a disciplina em construcao nao devendo
ser aplicadas as disciplinas precedentes.

O método utilizado para construir uma disciplina estritamente de acordo
com os principios estabelecidos acima é conhecido como METODO DEDU-
TIVO; as disciplinas construidas através desse método recebem o nome de
TEORIAS DEDUTIVAS.?

O ponto de vista de que a caracteristica essencial que permite distinguir
as disciplinas matematicas de todas as outras disciplinas é o método dedutivo
tem se tornado cada vez mais comum; nao apenas toda teoria matematica é

20 método dedutivo nao pode ser considerado uma conquista dos tempos recentes. J&
nos Elementos do matemdtico grego EUCLIDES (aprox. 300 a.C.) encontramos uma
apresentacao da geometria que nao deixa muito a desejar do ponto de vista dos principios
metodoldgicos aqui enunciados. Por 2200 anos os matemadticos viram no trabalho de
EUCLIDES um modélo de ideal cientifico de exatidao. Um progresso essencial nesse
campo ocorreu nos ultimos 70 anos no decorrer dos quais os fundamentos da aritmética e
da geometria foram construidos de acordo com todas as exigéncias da atual metodologia
da matematica. Entre os trabalhos aos quais devemos esse progresso mencionaremos pelo
menos os dois seguintes que ja se tornaram de importancia historica: o trabalho coletivo
Formulaire de mathématiques (Torino 1895 — 1908) cujo editor e principal autor é o 16gico
e matemético italiano G. PEANO (1858 — 1932) e Grundlagen der Geometrie (Leipzig e
Berin 1899) do grande matematico alemao D. HILBERT (1862 — 1943).



dedutiva mas tambem, reciprocamente, toda teoria dedutiva é uma disciplina
matemética (de acordo com esse ponto de vista a légica dedutiva tambem
deve ser considerada uma disciplina matematica)

Nao entraremos aqui na discussao dos argumentos em favor desse ponto
de vista, apenas observamos que eles sao ponderaveis.



