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4. Volume

1. Nocao intuitiva de volume

O volume de um sélido é a quantidade de espacgo por ele ocupada.
(Isto ndo é uma definicio matemdtica, mas apenas uma idéia
intuitiva.) Estamos interessados em medir a grandeza “volume” e
para isso deveremos comparéd-la com uma unidade. O resultado
dessa comparagdo serd um numero: a medida do volume.

Costuma-se tomar como unidade de volume um cubo cuja ares-
ta mede uma unidade de comprimento, o qual serd denominado
cubo unitdrio. Seu volume, por defini¢do, serd igual a 1.

Assim sendo, o volume de um sélido S deverd ser um numero
que exprima quantas vezes o sélido S contém o cubo unitdrio. Como
o s6lido S pode ter uma forma bastante irregular, ndo é claro o que
significa o “ntimero de vezes” em que S contém o cubo unitdrio.
Novamente, temos aqui uma idéia intuitiva, que devemos usar
como guia e & qual devemos atribuir um significado preciso.

Suponhamos, por exemplo, que o sélido S cujo volume
desejamos calcular seja um pedago de metal, pldstico ou outra
substancia impermedvel. Mergulhando S num reservatério conten-
do uma quantidade conhecida de d4gua, que o encha até os bordos, o
volume S serd igual ao volume do liquido transbordado e este pode
ser medido simplesmente através de uma escala impressa na
parede do reservatoério.

Um tal processo pratico de calcular volumes pode ter utilidade
em casos simples, porém deixa muito a desejar, mesmo na prética,
pois ndo permite considerar objetos muito grandes (qual o volume
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da lua?) nem muito pequenos (qual o volume de um elétron?). Além
disso, ndo permite previsoes como a seguinte: de que tamanho deve
ser tomado o raio de um reservatério esférico para que este conten-
ha x litros de g4s?

Precisamos, portanto, obter métodos para o cdlculo indireto
dos volumes, métodos sistemdticos e gerais, que se apliquem tanto
aos volumes grandes quanto aos pequenos, tanto aos casos con-
cretos como aos abstratos. Este objetivo, como veremos, nos forcara
a um reexame do conceito de volume, conduzindo-nos a uma
definicao precisa.

2. Volume de um bloco retangular.

Um bloco retangular é um sélido limitado por 6 retangulos: suas
faces. Esses retangulos constituem 3 pares; em cada par os
retangulos sdo iguais. Os lados dos retangulos sdo chamados as
arestas do bloco. Um tijolo é um exemplo de um bloco retangular.

Fig. 1. As3arestasa, b, ¢
determinam o bioco retangular.
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Um bloco retangular fica inteiramente determinado quando se
conhecem 3 de suas arestas que concorrem num ponto.

O cubo é um caso particular de bloco retangular em que as
arestas tém todas o mesmo comprimento. As 6 faces de um cubo
sdo quadrados iguais.
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Um cubo cuja aresta mede uma unidade de comprimento
chama-se cubo unitdrio; por definicdo seu volume é 1. Se n é um
numero inteiro, um cubo C cuja aresta mede n unidades de com-
primento pode ser decomposto em n® cubos unitarios justapostos,
logo o volume de C é n®. A figura abaixo ilustra o cason = 4.

Fig. 2. Cubo de aresta 4
decomposto em 64 = 4~
cubos unitarios justapostos.

Analogamente, decompondo cada aresta de um cubo unitdrio
no mesmo numero inteiro g de partes iguais, decompé-lo-emos em
q3 cubos justapostos, cada um com aresta 1/q. Segue-se que um
cubo cuja aresta mede 1/q (g inteiro) tem volume igual a 1/ q3, ou
seja (1/q) 3

Mais geralmente, dado um cubo C cuja aresta tem como
medida um numero racional p/g, podemos decompor cada uma de
suas arestas em p partes iguais, cada uma das quais tem com-

primento 1/q. Deste modo, o cubo C ficard decomposto em p3
cubos justapostos, cada um dos quais tem aresta medindo 1/g. O

volume de cada cubo menor é 1/¢°. Assim, o volume de C sera

.
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Chegamos assim ao seguinte resultado: se a aresta de um cubo
C tem para medida um numero racional a, entdo o volume de C
serd igual a al.

Sob o ponto de vista estritamente pratico, isto resolve o
problema de calcular o volume de um cubo pois nédo é possivel,
através de medidas diretas, obter um numero irracional como
medida de uma aresta. Ninguém pode, através de um instrumento
de medida, por mais sensivel que ele seja, encontrar V2, ou T, como
medida de um segmento. Poderemos, sim, obter resultados
aproximados, como 1,414 ou 3,14159.

Entretanto, sob o ponto de vista teérico, tanto em Matemadtica
Pura como em aplicacdes de natureza cientifica, numeros ir-
racionais ocorrem. Desde Pitagoras jd se sabia que, tomando o lado
de um quadrado como unidade, a diagonal do mesmo tem para
medida o nimero irracional V2. (Cfr. Se¢do 1 do Capitulo 1.)

Fig. 3. Se o ladritho ¢
formado por quadrados
delado 1,entao a
aresta do cubo tem por
medida o numero
irracional V2.

Qual é entdo o volume de um cubo C cuja aresta tem para
medida um nimero irracional b? Afirmamos que, ainda neste caso,
tem-se vol(C) = b3. Em conseqiiéncia, a férmula

Volume de C = (aresta de C’)3
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é absolutamente geral, vdlida quer a aresta de C tenha medida
inteira, racional ou irracional.

Para demonstrar que vol(C) = % mesmo quando b é irracional,
usaremos novamente o método da exaustdo: mostraremos primeiro
que se x é qualquer numero menor do que b2 entdo x <vol(C).

Depois mostraremos que se y > b3 entdo y > vol(C). Concluiremos
dai que vol(C) = b3,

Seja entdo, para come¢ar, x um numero tal que x < b3,
Podemos aproximar o numero irracional b por um valor racional

r < b, tdo préximo de b que x < r® < b3, Entdo o cubo C, cuja aresta
tem medida b, contém um cubo D, cuja aresta tem para medida o
numero racional r. Segue-se que vol(D) < vol(C). Mas ja sabemos

que vol(D) =13, porque r é racional. Concluimos que 3 < vol(C) e,
portanto, x <wvol(C).
Usando um raciocinio inteiramente andlogo, o leitor pode

mostrar que se y for um nimero maior do que bg, entao y > vol(C).

Seja agora B um bloco retangular cujas 3 arestas tém para
medidas nuimeros racionais. Podemos sempre reduzir esses trés
numeros ao mesmo denominador e, portanto, supor que tais
medidas s@oa/q, b/qec/q, ondea, b, ¢ e g sdo niimeros inteiros.

Decompondo as trés arestas do bloco B, respectivamente em a,
b e ¢ segmentos iguais, cada um deles de comprimento 1/g, o bloco
ficara decomposto em abc cubos justapostos, cada um desses cubos
tendo aresta 1/¢ e, portanto, volume l/q?’. Segue-se que

Fig. 4. Bloco subdividido em
8 x 3 % 2 cubos justapostos, todos
com o mesmo volume.
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Por conseguinte, podemos enunciar: Se um bloco retangular B tem
arestas com medidas racionais a, b, ¢, seu volume serd o produto
dessas medidas, isto é, vol(B) = abc.

Como no caso do cubo, a férmula acima vale sejam quais forem
as medidas das arestas. Tem-se portanto:

Dado um bloco retangular B, cujas arestas tém medidas a, b e
¢, seu volume é dado pela formula

vol(B) = abc.

A demonstracdo, como no caso do cubo, se faz pelo método da
exaustdo. Evidentemente esta férmula inclui o caso particular em
que a = b = ¢, portanto a formula do volume do cubo resulta dela.

Dado o bloco retangular B, com arestas medindo a, b, e c,
suponhamos que o nimero x seja menor do que abc. Podemos en-
contrar nimeros racionais r<a, s <b e t <c tdo préximos de a, b e
¢ respectivamente que

x <r.s.t<abe.

O bloco B contém um bloco menor C, cujas arestas medem 7, s, e £,
logo vol(C) < vol(B). Mas j& vimos que vol(C) = r.s.t. Portanto

x < r.s.t =vol(C) <vol(B),

isto €, x < vol(B). Analogamente se mostra que todo nimero y > abc
é maior do que o volume de B. Portanto, vol(B) = abc.

Observacéo. Como no caso da drea do retdngulo, a férmula do
volume do bloco retangular também pode ser deduzida usando a
teoria das proporcdes. Com efeito, indiquemos com V(x,y,z) o
volume do bloco retangular com arestas x, ¥ e z. Para todo nimero
natural n, temos

Vinx, v, z)=Vix, ny, z2) = V(x, y, nz2) =n.V(x, y, 2)
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porque cada um dos trés primeiros niimeros é o volume de um bloco
formado pela justaposicdo de n blocos com arestas x, y, z. Além
disso, é evidente que V(x, y, z) é uma func¢ao crescente de cada uma
das varidveis x, y e z. Segue-se entdo que o volume V=V(x,y, z) é
diretamente proporcional as arestas x, ¥ e z, isto é, para todo
numero real positivo ¢, tem-se:

Vix,y,2)=V(x,cy,2)=Vx,y,cz)=c.V(x, v, 2).
[Veja “Meu Professor de Matematica”, pdgina 165.] Entéo

Vix,y,2) =V(x.1,y,2) =x.V(1,y, 2) =x.V(1, 3.1, 2)
= xy.V(1,1,2)=xy.V(1, 1, z.1),
=xyzV({1, 1, )=xy.z.

pois V(1, 1, 1) é o volume do cubo unitéario.

3. Definicdo geral de volume

Acabamos de ver que a idéia intuitiva de volume de um sdélido,
como o “nimero de vezes” que esse sélido contém o cubo unitdrio,
conduz diretamente a uma férmula para o cdlculo do volume de um
bloco retangular.

Abordaremos em seguida o problema de calcular o volume de
s6lidos mais irregulares do que blocos. Como foi dito acima, é

Fig. 5. O desenho
acima mostra um bloco
retangular. (Trata-se da
reproducdo simplificada
de uma casa que
realmente existe.)
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necessario possuirmos uma defini¢do mais precisa daguilo que en-
tendemos por “volume de um sélido”. Nosso objetivo nesta secao €
chegar a uma tal definicdo geral.

Definicdo. Chamaremos poliedro retangular a todo sélido formado
pela reuniio de um numero finito de blocos retangulares
justapostos. E facil obter o volume de um poliedro retangular:
basta somar os volumes dos blocos retangulares que o constituem.

Dado um sélido S, desejamos definir precisamente o numero
vol(S), ou seja, queremos dar um significado exato a idéia inicial,
segundo a qual vol(S) é o numero que exprime quantas vezes S
contém o cubo unitario.

Para cada poliedro retangular P contido em S, sabemos cal-
cular vol(P). O numero V =uv0l(S), que estamos procurando, deve
satisfazer a condicéo

vol(P) < V para todo poliedro retangular P contido em S.

Os niimeros vol(P), volumes dos poliedros retangulares P con-
tidos em S, fornecem aproximagdes inferiores para o volume de S.
Acrescentando mais blocos retangulares a P, sempre tendo o
cuidado de permanecer dentro de S, obteremos um poliedro retan-
gular P, maior do que P, e vol(P") serd uma aproximacao melhor
para vol(S).

Queremos que seja possivel aproximar vol(S) com tanta
precisdo quanto se deseje por volumes de poliedros retangulares
contidos em S. Esta exigéncia equivale a requerer que vol(S) seja o
niimero real cujas aproximacées por falta sdo os volumes dos
poliedros retangulares contidos em S.

Isto significa que ndo apenas se tem vol(S) Z vol(P) para todo
poliedro retangular P contido em S como também, dado qualquer
numero real r tal que r<wvol(S), é possivel achar um poliedro
retangular @, contido em S, com

r < vol(@) < vol(S).
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Fig. 6. Poliedro retangular, cujo
volume é uma aproximagao
inferior para o volume do sélide

H que o contem.

Observacdo. (Aproximacdo por excesso.) Seja S um sélido cujo
volume desejamos calcular. Podemos, ainda, considerar os poliedros
retangulares @ que contém o sélido S. Sabemos calcular o volume
de cada um desses poliedros. O nimero procurado, V =vol(S), deve
também satisfazer a condicéo

V < vol(Q) para todo poliedro retangular  contendo S.

Os nudmeros vol(Q), volumes dos poliedros retangulares que
contém o sélido S, sdo valores aproximados por excesso para o
volume de S. Quanto menor for o bloco retangular ¢ contendo S,
melhor serd a aproximacio vol(Q) para o volume de S.

Podemos, entdo, afirmar que o numero V=uv0l(S) goza da
seguinte propriedade:

Quaisquer que sejam os poliedros retangulares P,
contido em S, e &, contendo S, tem-se
vol(P) <V < vol(@).

Em cursos mais adiantados, demonstra-se que a propriedade
acima caracteriza o volume V =uv0l(S) para todos os sélidos S
habitualmente construidos na Geometria. Em outras palavras,
dado um sélido geométrico S, seu volume V=v0l(S) é o unico
numero real que satisfaz a condi¢do acima destacada.
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4. Principio de Cavalieri

Convenhamos o seguinte: a definicdo de volume dada na secdo
anterior satisfaz & necessidade légica de precisar bem os conceitos e
por os fundamentos em firme base. Mas, sob o ponto de vista do
calculo, ela é de pouco valor pratico. Seria extremamente laborioso
calcular diretamente os volumes dos sélidos a partir daquela
definicao.

Fig. 7. Se, paracada
plano horizontal I, as
secoes planas IINA
e TINB e tiverem a
mesma area, entdo o
Principio de Cavalieri
assegura que 0s
sélidos Ae Btém o
mesmo volume.

Abordaremos agora um resultado, conhecido como Principio de
Cavalieri, cujo valor pratico para o cdlculo de volumes serd eviden-
ciado nos pardgrafos seguintes.

Escolhamos, de uma vez por todas, um plano, que chamaremos
plano horizontal. Todos os planos paralelos a ele serdo também
chamados planos horizontais.

Sejam A e B dois sélidos. Cada plano horizontal T1, determina,
nos s6lidos A e B, secdes planas, que indicaremos respectivamente
com IT " A e IT » B. Elas sdo as intersecdes do plano I1 com os dois
s6lidos dados. Se, para todos os planos horizontais I1, a figura
plana I1 N A tem a mesma &rea que a figura plana T n B, o
Principio de Cavalieri afirma que o volume de A e o volume de B
sdo iguais.



Principio de Cavalieri 73

Enunciaremos entao:

Principio de Cavalieri. Sejam A e B dois sdlidos. Se qualquer
plano horizontal secciona A e B segundo figuras planas com dreas
iguais, entdo vol(A) = vol(B).

Quando se desenvolve, em cursos mais avancados, a teoria dos
volumes a partir da definicdo que demos na secdo anterior, o
Principio de Cavalieri é um teorema, isto é, ele pode ser
demonstrado. Ndo daremos sua demonstra¢do aqui porque ela en-
volve conceitos avancados da Teoria da Medida, logo foge destas
licbes.

Aceitaremos, portanto, o Principio de Cavalieri como ver-
dadeiro. Ele se torna plausivel se observarmos o seguinte: duas
fatias muito finas, de mesma altura, cujas bases tém a mesma
drea, tém aproximadamente o mesmo volume. Tanto mais
aproximadamente quanto mais finas sdo. Os dois sélidos dados
podem ser cortados, através de planos horizontais, em fatias finas
com volumes aproximadamente iguais. Sendo o volume de cada
s6lido a soma dos volumes dessas fatias, e a aproximacdo entre os
volumes das fatias podendo tornar-se tido precisa quanto se deseje,
vemos que vol(A) = vol(B).

Os argumentos acima esbocados nédo constituem uma
demonstracdo do Principio de Cavalieri mas dao uma forte
indicacdo de que ele é verdadeiro.

O Principio de Cavalieri reduz o cdlculo de volumes ao calculo
de areas. Os pardgrafos seguintes mostrardo como ele pode ser
aplicado. Aqui, daremos as primeiras aplicacdes.

Definicdo. Um paralelepipedo é um sélido limitado por 6
paralelogramos: suas faces. Estas faces agrupam-se em 3 pares; em
cada par as 2 faces sdo paralelas, congruentes, e dizem-se opostas.
Quando se toma uma das faces do paralelepipedo como base, a
altura correspondente é a distancia entre esta face e sua oposta, ou
seja é o comprimento da perpendicular baixada de um ponto da
face oposta sobre o plano da base.
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As arestas de um paralelepipedo sdo os lados dos
paralelogramos que constituem suas faces.

Um paralelepipedo cujas faces sdo retdngulos é um bloco
retangular.

Teorema 1. O volume de um paralelepipedo é o produto da drea
da base pela altura.

Demonstracdo. Tomemos uma das faces do paralelepipedo P como
base; o plano que a contém serd chamado plano horizontal. Sobre
este plano, tomemos um retingulo cuja drea a seja igual a drea do
paralelogramo que serve de base ao paralelepipedo dado. Com
altura h, igual a do paralelepipedo, construamos um bloco
retangular B, tendo como base o retdngulo recém-obtido. J&
sabemos que vol(B)=a.h. Para concluir que vol(P)=a.h, como

Fig. 8. O paralelepipedo
Pe o bloco retangular B
tém a mesma altura he
suas bases tém a
mesma area o

queremos demonstrar, aplicaremos o Principio de Cavalieri. Ora,
dado qualguer plano horizontal 11, a se¢do plana I1 N P é um
paralelogramo congruente & base de P, enquanto [INB é um
retangulo, também congruente & base de B. Segue-se que IINFP e
I[INB tém a mesma darea, seja qual for o plano horizontal IL
Concluimos, entdo, pelo Principio de Cavalieri, que

vol(P)=vol(B)=a.h.

Isto termina a demonstracio.
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O argumento acima pode ser generalizado, a fim de fornecer a
férmula para o volume de um cilindro. Definamos, inicialmente, o
que entendemos por cilindro.

Defini¢cdo. Comecamos com uma figura plana F, chamada a base
do cilindro. Tomaremos o plano que contém F como horizontal. O
cilindro fica determinado por sua base F e por um segmento de reta
g, ndo paralelo ao plano horizontal, chamado geratriz do cilindro,
do seguinte modo: por cada ponto de F levantamos um segmento de
reta paralelo a, e do mesmo comprimento que, g. A reunido desses
segmentos € o cilindro C, de base F e geratriz g.

Fig. 9. Ocilindro C, que tem
por base a figura plana F e por
geratriz 0 segmento g, é a
reunido de todos os segmentos
paralelos e congruentes a g,
levantados dos pontes de F.

As extremidades, nao pertencentes & base ¥, dos segmentos
que geram o cilindro C, constituem uma figura plana F’, contida
num plano paralelo ao plano de F. A distancia entre estes planos
(isto é, o comprimento da perpendicular baixada de um ponto de F”
sobre o plano de F) chama-se a altura do cilindro C.

Teorema 2. O volume de um cilindro é igual ao produto da drea
da base pela altura.

Demonstrag¢do. Como no Teorema 1, construimos, no plano que
contém F, um retangulo cuja drea a seja igual a drea de I e, tendo
este retangulo como base, construimos um bloco retangular B cuja
altura A seja igual a altura do cilindro C. Qualquer que seja o plano
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horizontal TI, a secdo Il n C é uma figura plana congruente a F,
enquanto I1 N B é um retangulo congruente a base de B. Segue-se
que I1 n C e I1 N B tém a mesma drea, qualquer que seja o plano
horizontal T1. Em virtude do Principio de Cavalieri, concluimos que

vol(C) =vol(B) =a.h,

o que demonstra o Teorema 2.

Note-se que a definicdo de cilindro que acabamos de dar inclui,
como caso particular, a possibilidade de ser a base F' um poligono.
Quando isso acontece, o sélido C fica limitado por faces planas e
chama-se um prisma. Assim, temos a seguinte

Defini¢éo. Prisma é um cilindro cujas bases sdo poligonos.

Em particular, um paralelepipedo é um prisma: qualquer de
suas faces pode servir-lhe de base. O Teorema 1 é, portanto, um
caso particular do Teorema 2. Observe-se que as demonstracoes sao
inteiramente semelhantes.

No caso em que a geratriz do cilindro é perpendicular ao plano
da base, este chama-se um cilindro reto. No caso particular de ser a
base um poligono, temos um prisma reto. Um paralelepipedo reto
cuja base é um retangulo é simplesmente um bloco retangular.

Note-se ainda que, como conseqiiéncia do Teorema 1, qualquer
que seja a face do paralalepipedo que se tome como base, 0 produto
de sua drea pela altura correspondente € 0 mesmo.

5. Volume de um cone

Definicdo. Um cone K, tendo como base uma figura plana F, e
como vériice um ponto P situado fora do plano de F, € a reuniao dos
segmentos de reta que ligam o ponto P a todos os pontos de F.

O plano que contém a base F do cone K serd considerado
horizontal. A distancia do vértice P a este plano, ou seja, o com-
primento da perpendicular baixada de P sobre o plano, chama-se
altura do cone.
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Lema. Seja K um cone de vértice P, altura ho e base Fo
situada no plano horizontal Tlo. Seja Tl outro plano horizontal,
entre P e Tlo. Indiquemos com F a se¢do 11 N K e com h a distancia
entre P e T, isto é, a altura do cone de base F e vértice P. Tem-se a
relacdo

drea (Fo)  ho o
drea (F) = h "

Fig. 10. Arazdo entre as areas de F
e Fo € igual ao quadrado da razéo
entre as alturas h e h.

Demonstracdo. Basta observar que a correspondéncia o:I1—Ilp,
que associa a cada ponto X do plano IT o ponto X' = o(X) de Tlo,
obtido como intersecdo da semi-reta PX com o plano Ilp, é uma
semelhanca, com fator de semelhanca igual a ho/h. (Vide Figura
11, Capitulo 3.) Evidentemente, a semelhanca ¢ transforma F em
Fo, logo o lema segue-se do Teorema 6, Capitulo 3.

Teorema 3. Dois cones de mesma altura e bases com dreas iguais
téem volumes iguais.

Demonstracao. Sejam K e L dois cones com mesma altura ho e
bases Fo e Go com mesma drea. Podemos admitir que as bases Fo e
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Go estdo no mesmo plano Ilo e os vértices desses cones estdo do
mesmo lado de TMo. Para todo plano horizontal II, situado entre
esses vértices e o plano Io, as se¢oes F=IINKeG=IInLtém
dreas iguais pois, segundo o Lema,

drea(F) _ drea((@)
drea(Fo) drea(Go)

_ b2
_(ho);

onde h é a distancia do vértice P (e, igualmente, do vértice ) ao
plano II. Segue-se do Principio de Cavalieri que vol(K) = vol(L),
como queriamos demonstrar.

Um cone cuja base é um poligono chama-se uma piramide. As
faces laterais de uma piramide sdo tridngulos. Uma piramide cuja
base também é um tridngulo chama-se um tetraedro.

Fig. 11. Uma pirdmide
com base pentagonal.

Teorema 4. O volume de um cone é igual a um tergo do produto da
altura pela drea da base.

Demonstracdo. Em virtude do Teorema 3, o volume do cone dado
é igual ao de uma piramide cuja base é um triangulo ABC que tem
area igual & da base do cone e cujo vértice B” é tal que o segmento
BB ¢é perpendicular ao plano ABC e tem comprimento igual &
altura do cone. Basta entfo provar que o volume da piramide
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ABCB'’ é igual a um tergo do produto da drea da base ABC pela
altura BB’.

A ¢’

Fig. 12. Oprismaa

, 4 direita foi decomposto
B / em 3 piramides ABCE’,
/ ABCAe ACCE
cada uma das quais

/ tem volume igual ao da
/ piramide a direita.

Levantemos AA’ e CC’, perpendiculares ao plano ABC, de com-
primentos iguais ao de BB’. Obtemos um prisma reto de bases ABC
e A’B’C’. Como o volume desse prisma é igual ao produto da drea
da base pela altura, basta mostrar que ele pode ser decomposto em
3 piramides, cada uma delas com volume igual ao da pirdmide
ABCRB’. Ora, as 3 piramides sio a prépria ABCB’, a piramide
A’B’C’A (com base congruente & base da primeira e com mesma al-
tura) e a piramide ACC’B’, cuja base ACC’ é congruente & base
AA’C’ da segunda e cuja altura, a partir do vértice B’, é igual & al-
tura da segunda piramide, AA’C’B’, a partir do mesmo vértice B’.
Isto conclui a demonstracao.

Corolario. O volume de um cone de altura h, cuja base é um

-

circulo de raio R, é igual a -;— nR %k,
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6. Volume da esfera

Definicdo. A esfera de centro num ponto O e raio R € o conjunto
dos pontos do espacgo cuja distancia ao ponto O é menor do que ou
igual a R. Em outras palavras, tal esfera é a reunido de todos os
segmentos de reta de origem em O e comprimento igual a .

Teorema 5. O volume de uma esfera de raio R é igual a % nR°,

Demonstragdo. Consideremos um cilindro reto cuja base € um
circulo de raio R e cuja altura tem medida ZR. Imaginemos que a
esfera dada repouse sobre o plano horizontal, no qual estd contida
a base do cilindro.

Fig. 13. Cortando a esfera
por um plano horizontal que
dista hdo centro, obtemos
um circulo cuja drea mede
n(R2 - hz). O mesmo plano
determina (entre as paredes
do cone e do cilindro, a
direita) um anel circular cuja
area também mede

n(f-?g—h2)‘

Com vértice no ponto médio do segmento que liga os centros
dos dois circulos bésicos, (superior e inferior) do cilindro, con-
struamos dois cones, interiores ao cilindro, com bases naqueles dois
circulos que limitam o cilindro. Consideremos o sélido T' que €
limitado exteriormente pela superficie lateral do cilindro e, inte-
riormente, pelos 2 cones. O volume desse sélido 7' € igual a

diferenca entre o volume do cilindro (_27tR3) e o volume dos dois

a9 R .
cones (2nR°/3), ou seja,

vol(T) = iéé xRS
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Assim o Teorema 5 estard demonstrado se provarmos que o volume
da esfera é igual ao volume do sélido 7. Para isso, em virtude do
Principio de Cavalieri, é suficiente mostrar que a esfera S e o sélido
T determinam secées IT N S e II n T, de igual drea, em cada plano
horizontal I1. Dado o plano II, seja i sua distancia ao centro da
esfera ou (0 que é 0 mesmo) ao vértice comum dos dois cones. Entao
[T S é um circulo de raio

NRZ_h2,
enguanto IT N 7 é uma coroa circular cujo raio externo é igual a R ¢
raio interno igual a A. Segue-se que

arealinS)=mn (R2 - hz},

dgrea(llnT) =n (R2 - h2).

Isto conclui a demonstracdo do Teorema 5.

/. Area do cilindro, do cone e da esfera

O estudo das dreas das superficies curvas, bem como o préprio
conceito de superficie, quando abordado com maior generalidade,
apresenta dificuldades que o situam em nivel superior ao do
presente texto. Por isso nos limitaremos a uma apresentacdo
elementar dos casos cldssicos.

Area do cilindro.

Inicialmente, consideraremos um cilindro reto de altura h,
cuja base é um circulo de raio K. Sua superficie € formada por dois
circulos de raio r mais a superficie lateral, reunido de segmentos de
comprimento h, perpendiculares & base, levantados a partir dos
pontos da circunferéncia bdsica.

Cortando o cilindro ao longo de um desses segmentos, podemos
desenrolar sua superficie lateral, sem alterar a drea, de modo a
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obter um retangulo de base 2nR e altura h, logo a érea da
superficie lateral do cilindro é igual & drea desse retangulo, que
vale 2nRA.

Fig. 14. Ocilindro e

sua superficie

lateral aplicada
sobre o plano.

, 2nR
Area do cone.

Em seguida consideremos o cone reto de altura h, com base
num circulo de raio R. Sua superficie é formada pelo circulo basico
mais a superficie lateral, que é a reunido de todos os segmentos de
reta ligando o vértice do cone aos pontos da circunferéncia basica.
Dizer que o cone é reto significa afirmar que esses segmentos tém
todos os mesmo comprimento [, que se costuma chamar a geratriz
do cone. Equivalentemente, isto quer dizer que a reta ligando o
vértice do cone ao centro do circulo bésico (eixo do cone) é perpen-

dicular ao plano desse circulo. Evidentemente, [ = Vh? + R?.

Fig.15.Oconeeo
desenvolvimento de
sua superficie lateral
sobre o plano.




