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Somas Infinitas

Em nosso artigo, na RPM 30, sobre séries infinitas, demos alguns exemplos de somas
infinitas que surgem de maneira bastante natural, como a area de um quadrado expressa
como soma infinita de areas de tridngulos, ou a soma de uma progressdo geométrica
infinita.

Exemplos de séries infinitas surgem muito cedo, ainda no 1.° grau, no estudo de dizimas
periddicas. Com efeito, uma dizima como 0,777... nada mais ¢ do que uma série
geométrica infinita. Veja:

0777, =7x0111. =7 L4 41 4.
10" 700 " 1000

1 1 1 1/10 7
N—=t—+—+|=7 =,
10 104 107 1-1/10/ 9
sendo a segunda igualdade obtida da férmula da soma dos termos de uma progressao
geométrica infinita.

Quando se ensinam essas dizimas, usa-se o seguinte procedimento, no qual a soma infinita
nao aparece exp licitamente:

:J:=D,T"T"?...:‘>10x=?,777...=7+x:‘>9x=7:‘>x=%

Voltando as séries infinitas, o que significa "soma infinita"? Como somar um ntimero ap 0s
outro, e assim por diante, indefinidamente? Num primeiro contato com séries infinitas, a
ideia ingénua e ndo critica de soma infinita ndo costuma perturbar o estudante. Porém,
encarar somas infinitas nos mesmos termos das somas finitas acaba levando a dificuldades
sérias, ou mesmo a conclusdes irreconciliaveis, como bem ilustra um exemplo simples,
dado pela chamada série de Grandi.

S=1-1+1-1+1-1+1"""

Essa série tanto parece ser igual a O como igual a I, dependendo de como a encaramos.
Veja:

S=1-1+1-1+1-1+"=(1-1)+1 -1+ (1=1)+" " =0.
Mas podemos também escrever:

S=1-1+1-1+1-l+""=1-(l=D)=(l=1)=(1=1)="""
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E veja o que ainda podemos fazer:

S=1-1+1-1+1-1+""=1-(1-1+1-1+"")+""=1-S
donde a equagdo S =1 -5, quenos d& S = 1/2.
Como decidir entdo? Afinal, S¢0, 1ou 1/2?

Uma das dificuldades com somas infinitas ¢ de natureza pratica, pois cada parcela que
somamos exige um certo tempo e, mesmo que consigamos somar cada parcela num tempo
muito pequeno, a soma de parcela apds parcela, indefinidamente, acabara exigindo um
tempo arbitrariamente longo, uma impossibilidade, ja que nossas vidas sdo finitas.

Uma complicagdo séria € a propria concep¢ao de adigao, que significa somar nimeros, uns
ap6s outros, sucessivamente. Essa ¢ uma idéia concebida para uma quantidade finita de
numeros a somar. Ao aplica-la a somas infinitas, por mais que somemos, sempre havera
parcelas a somar; portanto, o processo de somas sucessivas nao termina e, em
conseqiiéncia, ndo serve para definir a soma de uma infinidade de niimeros.

Os matematicos tém consciéncia das dificuldades com as séries infinitas hd mais de dois
milénios. Como dissemos em nosso artigo na RPM 30, a primeira soma infinita que
aparece na M atematica ocorre num trabalho de Arquimedes, no qual ele calcula a area de
um segmento de parédbola.

Falaremos disso em seguida.

Arquimedes e a Ordem Geométrica

Arquimedes (287-212 a.C.) foi o maior matematico da Antiguidade e, ao lado de Newton
(1642-1727) e Gauss (1777-1855), € considerado um dos trés maiores matematicos de
todos os tempos. Em seus célculos de areas e volumes estdo os germes do Célculo
Integral, que s6 se desenvolveria de maneira sistematica a partir do século XVII. O leitor
interessado pode ler mais sobre Arquimedes na RPM 9, pags. 11 a 15. e na RPM 10,
pags. 11 a19.

Para explicar o aparecimento de uma série geométrica num trabalho de Arquimedes,
consideremos o calculo que ele faz da area de um segmento de pardbola, delimitado por
um arco parabdlico 4B e um segmento retilineo AB.
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Arquimedes procede da seguinte maneira: pelo ponto médio de AB, ele traca uma reta
paralela ao eixo da parabola, que vai encontrar a parabola em C, resultando no triangulo
ACB. A seguir ele repete o processo nos trechos 4C e CB da parabola, resultando nos
tridngulos ADC e CEB. O passo seguinte ¢ repetir 0 mesmo processo nos trechos AD,
DC, CE e EB da parabola, o que resultara em quatro novos tridngulos. Esse procedimento
continua indefinidamente, cada etapa resultando em um numero de triangulos igual ao
dobro do numero de tridngulos da etapa precedente. Assim, comegando com o tridngulo
ABC, obtemos primeiro 2 novos tridngulos, depois 4, depois 8 16, 32, 64, etc.

A idéia € obter a area da parabola como soma das areas de todos esses triangulos. Para
1sso0, valendo-se de propriedades da parabola, Arquimedes prova que a soma das areas dos
tridngulos obtidos em cada etapa do processo ¢ igual a 1/4 da soma das areas dos
tridngulos obtidos na etapa anterior. Assim, a soma a; das areas dos dois triangulos ADC

e CEB ¢ 1/4 da érea Sy do triangulo original ABC (a; = Sp/4); a soma ap das areas dos

quatro (22) tridngulos da etapa seguinte serd 1/4 da soma das areas dos triangulos ADC e
CEB (ap = a1/4); e assim por diante, sucessivamente. Desse modo, sendo S a area

procurada, € a, a soma das areas dos 2" tridngulos da n-ésima etapa, teremos:

S=S|:| ‘o tag tag e+, oo

= 1+l+i2+i3+...,';“,'D:_‘E’fEI =ﬁ,
4 44 4 1-1/4 3

isto &, S = 45¢/3, ou seja, a drea do segmento de parabola é 4/3 da area do triangulo nele
inscrito.

Uma Idéia Genial

Mas Arquimedes ndo soma dessa maneira todos os termos de uma série infinita. Para
entender o que ele faz, seja

S,=Sota;taryta3+...+a,.
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Como ay,=au-1/4, ou 4a,=a,), temos:

dy  Ha, a,—1
ay +—=—"=1
3 3 3
Entao,
ity “n
Sn+?:(5’n+a1+a:2 +ﬂ3+---+(¥n_1:|+ CIH-I'?: =
&
= (Sq e +ay faz++a, )+ ”3‘1,
isto €,

) 2, — 1
Sn+?”=3n—1+ ”3 :

Se substituirmos o indice n por n-1, depois por n-2, etc., obteremos:

a @, —1 Gy a
Sn+?”=3n—1+ RS, o+ ”32=----=Sn+?”,
isto €,
3 3 3

Para nos, hoje, bastaria agora fazer » tender a infinito; com isso S, tende a S e a, tende
a zero, com o que obteriamos o resultado desejado: S = 45y/3. Mas ai estariamos lidando
com o infinito! Os matematicos gregos, Arquimedes em particular, evitavam o infinito a
todo custo. Por isso, em vez de usar um processo infinito, Arquimedes demonstra que a
area do segmento de parabola ndo pode ser nem maior nem menor do que 4Sy/3 (o leitor
encontra essa demonstracdo na pag 41 de nosso artigo na Revista Matemdtica
Universitaria, n.° 4) e conclui, entdo, que deve ser igual a esse numero. Esse
procedimento ¢ o "método de dupla reducdo ao absurdo".

Isso ndo quer dizer que Arquimedes ndo usasse métodos intuitivos em suas descobertas.
Depois de obter resultados novos, ele tentava fazer demonstragdes rigorosas. Ja falamos
sobre isso na RPM 10, na qual contamos a notavel descoberta de um livro de Arquimedes
feita pelo fil6logo Heiberg

O Conceito de Soma Infinita

"Hoje em dia o conceito de soma infinita ¢ formulado de modo a evitar um envolvimento
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direto com a soma de uma infinidade de parcelas.

Assim, dada uma série infinita
ajtraytazt+ccta,t
formamos a soma finita
Sp=airtaytazt " +ay
e dizemos que o niumero S ¢ a soma da série, isto &,
S=ar+taytaz+ " +at+ 0,

se a diferenca |S - S, | puder ser feita menor do que qualquer numero positivo, desde que
se faca n suficientemente grande. Em linguagem mais precisa, isso quer dizer o seguinte:
dado qualquer numero £ > 0, existe um indice N tal que, para n > N, é verdade que |S -
Sp | <e.

Quando uma série admite uma soma S, ela se diz convergente. Séries como a de Grandi
ndo sdo convergentes, isto ¢, ndo admitem somas.

Esse procedimento moderno no trato com as séries € parecido com o de Arquimedes, pois
ndo somamos uma infinidade de parcelas. As somas S, sdo finitas, ja que n ¢ finito. Elas
sao valores aproximados do que chamamos "soma" da série. O que a defini¢do nos diz ¢
que o erro que se comete ao tomar S,, em lugar de S pode ser feito tdo pequeno quanto

quisermos, desde que fagamos n suficientemente grande.

O Rigor Grego

Os matematicos gregos, desde pelo menos o século IV a.C., primavam pelo rigor das
apresentagdes e evitavam o infinito como possivel fonte de dificuldades logicas. A origem
dessa preocupagdo com o rigor estd ligada a primeira grande crise de fundamentos,
originada, com a descoberta das "grandezas incomensuraveis", ainda no tempo dos
pitagoricos, uma crise que foi resolvida de maneira muito engenhosa por Eudoxo, um
matematico ligado a escola de Platdo. O leitor interessado pode ler sobre isso em nossos
artigos publicados na RPM 5 e na RPM 7.
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