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LISTA DE EXERCÍCIOS 5

SÉRIES DE POTÊNCIAS

PROF. PAOLO PICCIONE
MONITOR: GUSTAVO RAMOS

Obs. a menos de menção contrária, as potências e o logaritmo se referem a
seus ramos principais.

Exercı́cio 1 (Séries clássicas). Determine as séries de potências centradas
em 0 que correspondem às funções abaixo e determine seus respectivos
raios de convergência R:

(A)
ez

(B)
cos z

(C)
sin z

(D)
1

1− z
(E)

log(1− z)
(F)

1

1 + z
(G)

log(1 + z)

Exercı́cio 2. Determine o raio de convergência R das séries de potências
abaixo:

(A)
∞∑
n=0

n

(3i)n
(z − 1)n
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(B)
∞∑
n=0

11n+2i

n!
zn

(C)
∞∑
n=0

n2i

2n
(z − π)n

(D)
∞∑
n=0

5

(4 + 3i)n
zn

(E)
∞∑
n=0

7n

(5 + i)n
(z + 2)n

(F)
∞∑
n=0

1

log(ni)
zn

(G)
∞∑
n=0

in

2ni
zn

(H)
∞∑
n=0

(−1)n+1

√
3i n

zn

(I)
∞∑
n=0

3ni

i(2n)!
zn

(J)
∞∑
n=0

(n!)2

(2n)!
zn

(K)
∞∑
n=0

nlognzn

(L)
∞∑
n=0

1

(log n)n
zn
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Exercı́cio 3. Qual é a função representada pela série de potências abaixo?
∞∑
n=1

n2zn

Exercı́cio 4. Como varia o raio de convergência R da série de potências
abaixo conforme varia α ∈ [0,∞[?

∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)nα+1

zn

Exercı́cio 5. Mostre que as fórmulas abaixo valem no aberto respectivo
onde cada série converge absolutamente:

(A)
∞∑
n=0

(n+ 1)zn =
1

(1− z)2

(B)
∞∑
n=1

nzn =
z

(1− z)2

(C)
∞∑
n=1

n2zn =
z + z2

(1− z)3

(D)
∞∑
n=1

n3zn =
z + 4z2 + z3

(1− z)4

(E)
∞∑
n=1

n4zn =
z + 11z2 + 11z3 + z4

(1− z)5

Exercı́cio 6. Dado α 6= 0, deduza a expressão de uma série de potências∑∞
n=0 anz

n tal que
∞∑
n=0

anz
n =

1

α− z
num disco aberto centrado em 0.

Qual é o raio de convergência R dessa série?

Exercı́cio 7. Considere a série

f(z) = 1 +
∞∑
n=1

α(α− 1)...(α− n+ 1)

n!
zn (α ∈ R)

(A) Determine o raio de convergência R de f .
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(B) Mostre que

f ′(z) =
αf(z)

1 + z
(C) Mostre que

[(1 + z)−αf(z)]′ = 0

(D) Note que f(0) = 1. Considerando o ı́tem anterior, o que podemos
concluir?

(E) Esse resultado vale para α ∈ C?

Lembrete. se as séries de potências
∑∞

n=0 anz
n e

∑∞
n=0 bnz

n têm raios
de convergência R1 > 0 e R2 > 0, respectivamente, então

∑∞
n=0 cnz

n

converge absolutamente na bola aberta BR(0), onde R = min{R1, R2} e
∞∑
n=0

cnz
n =

(
∞∑
n=0

anz
n

)(
∞∑
n=0

bnz
n

)

=
∞∑
n=0

 n∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k

 zn

Note que isso não quer dizer queR é o raio de convergência de
∑∞

n=0 cnz
n.

Exercı́cio 8. Utilizando a fórmula do produto entre séries...
(A) deduza que num aberto que contém 0,

sec z = 1 +
z2

2
+

5

4!
z4 +

61

6!
z6 +O(z8)

(B) utilize o ı́tem anterior para deduzir que num aberto que contém 0,

tan z = z +
z3

3
+

2

15
z5 +O(z7)

(C) determine a série de potências que corresponde à função abaixo num
aberto contendo 0

1

1 + z + z2
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