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LISTA DE EXERCÍCIOS 1

PROF. PAOLO PICCIONE
MONITOR: GUSTAVO RAMOS

Notações. O corpo dos número complexos é denotado por C. A unidade
imaginária é denotada por i. Dado um número complexo z ∈ C, a parte
real e a parte imaginária de z são denotadas respectivamente por <(z) e
=(z). Assim, z = <(z) + i=(z).

1. O SISTEMA DE NÚMEROS COMPLEXOS

Exercı́cio 1 (Inverso de um número complexo). Seja z = x + iy 6= 0 um
número complexo. Deduza que

z−1 =
x− iy

x2 + y2

Lembrete. Dado z ∈ C, existe um único ρ ∈ [0,∞[ e existe θ ∈ R (que
não é único) tais que

z = ρ(cos θ + i sin θ)

A forma acima é dita forma polar de z.
Denotamos arg z = θ. Ou seja, arg z é algum ângulo para o qual vale a

identidade. (note que qualquer θ + 2πk com k inteiro serviria)
Caso θ ∈ ](−π, π], denotamos Arg z = θ. (que é chamado valor princi-

pal de arg z)

Exercı́cio 2. Dê exemplos em que vale:
(A) Arg z−1 6= −Arg z
(B) Arg (zw) 6= Arg z + Arg w

Exercı́cio 3. Mostre que
(A) (−1 + i)7 = −8(1 + i)
(B) (1 + i

√
3)−10 = 2−11(−1 + i

√
3)

Exercı́cio 4. Escreva na forma x+ iy com x, y reais:
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(A)
1

(1 + i)12

(B) (
1 + i

1− i

)11

(C)
(−1 + i

√
3)5

(D)
25

3 + 4i

Exercı́cio 5. Calcule (2 + i)(3 + i) e deduza que
π

4
= arctan

1

2
+ arctan

1

3

Exercı́cio 6. Mostre que
√

2|z| ≥ |<(z)|+ |=(z)|

Exercı́cio 7 (Raı́zes conjugadas). Se p(z) = anz
n+...+a1z+a0 é polinômio

com coeficientes reais e ζ é raiz de p, mostre que ζ̄ também é raiz.

2. IDENTIDADES E FÓRMULAS

Exercı́cio 8 (Fórmula de De Moivre). (A) Mostre que dados n ∈ N e
θ ∈ R,

(cos θ + i sin θ)n = cosnθ + i sinnθ

Essa identidade é conhecida como fórmula de De Moivre.
(B) Deduza as fórmulas abaixo para θ ∈ R,

(a) cos 2θ = cos2 θ − sin2 θ
(b) sin 2θ = 2 sin θ cos θ
(c) cos 3θ = cos3 θ − 3 cos θ sin2 θ
(d) sin 3θ = 3 cos2 θ sin θ − sin3 θ

(C) Como ficariam fórmulas análogas para sin 4θ e cos 4θ?

Exercı́cio 9 (Raiz n-ésima de número real).

(A) Determine as raı́zes de

ωn = 1

(B) Analogamente, determine as raı́zes de

ζn = −1
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(C) Deduza a fórmula geral para as raı́zes de

zn = x

onde x ∈ R.

Exercı́cio 10 (Raiz n-ésima de número complexo).

(A) Dado ζ ∈ C com |ζ| = 1, determine as raı́zes de

ωn = ζ

(B) Deduza a fórmula geral para as raı́zes de

zn = ξ

onde ξ ∈ C.

Exercı́cio 11. Calcule:
(A) As raı́zes quadradas de 1− i

√
3

(B) As raı́zes cúbicas de −27

Exercı́cio 12.

(A) Mostre que dado n ∈ N,

(1− z)(1 + z + ...+ zn−1) = 1− zn

(B) Deduza que se n ∈ N e ωn = 1, então vale uma das seguintes:
(a) ω = 1
(b) 1 + ω + ...+ ωn−1 = 0

Exercı́cio 13. (A) Primeiro, prove que dado θ ∈ R,
(a)

cos θ + i sin θ + 1 = 2 cos
θ

2

(
cos

θ

2
+ i sin

θ

2

)
(b)

cos θ + i sin θ − 1 = 2i sin
θ

2

(
cos

θ

2
+ i sin

θ

2

)
(B) Agora, deduza que

(a)

1

2
+ cos θ + cos 2θ + ...+ cosnθ =

sin
(
n+ 1

2

)
θ

2 sin θ
2
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(b)

sin θ + sin 2θ + ...+ sinnθ =
cos θ

2
− cos

(
n+ 1

2

)
θ

2 sin θ
2

Dica. no segundo ı́tem, deduza as duas fórmulas de uma mesma conta.

Exercı́cio 14 (Fórmula de Bháskara). Mostre que as soluções de

az2 + bz + c = 0

onde a, b, c ∈ C e a 6= 0 são dadas pela fórmula usual

z =
−b± ξ

2a

onde ξ2 = b2 − 4ac

3. C COMO ESPAÇO MÉTRICO

Exercı́cio 15. Mostre que dados n ∈ N e z1, ..., zn ∈ C,

|z1 + ...+ zn| ≤ |z1|+ ...+ |zn|

Exercı́cio 16.

(A) Mostre que ∣∣|z1| − |z2|∣∣ ≤ |z1 − z2|
(B) Quando vale a igualdade?
(C) Deduza que se z2 6= −z3, então∣∣∣∣ z1

z2 + z3

∣∣∣∣ ≤ |z1|
||z2| − |z3||

4. GEOMETRIA NO PLANO COMPLEXO

O leitor interessado pode consultar [2] para encontrar mais exercı́cios
relacionados a geometria plana com números complexos.

Exercı́cio 17 (Produto interno). Considere os números complexos z1 =
x1 + iy1 e z2 = x2 + iy2.

(A) Mostre que <(z1z̄2) = 〈(x1, y1), (x2, y2)〉. (produto interno de R2)
(B) Deduza que se interpretamos z1 e z2 emC como os vetores (x1, y1), (x2, y2)

deR2, então eles são ortogonais se, e só se, z1z̄2 é imaginário puro.

Exercı́cio 18. Esboce e identifique os seguintes conjuntos:
(A) |z| = |z − 2|
(B) |z| = |z̄ − 1|
(C) a|z| = |z − 1|, onde a ∈ R \ {0, 1}
(D) <(z) = =(z − 1)
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(E) =(z − 1) = |z + 1|
(F) |z̄| = |z − 1|

Exercı́cio 19 (Triângulo equilátero). Prove que z1, z2, z3 são vértices de um
triângulo equilátero se, e somente se,

z21 + z22 + z23 = z1z2 + z2z3 + z3z1

Exercı́cio 20. Sejam z1, z2, z3 ∈ C distintos com |z1| = |z2| = |z3| = 1.
Prove que

arg
z1
z2

= 2 arg
z3 − z1
z3 − z2

Como interpretamos esse resultado geometricamente?

Dica. arg a = 2 arg b se, e só se, āb2 é número real não-negativo.
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