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Prefacio



Grafos sao bons modelos para muitos problemas em

e matematica e combinatoria
e informatica e computacao
e fisica

e biologia

e engenharia

e pesquisa operacional

e muitos ramos da industria

Trataremos de quatro temas

e conjuntos estaveis
e coloracao de vertices
e emparelhamentos
e coloracao de arestas

Outros temas: planaridade, isomorfismo, conexidade, fluxo, circuitos
hamiltonianos, florestas e arvores, grafos aleatorios.
Alguns aparecem em outros cursos da Bienal



AULA 1A

Conceitos basicos



Grafos

e conjunto de vértices
e conjunto de arestas
e aresta = par de vértices
e vértices adjacentes

e G=(V,A)

Vertices: u,v,w,x,vy, z,t

Arestas: vw, uv, xw, Tu, Yz, TY

e n — numero de arestas

e m = numero de arestas < (g’)
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MEPA i

1 2 3
pontos no plano bipartido bipartido completo
uv € A
sse
d(u,v) <2
O 1 0 1
1 010 .
O 1 01
1 01 0
matriz {0, 1} simétrica cavalo (bipartido)

e grau de um vértice: g(v)
e grau maximo do grafo: A(G)

e grau minimo do grafo: §(G)



AULA 1B

Conjuntos estaveis
cligues

coberturas



Cliques

Cligue : conj de vertices dois-a-dois adjacentes

X é cligue sse G[X] é completo

e cligue maximal
e cligue maxima

o w(G) ;= maxy |X|

Dama 4 x 4
® 6 o o o
® o o
()

clique maximal cliqgue maxima



Conjuntos estaveis

X CV(G)

X é estavel se seus elementos sao

dois-a-dois nao-adjacentes

NN C>

e conj estavel maximal

e Conj estavel maximo

o o(G) ;= maxy |X|

Fato:

a(G) = w(G)
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Exemplo 1: postos de gasolina

Exemplos 2 e 3:

damaaoa =5

cavalo o = 13
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Conj estavel maximo no grafo dos estados do Brasil?
no grafo da rainha 100 x 1007

Complexidade computacional

e Calcular a(G): tempo 27(G)

e ISso nao é aceitavel na pratica

e Mas néao vamos tratar de algoritmos

e Nosso enfoque: delimitacdes de a(G)
o a(G)<?? a(G)>7??

e Relacao entre (@) e outros parametros de GG

Intuicdo: « tanto maior quanto menor for A
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n(G)
(G) +1

Delimitacao inferior: a(G) > A

PROVA:  Exibir cj estavel grande

e Tome cj estavel maximal X

o [V(X)| = > ,9(x) < |X]-A

e [VNX| < [V(X)

n=|X|+|VNX| < [X[+|VX)| < |X]-(1+A4)

o |(X| > Ail

Comentarios sobre V e espaco dos cociclos

1
Generalizacao: a(G) >
- (D22 5w +1

13



o . m(G)
Delimit ; G) < —=
elimitacao superior a(G) < 5(G)

PROVA: Para qualquer conj estavel X

m > V(X)) = ¥,9() > [X]-3

Importancia de delimitacdes superiores:

se X eéestavel e | X| = {%J entdo X & maximo

Ciclo Copy1: | X[=p= 5]

Bipartido K, , (p < q): | X|=q= % — ?
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Delimitacao superior: a(G) <n(G) —p(G)/2

p(G) := posto da matriz de adjacéncias

Exemplo:
1

. 01010
2<>\§ 1 0100
M(G)= 01010
1 0101
0 00 10

Delimitac&o superior: a(G) < max e Xe

Zv vV —
X >0
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Maioria dos grafos tém « pequeno:

OA(G) < 2.2 |092'I’L

para quase todo GG

Pl _

iMoo Gl = 1

Exemplo: 99.9% dos grafos com 1024 vértices
tm a < 22 = 2.2 log, 1024

Grafos aleatoérios
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Por menor que sejae > 0, a(G) < (24¢) log,n
para quase todo GG

PROVA:

o k:=|[(2+¢)log,n]

e Mostrar que Iim 9P| =

0

k
¢ X CV(G), |X|=k N=(3), K= (3)
e X é estavel em 2V~ dos grafos
¢ |GNP| < nF2N-K

|G\ P| nk
° < —
G| T 2k
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Cliques vs cjs estaveis: numeros de Ramsey

Intuicdo: se o € pequeno estdo w € grande

Teorema de Ramsey: Paratodo s e t todo G tem

a(G)>s ou w(G) >t
desde que n(G) > R(s,t)

s—1
e Dica R(s,t) < R(s—1,t)+ R(s,t —1)

e Prove que R(s,t) < (S’H_Q)

Exemplo: R(3,3) =6
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Coberturas

X C V(@) é uma cobertura se
toda aresta tem pelo menos uma ponta em X

NN <:>

e cobertura minimal
e cobertura minima

o B(G) ;= miny |X]|

Fato: B=n—«

PROVA: X é cobertura & V ~ X é estavel

BTN
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Exercicios para amanha

e Conj estavel maximo do grafo da dama 8 x 8

e Conj estavel maximo do grafo do bispo t x ¢
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AULA 2

Emparelhamentos
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Emparelhamentos

E C A(G)
E € emparelhamento se |[ENV(v)| < 1 paratodo v

NN D

Grafo das arestas de G
emparelhamento >>> conj estavel

u ; VU ux
x LY
v Yy Z  ow wx Y=
G G’

e emp maximal
e emp Maximo

e o/(G) ;= maxy |E|
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L e
SR R

maximal maximo

Delimitacdo: o/(G) < B(G)

PROVA: |E| < |C] para gqquer emp E e qquer cob C

Se |E| = |C| entdo E é maximo
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Infelizmente, o’ < (8 para muitos grafos
Mas. ..

Teorema de Konig:
Se G é bipartido entdo o/(G) = B(G)

Antes de provar o teorema:
desvio para estudar emps que saturam um lado da biparticao
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Caso bipartido

e Grafo (U, W)-bipartido
e Queremos emp que satura U

e CondicdOes de existéncia?

L

e MOcas e rapazes
e representantes distintos

Exemplos:

Condicdo de Hall:  |F(X)| > | X| paratodo X C U

Fato: Se existe emp E que satura U
entao vale cond de Hall

PROVA:
e H:=(V(G),E)
o [IL(X)|>]|My(X)|=|X]| paratodo X
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Teorema de Hall:
Se vale cond de Hall entao existe emp que satura U

PROVA, por indugéo em |U|:

Se |U| = 1 entdo temos emp q satura U

Suponha agora que |U| > 1

ALTERNATIVA 1: |I'o(X)| > | X| paratodo 0 C X C U
e Escolha uw € A(G)

e ' := (G — u) — w satisfaz condicéo de Hall
e Hip de inducdo: G' tem emp E’ que satura U’
o U {uw} éempem G que satura U
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ALTERNATIVA 2: [T(Y)| = |Y| paraalgum ) C Y C U
o H :=G[Y UTl,(Y)] satisfaz condi¢éo de Hall
e Hip de inducdo: H tem emp F' que satura Y
e G':= G — V(H) satisfaz condicao de Hall
e Hip de inducdo: G’ tem emp E’ que satura U’
e FUE éempem G que satura U. [

De volta ao emp maximo. ..



Emparelhamento maximo

em grafos bipartidos

Teorema de Konig:
Se G é bipartido entdo o/(G) = B(G)

PROVA: Basta encontrar £ e C tq |E| = |C]

e Cobertura minima C
e H =G[UnNC)u (W~ CO)]
e [ satisfaz condi¢des de Hall (se |, (X)| < |X]
entdo (C \ X) U Tl ,(X) seria cobertura de G menor que C)
e H temumemp F' que satura U N C
o H :=G[(WnC)u U\ C)]
e H'tememp F' que satura W NC
e FUF éumempem Ge |FUF'|=|C|
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Teorema de Konig € um “teorema min-max”

De volta aos grafos arbitrarios . ..
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Emparelhamento perfeito

Um emp é perfeito se satura todos os vértices

Condicoes de existéncia?

Exemplos:

e estados do Brasil
e grade
e Slither
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Condicao de Tutte:
i(G—9S) <|S| paratodo S C V(G)

Exercicio: condi¢cédo de Tutte implica n par

Fato: Se GG tem emp perfeito
entao condicéo de Tutte satisfeita

Teorema de Tutte: Se condicao satisfeita
entdo G tem emp perfeito
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Emparelhamento maximo

Teorema de Tutte-Berge:  Para qquer G

PROVA: Basta encontrar E e S tais que
no maximo i(G — S) — | S| vértices ficam insaturados

Esse é um “teorema minimax”
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Exercicio para amanha:

e Todo grafo bipartido k-regular tem um emp perfeito

e Em qquer grafo G, se X é emp maximal entao
X| >3

33



AULA 3A

Coloracéao de vertices
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Coloracao de vértices
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AULA 3B

Coloracao de arestas
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Coloracao de arestas
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