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Prefacio

O problema bésico de programagdo linear' consiste no seguinte: dada uma matriz

A e vetores b e ¢, encontrar um vetor x tal que
>0, Arz=0b e cx éminimo.

O livro discute este problema, suas variantes e generaliza¢des, e a correspon-
dente teoria da dualidade.

O que. Nosso ponto de partida é o algoritmo de Gauss-Jordan e o algo-
ritmo Simplex. Toda a teoria da programacao linear é deduzida desses dois
algoritmos. Do ponto de vista do Simplex, o problema bésico tem a seguinte
forma: transformar uma matriz dada (a matriz resulta da justaposi¢do de A, b
e ¢) em outra equivalente que contenha um certo “padrdo” ou “desenho”.

Examinaremos também um representante da familia de algoritmos polino-
miais de programacao linear que surgiu em meados da década 1970-1980. O al-
goritmo que discutiremos — uma variante do célebre algoritmo do elipséide —
ndo é uma alternativa pratica para o Simplex,” mas tem profundas implicagdes
tedricas.

O livro néo trata dos aspectos mais praticos da programagéo linear. Assim,
por exemplo, o livro ndo se ocupa das implementagdes aproximadas do Simplex,
que representam numeros racionais em notagdo ponto flutuante; em particu-
lar, o livro ndo trata das heuristicas que procuram reduzir os erros de arredon-
damento de tais implementagdes. O livro também néo trata das dificuldades
préticas associadas com a manipulagdo de matrizes muito grandes, nem de al-
goritmos especiais para matrizes esparsas.” Finalmente, o livro nio trata de
modelagem, que € a arte de reduzir certos problemas de otimizacado a problemas
de programacao linear. Todos esses topicos sdo muito importantes na prética,
mas estdo além dos objetivos do livro (e da competéncia do autor).

Como. A atitude do livro é mais matematica e conceitual que tecnolégica.
Em outra dimensdo, a atitude é mais algébrica que geométrica. O enfoque é

! Neste contexto, o termo programagiio significa planejamento. Nao se trata de uma referéncia a
programacao de computadores.

2 Outros algoritmos da familia, entretanto, competem com o Simplex.

3 O leitor interessado nesses tépicos deve consultar os livros de Chvétal [Chv83] e Golub e
Van Loan [GL96].
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algoritmico: toda a teoria é derivada dos algoritmos, particularmente do Simplex.

Os algoritmos sdo descritos de maneira precisa, em linguagem razoavel-
mente informal. Para tornar isso possivel, é necessario introduzir defini¢des
limpas para os conceitos de matriz e vetor e uma notacao suficientemente pode-
rosa para descrever partes desses objetos.

O livro procura dizer com precisdo o que cada algoritmo faz e ndo apenas
como faz o que faz. O comportamento dos algoritmos é descrito por meio de
invariantes, e o seu desempenho de pior caso é analisado.

O universo natural da programacao linear é o dos ntimeros racionais. O livro
supde, portanto, que dispomos de um agente computacional capaz de executar
aritmética racional. Uma das versdes do Simplex (capitulo 12 manipula em sepa-
rado os numeradores e denominadores dos ntimeros racionais e portanto s6 usa
aritmética inteira. Segue dai uma versdo do Teorema da Dualidade que especi-
fica delimitagdes superiores para o ntimero de digitos das solugdes do problema
de programagao linear.

O livro evita o uso indiscriminado de ferramentas da dlgebra linear, porque
tais ferramentas sdo, em geral, mais sofisticadas que as situagdes concretas que
é preciso enfrentar. O livro evita também as “hipéteses simplificadoras” (por
exemplo, a hipétese de que nossas matrizes tém posto pleno e a hipétese de
que dispomos de uma “solugdo vidvel” ao iniciar a execugdo do Simplex) tdo
comuns em outros textos sobre o assunto. Tais hipéteses pouco contribuiriam
para simplificar a discussao.

Para quem. Este livro é dirigido a qualquer pessoa que queira compreen-
der as interconexdes l6gicas entre as vdrias pecas desse quebra-cabegas que é a
programagdo linear. Em particular, o texto se destina a estudantes de graduagao
e pos-graduacdo em matemadtica aplicada, computacdo e engenharia. O livro
ndo tem pré-requisitos formais, mas exige uma certa maturidade matematica.

Versoes preliminares do livro foram usadas em vérios oferecimentos da dis-
ciplina Programac&o Linear nos cursos de graduagdo e pds-graduagdo em Cién-
cia da Computagdo no Instituto de Matemadtica e Estatistica da Universidade de
Sao Paulo. O subtitulo do livro —Programagio Linear Concreta —é uma alusdo
ao Concrete Mathematics [GKP94] de Graham, Knuth e Patashnik Para explicar o
titulo, o prefacio daquele livro diz:

The course title “Concrete Mathematics” was originally intended as an antidote
to “Abstract Mathematics” [...]. Abstract mathematics is a wonderful subject,
[...] But[...] The goal of generalization had become so fashionable that a
generation of mathematicians has become unable to relish beauty in the parti-
cular, to enjoy the challenge of solving quantitative problems, or to appreciate
the value of technique.

Dados técnicos. A elaboragdo do livro contou com o apoio dos projetos As-
pectos Estruturais e Algoritmicos de Objetos Combinatérios (FAPESP 96 /04505-
2) e Complexity of Discrete Structures (ProNEx 107/97). O livro foi escrito em


http://www.ime.usp.br/dcc/grad/
http://www.ime.usp.br/dcc/posgrad/
http://www.ime.usp.br/dcc/posgrad/
http://www.ime.usp.br/
http://www.usp.br/
http://www.usp.br/
http://www.ime.usp.br/~cris/gcomb/tem-fapesp/index.html
http://www.ime.usp.br/~cris/gcomb/tem-fapesp/index.html
http://www.ime.usp.br/~yoshi/pronex/
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IATEX nas instalagdes do Instituto de Matemética e Estatistica da Universidade
de Sdo Paulo. Informac6es atualizadas sobre o texto poderdo ser encontradas no
endereco http://www.ime.usp.br/~pf/prog-lin/ da teia WINW.

S3o Paulo, 1999-2005
PFE


http://www.ime.usp.br/~pf/prog-lin/
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Capitulo 1

Vetores e Matrizes

“Vetor? E uma espécie de linha reta com uma flecha na ponta.”
“Matriz? Acho que é onde fica a sede da empresa.”

Este capitulo faz um resumo de conceitos elementares de dlgebra linear e intro-
duz as convengdes de notagdo que usaremos nos capitulos subseqiientes. O con-
tetdo do capitulo é muito simples, mas algumas das defini¢des e convengdes de
notacdo merecem atencdo pois sao pouco usuais.

1.1 Vetores

Um vetor é uma func¢do que leva um conjunto finito arbitrdrio — o conjunto
de indices — no conjunto dos ntimeros reais (mas ndo ha mal em restringir
a aten¢do aos ntimeros racionais). Convém nao presumir qualquer relacdo de
ordem sobre o conjunto de indices. Se o conjunto de indices de um vetor z é N,
diremos que z esta definido sobre V.

Se x é um vetor sobre um conjunto N e n é um elemento de N entdo x[n
denota o componente n de z, isto €, o valor da funcdo x em n. Se () é uma parte
de N entdo

Z[Q

denota a restricdo de x a (), ou seja, o vetor cujo componente g é x[g] para cada
q em (. Note a distingdo entre x[n] e 2[{n}]: 0 primeiro é um ntmero, enquanto
o segundo é um vetor (com um s6 componente).

Um vetor = sobre N é nulo se x[] = 0 para todo n em N. O vetor nulo serd
denotado por o, qualquer que seja o seu conjunto de indices.

Se x é um vetor e A € um nimero entdo Az € o vetor que se obtém mediante
multiplicagdo de cada componente de = por A. Analogamente, /) é o vetor
que se obtém dividindo por A cada componente de x.

Se x e y sdo vetores sobre um mesmo conjunto de indices e z[n] > y[n] para
cada n, dizemos que = > y. Analogamente, dizemos que

z[n]

vetor nulo
o
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T >y

se T[n] > y[n] para todo n. Asrelagdes < e < sdo definidas de modo anélogo.

4 3 1 2
’13 22 11 14 11 14 22 13

Figura 1.1: Duas representagdes de um vetor sobre 1,2,3,4. Na se-
gunda, fica subentendido que os indices sdo 1, 2, 3 e 4 da esquerda
para a direita.

111 11
214 14
4113 22
3 (22 13

Figura 1.2: Mais duas representacdes do mesmo vetor. Na segunda,
fica subentendido que os indices sdo 1, 2, 3 e 4 de cima para baixo.

1.2 Matrizes

Uma matriz é uma fungdo que leva o produto cartesiano de dois conjuntos fini-
tos no conjunto dos ntimeros reais (poderiamos restingir a definigdo ao conjunto
dos racionais). Convém ndo presumir qualquer relagdo de ordem sobre os con-
juntos de indices.

Se uma matriz A tem dominio M x N, dizemos que M é o conjunto de in-
dices de linhas e IV é o conjunto de indices de colunas de A. Dizemos também
que A é uma matriz definida sobre M x N.

Se m e n sdo elementos de M e N respectivamente entdo A[m,n] denota o
componente m,n de A, ou seja, o valor de A em m,n. Se P e () sdo partes de
M e N respectivamente entdo

Alp,Q|

é arestricdo de A a P x (). Usaremos a abreviatura A[p, | (leia “A P tudo”) para
A[P, N] e a abreviatura A[, Q] para A[M,Q]. Se m é um elemento de M entdo

Alm, Q]

é o vetor sobre ) cujo componente q é A[m,q) para todo ¢ em (). Usaremos a

abreviatura A[m, | para A[m, N] e diremos que esse vetor é a linha m de A.
Analogamente, para qualquer parte P de M e qualquer elemento n de N, a

expressdo A[p,n] denota o vetor cujo componente p é A[p n] para cada p em P.

Afm, n]

AlP, ]
AL Q]

Alm, ]
linha

A[P,n]
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1 23 45 6 4 2 5 3 16 2 45 316
71100123 7/102 013 7/102 013
8/0 1 0 45 6 97 0 8109 97 0 8 109
910 01 7 8 9 84 15 00 6 8/4 15 00 6

Figura 1.3: Representacdo de trés matrizes sobre os mesmos conjuntos de
indices. Os indices de linhas sdo 7, 8 e 9. Os indices de colunas sdo 1, 2, 3,
4, 5 e 6. As duas primeiras figuras representam a mesma matriz; a terceira
representa uma matriz diferente.

9 —4 12 13 77
98 14 19 -7 88
32 11 22 9 —6

Figura 1.4: Quando os indices de uma matriz ndo estdo indica-
dos explicitamente, fica subentendido que os indices das linhas

sdo 1,2,3,... de cima para baixo e que os indices das colunas
sdo 1,2,3,... daesquerda para a direita.
a b cd e f g b d e
f13 1.9 00 49 fl1 00
g4 081059 g0 10
hi{5 0 7 016 9 A0 0 1

Figura 1.5: A primeira figura representa uma matriz A. A se-
gunda representa a matriz A[, Q], onde Q) é o conjunto composto
pelos indices b, d, e.

Usaremos a abreviatura A[, n] para A[M,n] e diremos que este vetor é a coluna
n de A.

Convém ndo confundir as expressdes A[P,n] e A[P,{n}]: a primeira denota
um vetor, enquanto a segunda denota uma matriz (com uma s6 coluna). Alguns
livros mais antigos fazem essa confusdo conscientemente, e usam a expressao
“vetor coluna” para designar qualquer matriz dotada de uma tnica coluna e a
expressdo “vetor linha” para uma matriz com uma tnica linha.

Uma matriz A é nula se A[m,n) = 0 para todo par m,n. A matriz nula serd
denotada por O, quaisquer que sejam os seus conjuntos de indices.

Se A é uma matriz e A é um nimero entdo AA é a matriz que se obtém
quando cada componente de A é multiplicado por A. Analogamente, A/\ é o
vetor que se obtém dividindo por A cada componente de A.

Al,n]
coluna

matriz nula
O

AA
A/X
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1.3 Produtos

Matrizes e vetores podem ser multiplicados entre si. A versdo mais bdsica dessa
operacgao de multiplicagdo envolve dois vetores.

Produto vetor-por-vetor. Para quaisquer vetores x e y sobre um mesmo
conjunto N, o produto de = por y é o nimero

> wplym,

neN

que denotaremos por z - y. E 6bvio que z -y = y - . Ademais, para qualquer
parte Q de N,

-y = 2[Q-y[Q] T TIN-Q] Y[N-Q].

a b ¢ d e e b d ¢ a
’11 22 33 44 55 35 41 37 39 43

Figura 1.6: Se = e y sao os vetores definidos pela figura entdo z - y =
11-43 42241433 -39 + 44 - 37 + 55 - 35 = 6215. Imagine que a,b,c,d, e
sdo os modelos de um produto fabricado por certa empresa e que y[n] é o
lucro sobre cada unidade do modelo n. Se foram fabricadas x[»] unidades
do modelo n entdo x - y é o lucro total.

Produtos matriz-por-vetor e vetor-por-matriz. Para qualquer matriz A so-
bre M x N e qualquer vetor x sobre N, o produto de A por x é o vetor A - x
definido pela expressado
(A~ 2)fm) = Afm, | - @

para cada m em M. E claro que A - z é um vetor sobre M. Analogamente, para
qualquer vetor y sobre M, o produto de y por A é o vetor y - A definido pela
expressdo

(y-Am =y-Aln

para cada n em N. E facil verificar que, para qualquer parte P de M e qualquer
parte @ de IV,

(A-2)py=Ap -z e (y-AE =y ALQ-
E menos fécil verificar a propriedade associativa

y-(A-z)=(y-A)-z.

produto
matriz por
vetor
Az

produto vetor
por matriz

y-A
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Produto matriz-por-matriz. Para qualquer matriz A sobre L x M e qual-
quer matriz B sobre M x N, o produto de A por B é a matriz A- B sobre L x N
definida pela expressao

(AB)U:”] :AU’ ] B[’n}

para cada [ em L e cada n em N. E facil verificar que, para qualquer parte P de
L e qualquer parte Q de N,

(4-B)p,q] = A[p, ] Bl,q-
E menos facil verificar a propriedade associativa
(A-B)-C=A-(B-C),

valida para quaisquer matrizes A, B e C cujos conjuntos de indices permitam
definir os produtos A - B e B - C. Analogamente, A- (B-xz) = (A-B) -z e
(y-A)-B =y-(A- B) para quaisquer vetores = e y, desde que cada um dos
produtos faga sentido.

Notagdo. Vamos apelar, muitas vezes, ao “principio universal da preguiga”
e escrever zy, Ax, yAe ABnolugardexz-y, A-z, y- A e A- B respectivamente.

O operador de indexacdo [, ] tem precedéncia sobre o operador de multi-
plicagdo. Assim, expressdes da forma BA[p, Q] e yA|P, Q] devem ser entendidas
como B - (A[p,q]) e y - (A[P,Q]) respectivamente. Em certas condicdes, os dois
operadores comutam: se os produtos BA e yA fazem sentido entado

(BA)[,Q =B-(A[,q) e WA)[,Q=y-(AQ)-

1.4 Matrizes inversiveis

O problema mais bésico da 4lgebra linear é o da inversdo das operagdes de mul-
tiplicacdo que definimos acima: dada uma matriz A e um vetor b,

encontrar um vetor x tal que Az =b.

Analogamente, dado um vetor ¢, encontrar um vetor y tal que yA = ¢. Ou
ainda, dadas matrizes A e B, encontrar uma matriz X tal que AX = B; analo-
gamente, dadas matrizes A e C, encontrar uma matriz Y tal que YA = C. Estes
problemas levam naturalmente aos seguintes conceitos.

Uma matriz I sobre M x N é aidentidade se M = N e, para cada par ¢, j
de elementos de M,

Ifi,5) = sei = jentdo 1sendo 0.

Toda matriz identidade serd denotada por I, quaisquer que sejam seus conjun-
tos de indices.

propriedade
associativa

Ly
Az yA
AB

BA[P,Q]

identidade
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a b d c
all 0 00
b|0 1 0 0
c|0 0 10
d|0 0 0 1

Figura 1.7: Esta matriz ndo é a identidade.

Uma inversa esquerda de uma matriz A é uma matriz F tal que EA =
I. Uma matriz A é inversivel pela esquerda se possui uma inversa esquerda.
A inversa direita de uma matriz A é uma matriz D tal que AD = I. Uma matriz
A é inversivel pela direita se possui uma inversa direita.

Se uma matriz tem uma inversa esquerda e uma inversa direita entdo as
duas inversas sdo iguais. De fato, se AD = I e EA = I entdo

E = E(AD) = (EA)D = D.

Ademais, as inversas sdo unicas. De fato, para qualquer matriz D’ tal que AD' =
I tem-se D' = (EA)D' = E(AD') = E = D. Analogamente, para qualquer E’
tal que E’A = I tem-se E' = E.

A propésito, eis um fato fundamental mas ndo-trivial: uma matriz que tenha
o mesmo ntmero de linhas e colunas tem inversa direita se e s6 se tem inversa
esquerda. Este fato serd demonstrado, implicitamente, no préximo capitulo.

Os problemas que mencionamos no inicio da se¢do podem ser imediata-
mente resolvidos se tivermos uma matriz inversa apropriada. Por exemplo, se
A tem uma inversa esquerda e direita £, entdo o vetor x = Eb satisfaz a equagdo
Az =b.

1 -2 0 0
1 2 2 0 0

0 1 -1/2 0
0 1 1 0 0

0 0 1/2 0
0 0 2 0 0
0 1 -1 1 0 O -1 11

1 2 3 4

Figura 1.8: A primeira matriz é uma inversa esquerda da se-
gunda (e a segunda é uma inversa direita da primeira).

1.5 Transposicao

A transposta de uma matriz A sobre M x N é a matriz A definida pelas equagdes

Afp,m] = Ajm, ]

inversa
esquerda

inversa
direita

transposta

A
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1/2 0 0 0

0 0 0 O

0 0 5 0

0 0 0 2

Figura 1.9: Uma matriz ndo-inversivel.

para cada par m,n. Portanto, A é uma matriz sobre N x M. E claro que a
transposta de A é A. E facil verificar que

Az = zA
para todo vetor z tal que o produto de A por z esteja definido. Também é facil
verificar que

AB = BA
para toda matriz B tal que o produto de A por B esteja definido.
1.6 Matrizes de bijecao
A seguinte generalizagdo do conceito de matriz identidade é muito tGtil. Uma
matriz J sobre M x N é de bijegao' se existe uma fungao bijetora ¢ de M em  matriz
N tal que de bijegdo

J[m,n] = se ¢(m)=n entdo 1 sendo 0.

Portanto, uma matriz com componentes 0 e 1 é de bijecdo se cada uma de suas
colunas tem exatamente um 1 e cada uma de suas linhas tem exatamente um 1.
E 6bvio que |[M| = |N| se existe uma matriz de bijecdo sobre M x N.

A transposta de uma matriz de bijecdo sobre M x N é uma matriz de bijecdo
sobre N x M. Essa segunda matriz é inversa da primeira, como mostraremos a
seguir.

Fato Se. é uma matriz de bijecdoentio.JJ =1 eJJ =1.

DEMONSTRACAO: Para qualquer par ¢, j de indices de linhas de J, o com-
ponente ¢, j de JJ é o produto de duas linhas de J:

NG = Ji L4 = Ji 1T

Como J é matriz de bijecdo, J|i, |.J[j, ] éiguala 1 ou 0 conforme i = j ou i # j.
Isso mostra que JJ = I. O mesmo raciocinio, com J no papel de J, mostra que
JJ=1.0

1 Generaliza o conceito de matriz de permutagdo; uma matriz de permutag¢do é uma matriz
de bijegdo cujo conjunto de indices de linhas é idéntico ao conjunto de indices de colunas.
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Qual o resultado da multiplicacdo de uma matriz arbitrdria por uma matriz
de bijecao? Suponha que J é uma matriz de bijecdo sobre M x N. Digamos que
J[m,n] = 1 para algum m em M e algum n em N. Entdo, para qualquer matriz
A cujo conjunto de indices de linhas seja N, a linha m de JA é idéntica a linha
n de A:

(JA)m, ] = Afn, ]

Analogamente, para qualquer matriz B que tenha colunas indexadas por M, a
coluna n de BJ é idéntica a coluna m de B. Em suma, a pré-multiplicagdo de
A por J apenas redefine os nomes das linhas de A, e a pés-multiplicacdo de B
por J apenas redefine os nomes das colunas de B.

o O = O
_— o o o
o O O
o= O O

Figura 1.10: Uma matriz de bijegao.

1.7 Matrizes diagonais

Uma matriz D sobre M x N é diagonal se M = N e D[m,n] = 0 sempre que
m # n. Em particular, toda matriz identidade é diagonal.

Se D é uma matriz diagonal tal que D[m,m] # 0 para todo m entdo a matriz
diagonal E definida pelas equagdes

E[m,m] = 1/D[m,m]

é uma inversa esquerda e também uma inversa direita de D. Portanto, £ é a
tnica inversa de D. Por outro lado, se D é uma matriz diagonal e D{m,m] = 0
para algum m entdo é facil verificar que D ndo tem inversa.

1.8 Matrizes elementares

Uma matriz-coluna coincide com a identidade em todas as colunas, exceto tal-
vez uma. Em outras palavras, uma matriz F' sobre M x M é uma matriz-coluna
se existe k em M tal que

Fiym, M-k = IM,M—k],

onde M — k é uma abreviatura de M — {k}. Diremos que k é a coluna saliente
da matriz.

diagonal

matriz-
coluna

M —k
coluna
saliente
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Fato Para qualquer matriz-coluna F' com coluna saliente k, se F[k, k]
ndo é nulo entdo a matriz-coluna G com coluna saliente k definida pelas
equagoes

—Fm. k]

1
Gkl = —— e Gmk = Fik 4

Fk, k]

para cada m em M — k é uma inversa esquerda e também uma inversa
direita de F'.

DEMONSTRACAO: Mostremos inicialmente que GF = I. Na coluna k te-
mos (GF)[k, k] = Gk, |F[,k] = Gk, k| F[k, k] = F'[k,k]/F[k,k] = 1; ademais,

(GE)m,k] = Gm, |F[,K
= Fm, k] — Fk, k| Fim, k)/Fk, k]
=0

para cada m em M — k. Portanto, a coluna k de GF' éigual a coluna £ da matriz
identidade. Para concluir, considere as colunas distintas de k:

(GF)[, M~k = GF[, M~k = GI[ M~k = G[,M—k| = |, M~k .

Portanto, GF' = I. Para mostrar que F'G = I, basta observar que as mesmas
regras que definem G a partir de F' também geram F' a partir de G. O

Nas condigdes da proposigao acima, G' é a tinica inversa (esquerda e direita)
de F'. Também é facil verificar que se F'[, k] = 0 para algum k entdo F' ndo tem
inversa.

1 0 0 4 0 1 0 0 -4/7 0
01 0 5 0 0 1 0 —=5/7 0
0 0 1 6 0 0 0 1 —-6/7 O
0 0 0 7 O 0 0 o0 1/7 0
0 0 0 8 1 0 0 0 -8/7 1

Figura 1.11: Matrizes-coluna com coluna saliente 4. Uma é in-
versa da outra.

Uma matriz F' sobre M x M é uma matriz-linha se existe h em M tal que  matriz-
F[M—h, M) = I[M—h,M]. Diremos que h é a linha saliente de . Uma obser- linha
vacdo andloga a que demonstramos acima vale para matrizes-linha: se F' é uma
matriz-linha com linha saliente i e F'[x, n] # 0 entdo a matriz-linha G com linha
saliente h definida pelas equagoes

Glh,n) = 1/F[n,n] e Gan] = —Flhn]/Flhh
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para cada n em M —h é a tinica inversa esquerda de F' e também a tnica inversa
direita de F.

Diremos que uma matriz é elementar se for uma matriz-coluna ou uma
matriz-linha. Note que os conjuntos de indices de linhas e colunas de uma
matriz elementar sdo idénticos. Matrizes elementares e suas inversas terao um
papel de destaque nos capitulos subseqiientes.

1.9 Combinagdes lineares

Suponha que ay, .., a; sdo vetores sobre um mesmo conjunto de indices. Uma
combinacao linear desses vetores é qualquer vetor da forma

Aray + -+ Agay,

onde A, .., ), sdo nimeros. Esses nlimeros sdo os coeficientes da combinagao
linear.

Suponha que A é uma matriz sobre M x N. Para todo vetor x sobre N, o
vetor Az é uma combinagdo linear das colunas de A com coeficientes x[;], isto é,

Az =3 oy Al jlzl)-

Analogamente, para todo vetor y sobre M, o vetor yA é uma combinacdo linear
das linhas de A, isto é,

YA = icnr Y AL -

Se A e B sao matrizes tais que o produto AB faz sentido entdo cada coluna
de AB é uma combinagdo linear das colunas de A e cada linha de AB é uma
combinacdo linear das linhas de B:

(AB)[,j=AB[,j] e (AB)ji, 1= A[,]B.

Exercicios

1.1 Demonstre a propriedade associativa do produto de matrizes: se cada um
dos produtos faz sentido, entdao A(BC) = (AB)C.

1.2 Mostre que o produto de matrizes ndo é comutativo: AB é, em geral, dife-
rente de BA (mesmo que os dois produtos estejam definidos).

1.3 Suponha que z e y sdo vetores e que A e B sdo matrizes. Quantas opera-
¢oes de multiplicagdo sdo necessdrias para calcular xy? para calcular Az?
yA? AB?

1.4 Suponha que AB = I e BC = I. Mostre que B é inversa direita de C'.

matriz
elementar
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1.5 Seja A a primeira das matrizes abaixo. Encontre uma matriz de bijecao J
tal que AJ seja a segunda das matrizes. Encontre uma matriz de bijecdo J
tal que J A seja a terceira matriz.

a b ¢ d e b ¢ a f h a b ¢ d e
f111 12 13 14 15 fl111 12 13 14 15 g1l 12 13 14 15
gl|21 22 23 24 25 gl|21 22 23 24 25 k(121 22 23 24 25
k|31 32 33 34 35 k|31 32 33 34 35 31 32 33 34 35

~.

1.6 Sejam F' e G matrizes sobre M x M e D uma matriz sobre M x N. Suponha
que F'G = I e que amatriz £ = G'D é de bijecdo. Verifique que DEG = I.

1.7 Suponha que A é uma matriz de bijecdo sobre M x N e b é um vetor arbi-
trario sobre M. Verifique que existe um e um s6 vetor = tal que Az = b.
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Capitulo 2

Algoritmo de Gauss-Jordan

Encontre nimeros 1, T2, 3 € x4 que satisfacam as equagdes
dirx1 +dizxe +dizxz + diazs = by
do1 1 + d22 2 + do3z x3 + daa T4 = b2
d31 x1 + d32 T2 + d3z x3 + d3s x4 = b3

O algoritmo de Gauss-Jordan' é a ferramenta bdsica da lgebra linear. O algo-
ritmo transforma qualquer matriz em uma matriz equivalente dotada de um
certo “desenho” ou “padrdo”, que descreveremos na segdo 2.1.

Ao estudar qualquer algoritmo, é preciso enfrentar duas perguntas: o que
o algoritmo faz? como faz o que faz? No caso do algoritmo de Gauss-Jordan,
ao contrario do que ocorre com outros algoritmos célebres, é mais facil tratar da
segunda pergunta. Assim, comegaremos com um esbogo de como o algoritmo
funciona.

2.1 Matrizes escalonadas

Uma matriz E sobre M x N é escalonada se existem uma parte P de M e uma
parte ( de IV tais que

E[p,Q] é umamatriz debijecio e E[mM-pP N =O0O.

Os conjuntos P e () sdo as bases da matriz; o conjunto () é a base de colunas e P
é a base de linhas. E 6bvio que toda matriz escalonada tem uma tnica base de
linhas, mas pode ter vérias bases de colunas distintas. (Convém lembrar que nédo
estamos fazendo quaisquer restri¢des sobre os valores relativos de |M| e |N|.
Também nao estamos presumindo qualquer relagdo de ordem em M ou N.)

! Referéncias ao célebre Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e ao (menos célebre) Wilhelm Jordan
(1842-1899), que popularizou o algoritmo [Jor20].

13

matriz
escalonada

bases
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Q
00001
00010
0010O0|P
01000
10000
000O0O0OOOOO0O|0OO0OO0O0O
Figura 2.1: Matriz escalonada.
0 1 0 0
0 0 0 O 1.0 0 0 0 0 0 0 00
0 -2 1 44 66 1
0 0 0 O 0 0 1 0
1 33 0 55 77 O
0 0 0 O 0 0 0 1 O 0 0 0 0 0
0 0 0 O

Figura 2.2: Exemplos de matrizes escalonadas. A primeira tem
bases () e ). A segunda tem base de linhas 1,2, 3,4 e base de
colunas 1,2, 3,4. Na tltima, a base de linhas é {2,3} e h4 duas
bases de colunas distintas: {1,3} e {1,6}.

2.2 Esbogco do algoritmo

O algoritmo de Gauss-Jordan recebe uma matriz D sobre M x N e transforma D
D numa matriz escalonada. Cada iteragdo do algoritmo comega com uma parte M x N
P de M euma matriz E. A primeira iteragdo comecacom P =)e E = D.Cada P
iteracdo consiste no seguinte: E

Casol: Em-p 1 #0.

Escolha h em M — P e k em N de modo que E'n, k] # 0.

Seja £’ a matriz definida pelas equagdes E'[n, | = En, |/E[h, k] €
E'li,1=El[i,] — E[i,k] E[n, |/E[h,k] paracadaiem M — h.
Comece nova iteragdo com P + h e E' nos papéis de P e E.

CAsO2: Em-p,1=0.
Devolva E e pare. O

A expressdo P + h é uma abreviatura de P U {h}. E claro que se P = M no
inicio de uma iteragdo entdo aplica-se o caso 2.

No inicio de cada iteracdo existe uma parte ) de N tal que E[p,Q] é uma
matriz de bijecdo e E[pm/—p, Q] é nula. A demonstragdo desta propriedade serad
feita mais adiante, depois que o algoritmo for reescrito de modo mais completo.
Se a propriedade vale no inicio da tltima iteracdo entdo é 6bvio que a matriz £
é escalonada.
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0 1 -1 1
1 0 3 -1
0 0 0 0
0 0 1 -1
0 1 0 0
1 0 0 2
0 0 0 0
0 0 1 -1

Figura 2.3: Aplicacio do esboco do algoritmo de Gauss-
Jordan. A figura descreve a matriz I no inicio de sucessivas
iteracOes. A tltima matriz é escalonada.

1 1 0 2 -1 1 0 1 1 1 2 0
1 2 0 5 8§ =5 0 =3 2 1 5 -1
2 2 1 4 -2 0 1 0 2 2 4 0
1 -1 0 -3 -3 2 0 1 -1 1 -3 1

Figura 2.4: A figura define matrizes F', G e D. Verifique que
F@ é aidentidade e que GD é escalonada.

1 0 0 O 1 0 2 3 4 1 0 2 3 4
0 1 0 0 01 4 5 6 01 4 5 6
0 0 0 O 6 7 8 9 0 0 0 0 0 O
0 0 0 O 9 8 7 6 5 0 0 0 0 O

Figura 2.5: A figura define matrizes G e D e exibe GD. Observe que
GD é escalonada mas ndo existe F' tal que F'G = I.
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2.3 Algoritmo

Para dizer, exatamente, o que o algoritmo faz é preciso especificar a relagdo entre
as matrizes ¥ e D. A matriz I é equivalente a matriz D no seguinte sentido:
existe uma matriz inversivel G tal que

E = GD.

O esbogo da secdo anterior ndo devolve G, o que impede o usudrio de conferir a
equivaléncia entre E' e D. A versdo do algoritmo que descreveremos abaixo de-
volve G e sua inversa F’; o usudrio pode entdo, ao preco de duas multiplicagdes
de matrizes, verificar que G é inversivel e que GD é escalonada.

Algoritmo de Gauss-Jordan Recebe uma matriz D sobre M x N e de-
volve matrizes F' e G sobre M x M tais que FG = I e GD é escalonada.

Cada iteragdo comega com matrizes F', G e E e uma parte P de M. No
inicio da primeira iteragdo, F' = G = I, E = D e P = (). Cada iteragdo consiste
no seguinte:

CAsO1: Ein, | # o paraalgum hem M — P.

Escolha k em N tal que En, k] # 0.

Seja F',G', E’ o resultado da pivotagdo de F, G, E em torno de h, k.
Comece nova iteracdo com F', G', E' e P+ h

nos papéisde F, G, E e P.

CAas02: Em—-p1=0.

Devolva F, G e pare. 0°

A operacdo de pivotagdo a que se refere o texto do algoritmo é definida da
seguinte maneira: dados elementos h de M e k de N, o resultado da pivota-
¢do de F,G, E em torno de h,k é o terno F',G', E' de matrizes definido pelas
equagoes

Flinp = DLe,  Fli = FlLi )

G'h] = anGh ), G = Gli,] + @Gl

E'n) = anEn ), Eli] = Bl + @B,
para cada i em M — h, onde

ap=1/Ehk e o =—FE[ik/EhK.

Ntmero de iteragdes. E claro que o algoritmo de Gauss-Jordan con-
verge — ou seja, sua execugdo para depois de um ntmero finito de itera¢des —
pois P aumenta a cada ocorréncia do caso 1. O ntimero total de itera¢des é, no
maximo, |M]|.

2 Veja exercicio 2.5.

QN

pivotagao

converge
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1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 2 0
01 0 0 0 1 0 0 2 1 5 -1
00 1 0 0 0 1 0 2 2 4 0
00 0 1 o o0 o0 1 -1 1 -3 1
1 1 0 0 1-1/2 0 0 0 1/2 -1/2 1/2
0 2 0 0 0 1/2 0 0 1 1/2 5/2 —1/2
0 2 1 0 0 -1 1 0 o 1 -1 1
0-1 0 1 0 1/2 0 1 0 3/2 -1/2 1/2
1 1 0 0 2 -1 0 0 0o 1 -1 1
1 2 0 0 -1 1 0 0 1 0 3 -1
2 2 1.0 -2 0 1 0 O 0 0 0
1-1 0 1 -3 2 0 1 o 0 1 -1
1 1.0 2 -1 1 0 1 o 1 0 0
1 2 0 5 8 -5 0 -3 1 0 0 2
2 2 1 4 -2 0 1 0 O 0 0 0
1-1 0-3 -3 2 0 1 o 0 1 -1

Figura 2.6: Exemplo de aplicagdo do algoritmo de Gauss-Jordan. A fi-
gura registra os valores de F', G’ e E no inicio de sucessivas iteragdes.

1 0 0 0 2 1 2 4 0 1
0 1 0 0 1 1 1 2 1 3
0 0 1 0 2 1 0 5 - 4
0 0 0 1 -1 -1 1 -2 3
1/2 0 0 0 1 1/2 1 2 0 1/2
~1/2 1 0 0 0 1/2 0 1 5/2
-1 0 1 0 0 0 -2 1 - 3
1/2 0 0 1 0 —1/2 2 0 1 7/2
~1 0 0 1 0 1 2 -1 -2

- 2 0 0 0 1 0 0 2 5
~1 0 1 0 0 0 -2 1 -1 3
0 1 0 1 0 0 2 0 2 6
/2 -1 1/2 0 1 0 0 5/2 —3/2 —1/2
-1 2 0 0 0 1 0 0 2 5
1/2 0 —1/2 0 0 0 1 —1/2 1/2 —3/2
~1 1 1 1 0 0 0 1 1 9
3 —-7/2 -2 —5/2 1 0 0 0 -4 -23
-1 2 0 0 0 1 0 0 2 5
0 1/2 0 1/2 0 0 1 0 1 3
~1 1 1 1 0 0 0 1 1 9

Figura 2.7: Exemplo de aplicacdo do algoritmo de Gauss-Jordan. A figura
registra os valores de G e F no inicio de sucessivas iteragdes (F' foi omitida por
falta de espago). Observe como a matriz identidade que estava inicialmente em
G move-se para a direita, invadindo E.
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2.4 Anailise do algoritmo

A chave para entender como e por que o algoritmo funciona estd na seguinte
lista de propriedades. As propriedades valem no inicio de cada iteragdo e sdo,
por isso mesmo, chamadas invariantes.

Invariantes No inicio de cada iteragdo do algoritmo,
(i1) E[p,Q) é uma matriz de bijecdo e EM—p,Q) = O,
(i2) FG=1 e
(i3) GD=F,

onde () é uma parte de N (que poderiamos chamar base de colunas da
iteracdo).

cooclo~mrolO

OO O |k OO
SOOI O -

Figura 2.8: Matriz E no inicio de uma iteragéo do algoritmo de Gauss-Jordan.

Essas propriedades valem, em particular, no inicio da tdltima iteragdo,
quando ocorre o caso 2. Nesse caso, I/ é escalonada em virtude de (il) e da
definicao do caso 2; além disso, F'G = I em virtude de (i2). Portanto, ao devol-
ver F' e G o algoritmo estara se comportanto como prometeu.

DEMONSTRACAO DOS INVARIANTES: E evidente que as propriedades va-
lem no inicio da primeira iteracdo (com P e () vazios). Suponha agora que as
propriedades valem no inicio de uma iteracdo qualquer que néo a tltima. Entao
ocorre o caso 1 (com k em N — Q) e as propriedades passam a valer com

F.G,E,P+heQ+k

nos papéis de F, G, E, P e Q. Para demonstrar esta afirmacdo basta verificar
que no fim do caso 1 tem-se

E'.Q = ELqQ, (2.a)
E'l kg = I, (2.b)
Fa' = 1, (2.0)

E = G'D. 2.d)
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oOrRr OO0 O =

coolor ol
coo|loor

OO |Imr OO

Figura 2.9: Matriz E’ no fim do caso 1 do algoritmo de Gauss-Jordan.

A demonstragdo de (2.a) é elementar. Por defini¢do da operagdo de pivotagéo,
temos
E'n)=anBn ] e E'fi]=Ei]+abp,]

para cada i em M — h. Como o vetor E[p,@Q] é nulo em virtude de (il), temos
E'l.Q = E[.q

Antes de empreender as demonstracdes de (2.b) a (2.d), é conveniente dar
uma representa¢do matricial a operacdo de pivotagdo. Seja F' a matriz elementar
(veja segdo 1.8) sobre M x M cuja coluna saliente, h, é igual a E[ k], isto é,

F(,n=E[ K e F[,M—h=I[,M-h].

Seja G ainversa de F, isto é, a matriz elementar com coluna saliente h definida
pelas equagdes

Ginn = 1/Enk e Glih) = —Efi,})/Eh,k
para cada i em M — h. Observe que FG = GI' = I. Observe também que
F' = FF, G =GG e E = GE.

As duas ultimas identidades sdo 6bvias. A primeira merece uma verificagdo
mais cuidadosa: na coluna h temos

F'[,h=D[,k)=FG-D[ )} = F-E[ x] = F-F[ 1)
e nas demais colunas temos
F',M-h) = F[,M-n) = F-I[,M~h] = F-F[,Mh].

Portanto, o resultado da pivotacdo de F,G, E em torno de h,k é o terno de
matrizes FF, GG, GE.

Agora podemos cuidar das dvervnonstragées dve (2.b) a (2.d). A demonstracédo
de (2.b) decorre das igualdades GF' = I e E' = GE: paracada i em M,

E'[i k]

I
[T
X
-

()
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A demonstracao de (2.c) é facil:
F'G'=(FF)GG)=F(FG)G=FG=1.

A prova de (2.d) é igualmente facil: ' = GE = G(GD) = (GG)D = G'D. O

2.5 Mais invariantes

O algoritmo de Gauss-Jordan tem mais quatro invariantes, além dos que dis-
cutimos na sec¢do anterior. N&do é necesséario ter consciéncia desses invariantes
adicionais para compreender o funcionamento do algoritmo; mas eles sdo um
prentincio de invariantes fundamentais do Simplex, cujo estudo empreendere-
mos a partir do préximo capitulo.

Invariantes No inicio de cada iteragcdo do algoritmo,

(i4) G, mMm-pP =1, M-P], N
(15) F[7M—P]:I[7M—P] eF[7P]:D[7Q}J’

onde .J é a transposta da matriz de bijecdo EpqQ-

P M-P Q N-Q
000/[[|0 01
000|010 P
000[[100
100/[[0 00
010[[000 M-P
001[[000

Figura 2.10: Matrizes G e E no inicio de uma iteragdo do algoritmo
de Gauss-Jordan. A justaposi¢do de G' e E contém uma matriz de
bijegdo que ocupa todas as linhas.

DEMONSTRAGAO: E 6bvio que (i4) vale no inicio da primeira iteragdo. Para
demonstrar que o invariante permanece valido no inicio das demais iteracdes,
basta provar que no fim de cada ocorréncia do caso 1 temos

G'[,M-P-h = G[,M—-P-}],

onde M — P —h é uma abreviatura de (M — P)—{h}. A demonstragdo é analoga
a de (2.a). Por definicao,

G'h ) =anGn, ) e G'i,1 =G, |+ @G, )
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para cada i em M — h. Mas G[n, M—P—h] é nulo em virtude de (i4). Logo,
G'[,M-P-h) = G[,M—P-h] .

O invariante (i5) segue imediatamente da maneira como F” é definida a par-
tir de F' em cada iteracdo. A multiplicacdo por J apenas troca os nomes das
colunas que estdo em ) de modo que F[p, Q] J seja a matriz identidade sobre
P x P. O invariante mostra que a varidvel F' ndo precisa ser atualizada a cada
iteracdo: ela pode muito bem ser calculada no caso 2, imediatamente antes do
fim da execugdo do algoritmo. O

Invariantes No inicio de cada iteragdo do algoritmo,

(i6) Dym-rQ)=-GM-P,PDIPQ e
(i7) DpQJGpP =1,

onde .J é a transposta da matriz de bijecdo EpqQ-

DEMONSTRACAO: Seja ¢ um elemento de M — P. Em virtude de (i4), para
cadaiem M — P,

Gli, DIP,QI + D[i,Q] = G, PID[P,Q] + G[i, M—P|D[M-P,Q)]
= Gli, MD[M,Q)
= (GD)[;,q)
= Li,Q

= 07

onde as duas ultimas igualdades sdo conseqiiéncia de (i3) e (i1) respectivamente.
Logo, Gi, P|D[P,Q] = —DJi,q]. Isto demonstra (i6). Agora considere (i7). Em
virtude da segunda parte de (i5),

Dip,q] jG[P,P] = F[p,P|G[P,P].

Mas F'[p, P|G[pP,P] = I por forca de (i2), (i4) e da primeira parte de (i5). O

O invariante (i6) mostra que, para cada i em M — P, o vetor DJ; Q] é uma
combinacdo linear das linhas da matriz D[p,@]. O invariante (i7) mostra que
J G[p, P] € uma inversa direita de D[p,Q]. A propdsito, os invariantes (i3) e (i4)
mostram que J G[p, p| é uma inversa esquerda de D[P, ].

2.6 Numero de operacdes aritméticas

Nao é dificil estimar, em termos dos parametros m = |M| e n = |N|, o nimero
de operacdes aritméticas que o algoritmo executa. E possivel implementar o al-
goritmo (veja exercicio 2.6, pagina 24) de modo que cada pivotagado exija apenas
mn multiplica¢des e divisdes e menos que mn adi¢des e subtragdes. Como o
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algoritmo executa no maximo m tais pivotagdes, o namero total de operagdes
aritméticas € menor que

2m*n.
(A titulo de comparacéo, observe que a multiplicacdo de G por D requer m?n
multiplica¢des e outras tantas adigdes.)

O consumo total de tempo do algoritmo depende ndo s6 do niimero de ope-
ragdes aritméticas mas também do tempo dispendido em cada operagdo. Antes
de estimar esse tempo, é preciso entender que tipo de ntimeros o algoritmo ma-
nipula. E razodvel restringir nosso universo aos ntimeros racionais: como o
algoritmo envolve apenas as operagdes de soma, subtragdo, multiplicagdo e di-
visdo, ele transforma nimeros racionais em outros ntiimeros racionais. Assim,
se os componentes da matriz dada D sdo racionais entdo os componentes das
matrizes F', G e E serdo sempre racionais.

Cada numero racional tem a forma «/¢, onde « é um inteiro e § um inteiro
nado-nulo. O ndmero «/J é representado pelo par ordenado («, J); o primeiro
elemento do par é o numerador e o segundo é o denominador da representa-
¢do. O custo de uma operagdo aritmética sobre ntimeros racionais depende da
magnitude dos numeradores e denominadores dos nimeros envolvidos. Sera
necessario, portanto, obter uma delimitagdo superior para os valores absolutos
dos numeradores e denominadores gerados pelo algoritmo. Faremos isto no ca-
pitulo 11. Podemos adiantar que esses ntimeros sdo, em geral, muito maiores
que os numeradores e denominadores dos componentes da matriz dada D.

2.7 Conclusio

O algoritmo de Gauss-Jordan transforma qualquer matriz dada em uma ma-
triz escalonada equivalente. O algoritmo, juntamente com sua anélise, constitui
prova do seguinte teorema:

Para toda matriz D, existem matrizes F' e G tais que FG =1 e
GD é escalonada.

Vale também o seguinte adendo: se os componentes de D sdo ntimeros racionais
entdo existem matrizes racionais F' e G com as propriedades citadas.

O algoritmo de Gauss-Jordan é muitas vezes executado de modo apenas
aproximado: os ntimeros sdo representados “em ponto flutuante”, com um nu-
mero fixo de digitos, e as operagdes aritméticas sao executadas com erro de arre-
dondamento. Os erros podem mascarar completamente os resultados; ntimeros
que deveriam ser nulos, por exemplo, podem se apresentar como diferentes de
zero, e o algoritmo pode deixar de reconhecer o caso 2. Ha uma grande colegdo
de truques que visam controlar, em alguma medida, tais erros de arredonda-
mento [Chv83].

nameros
racionais

numerador
denominador
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321 4 5 6 7 8 9 10
4 32 5 6 78 9 7 1
56 3 4 7 9 8 10 1 2
154 7 5 10 9 6 2 3
32 6 5 8 9 10 9 2 7 4
8§ 7 6 9 10 5 2 3 4 5
9 8 711 3 21 4 5 8

—629/246  39615/16892 —6827/25338 1687/12669 298/12669  955/50676 —1970,/12669
173/246 —11887/16892 10079/25338 —2704/12669 —748/12669 —5203/50676 2309,/12669

2/41  —531/8446 3/4223  —72/4223  155/4223 —113/8446 24/4223
130/123 —7651/8446 —1445/12669  896/12669 —52/12669  937/25338 1109/12669
—22/123  1281/4223 —115/12669 —1463/12669 —311/12669 1462/12669 —920/12669
67/82 —20105/16892 —125/8446  1500/4223  290/4223  1893/16892 —500/4223
—73/82  20509/16892  75/8446 —900/4223 —174/4223 —2825/16892  300/4223

0 01 0 0 0 0 —14885/8446  7482125/50676 —309364/12669
0 1 00 0 0 0 19365/8446 —2279561/50676 91123/12669
10 00 00O —907/4223 —33379/8446 2114/4223
0001 0O0O 165/4223 —1419745/25338  133228/12669
0 0001 O0O0 2205/4223 256175/12669 —24730/12669
0 000 0 1 0 —18515/8446 —1326005/16892 33380/4223
0 00O 0O 0 1 19555/8446  1344593/16892 —36920/4223

Figura 2.11: Ao receber a primeira matriz da figura, digamos D, o algoritmo de Gauss-
Jordan poderd devolver a segunda matriz no papel de G. A terceira matriz é GD.

2.8 Aplicacdo: Sistemas de equacdes

Considere o seguinte problema: Dada uma matriz A sobre M x N e um vetor
b sobre M, encontrar um vetor x tal que Ax = b. Para resolver o problema,
comece por submeter A ao algoritmo de Gauss-Jordan. O algoritmo devolvera
matrizes F' e G tais que F'G = I e GA é escalonada.

Digamos que as bases de GA sdo P e () e suponha inicialmente que o vetor
(Gb)[M—p] é nulo. Seja = o tinico vetor que satisfaz as equagdes

zIN-QI =0 e (GA)[P.qzQ] = (G)P].
Este é o vetor basico associado a base Q. E claro que (GA)z = Gb, donde
F(GA)x = F(Gb) e portanto Az = b.?
Suponha agora que (Gb)[x] ndo é nulo para algum h em M — P. E claro que

nesse caso ndo existe z tal que (GA)z = Gb. Nosso problema original também
ndo tem solugdo, como passamos a demonstrar. Seja g o vetor G[p, | e observe

? Esse método de calculo de = ndo é o mais eficiente. E possivel obter # com apenas um tergo
do namero de multiplicacdes se o algoritmo de Gauss-Jordan for modificado de modo a produzir
uma matriz triangular no lugar da matriz de bijecio (GA)[P,Q]. Essa variante do algoritmo é
conhecida como método de eliminagdo de Gauss [Chv83, cap.6] [CLRS01, cap.31].

vetor
bésico
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que
gA = (GA)h, 1=0 enquanto gb= (Gb)n #0.

Se existisse um vetor z tal que Ax = b terfamos a contradi¢do 0 = (gA)zr =
g(Az) = gb # 0.

O vetor g constitui, portanto, um “certificado” facilmente verificavel de que
a equagdo Az = b ndo tem solugao.

Exercicios

2.1 Escreva um algoritmo que decide se uma dada matriz é escalonada e em
caso afirmativo devolve o seu par de bases.

2.2 Mostre que GF = I no inicio de cada iteracdo do algoritmo de Gauss-
Jordan.

2.3 O algoritmo descrito no texto devolve apenas as matrizes F' e G. Escreva
uma versdo que devolva também a matriz escalonada E e suas bases P

e Q.

2.4 Escreva uma versao do algoritmo de Gauss-Jordan em que a matriz F' seja
calculada somente na udltima iteracgao.

2.5 Escreva o algoritmo de Gauss-Jordan em uma linguagem mais formal,
mais préoxima de PASCAL ou C. (Veja solucdo parcial E.1 no apéndice E.)
Programe o algoritmo em um computador.

2.6 Escreva uma versdo um pouco mais eficiente do algoritmo de Gauss-
Jordan: execute apenas implicitamente a parte da operagdo de pivotacdo
que afeta a base de colunas () e a coluna k.

2.7 Suponha que a execucdo do algoritmo de Gauss-Jordan é interrompida no
inicio de uma iteragdo e que uma pivotagdo é executada em torno de um
elemento h de P (e ndo de M — P, como é usual) e um elemento k de
N—-Q. E claro que isso s6 faz sentido se E[x, k] # 0. Qual o efeito de tal pi-
votacdo? A execugdo do algoritmo pode ser retomada depois da pivotagado
excepcional?

2.8 Suponha que A e B sdo matrizes sobre M x M e que P é uma parte de M.
Suponha ainda que AB = I e A[,M—pP] = B[,M—P] = I[,M—P]. Mostre
que A[p,P|B[P,P] = I.

2.9 Mostre que no inicio de cada iteracdo do algoritmo de Gauss-Jordan a ma-
triz G[M—P, P] é completamente determinada pelas matrizes D[r—P,Q],
E[P7Q} e G[P’P]-

2.10 Sejam G, P e @ os valores das varidveis GG, P e () no inicio de uma itera-
¢do. Sejam G, P e (@ os valores das varidveis GG, P e  no inicio de outra

iteracdo. Mostre que se P = P e Q = Q entdo G[M—P, | =G[M-P,].
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2.11

2.12

2.13

Suponha que G; e G sdo matrizes inversiveis tais que G1D e G2D sédo
escalonadas. Mostre que quaisquer bases de colunas, digamos Q1 e @2,
das duas matrizes escalonadas tém a mesma cardinalidade. Essa cardinali-
dade comum é o posto da matriz D. A propésito, diz-se que D tem posto
pleno se seu posto é igual ao ndmero de linhas da matriz. (Solugdo no
apéndice E, pagina 192.)

Encontre nimeros 1, . . , x4 que satisfacam as equagdes abaixo.

TT + x2 + x3 + 34 = 6
3r1 + 4xo + x3 + 8xy = 18
-1 + T2 — 4563 - 4.1?4 = -5

Resolva o seguinte problema: dada uma matriz A sobre M x N, um vetor
b sobre M e um vetor ¢ sobre N, encontrar z tal que Az = b e cx é minimo.
O problema sempre tem solugdo? (Veja apéndice E, pagina 192.)



Capitulo 3

Introducao ao Simplex

Encontre ntimeros ndo-negativos x1, T2, T3 € x4 que satisfagam as equagdes
diix1 +dizxe +dizxs + diazs = dis
do1 1 + do2 T2 4 d23 x3 + doa T4 = dos
d31x1 + d32x2 +d3z x3 + d3a x4 = dss

e minimizem a soma dg1 1 + dao T2 + da3 x3 + dag T4

O algoritmo Simplex é a ferramenta bdsica da programacao linear. O objetivo do
algoritmo é transformar uma matriz dada em outra equivalente que contenha
um certo “desenho” ou “padrdo”, que descreveremos na sec¢do 3.1.

Este capitulo faz um esbogo do Simplex, destacando seu parentesco com o
algoritmo de Gauss-Jordan discutido no capitulo anterior. Nosso esbogo contém
todos os elementos basicos do Simplex, mas ndo chega a ser um algoritmo pois
em geral ndo converge. Os dois préximos capitulos mostrardo como refinar o
esbogo para transforma-lo num algoritmo.

Como no estudo de qualquer algoritmo, é preciso enfrentar duas perguntas:
o que faz o Simplex? como faz o que faz? Este capitulo trata principalmente
da segunda pergunta. A primeira serd respondida no préximo capitulo. Uma
terceira pergunta — para que serve o Simplex? — sera adiada até o capitulo 7,
ainda que isso possa tornar um tanto arida e indigesta a tarefa de entender o
conceito de matriz simples.

3.1 Matrizes simples

Os dados do Simplex sdo uma matriz sobre M x N, um elemento n de N e um
elemento m de M. Diremos que n é a coluna especial e que m é a linha es-
pecial da matriz. Nas figuras, a coluna especial serd sempre a que estiver mais
a direita e a linha especial serd sempre a tltima. A propésito, ndo estamos fa-
zendo quaisquer restri¢des sobre os valores relativos de |V | e | N| e ndo estamos
presumindo qualquer relagdo de ordem em M ou N.

26

n o m
coluna
especial
linha
especial
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Nosso estudo comega com uma descrigdo das caracteristicas da matriz que o
Simplex calcula. Diremos que uma matriz £ é simples com rela¢ao ao par n,m
de indices se for de um dos trés tipos definidos abaixo: simples soltivel, simples
invidvel ou simples ilimitada. Ndo vamos nos preocupar, por enquanto, com as
conotagdes das palavras “solavel”, “invidvel” e “ilimitada”; elas serdo justifica-
das no capitulo 7. As defini¢des poderao parecer indigestas, mas deverao ficar
mais naturais depois que fizermos um esbogo do Simplex.

Matriz simples soltivel. Dada uma matriz F sobre M x N e elementos n
e m de N e M respectivamente, diremos que E é simples soltivel com relagdo
ao par n,m se existem partes P de M —m e Q de N — n tais que

E[p, ] é de bijecio, FE[pn]> o0,
EM-m-P,N) =0,
E[m,N—n—Q} 2 o ) E[TI’L,Q] =0.
A expressao M — m — P é uma abreviatura de (M — {m}) — P; analogamente,
N—n—Q é uma abreviatura de (N —{n})—Q. E 6bvio que a matriz E[M—m, N—n]
é escalonada. O conjunto P é a base de linhas e o conjunto ) é uma base de

colunas da matriz. E facil verificar que a base de linhas é tnica, mas podem
existir varias bases de colunas.

Ha uma certa simetria entre E[m, N—n] € E[M—m,n] na definicdo de matriz
simples soltvel: a condi¢do E[p,n] > o corresponde a condigdo E[m,Q] = o; ea
condi¢do E[M—m—P,n] = o corresponde a condigdo E[m, N-n—Q] > o.

Matriz simples invidvel. Uma matriz £ sobre M x N é simples invidvel
com relagdo a coluna n e linha m se existe h em M — m tal que
EhN—n)<o0o e E[nn >0 ou
E[h7N—n} >0 e E[h7n] < 0.

O elemento h de M — m é o indice de uma linha de inviabilidade.

Matriz simples ilimitada. Uma matriz E sobre M x N é simples ilimitada
com rela¢do a coluna n e linha m se existe uma parte P de M —m, uma parte )
de N —n e um elemento £ de N —n — @ tais que

Ep k) <o, E[pQ]édebijecio, Epn > o,
EM-m-Pk =0, EM-m-P,Ql=0, E[M-m-Pn]=o0,
Efm,k <0, E[m,q)=o.
Os conjuntos P e () sdo as bases da matriz e k£ é o indice de uma coluna de
ilimitagao.

H4 uma certa simetria entre a defini¢do de matriz simples invidvel e a de
matriz simples ilimitada: a condigdo “E'[n, N—n] < 0e E[h,n] > 0o0ou E[p, N—n] >
o e Eln,n) < 0” da primeira corresponde a condicdo “E[M—m, k] < 0e E[m, k| <
0” da segunda.

matriz
simples

M—-m-—-P
N—-—n—Q
bases

linha de
inviabilidade

coluna de
ilimitacdo
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Q n
00 1|2
P 0102
1 0 02
000O0OO0OOO0OOSODOO|0OO0OO0O]O0
000O0OO0OOO0OOTODOO|0OO0O0]O0
00O0O0OOOOO OO OO O®O|0OO0O0]|0
ml|=>22>22>22>22>22>22>22>22>22>22>2|000
Figura 3.1: Matriz simples soltvel.
n
<< << LS > h
m
Figura 3.2: Matriz simples invidvel.
k Q n
< 001|2
P | < 010]|=
< 1 002
0 00 0|0
0 0 0 0]0
0 00 0|0
m | < 000

Figura 3.3: Matriz simples ilimitada.

Matriz simples. Uma matriz F é simples com relagao aos indices n e m se
for de um dos trés tipos descritos acima. As trés defini¢des sdo mutuamente ex-
clusivas: uma matriz ndo pode ser, a0 mesmo tempo, simples soltvel e invidvel,
nem simples soltivel e ilimitada, nem simples invidvel e ilimitada.

3.2 Esboco do Simplex

Suponha dada uma matriz D sobre M x N e elementos n e m de N e M res- D
pectivamente. O objetivo do Simplex é transformar D, por meio de sucessivas
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1 99 0 0 9 0 0 99 88
0 99 0 0 99 0 1 99 88
0 0 0 0O 0O 0O 0 0 O
01/2 0 0 1/2 1 0 1/2 0
0-99 1 1 -9 0 0 —-99 88
0 77 0 0 77 0 0 77 —66

Figura 3.4: Esta matriz é simples soltvel com re-
lacdo a coluna 9 e linha 6. A base de linhas é com-
posta de 1,2,4,5. H4 duas bases de colunas: uma
contém 1, 3,6, 7 e outra contém 1,4,6,7.

1 99 0 99 99 0 0 99 88
0-99 0 -99 —99 0 —99 —99 88
0 0 0 9 0 0 0 0 0
0 1/2 0 1/2 1/2 1 0 1/2 0
0o 0 0 0 0 0 0 0 -1
—99 99 0 —99 99 0 0 99 —66

Figura 3.5: Matriz simples inviavel (coluna espe-
cial 9 e linha especial 6). Ha duas linhas de inviabi-

lidade: 2 e 5.
1 99 0 0 99 0 0 99 88
0 —99 0 —-99 —99 0 1 99 88
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1/2 0 -1/2 1/2 1 01/2 0
0 99 1 -99 99 0 0 99 88
o 77 o =77 77 0 0 77 —66

Figura 3.6: Matriz simples ilimitada. A coluna de
ilimitagdo é 4.
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operagdes de pivotagdo, numa matriz que seja simples em relagdo a n e m.
Cada iteracdo do Simplex comega com uma matriz £ e uma parte P de
M — m tais que

fipyz o,
E[p, Q] é uma matriz de bijecdo e E[M-pP,Q] = O,

onde f denota o vetor | n] e @) é uma parte de N —n. As operagdes executadas
durante uma iteracdo modificam E e P de modo a preservar essas propriedades.
A primeira iteragdo comega com E = D e P = (). Cada iteragdo consiste no
seguinte:

CASO1: Efpk]>0e fln) >0 ou Epkl <0e fln) <0
paraalgumhem M —m — P ealgumkem N —n.
Seja P* o conjunto de todos os p em P para os quais Ep, k] > 0.

CAsO 1A: fin)/Eh k) < flp]/Ep, k] paratodop em P*.
Seja E’ o resultado da pivotagdo de E em torno de h, k.
Comece nova iteragdo com P + h e E' nos papéis de P e E.

CAsO 1B: f(n)/E[h,k] > f[p]/Elp,k] paraalgum p em P*.
Escolha p em P* de modo que f[p]/Ep, k] seja minimo.

Seja E' o resultado da pivotagdo de E em torno de p, k.
Comece nova iteragdo com E’ no papel de E (sem alterar P).

CASO2: En,N-n) <oefn >0 ou Enh N-n]>o0e fln] <0
paraalgum hem M —m — P.

Devolva E e pare (a matriz E é simples invidvel).

CAs03: ElM—m—P,N] =0, flM—m—-P] =0 e E[m,k <0
paraalgum k em N —n .

Seja P* o conjunto de todos os p em P para os quais E[p, k] > 0.

CASO 3A: P* évazio.
Devolva E e pare (a matriz I/ é simples ilimitada).

CASO 3B: P* ndo é vazio.

Escolha p em P* de modo que f[p]/Ep, k] seja minimo.

Seja E' o resultado da pivotagdo de E em torno de p, k.
Comece nova iteragdo com E’ no papel de E (sem alterar P).

CasO04: EM—m—P,N] =0, flM—m—-P] =0 e Em N-n] > 0.
Devolva E e pare (a matriz E é simples solavel). O

A operagdo de pivotagdo a que se referem os casos 1A, 1B e 3B é definida
como no algoritmo de Gauss-Jordan (segdo 2.3): dados elementos h de M — m
e k de N — n (as pivotagdes jamais ocorrem na linha m e jamais na coluna n),
o resultado da pivotagdo de £ em torno de i,k é a matriz E’ definida pelas

polics!

>

P*

pivotagao
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equagoes

1 / E[ka]
E E Eui1=FEli|———F
n e Bl =Pl =g P

para cada i em M — h.

E claro que os casos 1A e 1B devem ser entendidos como subcasos do caso 1;
analogamente, 3A e 3B sdo subcasos de 3. Os casos 1B e 3B sdo formalmente
idénticos. A definicdao de p nesses casos deve ser entendida da seguinte maneira:
escolha qualquer p em P* que satisfaca a condicao f[p)/E[p, k] < f[i]/Ei, k] para
todo i em P*.

VIVIV| 3

oclooco|lo~o|O

S| OO O |k OO
S| OCDO O | O -

Figura 3.7: Matriz E no inicio de uma iteragdo.

A estrutura de casos. Em cada iteragdo, pelo menos um dos quatro casos se
aplica, como passamos a mostrar. Se os casos 1 e 2 ndo valem para um elemento
h de M — m — P entdo

Eh,N-nj=0 e fn=0.

Por outro lado, se essa condigdo é verdadeira para todo h em M —m — P entdo
é 6bvio que vale o caso 3 ou o caso 4.

Como se vé, os quatro casos se complementam naturalmente. Essa comple-
mentaridade determina a “légica interna” do Simplex e justifica nossas defini-
¢Oes de matriz simples soltvel, invidvel e ilimitada.

Nossa linguagem algoritmica. Em nossa linguagem de descrigdo de algo-
ritmos, a ordem em que os casos sdo enunciados é irrelevante: em cada iteracdo,
qualquer dos casos aplicdveis pode ser executado. O mesmo vale para os sub-
casos dentro de cada caso. Ademais, a definicdo de um caso ndo supde que os
demais nao se aplicam. E possivel mesmo que 0s casos ndo sejam mutuamente
exclusivos (embora isso ndo ocorra no esbogo do Simplex acima).

A prop6sito, as expressdes logicas da forma “X e Y ou W e Z” que aparecem
na defini¢do de alguns casos devem ser entendidas como “(X e Y) ou (W e 7)”.
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1 1 5 -1 5
0 1 -1 1 4
0o -1 -3 -1 -8
0 -1 1 2 3
1 0 6 -2 1
0 1 -1 1 4
0 0 -4 0 -4
0 0 0 3 7
1/6 0 1 -1/3  1/6
1/6 1 0 2/3 25/6
2/3 0 0 —4/3 —10/3
0 0 0 3 7
0 0 1 0 1
1/2 1 0 0 52
~1/2 0 0 1 5/2
3/2 0 0 0 —1/2

Figura 3.8: Exemplo de aplicacdo do Simplex. A figura registra a matriz
no inicio de sucessivas iteragdes. Neste exemplo, a primeira iteragdo comega
com P = {1} e Q = {1}. O subcaso 1A se aplica com h,k = 2,2. Na segunda
iteracdo, o caso 1 se aplica com h,k = 3,3; o subcaso 1A ndo se aplica, mas o
subcaso 1B vale com p = 1. No inicio da terceira iteragdo, a matriz £ ndo é mais
simples que no inicio da iteragdo anterior, mas em algum sentido é melhor que
aquela: depois de uma pivotagdo em torno de 3,4 obtemos uma matriz simples
solavel.

Terminologia tradicional. Convém mencionar alguns termos consagrados
pelo uso em discussdes sobre o Simplex. Nos casos 1 e 3, dizemos que a coluna
k entra na base. Nos casos 1B e 3B, dizemos que sai da base a coluna ¢ definida
pela relacdo Ep, ¢ = 1.

Qual o critério para a escolha da coluna k que deverd entrar na base? No
caso 1, basta que E[n, k] ndo seja nulo e f[n]/E|h, k] ndo seja negativo; no caso 3,
basta que E[m, k] seja negativo.! Qual o critério para a escolha da coluna g que
devera sair da base nos casos 1B e 38?7 Como a matriz F[p, (] estabelece uma
bijecdo entre P e (), o critério de escolha de ¢ se confunde com o critério de
escolha de p e p é escolhido em P* de modo que f[p]/E[p, k] seja minimo.

A propésito, o esbogo que fizemos acima corresponde, essencialmente, a
chamada versao tabular do Simplex.

! Dizer que « é negativo é o mesmo que dizer “a < 0”. Analogamente, a é positivo se a > 0.

entra
na base
sai da
base
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2 2 4 0 24
2 0 5 -1 =10
-1 1 -2 1 2
1 1 1 1 0
1 1 2 0 12
0 -2 1 -1 =34
0 2 0 1 14
0 -1 1 -12
1 1 2 0 12
0 2 -1 1 34
0 0 1 0 =20
0 -2 0 0 —46

Figura 3.9: Exemplo de aplicacdo do Simplex. A fi-
gura registra a matriz F no inicio de sucessivas itera-
¢Oes. A matriz resultante é simples invidvel.

2 2 4 0 24 2 2 4 -8
2 0 5 -1 10 2 0 5 -4 10
-1 S 2 -1 1 -2 0 2
1 1 1 1 0 1 1 1 -8 0
1 1 2 0 12 1 1 2 -4 12
0 -2 1 -1 -14 0 -2 1 4 -14
o 2 0 1 14 0 2 0 -4 14
0 0 -1 1 —12 0 0 -1 -4 —12
1 0 5/2-1/2 5 1 0 52 -2 5
0o 1-1/2 1/2 7 0o 1-1/2 -2 7
0o 0 1 0 0 o 0 1 0 0
0 0 -1 1 —12 0 0 -1 -4 —12
1 0 0-1/2 5 1 0o 0 -2 5
o 1 0 1/2 7 o 1 0 -2 7
0o 0 1 0 0 o 0 1 0 0
0o 0 0 1 -12 0 0 0 -4 -12

Figura 3.10: Mais dois exemplos de aplicagdo do Simplex, ligeiramente
diferentes do anterior. No primeiro (a esquerda), a tiltima matriz é simples
soltvel. No segundo, a tiltima matriz é simples ilimitada.
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3.3 Analise

Como ja anunciamos acima, o Simplex gira em torno de duas propriedades

(compare com a segdo 2.4:

Invariantes No inicio de cada iteragao,

(i0) fip > o,

(i1) E[p,Q) édebijecio e EM—-pP,Q =0,

onde ) é uma parte de N.

Os dois invariantes sdo trivialmente verdadeiros (com P e ) vazios) no ini-
cio da primeira iteragdo. Suponha agora que eles valem no inicio de uma ite-
ragao qualquer que ndo a dltima. E claro que nessa iteracdo ocorre o caso 1 ou
0 caso 3 e k estd necessariamente em N — Q. E preciso mostrar que no fim do
caso 1A os invariantes permanecem validos com E’, P + h e () + k nos papéis
de E, P e (Q e que no fim dos casos 1B e 3B os invariantes permanecem vélidos
com E’ e Q — ¢+ k nos papéis de E e @), onde ¢ é o tinico elemento de @ tal que
E[p,q) = 1. Trocando em mitdos, basta mostrar que no fim do caso 1A temos

['[P+h]

e que no fim dos casos 1B e 3B temos

f'1p]
El[7Q_q]
E'[ k)

0, (3.a)
EL,Q], (3.b)
I7,n], (3.c)
0, (3.d)
El,Q-q, (3.e)
11,1} 3.5

onde ' = E’'[ n] e I é a matriz identidade. As demonstragdes de (3.a) e (3.d)
explicam a estrutura de casos do Simplex e a elaborada escolha de p nos casos 1B

e 3B.

DEMONSTRACAO DE (3.a): Considere inicialmente o componente h de f’.

Em virtude da defini¢do do caso 1,

fin/Enk > 0.

Como a pivotagdo no caso 1A ocorre em torno de h, k temos f'[n] = f[n]/E[h, k]
e portanto f’[n] > 0. Resta considerar f’[;] com i em P. Suponha inicialmente
que Ei, k] ndo é positivo. Entao f'[;] > 0 pois

i =

fli) = Eli, k]

f1n]
Efn, k)
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Figura 3.11: Matriz £’ no fim do caso 1A.

e f[i] > 0 em virtude de (i0). Suponha agora que E|;, k] é positivo. Entdo f'[;] >
0 porque

flig i)
Eli,k]  Efn, k]

F'il = Bl ( )
e a expressdo entre parénteses ndo é negativa, em virtude da definicdo do
caso 1A. Em suma, f/[;j > 0 paracadaiem P+ h. O

DEMONSTRAGAO DE (3.d): Como a pivotagdo nos casos 1B e 3B ocorre em
torno de p,k, temos f'[p] = fp|/Elp,k].- Mas f[p] > 0 em virtude de (i0) e
Ep,k) > 0 pois p € P*. Logo,

f'p = 0.

Resta considerar f’[;] com i em P — p. Suponha inicialmente que E|[;, k] ndo é
positivo. Entao f'[;] > 0 pois

fli) = ful — Elik /1

Elp.k)
e f[i] > 0. Suponha agora que E|;, k] é positivo. Entdo f'[;] > 0 porque
e , S1i] f1p]
i\ = FE i, —_ = =
il [i, k] (E[i,k] E[p,k‘])

e a expressdo entre parénteses ndo é negativa em virtude da maneira como p foi
escolhido. O

As demonstragdes de (3.b), (3.c), (3.e) e (3.f) sdo analogas as demonstracoes
das relagdes correspondentes no algoritmo de Gauss-Jordan. A titulo de ilustra-
¢do, vamos examinar as duas ultimas.

DEMONSTRACAO DE (3.e): Como E[p, Q—q] = 0 em virtude de (il), a defini-
¢do da operacdo de pivotagdo garante que

E'p,Q-q = Ep,Q-q e FE'[i,g—q = Eli,Q—q]

paracadaiem M —p. O
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Figura 3.12: Matriz £’ no fim dos casos 1B e 3B.

DEMONSTRAGAO DE (3.f): Convém representar a operacdo de pivotacdo de
forma matricial, como j4 fizemos ao analisar o algoritmo de Gauss-Jordan.

Seja F' a matriz elementar sobre M x M cuja coluna saliente, p, é igual a
E[,k]. Seja G a inversa de F, isto é, a matriz elementar com coluna saliente P
definida pelas equacdes Glp,p] = 1/Ep,k] e G[i,p] = —E[i,k]/E[p, k] para cada i
em M — p. Observe que

FG=GF=I e E'=GE.

Agora, para cada ¢ em M,

E'li,k) = Gi,1E[K = G, 1F[,p) = (GF)i,p) = I[i,p].

Logo, E'[ k) =I[,p] . O

Como acabamos de mostrar, os invariantes (i0) e (i1) valem no inicio de cada
iteragdo. Em particular, os invariantes valem no inicio da dltima iteragdo. Por-
tanto, a matriz £ que o Simplex devolve é simples com relagdo ao par n, m: no
caso 2, E é simples invidvel (com linha de inviabilidade /); no caso 3A, E é sim-
ples ilimitada (com coluna de ilimitagdo £); no caso 4, £/ é simples soltivel (com
bases P e Q).

3.4 Convergéncia

Nosso esboco do Simplex freqiientemente ndo converge, ou seja, freqiiente-
mente ndo atinge um dos casos terminais (2, 3A ou 4). Enquanto estiver ocor-
rendo o caso 14, é 6bvio que estamos fazendo progresso, pois P aumenta. Mas é
possivel que haja uma seqiiéncia infinita de ocorréncias dos casos 1B ou 3B. Isto
acontece, em especial, se 0 caso 1 ocorre em duas iteragdes consecutivas com um
mesmo valor de P e valores distintos de h, como mostra a figura 3.13.

A convergéncia melhora se insistirmos na mesma linha £, iteragdo ap0s ite-
ragdo, enquanto P ndo se alterar. A justificativa para esta politica estd na se-
guinte observacdo, a ser demonstrada no préximo capitulo: enquanto estiver

Qe X
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1 10 2
0o 1 12 2

0 —6 13 3

0 0 0 0

/2 1 5 1
-1/2 0 7 1
30 43 9

0 0 0 0

1 2 10 2

0o 1 12 2

0 —6 13 3

0 0 0 0

Figura 3.13: Exemplo de ndo-convergéncia do esboco do Simplex na
secdo 3.2. A figura registra o valor de F no inicio de trés iteragdes con-
secutivas. Em todas, 1 é o tinico elemento de P. Na primeira iteracéo,
o caso 1 se aplica com h,k = 2,2 e o subcaso 1B se aplica com p = 1.
Na segunda iteragdo, o caso 1 se aplica com h,k = 3,1 e o subcaso 1B
se aplica com p = 1. No inicio da terceira iteragdo temos exatamente
a mesma configuracdo que no inicio da primeira. Este ciclo podera se
repetir ad seternum.

acontecendo o caso 1 com um mesmo valor de P e um mesmo valor de h, o va-
lor absoluto de f[n] diminui ou, na pior das hipéteses, ndo aumenta. Em outras
palavras, numa seqiiéncia de ocorréncias do caso 1B, a seqiiéncia de valores de
f[r] € monotonica, isto é, crescente ou decrescente.”

Exercicios

3.1 Escreva um algoritmo que decida se uma dada matriz £ é simples com
relagdo a um dado par n, m de indices.

3.2 Considere o esbogo do Simplex feito na se¢do 3.2. Qual dos casos se aplica
numa iteracao que comeca com P = M — m?

3.3 Escreva uma versdo especializada do Simplex para matrizes com uma s6
linha. Escreva uma versdo especializada do Simplex para matrizes com
apenas duas linhas. Use as duas matrizes abaixo como teste, com n = 6 e
m = 2. (Veja também o exercicio 4.3.)

2 2 2 2 2 0 2 2 2-2 2 0
2 1 0-1-2 0 2 1 0-1-2 0
2 Diremos que uma seqiiéncia a1, a2, as, ... € crescente se a1 < az < az < - -+ e decrescente

seqar > a2 2> a3 > .
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34

3.5

Aplique o Simplex descrito na se¢do 3.2 & matriz abaixo (como de habito,
a coluna especial é a que estd mais a direita e a linha especial é a dltima).
Aplique o Simplex varias vezes, procurando obter solugdes diferentes.

1 2 1 0 1 0 0 12
2 5 0-1 0 1 0 10
-1 -3 1. 1 0 0 1 2
-1 -2-1 0 0 1 0 O

Suponha que no inicio de uma iteragdo do Simplex aplica-se o caso 3 e k é
escolhido, por engano, de modo que E[m, k] > 0. Suponha que a iteracao é
executada com este valor de k. Como isso afeta a iteracdo corrente? Como
isso afeta 0 andamento das iteracdes subseqtientes?



Capitulo 4

Heuristica Simplex

“Que a heuristica apresente a sua versdo dos fatos!”

Este capitulo faz uma descri¢do completa da heuristica Simplex. Esta versdo
do Simplex ndo merece o rétulo algoritmo pois nem sempre converge.! Mas
os exemplos de ndo-convergéncia sdo muito mais raros que os do esbogo que
fizemos no capitulo anterior (segdo 3.2). O préximo capitulo mostrard como
refinar a heuristica para transforma-la num algoritmo.

4.1 Introducao

A heuristica Simplex recebe uma matriz D, o indice n de uma coluna e o indice
m de uma linha e calcula uma matriz £ que é simples com relacdo ao par n,m.
Para dizer o que, exatamente, o Simplex faz é preciso especificar a relagdo entre
as matrizes /e D. Essa relagdo é um pouco mais restritiva que a do algoritmo
de Gauss-Jordan (capitulo 2): existem matrizes F' e G tais que

E =GD, Gim =1I[,m e FG =1,

onde I é amatriz identidade. A versdo da heuristica que descreveremos a seguir
devolve F' e G. De posse dessas matrizes, basta calcular os produtos FG e GD e
verificar se, de fato, o primeiro é igual a matriz identidade e o segundo é simples
com relacdo a n,m.

Como E = GD, cada linha de E é uma combinacdo linear das linhas de D.
Como G|,m] = I[,m], cada linha de E[p—m, ] € uma combinagdo linear das
linhas de D[p—m, ] e o vetor E[m, ] é a soma de D[m, | com uma combinagdo
linear das linhas de D{p—m, ].

! Uma heuristica é um procedimento de tentativa-e-erro. No presente texto, o termo é usado
para designar um procedimento computacional que (ao contrdrio de um algoritmo) nem sempre
converge, mas produz os resultados desejados quando converge. Um procedimento computaci-
onal converge se sua execugdo termina depois de um ntdmero finito de iteragdes, quaisquer que
sejam os dados.

39
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1 2 2 0 1 -2 0 O 2 2 4 0 24
0 1 1 0 0 1 — 1/2 0 1 1 2 0 12
0o 0 2 0 0 0 1/2 0 2 0 5 -1 10
0 1 -1 1 0 —1 1 1 —1 1 -3 1 2

Figura 4.1: A figura especifica matrizes F', G e D. Verifique que
FG =1, que G[,4] = I[,4] e que a matriz GD é simples com
relacdo a coluna 5 e linha 4.

4.2 A heuristica

A heuristica Simplex adota a politica, ja sugerida no capitulo anterior (veja se-
¢do 3.4), de insistir numa mesma linha h enquanto isso fizer sentido. Essa po-
litica melhora muito a convergéncia, embora nao seja suficiente para garanti-la.
Para implementar a politica, introduzimos duas novas variaveis: L e h.

Heuristica Simplex Recebe uma matriz D sobre M x N e elementos
ne m de N e M respectivamente; se convergir, devolve matrizes F e G
sobre M x M tais que FG = I, G| ,m] = I[,m] e GD é simples (soltivel,
invidvel, ou ilimitada) com relagdo ao par n, m.

Cada iteragdo comega com uma parte L de M —m, um elemento h de M — L,
e matrizes F', G e E. A primeira iteragdo comecacom F =G =1, E=D,L =1
e com h em M, se possivel’ distinto de m. Cada iteracdo adota a abreviatura
f = E[n] e consiste no seguinte:

ALTERNATIVA I: h é diferente de m .

CASOLL: Efpk]>0e f[n) >0 ou Enkl <0e fln) <0
paraalgumk em N —n.
Seja L* o conjunto de todos os p em L para os quais Ep, k] > 0.

Caso L1A: fn)/Ehk) < flp)/Elp,k] paratodop em L*.

Seja F',G', E' o resultado da pivotagdo de F, G, E em torno de h, k.
Seja L' o conjunto L + h.

Escolha i/ em M — L', se possivel distinto de m.

Comece nova iteracdo com L', 1/, F', G', E’

nos papéisde L, h, F, G, E.

CAsOL1B: fin)/E[h,k] > flp]/Elp k] paraalgumpem L*.
Escolha qualquer p em L* tal que f[p]/Ep, k] € minimo.

Seja F',G', E’ o resultado da pivotagdo de F, G, E em torno de p, k.
Comece nova iteracdo com F’, G’ e E' nos papéisde F', G e E.

2 Ou seja, se M — m ndo é vazio.

33
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CASOL2: Ep,N-n]<oefn >0 ou Enh,N-n]>o0e fln<0.
Devolva F' e G e pare.
CAsOL3: Ep,N—n]=o0 e fln=0.
Seja L' o conjunto L + h.
Escolha i/ em M — L', se possivel distinto de m.
Comece nova iteracdo com L’ e b’ nos papéis de L e h.
ALTERNATIVAIL: h éigualam .
CAsOILl: Efn k) <0 paraalgumkem N —n. k
Seja L* o conjunto de todos os p em L para os quais Ep, k] > 0. L
CAso IL.1A: L* é vazio.
Devolva F' e G e pare.
CAsOII.1B: L* ndo é vazio.
Escolha qualquer p em L* tal que f[p]/Ep, k] € minimo. p
Seja F',G', E’ o resultado da pivotagdo de F, G, E em torno de p, k.
Comece nova iteracdo com F’, G’ e E' nos papéisde F', G e E.
CasOoIl2: En,N-n] > 0.
Devolva F e G e pare. 0°
A operagdo de pivotagdo é definida como no algoritmo de Gauss-Jordan:
dados elementos h de M —m e k de N —n, o resultado da pivotacdo de F, G, E  pivotagdo
em torno de h, k é o terno F',G’, E' de matrizes definido pelas equagdes
F'im = Dra, g = Flg )
Gl = oG], Gl = Gli] + oG,
E'n] = oy B, Bl = Bl + o B,
onde o, = 1/E[n, k] e a; = —E|[i, k)/E[n, k] para cada i em M —h. Como ja vimos
em capitulos anteriores,
F'=FF, G'=GG e E =GE,
onde I é a matriz elementar com coluna saliente h definida pela equacio F
F[,n = E[,k e G éainversade F. G

Observagdes. E 6bvio que uma das duas grandes alternativas se aplica em
cada iteragdo. Dentro de cada alternativa pelo menos um dos casos se aplica,
como verificamos no capitulo anterior.

A escolha de h no inicio da primeira iteragdo e nos casos I.1A e 1.3 deve ser
entendida assim: escolha & de modo que h = m somente se M — L = {m}.

A defini¢do de p nos casos 1.1B e IL.1B deve ser entendida da seguinte
maneira: escolha qualquer p em L* que satisfaca a condicdo f[p|/E[p,k] <
f1i/Ei, k) para todo i em L*.

% Ver solucdo do exercicio 4.2 no apéndice E, pagina 192.
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1 0 0 0 1 0 0 0 2 2 4 0 24
01 0 0 0 1 0 0 2 0 5 -1 10
0 0 1 0 0 0 1 0 -1 1 -2 2
0 0 0 1 0 0 0 1 11 1 1 0
2 0 0 0 /2 0 0 0 1 1 2 0 12 L
2 1 0 0 -1 1 0 0 0 —2 1 -1 —14
-1 0 1 0 12 0 1 0 0 2 0 1 14
o0 1 -12 0 0 1 0o 0 -1 1 —12
2 2 0 0 0 1/2 0 0 1 0 5/2-1/2 5 L
2 0 0 0 1/2 -1/2 0 0 0 1-1/2 1/2 7 L
-1 1 1 0 —1/2 1 1 0 0 0 1 0 0
1 1.0 1 -1/2 0 0 1 0o 0 -1 1 —12
2 2 4 0 5/4 -2 —5/2 0 1 0 0-1/2 5 L
2 0 5 0 /4 0 1/2 0 o 1 0 1/2 7 L
-1 1-2 0 —1/2 1 1 0 0 0 1 0 o0 L
1 1 1 -1 1 11 0 0 0 1 —12

Figura 4.2: Exemplo de aplicagdo do Simplex. A figura registra os valores de
F, G e E no inicio de cada iteracdo. O rétulo “L” indica as linhas que estdo
em L. A Gltima matriz E é simples soltvel com relagdo a coluna 5 e linha 4.

3 2 1 4 5 6 7 8 10
4 3 2 5 6 7T -8 =9 11
5 6 3 4 7 -9 8 -—-10 9
1 -5 4 7 5 -10 9 6 8
9 8 7 11 3 2 1 4 0
157/7473 334/7473  —277/7473 —170/7473 0
466/7473 —389/7473 —13/7473 19/7473 0
545/2491 —332/2491 514/2491 —368/2491 0
—1343/7473 1522/7473 —1486/7473 1597/7473 0
7690/7473 —12866/7473 12326/7473 —13991/7473 1
84/2491 168/2491 —686/7473 0 0 1 —1773/2491 O 1391/7473
—68/2491 —136/2491 —275/7473 0 0 0 2147/2491 1 416/7473
2509/2491  5018/2491 —49/2491 0 1 0 7271/2491 O 3480/2491
—1258/2491 —5007/2491 3631/7473 1 0 0 —6364/2491 0 2714/7473
28834/2491 60159/2491 15283/7473 0 0 0 45640/2491 0 —65620/7473

Figura 4.3: Exemplo de aplicagdo do Simplex. Ao receber a matriz D (topo
da figura) e os indices 9 (coluna) e 5 (linha) o Simplex executou 10 iteracdes e
devolveu a matriz G (meio da figura). A matriz GD (parte inferior da figura) é
simples soltivel com relacédo a coluna 9 e linha 5.
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Fases. Qualquer execugdo da heuristica consiste em uma seqiiéncia de
ocorréncias da alternativa I seguida de uma seqiiéncia de ocorréncias da alter-
nativa II. Enquanto estiver acontecendo a alternativa I, dizemos que a heuris-
tica estd na primeira fase; enquanto estiver acontecendo a alternativa II, dize-
mos que a heuristica estd na segunda fase. A propdsito, a alternativa II ocorre
quando e somente quando L = M — m.

4.3 Analise

Para entender como e por que a heuristica Simplex funciona, basta verificar as
seguintes propriedades (compare com as se¢des 3.3, 2.4 e 2.5):

Invariantes No inicio de cada iteragcdo da heuristica, existe uma parte
P de L e uma parte () de N — n tais que

(i0) frp)>o,
(i1) FE[p,Q) é debijecio, E|M—P,Q] =0 e EjL-p 1=0,
(i2) FG=1I,
(i3) GD=F,

(i4) G,m-pP)=1I[,M-P],

onde f é o vetor E[ n].
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Figura 4.4: Matrizes G e E no inicio de uma iteragdo da heuristica Simplex.

E evidente que esses invariantes valem (com P e () vazios) no inicio da
primeira iteracdo. Suponha agora que os invariantes valem no inicio de uma
iteragao qualquer que ndo a tltima. E claro que nessa iteragdo ocorre o caso L14,
o caso L.1B, o caso 1.3 ou o caso IL.1B. E 6bvio que depois de uma ocorréncia do
caso 1.3 os invariantes permanecem validos; para tratar dos demais casos, adote
a notacao

f'=E[n e P =P+h.

fases
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Seja ¢ é o tnico elemento de @ tal que E[p,¢] = 1. Basta mostrar agora que no
fim do caso I.1A

f,[P/] >0, (4.a)
E'.Q=E[,qQ e E'[K¥=1In, (4.b)
E'lr-p,|=E|L-P,], (4.c)
G'|,Mm-P1 =G|, M-P], 4.d)
que no fim dos casos 1.1B e I.1B
P> o, (4.e)
E',Q-q=E[,Q—q e FE[ k=14, (4.9)
E'\L-p, 1= E[L-P, ], (4.g)
G'|,mMm-P)=G[,M-P], (4.h)

e que no fim de quaisquer dos casos
F'G'=1 e G'D' =F. (4.1)

As propriedades (4.c) e (4.g) sdo triviais. As propriedades (4.a), (4.b), (4.e) e (4.f)
ja foram demonstradas na se¢do 3.3. As demonstra¢des das demais proprieda-
des sdo andlogas as que fizemos ao discutir o algoritmo de Gauss-Jordan.

Os invariantes valem, em particular, no inicio da tltima iteragdo. Portanto,
na ultima iteragdo, a matriz E é simples invidvel (caso 1.2) ou simples ilimitada
(caso II.1A) ou simples soltvel (caso I1.2) com relagdo ao par n, m. Em qualquer
desses casos, G[,m] = I[,m] em virtude de (i4). Além disso, F'G = I em vir-
tude de (i2). Assim, ao devolver F' e (G, a heuristica estd se comportando como
prometeu.

4.4 Mais trés invariantes

Os trés invariantes que examinaremos a seguir (compare com a segdo 2.5) pa-
recem irrelevantes no presente capitulo, mas serdo importantes para a andlise
do mecanismo de convergéncia que introduziremos no préximo capitulo (se-
¢do 5.5).

Invariantes No inicio de cada iteracdo da heuristica,

(@5 Fl.M-p =I[.M-P|] e F[.P|=D[.qJ,
(i6) Diym-pr,Q) = —GM-PPDIPQl,
(i7) Dip,QJGpP =1,

onde .J é a transposta da matriz de bijecdo E[p,q .
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A demonstrac¢do dessas propriedades é analoga a dos invariantes correspon-
dentes do algoritmo de Gauss-Jordan.

O invariante (i5) descreve completamente a matriz F'. Em particular, mos-
tra que ndo é preciso atualizar F' a cada iteracdo: a matriz pode ser calculada
imediatamente antes do fim da execucdo da heuristica. E claro que para isso é
preciso dispor das varidveis P e Q.

O invariante (i6) mostra que, para cada i em M — P, o vetor DJ; @] é uma
combinacdo linear das linhas da matriz D{p,@]. O invariante (i7) mostra que
J G[p, P] € uma inversa direita de D|p,Q]. A propdsito, os invariantes (i3) e (i4)
mostram que J G[p, P] € uma inversa esquerda de D[p, Q).

Esses invariantes sugerem que em certas condi¢des podemos tomar um pe-
queno atalho antes da primeira iteragdo. Suponha, por exemplo, que existe uma
parte Q de N — n tal que DM —m, Q] é de bijecdo e D[M—m,n] > o (mas D[m, Q)]
ndo é nula). Seja P o conjunto M — m e G a matriz definida por

G[P,P}:I[]{P}, G[vM_P]:I[vM_P] e
GM—-P, Pl = —DM-P,Q] J ,

onde J éa transposta de D[p,Q]. Entdo a primeira iteracdo pode comecar com
E=GDeL=M-—m.

O = O O
o o O
o~ o
o R A
U A
NN NN
Qoo
— == e

Figura 4.5: Seja D a matriz da figura. Adote n = 8 e m = 4. Calcule
matrizes I, e G, que permitam comegar a primeira iteragdo do Simplex
comL=M-m, F=F,G=G,e E=GyD.

4.5 Convergéncia

A heuristica Simplex nem sempre converge. A figura 4.6 d4 um exemplo: o
caso II.1B se aplica em todas as iteragdes; no inicio da sétima iteragdo, estamos
exatamente na mesma situacdo que no inicio da primeira; este ciclo podera se
repetir ad aternum. A experiéncia sugere que tais exemplos de “ciclagem” sao

raros.4

E importante examinar o fendmeno mais de perto. E 6bvio que nos ca-
sos I.1A e 1.3 a heuristica esta fazendo progresso, pois L aumenta. Ha algum

* Entretanto, hd quem afirme [Sch86, p.138] que a ocorréncia de ciclagem em problemas prati-
cos é mais freqiiente do que se imagina, mas é mascarada pelo efeito dos erros de arredondamento
da aritmética ponto flutuante.
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1 0 0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 —1/2 —=3/2  1/2 0
0 0 1 9 -5/2 —11/2  1/2 0
0 0 0 24 9 57 —10 1
1 0 -2 -—18 5 11 0 1
0 1 -1 -8 2 4 0 0
0 0 2 18 -5 —11 1 0
0 0 20 204 —41 53 0 1
1 —11/4  3/4 4 —1/2 0 0 1
0 1/4 -1/4 -2 1/2 1 0 0
0 11/4 -3/4 -4 1/2 0 1 0
0 53/4 27/4 98 —29/2 0 0 1
1 0 0 0 0 0 1 1
0 —5/2 1/2 2 0 1 -1 0
0 11/2 -3/2 -8 1 0 2 0
0 93  —15 —18 0 0 29 1
1 0 0 0 0 0 1 1
0 —5/4 1/4 1 0 1/2 —1/2 0
0 —-9/2 1/2 0 1 4 -2 0
0 141/2 —21/2 0 0 9 20 1
1 0 0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 —1/2 —=3/2  1/2 0
0 -9 1 0 2 8 -4 0
0 —24 0 0 21 93 —22 1
1 0 0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 -1/2 =3/2 1/2 0
0 0 1 9 —5/2 —11/2  1/2 0
0 0 0 24 9 57 —10 1

Figura 4.6: Um exemplo [Chv83] de ndo-convergéncia da heuristica Simplex.
A figura registra a matriz E no inicio de sucessivas iteracdes. Em todas as
iteracGes os elementos de L sdo 1,2,3 e h é 4. No inicio da sétima iteracgao,
estamos exatamente na mesma situacdo que no inicio da primeira.

progresso nos demais casos? Nao é dificil verificar que no caso 1.1B
0< f'in < fin) ou 0> f'ln) > fn (4])

e no caso II.1B

S = fin)s (4.K)

onde f' = E'[ n]. Demonstraremos uma generalizagdo dessas desigualdades
no proximo capitulo. Imagine agora que estamos diante de uma seqiiéncia de
ocorréncias do caso I.1B ou do caso I1.1B. Suponha, por um instante, que as desi-
gualdades em (4.)) e (4.k) sdo estritas ao longo da execugdo da heuristica. Entao
a seqiiéncia de valores de f|[n] serd estritamente monotonica, isto é, estritamente
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crescente ou estritamente decrescente.” Nessas condicdes, cada iteracdo da se-
qiliéncia comegard com um valor diferente de (), como mostraremos no préximo
capitulo recorrendo aos invariantes (i6) e (i7). Como o niimero de possiveis va-
lores de @ ¢ finito, o nimero de iteragdes serd finito, e portanto a heuristica
convergira.

Em suma, a heuristica Simplex converge se as desigualdades em (4.j) e (4.k)
forem sempre estritas. Mas essa observag¢do é um tanto vazia, porque ndo ha
como prever se a condi¢do estard satisfeita em todas as iteragdes.

A heuristica corre o risco de nao convergir quando f'[5] = f[]. E facil
verificar que isso acontece quando f[p] = 0. Diz-se que matrizes com essa
propriedade sio degeneradas. E fécil verificar também que f[] = 0 quando,
em alguma iteracdo anterior, houve empate na defini¢do de p, ou seja, quando
fpl/Ep, k] € minimo para mais de um p em L*. O capitulo seguinte introduzira
uma politica para a escolha de p no caso de empates.

4.6 Conclusao

A heuristica Simplex recebe uma matriz D, um indice n de coluna e um indice m
de linha e procura determinar uma matriz inversivel G tal que G|, m] = I[,m]
e GD é simples com relagdo a n,m. A heuristica nem sempre converge; mas
quando converge, produz o resultado desejado. Esta situagdo pode colocar em
duavida a propria existéncia de uma matriz G com as propriedades desejadas.

4.7 Apéndice: Simplex Revisto

Cada iteragdo do Simplex usa apenas a linha h e as colunas k e n da ma-
triz E. Podemos, portanto, tentar economizar algumas operacoes aritméticas
eliminando a varidvel E e calculando os vetores

G, 1D, GD[ kK e GD],n]

apenas quando isso se fizer necessario. Esses ajustes levam a uma variante da
heuristica conhecida como Simplex Revisto. Vamos exibir abaixo uma versao do
Simplex Revisto que se aplica a sistemas D, n, m dotadas da seguinte proprie-
dade (veja exercicio 4.4, pagina 48): existe uma parte (), de N — n tal que

Dip—m,Q,) € de bijecao,
Dim,Qo) =0 e D[M-m,n] 2 o0.

E claro que essa versdo corresponde a segunda fase da heuristica geral. Cada
iteracdo comega com uma parte ) de N —n, uma matriz G e um vetor f. A pri-
meira iteragdo comeca com @ = @, G = I e f = D[ p]. Cada iteracdo consiste
no seguinte:

> Uma seqiiéncia ay, ag, g, . . . € estritamente decrescente se a; > ay > oy > - - - .

matriz
degenerada

empate
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CAsO1: Gm, D[,k <0 paraalgumkem N —n— Q.
Seja a o vetor GD| k].
Seja P* o conjunto de todos os p em M — m para os quais afp] > 0.

CASO 1A: P* évazio.
Devolva G e pare (a matriz GD é simples ilimitada).

CASO 1B: P* ndo é vazio.

Escolha qualquer p em P* tal que f[p]/a[p] € minimo.

Seja ¢ o elemento de @ tal que E[p ¢ = 1.

Seja G/, f" o resultado da pivotagdo de G, f em torno de p, k.
Comece nova iteragdo com Q — ¢ + k, G’, f' nos papéisde Q, G, f.

CAsO2: Gm, D[,k >0 paratodokem N —n—Q.
Devolva G e pare (a matriz G D é simples soltvel). O

O resultado da pivotac¢do do par G, f em torno de h, k é o par G, f’ definido
da maneira 6bvia: G'(n, | = G|n, |/a[n], f'[n] = f[n)/a[n) e paracada i em M —h,

G'li,1=Gli,) —al)| G, 1/ap) e f'u) = fli] —ali) fr)/afn) -

No inicio de cada iteracdo, f[pm—m] > 0, (GD)[m,Q] é nulo e (GD)[M—m,Q] é de
bijegdo. Ademais, G é inversivel e G|, m] = I[,m].

Tal como a versdo bésica, a versdo revista da heuristica pode ndo convergir.
O namero de operagdes aritméticas que a versao revista executa em cada itera-
¢do é, em geral, da mesma ordem que o mesmo niimero de operacdes da versao
basica. Entretanto, se | N| é muito maior que |M| e se a matriz D é esparsa (isto
é, tem poucos componentes ndo-nulos) entdo a versao revista faz menos opera-
¢Oes aritméticas que a versdo basica. Além disso, a versdo revista é, em geral,
menos sensivel aos erros de arredondamento quando os niimeros sdo represen-
tados em ponto flutuante.

Exercicios

4.1 Escreva uma versdo da heuristica Simplex que devolva, além de F' e G,
também a matriz E e, quando apropriado, as bases P e (), o indice h de
uma linha de inviabilidade e o indice k£ de uma coluna de ilimitacado.

42 Escreva a heuristica Simplex em uma linguagem mais formal, mais proé-
xima de PASCAL ou C (veja apéndice E, pagina 192). Programe a heuristica
em um computador.

4.3 Escreva uma versado especializada da heuristica Simplex para matrizes com
apenas duas linhas. Mostre que essa versdo sempre converge. (Solug¢do no
apéndice E.)

44 (SEGUNDA FASE DO SIMPLEX) Escreva uma versdo especializada da heu-
ristica Simplex para o caso em que D tem a seguinte forma: existe uma
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4.5

4.6

4.7

4.8

parte @, de N — n tal que
D[M—-m,Q,) é debijecdo, D[m,Q, =0 € DM—-m,n] > 0.

E claro que o valor inicial de Q é Q. E claro que P = M — m em todas as
iteragoes.

(PRIMEIRA FASE DO SIMPLEX) Adote as seguintes defini¢des, um pouco
diferentes das que usamos no texto. Dada uma matriz E sobre M x N e

um elemento n de N, diremos que E é simples soltivel se existem partes
P de M e (@ de N —n tais que

E[p,q] é debijecdo, E[M—-pP,]=0 € E[,n >o0.

Uma matriz E é simples invidvel se existe um elemento h de M tal que
Eln,N-n] < 0e E[n, n] épositivo ou E[h, N—n] > 0 e E[n, n] € negativo.

Escreva uma heuristica Simplex-Primeira-Fase que receba uma matriz
E e um indice n e devolva matrizes F' e G tais que F'G = I e a matriz GD
é simples no sentido da nova definicéo.

(MUDANCA DE BASE) Seja £ uma matriz sobre M x N e sejam m e n
elementos de M e N respectivamente. Suponha que E é simples soltvel
com relagdo a n,m e tem base de linhas P e base de colunas ). Suponha
ainda que

Eim,k] =0 paraalgumkem N —n—Q e

Elp, k] > 0 paraalgumpem P.

Calcule matrizes F' e G tais que F'G = I, G|, m] = I|,m] e a matriz GE é
simples soltvel com relagdo a n, m e tem base de colunas Q — ¢ + k, onde
g é um elemento de Q).

Deduza dos invariantes (i4), (i6) e (i7) que no inicio de cada iteracdo da
heuristica, para todo ¢ em M — P, vale a identidade

Eji,)=Dji,] - Di,Ql E[Q.P E[P, ].

(Essa identidade é ttil na andlise da regra de Bland, a ser mencionada no
proximo capitulo.)

Aplique a heuristica Simplex a matriz abaixo [Bea55] com n = 8 e m = 4.
Mostre que a heuristica ndo converge quando os elementos de @) sdo 1,6, 7,
depois 1,2, 7, depois 2,3, 7, depois 3,4, 7, depois 4, 5, 7 e finalmente 5,6, 7.

1/4 —60 —1/25
1/2 =90 —1/50

0 0 1
—3/4 150 —1/50

SO W
o O O
o O = O
o= OO
o= OO



Capitulo 5

Algoritmo Simplex

Para transformar a heurfstica Simplex (se¢do 4.2) num algoritmo é preciso intro-
duzir um mecanismo que force a convergéncia (veja se¢do 4.5). O mecanismo
que discutiremos neste capitulo é um refinamento da regra que a heuristica usa,
em cada iteragdo, para escolher a linha em torno da qual fara a préxima pivota-
¢do. (Outro mecanismo de convergéncia serd mencionado na se¢do 5.9.)

5.1 Ordem lexicografica

Seja N um conjunto de indices e A uma enumeracdo dos elementos de N, isto
é, uma seqiiéncia em que cada elemento de N aparece uma e uma s6 vez. (Em
outras palavras, A é uma ordem total sobre N.) Para quaisquer vetores x e y
sobre N, diremos que x é lexicograficamente menor que y em relagdo a A se
existe kK em N tal que

z[k] < y[k]

mas z[j] = y[j] para todo j que precede k em A. Escreveremos
r<y

para dizer que x é lexicograficamente menor que y em relacdo a A. Assim, a
enumeracdo A induz uma relagdo de ordem lexicogrdfica < no conjunto dos
vetores sobre N:

r<y se r<youxs=y.

A relagdo > é definida da maneira 6bvia: = > y se y < x. Diremos que um vetor
x é lexicograficamente positivo se = > o.

E importante distinguir a desigualdade lexicogréfica = < y da desigualdade
usual z < y (veja segdo 1.1), que significa que z[;] < y[i] para todo i. Se x < y
entdo x < y, mas a reciproca nao é verdadeira.

50

B =

A

lexicografica-
mente
positivo
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x = —88 33 44 11
Z - 8 1(1) _98 _82 — —88 33 33 99
z = —88 33 44 12

Figura 5.1: Adote a enumeracao (1,2,3,4) do conjunto de indices.
O vetor u é lexicograficamente maior que v. O vetor z é lexicografica-
mente maior que y e lexicograficamente menor que z.

5.2 Regra lexicografica

O capitulo anterior mostrou que a heuristica Simplex corre o risco de ndo con-
vergir sempre que houver mais de uma candidata para a linha de pivotagéo,
ou seja, sempre que houver mais de um p em L* tal que Ep n]/E[p, k] é mi-
nimo (veja a se¢do 4.5). A regra lexicogréfica que descreveremos a seguir forca
a convergeéncia ao prescrever uma maneira de escolher uma das candidatas. Em
virtude dessa regra, o algoritmo “anda” sempre numa mesma “dire¢do”, arbi-
traria mas fixa. A regra lexicografica depende da presenca de uma enumeragao
A de N cujo primeiro elemento é n e consiste no seguinte:

Nos casos 1.1B e I1.1B da heuristica Simplex, escolha p em L* de modo

que o vetor
1

Elp, k]

Ep, ]

seja lexicograficamente minimo com relagdo a enumeragdo A. A enu-
meracdo ndo se altera durante as ocorréncias dos casos I.1B e II.1B, mas
é reajustada no fim de cada ocorréncia do caso I.1A de modo que, para
todo p em P, o vetor Ep, | seja lexicograficamente positivo.

Como n é o primeiro elemento de A, a escolha de p garante que o nimero
Ep,n]/Ep, k] serd minimo. Assim, a regra lexicogréfica é um refinamento da
regra que usamos na heuristica do capitulo anterior. Como veremos adiante, a
regra lexicogréfica é satisfeita por um tinico p.

5.3 Algoritmo

Se acrescentarmos a regra lexicografica a heuristica Simplex (veja segdo 4.2) ob-
teremos o seguinte

Algoritmo Simplex Lexicografico Recebe uma matriz D sobre M x N
e elementos n e m de N e M respectivamente; devolve matrizes F' e G
sobre M x M tais que FG = I, G[,m] = I[,m] e GD é simples com
relagdo a n,m.
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Cada iteracdo comega com uma enumeragdo A de N, uma parte L de M —m,
um elemento h de M — L, uma parte P de L, uma parte () de N — n e matrizes
F,GekFE.

Na primeira iteracdo, A é qualquer enumeragdo que comece com n. Ade-
mais, L=P =0,Q =0,F =G =1, FE = D e h éum elemento de M, se
possivel distinto de m. Cada iteragdo consiste no seguinte, com f = E[ n]:

ALTERNATIVA I: h é diferente de m .
CASOLL: Efnk]>0e fln) >0 ou Epkl <0e fln <0
paraalgumk em N —n.
Seja L* o conjunto de todos os p em L tais que Ep k] > 0.
CAsO L1A: fn)/Eh k) < flp|/E|p,k] paratodop em L*.
Defina A/, L', 1/, F', G’ e E' como indicado abaixo.
Comece nova iteracgocom A, L', ', P+ h,Q+k, F',G', £’
nos papéisde A, L, h, P,Q, F,G, E.
CAsO L1B: fin]/En k] > fip)/E[p, k] paraalgumpem L*.
Defina ¢, F/, G’ e E' como indicado abaixo.
Comece nova iteracdo com Q — g+ k, F', G', F’
nos papéisde Q, F', G, E.
CASOL2: Ep,N-n] <oe fn >0 ou Eh,N-n]>0e fln<O0.
Devolva F' e G e pare.
CAsO13: En,N-n] =0 e fn =0.
Seja L' o conjunto L + h.

Escolha i/ em M — L' se possivel distinto de m.
Comece nova iteragdo com L’ e h' nos papéis de L e h.

ALTERNATIVA II: h éigualam.

CAsOILl: Efn k) <0 paraalgumkem N —n.
Seja L* o conjunto de todos os p em L tais que E[p k] > 0.

CasOIL.1A: L* é vazio.
Devolva F e G e pare.

CASOIl.1B: L* nao é vazio.
Defina ¢, F’, G’ e E' como indicado abaixo.
Comece nova iteraciocom Q — g+ k, F', G', E’
nos papéisde @, F, G, E.

CasOIL2: Ep,N-n] >o0.

Devolva F' e G e pare. O

Resta descrever os detalhes dos casos 1.1A, I.1B e II.1B. O caso I.1A consiste
no seguinte:

Seja F’',G', E’' o resultado da pivotagdo de F, G, E em torno de h, k.

L*

Al

L*
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Adote uma enumeragdo A’ de N na qual n seja o primeiro elemento
e os elementos de ) + k venham logo a seguir (em qualquer ordem).
Seja L' o conjunto L + h.

Escolha ' em M — L', se possivel distinto de m.

(A operagdo de pivotagdo é definida exatamente como no capitulo anterior.) Os
casos I1.1B e I.1B sdo formalmente idénticos e consistem no seguinte:

Escolha p em L* de modo que o vetor E[p, |/Ep, k|

seja lexicograficamente minimo com relagdo a enumeragdo A.

Seja ¢ o elemento de @ tal que E[p ¢ = 1.

Seja F',G', E’ o resultado da pivotagdo de F, G, E em torno de p, k.

A escolha lexicografica de p deve ser entendida assim: escolha p em L* de modo
que
1 1
Ep,] <
Elp, k) Eli, k]

Ei, ) (5.a)

2

para todo i em L*. A propésito, L* é parte de P, uma vez que a matriz E[1—P, |
é nula em virtude do invariante (il) abaixo.

5.4 Analise

O comportamento do algoritmo pode ser descrito pelas seguintes propriedades
(compare com as se¢Oes 4.3 e 4.4):

Invariantes No inicio de cada iteragdo do algoritmo,

(i0) Eji,]> o paracadaiem P,

(il) FE|[p Q) éde bijecio, EmM—-P,Q) =0 e ElL—p, ] =0,
(2 FG=1I,

(i3) GD=F,

(i4) G[,mMm—-pP =1[,M-P],

(5) F,a-p=I[,M-P] e F[.P|=D[.q)J,

(i6) Dm—-pP Q) = —G[M-P, P D[P,Q],

i7) Dp.Q JGp P =1,

onde J é a transposta da matriz de bijecao EpqQ.
Os invariantes (il) a (i7) sdo idénticos aos que demonstramos ao analisar

a heuristica Simplex. O invariante (i0) generaliza o invariante correspondente
da heuristica. Note que a desigualdade lexicogréfica em (i0) é estrita; compare

! No entanto, a proposicéo “os elementos de @ precedem os demais elementos de N — n na
enumeracdo A” ndo é invariante!

A/
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b c d e f g h a

1 0 0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 —1/2 —=3/2  1/2 0
0 0 1 9 —5/2 —11/2 12 0
0 0 0 24 9 57  —10 1

1 1 1

Al ] < mpalfl2] < spafl]

1 0 -2 —18 5 11 0 1
0 1 -1 -8 2 4 0 0
0 0 2 18 -5 11 1 0
0 0 20 204 —41 —-53 0 1

saBl2 ] < grgflL

E[2,6] ’ E[1,6] ’

1 —11/4  3/4 4 —1/2 0 0 1
0 1/4 —-1/4 -2 1/2 1 0 0
0 11/4 -3/4 -4 1/2 0 1 0
0 53/4 27/4 98 —29/2 0 0 1

B2 ] < mEg BB

E[2,5] ) E[3,5] )

1 —5/2  1/2 2 0 1 0 1
0 1/2 -1/2 —4 1 2 0 0
0 5/2 —-1/2 -2 0 -1 1 0
0 41/2 71/2 40 0 29 0 1
2 -5 1 4 0 2 0 2
1 -2 0 -2 1 3 0 1
1 0 0 0 0 0 1 1
1 18 0 42 0 30 0 2

Figura 5.2: Exemplo de aplicacdo do Simplex Lexicografico (compare com a
figura 4.6). Na primeira iteracdo, as linhas 1, 2 e 3 estioem L e em P e as
colunas 1, 2 e 3 estdo em (). As letras que encabecam as colunas, tomadas
em ordem alfabética, indicam a enumeragdo de N (a mesma em todas as itera-
¢oes). O caso I1.1B ocorre em todas as iteragdes, exceto a dltima. Indicamos as
desigualdades lexicograficas que ditam a escolha de p em cada iteracdo. A exe-
cugdo do algoritmo termina no caso IL.2.
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isso com nossa discussdo na se¢do 4.5 sobre a ndo-convergéncia da heuristica,
especialmente no caso de sistemas degenerados.

E claro que o invariante (i0) vale no inicio da primeira iteragio. Suponha
agora que ele vale no inicio de uma itera¢do qualquer que néo a dltima. Seja <’
a ordem lexicografica induzida por A’. E preciso mostrar entdo que no fim do
caso [.1A teremos

E'li;] » o paracadaiem P+ h, (5.b)

e que no fim dos casos 1.1B e I1.1B teremos

E'[i,] » o paracadaiem P. (5.0)

DEMONSTRACAO DE (5.b): Ja mostramos, ao analisar a heuristica Simplex,
que
E'\P+h,n) = f'[P+h] > 0

e que E'[P+h,Q+k] é uma matriz de bijecdo. Na enumeragdo A’, o primeiro
elemento é n e os elementos de () + k precedem todos demais elementos de V.
Portanto, o vetor E’ i, ] € lexicograficamente positivo. O

DEMONSTRACAO DE (5.c): E preciso mostrar que, para todo i em P, o vetor
E'[i,] é lexicograficamente positivo com relagdo a enumeracdo A. Considere
inicialmente o caso ¢ = p. Entdo

, 1
E[,]:E[p,k}E[’]

Como E|p, k] é positivo e Ep, | é lexicograficamente positivo, E'[p, | também é
lexicograficamente positivo. Suponha agora que i é diferente de p e E[;, k] ndo é
positivo. Por definicao,

E'li,] = Eli,]— =~ Ep,] = Eli,] — Eli,k)) E'p, ]

Como E|i, ] e E'[p, | sdo lexicograficamente positivos, também E'[;, ] é lexico-
graficamente positivo. Suponha, finalmente, que 7 é diferente de p e EJ; k] é
positivo. Por definigdo,

1
Elp, k]

E'li,] = Elik ( Eli,] — Ep, ).

Eli, k]

Portanto, E'[;, | > o em virtude de (5.a). Ademais, a expressdo entre parénteses
ndo pode ser nula uma vez que i e p sdo elementos distintos de P e E[p Q] é
uma matriz de bijecdo. Portanto,

E'li,) > o,

como queriamos demonstrar. O

[A
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5.5 Convergéncia

Enquanto estiver ocorrendo o caso I.1A ou o caso 1.3, o algoritmo estd fazendo
progresso, pois L aumenta. A situa¢do é mais delicada quando ocorre o caso I.1B
ou o caso II.1B. Em que sentido o algoritmo estd fazendo progresso nesses ca-
sos? A resposta a esta pergunta estd nas seguintes observagdes, que dependem
crucialmente do invariante (i0).

Fato 5.1 No fim de cada ocorréncia do caso 1.1B,
o<E'n]1<En] ou o>En]|>ERm].

No fim de cada ocorréncia do caso IL1B, E'[n, | > E|p, | .

DEMONSTRACAO: Por definicdio do caso 1.1B, temos f[n)/E[nk >
fivl/Elp, k- Logo,

1
En, | > Ep, .
B T B
Suponha Ep, k] € positivo. Entdo
Eh, k]

"> B Elp, ]
Por outro lado, como Ep, k] é positivo, o invariante (i0) garante que

Eln, k]

——— E[p, ] >o.

E[p7 k’] [p7 ] %
C

ome / Elh, k]
E'n 1 =En, | — Ep. A Ep, 1,

concluimos que o < E’'[n, ] < EJn, ]. Se E|n, k] for negativo, um raciocicio ana-
logo mostra que o > E'[n, | > E|[p, |. Finalmente, considere o caso II.1B. Como
En, k] é negativo, Ep, k] € positivo e

/ _ _ E[hvk}
E[hv] - E[hv] E[p,k] [p7]7

o invariante (i0) aplicado ao vetor E|[p, | garante que E'[n, | > En,]. O

Podemos mostrar agora por que o algoritmo converge. Imagine que estamos
diante de uma seqiiéncia de iteragdes em que ocorrem somente o caso 1.1B ou
somente o caso I1.1B, donde L e P permanecem constantes. Sejam @ e E 0s
valores das varidveis ) e E no inicio da primeira das iteragdes da seqiiéncia e
defina ) e F analogamente para a ultima das iteracdes da seqiiéncia. Como a
enumeracao A ndo se altera ao longo da seqiiéncia de iteragdes em questdo, o
fato 5.1 garante que

En,1<En ou Ep > En],
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donde E h,] # E [h, ]. Nessas condi¢Oes, o lema abaixo garante que Q # Q.
Como o ntimero de subconjuntos de N é finito, nossa seqiiéncia de iteragdes é
necessariamente finita.

Lema 5.2 (da repeticdo de bases) Se Q = () entdo E[h7 | = E[m ].

DEMONSTRACAO: Sejam G e G os valores da varidvel G no inicio das duas
iteracdes em questdo. Seja @ o valor comum de Q e Q. Em virtude do invari-
ante (i6),

Gin, P DIP,q) = GIn, P) D[P, Q] ,

pois ambas as expressdes sdo iguais a —D[r,Q]. Em virtude do invariante (i7),
DIp, @] tem uma inversa direita:

Dpq JGp,p =1,

onde J é a transposta da matriz de bijecdo E[p,q). Logo, G[n,P] = G[h,P]. Em
virtude de (i4), ‘ )
G[h’7 } = G[h7 ] :

Finalmente, em virtude de (i3), E[n, ] = G[n, ]| D = G[n, | D = E[n, ] . O

Em suma, se L e P permanecem constantes em alguma seqiiéncia de itera-
¢Oes entdo cada iteragdo comega com um valor diferente de ). Assim, o compri-
mento da seqiiéncia ndo excede o nimero de subconjuntos de N —n que tém |P)|
elementos. Segue dai que o nliimero total de iteragdes que o algoritmo executa é
limitado pelo ntiimero total de subconjuntos de N — n, ou seja, por

oINI-1

Se ajustarmos a notacdo de modo que N seja o conjunto {1,2,..,n}, teremos
n = |N| e poderemos dizer que o nimero total de iteragcdes do algoritmo é

limitado por
2n 1,

Essa delimitagdo sugere que o nimero de itera¢des pode crescer explosivamente
em funcdo de n. (Por exemplo, se somarmos 10 a n o valor de 2"~ ! serd multi-
plicado por mais de 1000.) Mas a experiéncia mostra que, em geral, o nimero
de iteracOes fica bem abaixo desse limite; o estudo deste fendmeno é muito inte-
ressante (veja Borgwardt [Bor87]), mas ndo cabe aqui.

O algoritmo pode, de fato, executar cerca de 271 jteracdes. Klee e
Minty [KM72], e também Avis e Chvatal [AC78], construiram uma familia de
exemplos com n colunas e (n + 1)/2 linhas que forgam o algoritmo a executar
cerca de 2("~1/2 iteracdes. Reproduzimos nas figuras 5.3 a 5.5 o resultado da
aplicagdo do algoritmo ao membro n = 9 da familia.
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Figura 5.3: Continua na préxima figura.
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Figura 5.4: Continua na préxima figura.
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1 1 0 0 0 0 0 0 5 L
0 —4 1 1 0 0 0 0 5 L
0 -8 4 0 1 1 0 0 85 L
0 —16 8 0 4 0 1 1 545 L
0 -8 4 0 2 0 1 0 —40

1 1 0 0 0 0 0 0 5 L
4 0 1 1 0 0 0 0 25 L
8 0 4 0 1 1 0 0 125 L
16 0 8 0 4 0 1 1 625 L
8 0 4 0 2 0 1 0 0

Figura 5.5: Conclusao das duas figuras anteriores. As figuras mostram a
aplicagdo do algoritmo Simplex Lexicografico a um sistema com 9 colunas.
O algoritmo executa 2(°~1)/2 iteracdes. As figuras registram o valor de £
no inicio de cada iteracdo. O rétulo “L” indica as linhas que estdo em L.
A enumeracdo de N estd indicada pelas letras que encabegam as colunas,
tomadas em ordem alfabética.

5.6 Numero de operacdes aritméticas

Mesmo sabendo que o ntimero de iteragdes do algoritmo cresce exponencial-
mente com o ndimero de componentes da matriz, é interessante estimar o nua-
mero de operagdes aritméticas executadas durante uma iteragéo.

Ajuste a notagdo de modo que M e N sejam os conjuntos {1,2,..,m} e
{1,2,..,n} respectivamente. Assim poderemos dizer que m é o nimero de li-
nhas e n o nimero de colunas da matriz D.

Para decidir que caso se aplica e determinar a linha e coluna em torno da
qual fard a préxima pivotagdo, cada iteragdo do algoritmo Simplex executa no
maximo mn divisdes e menos que mn subtracdes.” (Na verdade, é mais justo
trocar “mn” por “m?”, uma vez que o resultado das comparacdes lexicograficas
s6 depende dos |Q| + 1 primeiras colunas na enumeragdo A.) Por outro lado,
cada pivotagdo requer ndo mais que mn multiplica¢gdes e divisdes e menos que
mn adigdes e subtra¢des, como ja observamos na segdo 2.6. Portanto, o niimero
total de operacdes aritméticas em cada iteracdo é menor que

4dmn.

(A titulo de comparagao, a multiplicacdo de G por D requer m?n multiplicagdes
e outras tantas adic¢oes.)

Qual o custo de uma operagdo aritmética? O universo natural do Simplex é o
dos ndmeros racionais: se cada componente da matriz D é um ntimero racional
entdo todos os niimeros gerados pelo algoritmo serdo racionais, uma vez que
o algoritmo s6 envolve as quatro operagdes aritméticas e portanto transforma

? As subtragdes estdao implicitas nas comparagdes lexicogréficas.
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nuimeros racionais em outros ntiimeros racionais. O custo de uma operagdo arit-
mética sobre nlimeros racionais depende da magnitude dos numeradores e de-
nominadores dos ntimeros envolvidos. Para estimar esse custo serd necessério,
portanto, obter uma delimitacdo superior para os numeradores e denominado-
res gerados pelo algoritmo. Faremos isto no capitulo 12. Podemos adiantar que
esses numeros sdo, em geral, muito maiores que os numeradores e denomina-
dores dos componentes da matriz dada D.

5.7 Conclusiao

O algoritmo Simplex recebe uma matriz D, o indice n de uma coluna e o indice
m de uma linha e devolve uma matriz inversivel G tal que G|, m] = I[,m] e a
matriz G D é simples com relagdo a n, m.

O algoritmo é importante ndo s6 do ponto de vista computacional mas tam-
bém do ponto de vista conceitual: ele prova a existéncia de um matriz G' com as
propriedades enunciadas.

O algoritmo executa cerca de 2"~ iteragdes no pior caso, onde n é o ntimero
de colunas da matriz D, mas em geral converge bem antes.

E claro que o algoritmo Simplex pode ser executado de modo aproximado,
com aritmética de ponto flutuante. Uma tal implementagdo aproximada pode
cometer erros arbitrariamente grandes. H4 um grande repertério de truques
[Chv83] que procuram reduzir tais erros.

5.8 Apéndice: Segunda fase do Simplex

Pode ser instrutivo examinar a versdo especializada do algoritmo Simplex Lexi-
cografico que se aplica a matrizes D que tém a seguinte forma: existe uma parte
Q, de N —n tal que

DM—m,Q,] é de bijecdo, D{M—m,n) >0 e Dim,Q,] =o.

E claro que essa versao do algoritmo corresponde a segunda fase do Simplex
Adote uma enumeragdo A de N na qual n seja o primeiro elemento e os ele-
mentos de ), precedam os elementos de N —n — @,. Cada iteragdo comega
com matrizes F', G e E/. A primeira iteragdo comegacom F'=G =Ile E = D.
Cada iteragdo consiste no seguinte:

CAsO1: Em, k) <0 paraalgumkem N —n.
Seja P* o conjunto dos p em M — m para os quais Ep k] > 0.

CAsO 1a: P~ évazio.
Devolva F' e G e pare (E é simples ilimitada).

CASO 1B: P* ndo é vazio.
Escolha qualquer p em P* tal que o vetor E[p, |/Ep, k|
seja lexicograficamente minimo em relagdo a enumeragdo A.
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Seja F',G', E’ o resultado da pivotagdo de F, G, E em torno de p, k.
Comece nova iteragdo com F’, G’ e E' nos papéisde F, G e E.

CASO2: Eim,N-n] > o0.
Devolva F' e GG e pare (E é simples soltvel). O

No inicio de cada iteragdo, para cada i em M —m, o vetor EJ;, ] é lexicogra-
ficamente positivo com relacdo a enumeragdo A. Ademais, existe uma parte )
de N tal que E[M—m,Q] € uma matriz de bijecdo e o vetor E[m, Q] é nulo.

O algoritmo converge porque duas iteragdes diferentes jamais comegam com
o mesmo valor de (). Portanto, o nimero de itera¢des é limitado pelo niimero
de subconjuntos de N — n que tém |M — m| elementos.

5.9 Apéndice: Regra de Bland

O algoritmo Simplex Lexicografico que discutimos na se¢do 5.3 é baseado numa
regra que escolhe a linha em torno da qual serd executada a préxima pivotagao.
Uma outra regra, igualmente eficaz, foi demonstrada por Bland [Bla77]. A regra
de Bland consiste no seguinte:

Adote uma enumeragao arbitraria sobre o conjunto N — n;

essa enumeracao permanece fixa ao longo da execucado do algoritmo.
Escolha sempre o menor k dentre os que podem entrar na base e

o menor ¢ dentre os que podem sair da base.

Em particular, escolha sempre o menor k que satisfaz a definigdo dos casos 1.1
e II.1 da heuristica Simplex. Nos casos I.1B e I1.1B, escolha p em L* de tal modo
que, para todo i em L* — p,

P/ Elp. k) < [/ Eli, 1
ou  flpl/Elp k] = fli/Eli, k] mas g, <g;,
onde ¢, é o elemento de @ tal que Ei,¢;) = 1. A prova de que a regra de Bland
forca a convergéncia do Simplex é baseada na seguinte observagao:

durante uma seqiiéncia de ocorréncias dos casos 1.1B ou IL.1B, um ele-
mento £ de N — n que tenha entrado na base ) s6 sai da base depois
que um elemento maior que k tiver entrado na base.

A demonstragdo dessa observagdo é um tanto complexa e serd omitida. O al-
goritmo Simplex com regra de Bland executa cerca de 2" ! itera¢des no pior
caso.

Exercicios

5.1 Verifique que a ordem lexicogréfica entre vetores sobre N relativa a qual-
quer enumeracgdo de N é reflexiva (z < z), transitiva (se z < y ey < z
entdo = < z) e antisimétrica (se x < y e y < = entdo = = y).
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5.6

5.7

Suponha que y > o em relacdo a uma dada enumeragdo do conjunto de
indices. Mostre que x — y < x para todo vetor x.

Seja a,b, c, ... uma seqiiéncia de vetores, todos indexados por 1,2,3. Su-
ponha que os componentes de cada vetor sdo inteiros entre 0 e 9. Adote a
enumeracao usual (1,2,3) e suponha que a seqiiéncia de vetores é estrita-
mente decrescente no sentido lexicogréfico (isto é, a > b > ¢ > ...). Que
comprimento pode ter a seqiiéncia?

Mostre que duas iteragdes diferentes do algoritmo podem comecar com o
mesmo valor de () e valores diferentes de G.

Escreva o algoritmo Simplex Lexicografico em uma linguagem mais for-
mal, mais préxima de PASCAL ou C. Programe o algoritmo em um compu-
tador.

Escreva o algoritmo Simplex com regra de Bland. Programe o algoritmo
em um computador.

Sejam n e m as cardinalidades de N e M respectivamente. Mostre que o
nimero total de itera¢des do algoritmo Simplex Lexicografico é limitado
pela soma



Capitulo 6

Forma tradicional do Simplex

A,b,c
GA, Gb, c+gA

O algoritmo Simplex discutido nos capitulos anteriores opera sobre uma ma-
triz em que uma determinada coluna e uma determinada linha foram destaca-
das para receber tratamento especial. Para aplicar o algoritmo ao problema de
programagao linear (de que trataremos no capitulo 7), é conveniente separar a
coluna especial e a linha especial da matriz, e tratar esses dois objetos como ve-
tores. Em outras palavras, é conveniente transformar ternos da forma D, n, m —
em que D é uma matriz e n e m sdo indices — em ternos da forma A, b,c — em
que A é uma matriz e b e ¢ sdo vetores. A reformulagdo é meramente notacional,
mas vale a pena discuti-la com algum vagar. E o que faremos neste capitulo.

6.1 Sistemas matriz-vetor-vetor

Um sistema sobre M x N é um terno A, b, c que consiste em uma matriz A sobre
M x N,um vetor b sobre M e um vetor ¢ sobre N.

Se D é uma matriz sobre M x N com coluna especial 7 e linha especial m
(veja defini¢do na sec¢do 3.1) entdo o correspondente sistema A, b, c é definido

por
A= D[M-m,N-n], b= D[M-m,a, c¢=Djm, N-n]. (6.a)

Ou seja, b é a tltima coluna de D, ¢ é a dltima linha de D e A é o restante de D.
E 6bvio que A, b, ¢ é um sistema sobre (M —mn) x (N—n).

Reciprocamente, se A, b, c € um sistema sobre M x N entdo a correspondente
matriz D resulta da justaposicdo de A4, b e c:

Dim,N)=A, Dmna =0b, DlmN]=c, (6.b)

sendo m um objeto que ndo estd em M e n um objeto que ndo estd em N.
O valor de D[, n] € arbitrério e irrelevante. E claro que D é uma matriz sobre
(M+m) x (N+n), sendo /m sua linha especial e 72 sua coluna especial.

64
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Figura 6.2: Um sistema simples ilimitado. Compare com a figura 3.3.
Deduza da figura 3.2 a aparéncia de um sistema simples invidvel.

6.2 Sistemas simples

Um sistema A, b, c é simples se a matriz D que resulta da justaposi¢do de A, b
e c¢ for simples (veja secdo 3.1) com relacdo ao par de indices que corresponde
a b,c. Em particular, A, b, c é simples soltvel, simples invidvel ou simples ili-
mitado se a matriz D for simples soltvel, simples invidvel ou simples ilimitada,
respectivamente. Os conceitos de base, linha de inviabilidade e coluna de
ilimitacdo de um sistema simples A,b, ¢ sdo as adaptagdes 6bvias dos corres-
pondentes conceitos para matriz simples (veja segao 3.1).

6.3 Algoritmo Simplex

O algoritmo Simplex pode ser apresentado agora da seguinte maneira:

Algoritmo Simplex (forma tradicional) Recebe um sistema A, b, c so-
bre M x N e devolve matrizes F' e G sobre M x M e um vetor g sobre g
M tais que F'G = I e o sistema

GA,Gb,c+ gA

é simples (soltivel, invidvel ou ilimitado).
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-1 1 1 0 0 2
1 0 1 0 10
3-2 0 0 1 6
-3 0 1 0 0
11 -1 1 -1/8 3/8 0 0 1 -1/8 3/8 3
0 2 1 0 3/8 —1/8 0 1 0 3/8 —1/8 3
0 -2 3 0 1/4 1/4 1 0 0 1/4 1/4 4
-1 7/8 3/8 0 0 0 7/8 3/8

Figura 6.3: Digamos que A,b,c é o sistema representado no topo da figura.
Sejam F', G e g os objetos definidos na parte inferior esquerda da figura (g
estd representado sob G). Verifique que FG = I. Verifique que o sistema
GA,Gb, c + gA na parte inferior direita da figura é simples soltvel.

O algoritmo consiste no seguinte. Construa a justaposicdo D de A, b e c
descrita em (6.b). Seja 7 a coluna especial e m a linha especial de D. Submeta
D,n,m ao algoritmo Simplex (veja secdo 5.3), que devolverad matrizes F' e G
tais que FG = I, G[,m] = I[,m] e GD é simples. Defina F, G e g da seguinte
maneira:

F=FmMm, G=GmMm e g=Gm M. (6.c)

Devolva F, G e g e pare.

E claro que FG = 1. E claro também que GD é o resultado da justaposigdo
de GA, Gbe c+ gA. Como GD é simples, o sistema GA, Gb, c+gA é simples.
Portanto, o algoritmo tem o comportamento que prometemos. O

Como ja observamos na se¢do 5.5, o nimero de itera¢des do algoritmo é
limitado por 2", sendo n = | N|. Como ja observamos na secao 5.6, cada iteragao
executa menos que 4(m + 1)(n + 1) operagdes aritméticas, onde m = |M|.

Se os componentes do sistema A, b, ¢ sdo nimeros racionais entdo F', G e g
também terdo componentes racionais, uma vez que o algoritmo s6 envolve as
quatro operacOes aritméticas.

6.4 Invariantes

A titulo de curiosidade, eis os invariantes do Simplex (se¢des 4.3 e 4.4) traduzi-
dos para a nova notagdo: no inicio de cada iteracdo existem partes P e ) de M
e N respectivamente, matrizes F' e G, um vetor g, e um sistema ALY, tais que

(i0) '] > o,
(i1) A'[p,q) é de bijegdo, A'(M-p,g] =0 e Q] =o,
(i2) FG=1I,

Q4
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(13) A =GA, V=Gbe d=c+gA,

(4) G[,mMm-P=I[,M-P] € g[M-P] =0,

(i5) Fi,m-pP=1I[,M-P] e F[,P]ZA[,Q]j,

(i6) Apn-pQl = —GM-P,PJA[P,Q] € c[Q] = —g[P] A[P.Q],
(i7) ApqQJGp P =1,

onde J éa transposta da matriz de bijecdo A'[p,q]. O vetor g que o algoritmo
devolve é redundante: ele poderia ser calculado a partir de A, ¢, G e A’. De
fato, N

g[p) = —c[Q]JG[P, P] (6.d)

de acordo com (i6) e (i7) e g[p—P] = o de acordo com (i4).

6.5 Conclusao

O algoritmo Simplex transforma qualquer sistema A, b, c em um sistema equi-
valente GA, Gb, c + gA que é simples (solavel, invidvel ou ilimitado).

A seguinte questdo conceitual certamente terd ocorrido ao leitor atento: um
dado sistema A, b, c pode ser transformado em sistemas simples de tipos dife-
rentes? Por exemplo, é possivel que uma execugdo do Simplex produza um
sistema simples soltivel e uma outra execugdo, com os mesmos dados, produza
um sistema simples ilimitado? A resposta é ndo. Poderiamos demonstrar esta
propriedade de consisténcia ja, mas é mais confortdvel tratar disso no capitulo 7
(segdo 7.4).

Exercicios

6.1 Seja A, b, c o sistema descrito abaixo. Exiba matrizes F' e G' e um vetor g
tais que F'G = I e o sistema G A, Gb, c + gA é simples.

1 2 3-1 1 0 O 10

2 3-1 1 0 1 0 7

1 1 3 2 0 0 1 8
-3 -1 -5-2 0 0 O
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Capitulo 7

Problema candnico primal

O algoritmo Simplex (veja capitulo 6) foi criado para resolver o problema cano-
nico de programacao linear, que discutiremos neste capitulo. O conceito de ma-
triz simples e os termos soliivel, invidvel e ilimitado que usamos ao discutir o
Simplex (veja se¢do 3.1), encontrdo aqui sua justificativa.

A heuristica Simplex e a disciplina de programacao linear foram criados
por George Dantzig[Dan63] e Leonid Kantorovich[Kan39] durante a II Guerra
Mundial (entre 1935 e 1945 aproximadamente). O Simplex foi se tornando cada
vez mais popular desde entdo.!

7.1 Defini¢ao do problema

O problema canénico primal de programacao linear consiste no seguinte:

Problema CP(A,b,c): Dada uma matriz A, um vetor b e um vetor c,
encontrar um vetor x > o tal que Ax = b e cx é minimo.

A equagdo Axr = b e a inequagdo = > o sdo as restri¢des do problema. Pode-
riamos enunciar o problema dizendo: minimize cx sob as restricoes Az = b e
x > o. O conjunto de todos os vetores x que satisfazem as restrigdes é conhecido
como poliedro candnico primal e serd denotado aqui por

X(A,b).

Se o ntmero cx for interpretado como custo do vetor x, o problema candnico
primal consiste em encontrar um vetor de custo minimo em X (A4, b).

Problemas soltveis, invidveis e ilimitados. Um vetor x em X (A, b) é uma
solugdo do problema CP(A,b,¢) se cx < cz’ para todo 2’ em X (A,b). O pro-
blema pode ndo ter solugdo alguma. Isso acontece, por exemplo, se X (A,b) é

! Veja a introdugdo do livro de Chvétal [Chv83] e a resenha histérica [LKS91] organizada por
Lenstra, Rinnooy Kan e Schrijver.
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minimizar 4y + lxs + Br3z + 314

|
O

sujeito a lzy — lzos — lzs + 3x4
S5r1 + lxg + 3x3 — 8xy =
lzy — lze — 43 + bxy = —3

|
N
N

e r ., x3, w3, x4 = 0

Figura 7.1: Um problema candnico primal, escrito em
notagdo nao-matricial.

vazio. Dizemos que o problema ¢é inviavel® se X(A,b) = 0 e vidvel em caso
contrario.

O problema também nao tem solugdo se X (A,b) contém vetores de custo
arbitrariamente negativo, ou seja, se para todo ntimero £ existe z em X (A, b) tal
que cx < £. Nesse caso, dizemos que o problema ¢é ilimitado.’

O problema candnico primal estard resolvido quando tivermos um algo-
ritmo que, ao receber um sistema A, b, ¢, responda com uma solugdo = do pro-
blema CP(A,b,c) ou com a informagdo de que o problema nao tem solugao. E
desejavel que o algoritmo produza informagdes adicionais que permitam con-
ferir suas respostas. Assim, no primeiro caso, o algoritmo deveria fornecer in-
formagdes que permitissem verificar a minimalidade de cz e no segundo caso
deveria fornecer informagdes que comprovassem a inexisténcia de solugdo. Es-
ses objetivos s¢ serdo plenamente alcangados no préximo capitulo.

-1 -1 3 2
1 3 -8 44
-1 -4 5 -3

1 5 3

B~ = Ot

64/9 31/9 5/3 0

Figura 7.2: A parte superior da figura exibe um sistema A,b,c, com b a
direita e ¢ abaixo da matriz A. (Compare com a figura 7.1.) O vetor z repre-
sentado abaixo de ¢ é solugdo do problema CP(A4, b, c). E facil constatar que
x estd em X (A,b), mas ndo é tdo ficil verificar que x minimiza cx.

Observacao sobre terminologia. Para muitos praticantes de programacao
linear, uma “solugdo” é qualquer vetor x tal que Az = b; uma “solucdo vidvel”
é qualquer vetor em X (A,b); e uma “solucdo 6tima” é qualquer vetor z em

% Nao confundir com o conceito de sistema simples invidvel definido na sego 6.2.
* Nao confundir com o conceito de sistema simples ilimitado definido na segao 6.2.

inviavel
viavel

ilimitado

“solugdo
vidvel”
“solucao
6tima”
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X (A,b) que minimize cx. O presente texto ndo usa essa terminologia porque
ela é inconsistente e desrespeita o sentido corriqueiro da palavra solucao.

7.2 Problemas simples

Diremos que um problema CP(A, b, ¢) é simples se o sistema A, b, ¢ for simples
(veja segdo 6.2). Um problema simples pode ser resolvido por mera inspecao,
Ccomo mostraremos a seguir.

Problema simples invidvel. Digamos que os conjuntos de indices de li-
nhas e colunas do sistema A,b,c sdo M e N respectivamente. Suponha que o
sistema é simples inviavel, ou seja, suponha que existe h em M tal que

An,] <o e b >0 ou Ap,]>o0e bp <O0.

Entdo o problema CP(A,b, c) ndo tem solugdo: para todo vetor z > o tem-se
Al jz <0 < blp] ou A[p, )z > 0 > bjn], donde Az # b, e portanto X (A,b) é
vazio.

Problema simples solivel. Suponha que o sistema A, b, c é simples sola-
vel e tem base de linhas P e base de colunas @), isto é, suponha que

A[p, Q)] é de bijecao, bp] > o,
AM-PN-Q =0, AM-PQ =0, biM—pP] = o0,
CIN-Q] Z 0, c[Q]=o.
Seja = o vetor definido pelas equacdes

T[N-Q =0 e Ax=b.

Existe um e um s6 vetor = que satisfaz estas condi¢des. E claro que z[g] =
g[Q, P b[P], onde A é a transposta de A, e portanto = > o. Esse é um vetor
basico do sistema; dizemos que x estd associado a base Q. E 6bvio que z esta
em X (A,b). Como z[N—Q] e c[Q] sdo nulos, temos

cx=0.
Por outro lado, ¢z’ > o para todo 2’ em X (A,b), pois ¢ > o. Logo, = é solugdo

do problema CP(A,b,c).

Problema simples ilimitado. Suponha que o sistema A, b, ¢ é simples ili-
mitado e tem bases P e () e coluna de ilimitagdo %, ou seja, suponha que

Apk] <o, A[p,qQ] édebijecdo, bp| > o,
AM-pP k=0, AM-PQ =0, bM—P] =0,
clk) <0, c[Q =o.

vetor
bésico
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19 9 9 9 9 9 0
0 -9 -9 -9 -9 -9 -9 1
o o o0 o0 0 0 0 -1
o 9 9 9 -9 -9 -9 1
o o0 o0 0 0 0 O

Figura 7.3: A figura define um sistema simples invidvel A, b, ¢ (com
b a direita e c abaixo de A). O sistema tem duas linhas de inviabili-
dade: 2 e 3. O problema CP(A, b, ¢) é simples invidvel.

99 9 9 9 0 0 0 1 12
99 9 9 9 0 1 0 0 13
99 9 9 9 0 0 1 0 14
99 9 9 9 1 0 0 0 15
o o 0o 0 0 0 0 0 O 0

0 0 0 0 0 15 13 14 12

Figura 7.4: A parte superior da figura descreve um sistema simples
solavel A,b,c. O problema CP(A,b,c) é simples solavel. Na parte
inferior da figura temos um vetor basico. Esse vetor é solugdo do
problema CP(A4,b,c).

9 9 9 9 9 -2 0 0 1 12
9 9 9 9 9 -3 0 1 O 13
9 9 9 9 9 -4 1 0 O 14
9 9 9 9 9 0 0 0 O 0
9 9 9 9 9 0 0 0 O 0

oS
oS
|
o3
|
0
o
|
0
o
o
o

Figura 7.5: A parte superior da figura define um sistema simples
ilimitado A, b, c. O problema CP(A, b, ¢) é simples ilimitado. A parte
inferior da figura define vetores x e «’. Para qualquer X positivo, o
vetor = + Az’ estd em X (A,b) e tem custo —8\, o que comprova o
carater ilimitado do problema.
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Entdo o problema CP(A,b,c) é ilimitado, pelas razdes que passamos a expor.
Seja x o vetor definido pelas equacoes

T[N-Q =0 e Ax=0b.

Existe um e um s vetor que satisfaz estas equagdes; é claro que = > 0. Seja 2’ o
vetor definido pelas equacdes

PIN—Q-k=o0, 2'K=1 e Ai'=o.

Existe um e um s6 vetor que satisfaz estas equagdes. E claro que z'[g] =
—A[Q, P] A[P, k] e portanto ' > o. Para qualquer \ positivo, é 6bvio que o vetor
x + A\a’ estd em X (A,b). Ademais,

c(x+ ') = Ac[x],

donde ¢ (z + Az') é tanto menor quanto maior for A\. Portanto, o problema
CP(A,b,c) éilimitado.

7.3 O Simplex resolve o problema

Para resolver um problema canodnico primal arbitrario, basta reduzi-lo a um pro-
blema simples. Uma redugdo genérica tem o efeito descrito a seguir.

Observagdo 7.1 Para qualquer sistema A, b, ¢, qualquer vetor g e quais-
quer matrizes ' e G tais que FG = I, os problemas CP(A,b,c) e
CP(GA,Gb,c+ gA) tém o mesmo conjunto de solugoes.

DEMONSTRAGCAO: Se Ax = b entdo é claro que (GA)z = Gb. Reciproca-
mente, se (GA)r = Gb entdo

Az = (FG)Ax = F(GA)x = F(Gb) = (FG)b=b.

Esse raciocinio mostra que Az = b se e s6 se GAx = Gb e portanto que X (4,b) =
X(GA,Gb). Resta mostrar que minimizar cz é o mesmo que minimizar (c +
gA)z. Isto é assim porque a diferenca entre cz e (¢ + gA)x ndo depende de z:

cx — (c+gA)x =cx — cx — (gA)r = —g(Ax) = —gb.
Logo, se cx é minimo em X (A, b) entdo (c+gA)xr também é minimo em X (A, b).

Reciprocamente, se (¢ + gA)z é minimo entdo cx também é minimo. O

Portanto, qualquer problema canonico primal CP(A, b, ¢) pode ser resolvido
da seguinte maneira: Submeta o sistema A, b, ¢ ao algoritmo Simplex (veja capi-
tulo 6). O algoritmo devolverd matrizes F' e G e um vetor g tais que FG =1 e
o sistema A, b, ¢’ é simples, sendo

A=GA, V=Gb e =c+gA.
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1 2 1 0
2 5 0 -1
-1 -3 1 1

0 1 -2 -1

12
10

= O = O
S = OO

o O O

Figura 7.6: Ilustracdo da observagdo 7.1. Considere o sistema A, b, ¢ definido
pela figura. Seja a o vetor A[2, |. Para todo x em X(A,b) temos (¢ + a)r =
cx + ax = cx + 10. Portanto, minimizar cx é o mesmo que minimizar (c + a)z.
Os problemas CP(A,b,c) e CP(A, b, ¢ + a) sdo equivalentes.

7

Se AV, é simples invidvel, o problema CP(A4,b,c) é invidvel. Se A", v/, é
simples soluvel, entdo o vetor basico = do sistema A’, ¥, é solug¢do do pro-
blema CP(A,b,c). Se A',b, ¢ é simples ilimitado, o problema CP(A,b,c) ndo
tem solugdo por ser ilimitado.

O algoritmo que acabamos de descrever mostra que, para qualquer sistema
A, b, c, o problema CP(A, b, c) tem solucgdo ou é invidvel ou é ilimitado.

7.4 Conclusio

O problema canoénico primal consiste em encontrar um vetor  que minimize cx
sujeito as restricdes x > o e Az = b. Todo problema candnico primal tem solucao
ou é invidvel ou é ilimitado. O algoritmo Simplex reduz qualquer problema
candnico primal a um problema equivalente que pode ser resolvido por mera
inspecao.

Convém acrescentar duas observagdes sobre terminologia. Quando o nu-
mero cz € interpretado como custo do vetor z, diz-se que (c + gA) xz é o custo
reduzido de z. Diz-se que uma solucdo = do problema CP(A4,b,c) é basica se
é o vetor basico do problema simples solavel CP(GA, Gb, c + gA).

Durante a discussdo do Simplex, adiamos a anélise da seguinte questdo de
consisténcia: E possivel reduzir um dado sistema A, b, ¢ a dois sistemas simples
de tipos diferentes? A resposta a esta pergunta fica clara agora. Digamos que
F.G,q,F',G', ¢ sdotais que FG = I, F'G' = I e os sistemas

GA,Gb,c+gA e G'AGbc+dgA

sdo ambos simples. Entdo os dois sistemas simples sdo de um mesmo tipo. De
fato, (1) se o primeiro sistema é simples invidvel, entdo X (A, b) é vazio e por-
tanto o segundo sistema ndo pode ser simples soltvel nem simples ilimitado;
(2) se o primeiro sistema é simples soltvel, entdo existe x em X (A, b) tal que cx
é minimo e, portanto, o segundo sistema ndo pode ser simples invidvel nem ili-
mitado; (3) se o primeiro sistema é simples ilimitado, entdo X (A, b) ndo é vazio
e cr ndo tem minimo, donde o segundo sistema ndo pode ser simples invidvel
nem soltvel.

terminologia
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7.5 Exemplo

Uma empresa fabrica quatro modelos de um produto. Digamos que z; é o ni-
mero de unidades do modelo i produzidas. Cada produto passa por dois esta-
gios de fabricagdo. O primeiro estdgio dispde de ndo mais que 600 homens-hora
e o segundo de ndo mais que 400 homens-hora. Digamos que o ntiimero de
homens-hora necessérios, em cada estdgio, para a fabricagdo de cada modelo do
produto impde as seguintes restri¢des:

4x1 4+ 920 + 723+ 1024 < 600
1y + 1ag + 323 + 404 < 400.

Digamos que o lucro total é 1221 4 20x2 + 18z3 + 40z4. Queremos planejar a
producdo de modo a maximizar o lucro total.

Maximizar o lucro é o mesmo que minimizar —12z — 20zy — 18z3 — 40z4.
Assim, nosso problema equivale ao seguinte problema candnico primal: encon-
trar nimeros ndo-negativos 1, . . , £ que minimizem —12z1 —20x9 — 1823 —40x4
respeitadas as restri¢des

4x1 + 929 + Txs + 1024 + 1x5 + 02 = 600
lzy 4+ 1xg + 323 + 4024 + Oz5 + 1xg = 400.

As “varidveis de folga” x5 e g correspondem a modelos ficticios do produto;
elas consomem o que sobra da disponibilidade da mao de obra. Em suma, es-
tamos diante de um problema CP(A4,b,c), onde A,b,c é o sistema descrito na
tigura 7.7.

4 9 7 10 1 0 600
1 1 3 40 0 1 400

-12 —-20 —-18 —40 0 O

Figura 7.7: Sistema A, b, c.

Seja G a matriz e g o vetor descritos na figura 7.8 (verifique que G é inversi-
vel). O sistema GA, Gb, c+gA (figura 7.9) é simples soltivel; sua base é composta
pelas colunas 1 e 4. O plano de produgdo 6timo é

561:%400, JJQZZL‘:;:O, 1’4:%20, ZB5:$6:0.
Com este plano, teremos cx = —% 5600. Os ntmeros sdo fraciondrios porque
nosso modelo ndo exige que z1,z2,x3, 4 sejam inteiros; tal exigéncia tiraria o
problema do mundo da programagcao linear e o tornaria bem mais complexo.
Talvez nossa empresa queira adotar 1 = 133, 29 = 23 = 0 e x4 = 7 e torcer
para que o arredondamento nédo afete muito o lucro.

programacao
inteira
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4/15 —1/15
—1/150 4/150
44/15  4/15

Figura 7.8: Matriz G e vetor g.

1 35/15 25/15 0  4/15 —1/15 400/3
0 —5/150 5/150 1 —1/150 4/150  20/3

0 20/3 10/3 0 44/15 4/15

Figura 7.9: Sistema GA, Gb,c+ gA.

Exercicios

7.1 Suponha que para todo = em X (4, b) existe 2’ em X (A, b) tal que ca’ < cx.
O problema CP(A, b, ¢) éilimitado?

7.2 Suponha que ¢ > o. Mostre que o vetor nulo é solucdo do problema cand-
nico CP(4,0,¢).

7.3 Seja z um vetorem X (A,b) e g um vetor tal que c+gA > oe (c+gA)z = 0.
Prove que z é solucdo do problema CP(A, b, c).

7.4 Os problemas canonicos CP(A,b,c) e CP(A4,b, —c) podem ser ambos ilimi-
tados?

7.5 A folga de = é o conjunto, digamos S(z), de todos os indices j para os
quais z[j] ndo é nulo. Suponha que A, b, c € um sistema simples soltvel e
que z é o correspondente vetor basico. Mostre que a folga de = é minimal,
ou seja, que ndo existe 2’ em X (A, b) tal que S(z') C S(x), em que C indica
subconjunto préprio. (Veja apéndice C, pagina 178.)

7.6 Seja A uma matriz sobre M x N, b um vetor sobre M e ¢ um elemento

de M. Mostre que o problema de encontrar o menor valor de b[j] para o
qual X (A, b) ndo é vazio equivale ao problema CP(A[r—i, |,b[M—i], AJi, |).



Capitulo 8

Problema canonico dual

Dual: 1. Composto de duas partes. [ ... ]
3. Divisdo da categoria de nimero que existia, ao lado do singular e do plural,
no indo-europeu e em certas linguas dele derivadas, indicando um par de seres.

Novo Diciondrio Aurélio

O problema canonico primal, de que tratou o capitulo anterior, estd intimamente
relacionado com um segundo problema basico de programacdo linear. A relacao
entre os dois problema é o objeto de estudo da teoria da dualidade. O algoritmo
Simplex (capitulo 6) pode ser usado para resolver os dois problemas simultane-
amente.

8.1 Defini¢ao do problema

O problema canodnico dual de programacao linear consiste no seguinte:

Problema CD(A,c,b): Dada uma matriz A, um vetor b e um vetor c,
encontrar um vetor y tal que yA < c e yb é mdximo.

As inequacdes yA < c sdo as restri¢des do problema.! Poderiamos enunciar o
problema dizendo: maximize yb sob as restricdes yA < c. O conjunto de todos
0s vetores y que satisfazem as restri¢des serd denotado por

Y(A,c).

Diz-se que Y (A, ¢) é o poliedro canénico dual. Se o ntimero yb for interpretado
como valor do vetor y, o problema consiste em encontrar um vetor de valor
méaximo em Y (4, ¢).

1 O leitor atento ja terd reconhecido nessas restrices um reflexo da condigdo ¢ 4+ g4 > o,
presente na defini¢do de sistema simples soltvel (segdo 6.2).

77
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maximize 2y; + 44ys — 3ys
sujeito a y1 + dy2 + yz < 4
-+ 2 - ys <1
“y1 + 3y2 — dys < 5
3yt — 8y2 + Sys < 3
Figura 8.1: Um problema candnico dual (compare com fi-
gura 7.1), escrito em nota¢do ndo-matricial.
Problemas soluveis, invidveis e ilimitados. Um vetor y em Y (A4, ¢) é solu-
¢do do problema candnico dual CD(A, ¢, b) se yb > y'b para todo 3’ em Y (A, ¢).
O problema pode néo ter solugdo alguma. Isto acontece, por exemplo, se Y (4, ¢)
é vazio; acontece também se Y (A4, c) contém vetores de valor arbitrariamente
grande, isto é, se para todo ntiimero £ existe y em Y (A, c) tal que yb > £. No
primeiro caso, dizemos que o problema é inviavel. No segundo caso, dizemos invi4vel
que o problema é ilimitado. Se Y (A, c¢) ndo é vazio, dizemos que o problema é ilimitado

vidvel.

8.2 Lema da dualidade

H4 uma relacdo muito intima entre os problemas candnico dual e candnico pri-
mal. Essa relacdo estd resumida no seguinte lema.

Lema 8.1 (da dualidade canonica) Para todo x em X (A,b) e todo y em
Y (A, c) tem-se cx > yb.

DEMONSTRACAO (muito simples, mas fundamental): Basta examinar o
produto y - A - x. Por um lado,

yAz = y(Az) = yb,
onde a segunda igualdade vale porque Ax = b. Por outro lado,
yAzr = (yA)z < cx,

onde a desigualdade vale porque yA <cez > 0.0

O lema é as vezes chamado, um tanto pomposamente, de teorema fraco
da dualidade. Vale o seguinte corolario, 6bvio mas importante: Se o problema
primal CP(A,b,c) é ilimitado entdo o problema dual CD(A,c,b) é invidvel. E
claro que também vale o corolério dual: Se o problema primal é ilimitado entao
o problema dual é invidvel. Portanto, para mostrar que o problema primal ndo
é ilimitado basta exibir um elemento de Y (A, ¢); e para mostrar que o problema
dual ndo é ilimitado basta exibir um vetor em X (A4,b).

vidvel

teorema fraco
da dualidade
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2 1 -1 -1 3 2

0 5 1 3 =8 44

-1 1 -1 -4 5 =3
4 1 5 3

Figura 8.2: Ilustragdo do lema 8.1. Seja A, b, ¢ o sistema definido pela
parte direita da figura (o mesmo da figura 7.2). Seja y o vetor repre-
sentado a esquerda de A, na vertical. Verifique que yA < ce yb = 7.
Conclua que cz > 7 para todo = > o tal que Az = b.

O lema da dualidade tem mais um coroldrio importante: Para qualquer x
em X (A,b) e qualquer y em Y (A, ¢), se cx = yb entdo x é solugao de CP(A, b, c)
ey é solucdo de CD(A, ¢, b). Portanto, para tornar evidente que um certo vetor
x em X (A,b) de fato minimiza cx é suficiente exibir um vetor y em Y (A4, ¢) tal
que cx = yb. Ao mesmo tempo, para tornar 6bvio que um certo vetor y em
Y (A, ¢) maximiza yb basta exibir um vetor z em X (A, b) tal que cx = yb.

11/18 1 -1 -1 3 2

5/6 5 1 3 -8 M

—7/9 1 -1 -4 5 -3
4 1 5 3

64/9 31/9 5/3 0

Figura 8.3: Sistema A, b, c (0 mesmo da figura 8.2) e vetores y (a es-
querda de A) e z (abaixo de c). Verifique que y estd em Y (4, c), que
x estdem X (A,b) e que yb = 362/9 = cz. Conclua que z é solugido do
correspondente problema candnico primal e y é solu¢do do problema
canodnico dual.

Folgas complementares. A folga de um elemento = de X (A,b) é o con-
junto dos indices k para os quais x[k] > 0; a folga de um elemento y de Y (4, ¢)
é o conjunto dos indices ¢ para os quais (yA)[q] < c[q]. Dizemos que o par z,y
tem folgas complementares se a folga de z é disjunta da folga de y. Se N denota
o conjunto de indices de colunas de A, a definicdo também pode ser formulada
assim: existe uma parte @) de N tal que (yA)[Q] = c[Q] € T[N-Q] =o0.

Fato 8.2 Para todo x em X(A,b) e todo y em Y (A,c), o par =,y tem
folgas complementares se e s6 se cx = yb.

DEMONSTRACAO: Suponha que z,y tem folgas complementares. Entdo
cx —yb=cx —yAr = (c —yA)z = 3_,(c — yA)[j] z[j] = 0. Logo, cx = yb.
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Suponha agora que cz = yb. Entdo cx—yAz = 0,donde };(c—yA)[j] z[j] =
0. Como = > o e yA < ¢, cada um dos termos desta soma é menor ou igual a 0.
Como a soma é nula, cada um de seus termos deve ser nulo. O

8.3 Vetores de inviabilidade

A inviabilidade do problema candnico dual estd intimamente ligada a ilimitagao
do problema canénico primal. De modo analogo, hd uma relagdo intima entre
a ilimita¢do do problema canoénico dual e a inviabilidade do problema canoénico
primal. Os dois lemas abaixo resumem essas relacdes. Os lemas mostram que
para tornar 6bvia a inviabilidade e/ou ilimitagdo dos problemas basta exibir
vetores apropriados em X (A4,0) e/ouem Y (A4,o0).

Lema 8.3 (da inviabilidade primal) Se y'b > 0 para algum vetor y' em
Y (A, 0) entdo o problema primal CP(A, b, c¢) é invidvel e o problema dual
CD(A, ¢, b) éilimitado ou invidvel.

DEMONSTRACAO: Seja y' um vetor como o descrito no enunciado. Para
todo = em X(A,b) teriamos a contradi¢do 0 < 3'b = ¢/(Az) = (YA)xz <0,
donde se conclui que X (A,b) é vazio.

Suponha que CD(A, ¢, b) ndo é inviadvel e seja y um vetor em Y (A, c¢). Entéo,
para todo A positivo, (y + A\y')A = yA + M\yA < ¢+ o = ¢, e portanto o vetor
y + Ay estd em Y (A, c). O valor desse vetor, igual a yb + \y'b, é tanto maior
quanto maior for A. Portanto o problema CD(A, ¢, b) é ilimitado. O

Diante desse lema, é razodvel que todo vetor 3’ em Y (A4,0) que satisfaca
a condicdo y'b > 0 seja chamado vetor de inviabilidade do problema primal.
CP(A,b,c).

1 1/2 2 2 4 0 24

0 0 1 1 2 0 12

-1 -1 2 0 5 -1 -10

-1 -1 -1 1 -2 1 2
1 1 1 1

Figura 8.4: Ilustragdo do lema 8.3. A figura mostra um sis-
tema A, b,c, um vetor y’ (a esquerda de A) e um vetor y (a es-
querda de y'). Verifique que y estd em Y (4, ¢), que y' estd em
Y (4,0), e que y'b é positivo. Conclua que CP(A,b, ¢) é invidvel
e CD(4, ¢, b) éilimitado.

Lema 8.4 (da inviabilidade dual) Se cz’ < 0 para algum vetor =’ em
X (A, o0) entdo o problema dual CD(A, c,b) é invidvel e o problema pri-
mal CP(A, b, c) éilimitado ou invidvel.

vetor de
inviabilidade
primal
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DEMONSTRAGCAO: Seja 2/ um vetor como o descrito no enunciado. Para
todo y em Y (A, ¢) terfamos a contradi¢do 0 > cz’ > yAz’ = yo = 0. Logo,
Y (A, c) é vazio.

Suponha que CP(A,b,c) ndo é invidvel e seja  um vetor qualquer em
X (A,b). Entdo, para todo X positivo, z + Az’ estd em X (A, b), pois A(x+ A\z') =
Ax + Nz = b+o0 =bex+ A\’ > o. Ademais, o custo de z + A2/, igual a
cx + Aca!, é tanto menor quanto maior for A. Portanto, o problema CP(A,b,c) é
ilimitado. O

Esse lema justifica o uso do termo vetor de inviabilidade do problema dual
CD(A4, ¢, b) para designar qualquer vetor =’ em X (A4, o) tal que cz’ < 0.

2 2 4 -8 24
1 1 2 -4 12
2 0 5 —4 10
-1 1 -2 0 2
1 1 1 -8
5 7 0 0
2 0

Figura 8.5: Ilustragdo do lema 8.5. Sistema sistema A, b, ¢, vetor
x (abaixo de ¢) e vetor 2’ (abaixo de z). Verifique que z estd em
X (A,b), que =’ estd em X (A, 0) e que cx’ é negativo. Conclua que
CP(A,b,c) éilimitado e CD(A, ¢, b) é invidvel.

8.4 Algoritmo baseado no Simplex

O algoritmo abaixo usa o Simplex para resolver simultaneamente os dois pro-
blemas canodnicos. O algoritmo produz uma solugdo do primal e uma solugio
do dual, ou provas da inviabilidade do primal e da ilimitagdo do dual, ou provas
da ilimitagdo do primal e da inviabilidade do dual, ou provas da inviabilidade
de ambos o0s problemas. Se os dois problemas tém solugdo, cada uma constitui
prova da otimalidade (minimalidade ou maximalidade) da outra. As provas de
inviabilidade e de ilimitacdo consistem em vetores de inviabilidade apropriados.

Algoritmo para o par de problemas candnicos Recebe um sistema
A, b, c e devolve um dos seguintes pares de vetores:

(1) 2’ em X(A,o0) ey emY(A,o) taisque cx’ <0ey'b>0, ou
(2) yemY(A,c)ey emY (A, o) talque y'b >0, ou
(3) v em X(A,b) ex’ em X(A,o) tal que cx’ <0, ou
(4) v em X(A,b) ey emY (A,c) tais que cx = yb.

vetor de
inviabilidade
dual
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Nos itens (1) e (2), ¥ é um vetor de inviabilidade do problema primal
CP(A,b,c). Nos itens (1) e (3), ' é um vetor de inviabilidade do problema
dual CD(A,¢,b). No item (4), = é solu¢do do problema primal e y é solugdo
do problema dual.

O algoritmo consiste no seguinte. Seja N o conjunto de indice de colunas
de A. Submeta o sistema A, b, c ao algoritmo Simplex, que devolverd matrizes
F e G eum vetor g tais que F'G = I e o sistema GA, Gb, c + gA é simples.

CAsO 1: osistema GA, Gb, ¢+ gA é simples invidvel.
Seja h uma linha de inviabilidade. Defina o vetor ¢’ da seguinte maneira: se
Gin, 1b > 0 entdo y' = G[n, | sendo y' = —GJn, |. Submeta o sistema A, 0, c
ao algoritmo Simplex, que devolverd matrizes F;, e G, e um vetor g, tais
que FyG, = I e osistema GyA, Go, c + gyA é simples soltvel ou simples
ilimitado.
Caso 1.1: osistema GyA, Gyo, ¢+ gyA é simples ilimitado.
Seja )y uma base de colunas e k¥ uma coluna de ilimitagdo do sistema.
Seja ' o vetor definido pelas equagdes z'[x] = 1, 2'[N-Q,—k] = o e
(GyA)x’ = 0. Devolva z’ e y e pare.

CAs0 1.2: osistema GyA, Gyo, ¢ + gyA é simples soltvel.
Devolva —g, e ' e pare.

CASO 2: osistema GA, Gb, c + gA é simples ilimitado.

Seja () uma base de colunas e k£ uma coluna de ilimita¢do do sistema. Seja
x o vetor bésico associado a @ (isto é, z[N—Q] = o0 e (GA)x = Gb). Seja
z’ o vetor definido pelas equagdes z'[k] = 1, 2'[N—Q—k] = 0 e (GA)2’ = o.
Devolva z e 2’ e pare.

CASO 3: osistema GA, Gb, ¢ + gA é simples soltvel.

Seja ( uma base de colunas do sistema. Seja = o vetor bdsico associado a )
(isto é, z[N—Q] = 0 e (GA)x = Gb). Devolva z e —g e pare. O

Eis a andlise do algoritmo. No caso 1, é claro que y'A < o e y'b é positivo.
Em particular, ¥ estd em Y (A,o0). Para decidir se Y (A4,c¢) é ou ndo vazio, o
algoritmo resolve o problema CP(A,0,c). Como X (A,0) contém o vetor nulo,
o problema CP(A, 0, ¢) ndo é invidvel; isto explica por que o caso 1 tem apenas
dois e ndo trés subcasos.

No caso 1.1, o vetor z’ estd em X (G,A,0), que é idéntico a X (A4, o) pois G
é inversivel. Ademais, ca’ é negativo pois

c’ = (c+gyA)r’ — gyAz’
= (c+g0A)k 2 [K] — goo
= (c+g0A)[k]

e (¢ + gyA)[k] é negativo. Portanto, o par de vetores 2/, y' satisfaz o item (1) do
enunciado do algoritmo.
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No caso 1.2 temos ¢+ gyA > o e portanto —g,, estd em Y (A4, ¢). Assim, o par
—gy, Yy’ satisfaz o item (2) do enunciado do algoritmo.

No caso 2, o algoritmo devolve um vetor z em X (GA, Gb) e um vetor 2’
em X (GA,o0). Os vetores = e ' também estdo em X (A, b) e X (A, o) respectiva-
mente, pois G é inversivel. Ademais,

! = (c+gA)' — gAd’
= (c+gA)K 'k — go
= (c+gA)K,

donde cz’ é negativo. Portanto, ao devolver z e 2’ o algoritmo estd se compor-
tando como previsto no item (3).

No caso 3 tem-se z > 0, Ax = be c+ gA > o, donde x estd em X(A,b) e
—g estaem Y (A, ¢). Ademais, o par z, —g tem folgas complementares, uma vez
que (c+gA)[Q] e z[N—q] sdo nulos. Logo, cx = —gb. Assim, ao devolver z e —g
o algoritmo esta se comportanto como previsto no item (4).

8.5 Teorema da dualidade

O algoritmo da se¢do anterior demonstra o seguinte teorema da dualidade cano-
nica, também conhecido como teorema forte da dualidade.

Teorema 8.5 (da dualidade canénica) Para qualquer matriz A, qual-
quer vetor b e qualquer vetor c, vale uma e apenas uma das seguintes
afirmacoes:

(1) existem 2’ em X (A,0) ey emY (A, o) tais que c’ <0 ey'b > 0;
(2) existeyemY (A, c) ey emY(A,o) tal que y'b > 0;

(3) existe x em X(A,b) ex’ em X(A,o) tal que cz’ < 0;

(4) existem z em X (A,b) ey em Y (A,c) tais que cx = yb.

(Fica subentendido que b é indexado pelo mesmo conjunto que as linhas de
A e que c é indexado pelo mesmo conjunto que as colunas de A.) O teorema da
dualidade pode ser resumido da seguinte maneira: a menos que os problemas
CP(A,b,c) e CD(A4, ¢, b) sejam ambos invidveis, tem-se

min, cr = max, yb,

onde min é tomado sobre x em X (A,b) e max é tomado sobre y em Y (A4,c).
Essa identidade traduz nao somente o caso (4) do enunciado do teorema, mas
também os casos (2) e (3), se estivermos dispostos a dizer que mincx = 400
quando o problema primal é invidvel, que mincx = —oo quando o problema
primal é ilimitado, que max yb = —oo quando o problema dual é invidvel e que
max yb = 400 quando o problema dual é ilimitado. A igualdade s6 nado vale no
caso (1), quando os dois problemas sdo invidveis. (Esse é o caso, por exemplo,

teorema forte
da dualidade
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X vazio X ndo-vazio

Y primal invidvel ~ primal ilimitado
vazio dual invidvel dual invigvel
Y primal invidvel ~ primal solavel
nao-vazio dual ilimitado dual solavel

Figura 8.6: Os quatro casos do teorema da duali-
dade 8.5 correspondem exatamente aos quatro possiveis
valores do par X (A,b),Y(4,c).

se todos os componentes de A sdo iguais a 0, todos 0os componentes de b sdo
iguais a 1, e todos os componentes de c sdo iguais a —1.)

Todas as operagdes aritméticas do algoritmo Simplex transformam ntmeros
racionais em outros niimeros racionais. Portanto, vale o seguinte adendo ao
teorema da dualidade: se os componentes de A, b, ¢ sdo ntimeros racionais entao
os casos (1), (2), (3) ou (4) sdo satisfeitos por vetores com componentes racionais.

8.6 Conclusao

O problema candnico dual consiste em encontrar um vetor y que maximize yb
sujeito as restrigdes yA < c. Todo problema candnico dual tem solugdo ou é
inviavel ou é ilimitado.

Ha& uma intima relagdo entre o problema canénico primal CP(A4, b, ¢) e o pro-
blema canodnico dual CD(A4, ¢, b): os dois problemas constituem as duas faces de
uma mesma moeda. A menos que os dois problemas sejam invidveis, tem-se
min, cx = max, yb.

O algoritmo Simplex pode ser usado para resolver simultaneamente os dois
problemas. Para esclarecer de forma cabal a natureza dos dois problemas (am-
bos invidveis, um inviavel e outro ilimitado, ou ambos soltiveis), basta exibir
dois vetores convenientes extraidos dos conjuntos X (A,b), Y(A,c), X(A,0) e
Y (A, o).

8.7 Apéndice: Uma interpretacao do Simplex

E interessante interpretar o funcionamento do Simplex a luz dos conceitos deste
capitulo. Vamos nos restringir a segunda fase do algoritmo, em que as coisas
ficam mais claras. Considere, pois, uma seqiiéncia de iteragdes em que ocorre
a alternativa II. Cada iteragdo comega com um sistema GA,Gb,c — yA e uma
base ) e portanto também, implicitamente, com o vetor bédsico = do sistema.
Podemos dizer entdo que cada iteracdo comega com vetores x e y tais que
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x estiem X (A,b) e
o par z,y tem folgas complementares (donde cx = yb).

Se y estd em Y (A, c), a execugdo do algoritmo termina. Sendo, o algoritmo cal-
cula

um novo par .,y tal que cx < cr ou
um vetor 2’ em X (A, o) tal que cz’ < 0.

No primeiro caso, o algoritmo comecga nova iteracdo. No segundo, a execugdo
do algoritmo termina.

8.8 Apéndice: Problema do vetor viavel

O problema do vetor primal vidvel consiste em encontrar um elemento de
X(A,b). Mais especificamente: dada uma matriz A e um vetor b, encontrar
um vetor z tal que z > o e Ax = b. Nao ¢ dificil verificar que esse problema
equivale ao problema canénico CP(A, b, 0).

O problema do vetor dual vidvel consiste em encontrar um elemento de
Y (A, ¢). Mais especificamente: dada uma matriz A e um vetor ¢, encontrar um
vetor y tal que yA < c. Esse problema equivale ao problema CD(A4,c,0).

Os seguintes corolarios do teorema da dualidade (conhecidos como lemas
de Farkas [Chv83, p.248]) descrevem as condi¢des em que os problemas do vetor
viavel tém solucao.

Coroldrio 8.6 (lema de Farkas) Para qualquer matriz A e qualquer ve-
tor b, vale uma e apenas uma das alternativas: (1) existe  em X (A,b);
(2) existe y’ em Y (A, o) tal que y'b > 0.

Corolario 8.7 (lema de Farkas) Para qualquer matriz A e qualquer ve-
tor ¢, vale uma e apenas uma das alternativas: (1) existe y em Y (A, c);
(2) existe ' em X (A, o) tal que cz’ < 0.

Do ponto de vista computacional, o corolério 8.6 precede o teorema da dua-
lidade: antes de calcular os objetos de que trata o teorema, o algoritmo Simplex
calcula (implicitamente) os objetos de que trata o corolario. E instrutivo demons-
trar os coroldrios diretamente a partir do Simplex, ainda que as demonstragdes
sejam uma reciclagem de raciocinios j feitos acima.

DEMONSTRACAO DE 8.6: Submeta A,b,0 ao Simplex. O algoritmo devol-
veré objetos F, G e g tais que FG = I e GA,Gb, gA é simples. E facil verificar
que g serd necessariamente nulo e portanto GA, Gb, gA sera simples soltavel ou
simples invidvel. No primeiro caso, qualquer vetor basico do sistema G A, Gb, o
satisfaz (1). No segundo caso, se i é uma linha de inviabilidade entdo G, ] ou
—G[n, | satisfaz (2).
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Resta mostrar que as duas alternativas ndo podem ser simultaneamente
verdadeiras. Se (1) e (2) fossem ambas verdadeiras teriamos a contradi¢do
0<y'b=y'Ar <oxr=0.0

DEMONSTRAGCAO DE 8.7: Submeta A, o, ¢ ao algoritmo Simplex, que devol-
verd objetos F, G e g tais que FG = I e GA,Go,c + gA é simples soltivel ou
simples ilimitado (é claro que o sistema G'A, Go, c + gA ndo é simples inviavel).
No primeiro caso, —g satisfaz (1). No segundo, é f4cil extrair de GA e ¢ + gA
um vetor 2’ que satisfaz (1).

As duas alternativas ndo podem ser simultaneamente verdadeiras: se assim
fosse, teriamos a contradi¢do 0 > cz’ > yAx' = yo=10. O

Exercicios

8.1 Prove que o problema CD(A, ¢, b) é vidvel se e s6 se o problema CP(A4, o, c)
tem solugdo. Prove a afirmacdo dual: o problema CP(A, b, c) é vidvel se e
s6 se o problema CD(A4, o, b) tem solugao.

8.2 Se existe um vetor ¥’ em Y (A,0) tal que y'b > 0 entdo existe um vetor
y" em Y (A,o0) tal que y’b > 1. Se existe um vetor 2’ em X (A, o) tal que
cx’ < 0 entdo existe 2" em X (A, o) tal que cz” < —1.

8.3 Mostre que para todo z em X(A,0), todo y em Y (A4,o0) e todo indice j
tem-se (yA)[j] = 0 ou z[;] = 0.

8.4 [Chv83] Dada uma matriz A, vetores b e ¢, e um ntimero 9, dizemos que
o par A, c implica o par b, 6 se o sistema de inequagdes yA < ¢ tem pelo
menos uma solucdo e se todo y que satisfaz o sistema yA < ¢ também
satisfaz a inequagdo yb < §. Mostre que o teorema da dualidade é equiva-
lente a seguinte proposicdo: se A, c implica b, § entdo existe x > o tal que
Ax =becx <.

8.5 Encontre niimeros ndo-negativos 1, x2, x3, £4 que satisfagam as equagdes

2x1 + 4xo0 + 2x3 = 4
1 + 29 + 13 = 2
2x1 4+ 5x2 — x4 = —10

—x1 — 310 + T3 + x4 = 12 .



Capitulo 9

Problema geral

Os problemas canonicos primal e dual discutidos nos capitulos 7 e 8 sdo casos
particulares do problema geral de programacao linear. O problema consiste na
otimizagdo (maximizagdo ou minimizac¢do) de uma funcéo linear sujeita a restri-
¢Oes lineares.

9.1 Definicao do problema

O problema (geral) de programacao linear, ou ppl, consiste no seguinte: Dadas
matrizes A11, A2, A3, Aa1, Az, Azs, As1, A3z, Asz e vetores by, by, b, c1, ca,
c3, encontrar vetores x1, r2, r3 que

minimizem a expressao cix1 + coxs +  c3T3
sujeita as restricdes T > o0
Anzy + Apxe + Aizxs > by
Agizy + Agowy + Axzxz = bo
Asir1 + Azowe + Azzrz < b
r3 < o.

Estamos supondo que, para i = 1,2, 3, as matrizes A;1, A;2 e A;3 tém um mesmo
conjunto M; de indices de linhas, e que M; também é o conjunto de indices de b;.
Analogamente, estamos supondo que o vetor c; e as colunas de Ay;, A e A3;
tém um mesmo conjunto N; de indices.

A matriz do ppl é a matriz D que resulta da justaposicdo de A1, .., Ass, by,
.., bs ecy, .., c3, a maneira da secdo 6.1 (0 i-ésimo bloco de linhas de D é for-
mado por A;1, A2, Ai3, b; e a tnica linha do quarto bloco é ¢y, 2, c3,0). A fungdo
objetivo do problema é a fun¢do que leva qualquer terno de vetores z1, x2, z3
no namero cir1 + caxo + c3r3. Esse nimero é o custo do terno x1, za, 3.

Embora o ppl tenha sido formulado como um problema de minimizacao,
nossa defini¢do inclui, implicitamente, problemas de maximizacdo, uma vez que
minimizar cix1 + ca2 + c3x3 € 0 mesmo que maximizar —c1x1 — CaT2 — C373.

87

ppl
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Se todas as matrizes exceto A9 sdo vazias e todos os vetores exceto c; e by
sdo vazios entdo o ppl é o problema candnico primal CP(A21, b2, c1). Se todas as
matrizes exceto Ass sdo vazias e todos 0s vetores exceto c; e b3 sdo vazios, entdao
o ppl é o problema canonico dual CD(Asz, b3, —c2).

9.2 Dualidade

H& uma fundamental relagdo de dualidade entre problemas de programagéao
linear. Por definigdo, o dual de um ppl cuja matriz é D é o ppl cuja matriz é —l~),
ou seja, a transposta de D com sinal trocado. Assim, o dual do ppl descrito na
secdo anterior é o ppl

minimizar a expressao —biyn — by — b3y
sujeita as restrigdes Y1 > o0
_Eyl — ijz - gv:;ys > —a
—Apyn — Anys — Anys = —¢
—Aizyr — Aggye — Aszzys < —c3
ys < o.

E evidente que o dual do dual de qualquer ppl P é P .

o

Digamos que P é o ppl descrito na se¢do anterior e que D é o seu dual.
evidente que D também pode ser escrito assim:

maximizar a expressao y1bi 4+ yab2 4+ ysbs
sujeita as restricoes Y3 < o
y1Ain + Yyl + y3dsz < a
y1Aiz + yoAze + ysdsz = c2
y1diz + yoAos + ysAsz > c3
Y1 > 0.

Observe que o ppl D tem uma incégnita para cada restri¢io de P (exceto as
restri¢des “x; > 0” e “x3 < 0”) e uma restricdo para cada incégnita de P. Por
exemplo, a incégnita y; corresponde a restricdo Ajjx1 + Ajpxe + Aizzs > by
de P; e arestricdo y; A11 + y2 421 + y3As1 < ¢1 corresponde a incognita z1 de P.

Se todas as matrizes exceto A9 sdo vazias e todos os vetores exceto c; e by
sdo vazios entdo P é o problema canonico primal CP(A2;,b2,¢1) € D é o pro-
blema candnico dual CD(Asq, ¢1, b2).

9.3 Lema da dualidade

Digamos que P ¢é o ppl definido na se¢do 9.1 e D é o seu dual. O conjunto dos

dual
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minimizar cz + dy

sujeita a Ar+By=f, I<y<u e z<o.

Figura 9.1: Exemplo de um ppl. As matrizes A e B sao dadas. Os
vetores ¢, d, f, | e u sdo dados. As incégnitas sdo x e y. Identifique as
matrizes Ai1,.., Ass e os vetores by, by, b3 € ¢, Ca, C3.

minimizar cx maximizar yb

sujeito a z>0e Az >b sujeito a y>oeyAd<c

Figura 9.2: Verifique que o ppl a direita é o dual do ppl a esquerda.

xq > 10)
Apzy + Apzs + Agws > by
Agizy + Agoxa + Asszws = ba
Aziry + Azaze + Aszzrs < b3
T3 < 0

min  cix1 + caT2 +  C3T3
max

Y1 A Y1412 y14i3 Y1 y1b1

+ + + +
Y2 Ao Y2 Aao Y2 Aas Yaba
+ + + +
Y3 Y3 A3z Y3 A3z y3As3 y3b3
< < = > >
o C1 Co C3 o

Figura 9.3: A primeira parte da figura é uma representagao taquigra-
fica de um ppl. A segunda (leia na vertical, de cima para baixo) é uma
representagdo do seu dual. As posi¢des relativas dos simbolos A;;, b; e
¢j ndo se alteram.
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ternos x1, 2, r3 de vetores que satisfazem as restricoes do problema P sera de-
notado por X (b1, bz, b3) e o conjunto dos ternos yi, y2, y3 de vetores que satisfa-
zem as restri¢des do problema D serd denotado por Y (¢, ¢2, ¢3). Em linguagem
geométrica, diz-se que esses conjuntos sdo poliedros.

Lema 9.1 (da dualidade) Para todo terno xi,x2,x3 em X (b1,bo,b3) €
todo terno yi,y2,ys em Y (c1,cz,c3) vale a desigualdade cix1 + coza +
313 > Y1b1 + y2b2 + y3bs3.

DEMONSTRACAOQ: Para todo terno x1, 2o, x3 e todo terno y1, 2, y3,

(y1A11 + y2 Ao + y3Az1) x1 +
(y1A12 + y2Aos + y3A32) 22 +
(y1A13 + y2 Aoz + y3A33) 23
= y1 (Anier + Apx + Ajzxs) +
Y2 (A2121 + Agoxg + Agzws) +
y3 (Az1z1 + Azaxo + Azzws)

y1b1 +
y2ba +
Yysbs,

c1x1 + coxo + c3xs >

A\

como queriamos demonstrar. O

O lema (também conhecido como teorema fraco da dualidade) tem o se-
guinte coroldrio: se ciz1 + cax2 + c3x3 = y1b1 + y2b2 + y3bs entdo x1, 29,23 €
solugdo do problema P e y1, y2, y3 é solucdo do problema D.

9.4 Constru¢ao do dual

A defini¢do do dual de um ppl é pesada. Felizmente, a demonstracdo do lema
da dualidade pode ser usada para inferir a forma correta do dual de qualquer
ppl P: escreva uma incégnita do dual para cada restrigdo do P e uma restrigdo
do dual para cada incégnita do P; em seguida, procure as desigualdades mais
brandas que assegurem a validade do lema da dualidade. Os seguintes exem-
plos ilustram a construcao.

Primeiro exemplo. Suponha que o problema P consiste em encontrar na-
meros x1, T2, T3, T4 quUe minimizem a expressao 1

11.731 + 12332 + 13.133 + 141‘4

! Note que aqui 1, 2 e 23 sdo nlimeros e nio vetores.

X (b1, b2, b3)

Y(Cl, Cc2, 63)
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sob as restri¢coes

19
24
29

1521 + 1629 + 17x3 + 1824

20x1 4+ 2129 4 2223 4 2324

2511 + 26x5 + 2723 + 2814
Z1

A

IV IAN IV
o

zs3

Qual o dual de P? O dual terd trés incégnitas: uma incégnita y; associada a
primeira restri¢do, uma incégnita y» associada a segunda, etc. A fungao objetivo
do dual serd, portanto, y119+y224+y329. Para todos os vetores = que satisfazem
as restri¢des de P e todos os vetores y que satisfazem as restri¢des do seu dual
devemos ter 11z + 12x9 + 1323 4 1424 > y119 4+ y224 + y329. Essa desigualdade
entre as fungdes objetivo devera valer em virtude da seqiiéncia de rela¢des
11z + 1229 + 1325 + 142y > (y115 4+ 4220 4+ y325) 1 +
Y116 + 4221 + y326) T9 +
17 4 y222 4 y327) x5 +
Y118 + 4223 + y328) x4
= y1 (1621 + 1622 + 1725 + 18z4) +
Y2 (20xy + 2129 + 2225 + 2324) +
y3 (2521 + 2622 + 27x3 + 2824)
> y119 + y224 + y329 .

~ o~~~

As restrigdes mais brandas que garantem a primeira desigualdade sdo

11 < 9115 + 4220 + 325, poisz; <0,
12 = y116 + y221 + y326,  pois z2 ndo tem restri¢do de sinal,
13 > 117 4+ y222 + 4327, poisxz >0,
14 = y118 + y223 + ¥328,  pois x4 ndo tem restri¢do de sinal.

As restri¢des mais brandas que garantem a segunda desigualdade sao

Y1 < 0, pOiS 15I1 + 161’2 + 17263 + 18I4 < 19, e

ys > 0, pois 25x; + 2622 + 2723 + 2814 > 29.

Portanto, o dual de P consiste em encontrar ndmeros yi, y2, y3 que maximizem
a expressao 19y, + 24y» + 29ys3 sujeita as restrigdes

11
12
13
14
0
0.

15y1 + 20y2 + 25y3

16y7 + 21ys + 26y3

17y; 4+ 22y5 + 27y3

18y1 + 23ys + 28y3
Y1

v

[ IA

IV IA

Ys
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Segundo exemplo. Seja P o problema de encontrar vetores x e v que mi-
nimizem a expressao cx + fv sujeita as restri¢des

(Aqui, A e D sdo matrizes dadas e ¢, f, b e e sdo vetores dados.) Qual o dual
de P? O dual terd uma incégnita, digamos y, associada a restricdo Az < b e uma
outra incégnita, digamos w, associada a restrigdo Dv = e. A fungdo objetivo do
dual serd, portanto, yb + we. As fungdes objetivo deverdo satisfazer a relagdo
cx + fv > yb + we. Essa desigualdade devera valer em virtude da seqiiéncia de
relagdes

cx+ fv > (yA)z+ (wD)v
— y(Az) +w(Dv)
> yb+ we.

As restri¢gdes mais brandas sobre y e w que garantem todas essas desigualdades
sdo
yA<c, wD=f e y<o.

Portanto, o dual de P consiste em encontrar vetores y e w que maximizem a
expressdo yb + we sujeita a essas restri¢des.

Terceiro exemplo. Seja P o problema de encontrar vetores y e w que ma-
ximizem yb + we sujeita as restricdes

yA<c, wD=f e y<o.

O problema dual terd uma incégnita, digamos x, associada a restri¢do yA < c
e uma incégnita, digamos v, associada a restri¢do wD = f. A fungdo objetivo
do dual sera cx + fv. As restricdes do problema dual devem garantir a validade
das relagdes
yb+we < y(Azx)+ w(Dv)
= (yA)z + (wD)v
< cx+ fu.

As restricdes mais brandas sobre x e v que garantem todas estas desigualdades
sao
Az <b, Dv=e e x>o.

Portanto, o dual de P consiste em encontrar x e v que minimizem a expressao
cr + fv sujeita a essas restrigoes.

9.5 Teorema da dualidade

Retornemos aos problema P e D e aos poliedros X (b1,b2,b3) e Y(c1,ca,c3)
da secdo 9.3. O problema P é viavel se X (b1, bs,b3) ndo é vazio, inviavel se
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X (b1, ba, b3) é vazio e ilimitado se para todo ntiimero & existe um terno x1, x2, z3
em X (b1, by, b3) tal que c1z1 + coxa + c3z3 < €. Se P é inviadvel ou ilimitado, é
evidente que P ndo tem solugdo.

Defini¢des andlogas valem para o problema D: o problema é viavel se
Y (c1, c2, c3) ndo é vazio, invidvel se Y (c1, c2, c3) é vazio e ilimitado se para todo
nimero & existe um terno yi, y2, y3 em Y (c1, ¢z, c3) tal que y1b1 +y2ba +y3bz > &.

O lema da dualidade tem o seguinte corolario 6bvio: se um dos problemas
do par P, D é ilimitado entdo o outro é inviavel.

Um vetor de inviabilidade para o problema P é qualquer terno v}, v5, v4
em Y (o, 0,0) tal que yjb1 + y5b2 + y5bs > 0. Um vetor de inviabilidade para o
problema D é qualquer terno z, 25, x5 em X (0,0, 0) tal c;z} + oz + c325 < 0.
E facil demonstrar o seguinte lema:

Lema 9.2 (da inviabilidade) Se existe um vetor de inviabilidade para
o problema P entdo P é invidvel e D é invidvel ou ilimitado. Se existe
um vetor de inviabilidade para o problema D entdo D é invidvel e P é
invidvel ou ilimitado.

O teorema abaixo (também conhecido como teorema forte da dualidade)
estende ao par P, D o teorema da dualidade 8.5.

Teorema 9.3 (da dualidade) Vale uma e apenas uma das seguintes afir-
mativas:

(1) existe um vetor de inviabilidade para P e
existe um vetor de inviabilidade para D;

(2) D évidvel e existe um vetor de inviabilidade para P;

(3) P évidvel e existe um vetor de inviabilidade para D;

(4) existem xr1,x2,T3 €em X(bl, bg, bg) e Y1,Y2,Ys3 em Y(Cl, Cc2, 03)
tais que c1x1 + cax2 + c313 = Y101 + yaba + y3bs.

E claro que nos casos (1), (2) e (3) os problemas P e D ndo tém solugao;
no caso (4), x1,x2,x3 € solucdo de P e y1,y2,ys é solucdo de D. A demonstra-
¢do de que duas das afirmativas ndo podem ser simultaneamente verdadeiras
é elementar: ela decorre dos lemas da inviabilidade e do lema da dualidade.
A demonstragdo de que pelo menos uma das afirmativas é verdadeira ndo é tao
simples: ela consiste em uma redugdo ao caso, ja demonstrado na se¢do 8.4, em
que os problemas P e D sdo candnicos. Para ndo tornar o texto ainda mais indi-
gesto, vamos nos limitar a ilustrar o processo de reducdo com alguns exemplos.
Faremos isso na proxima segao.

9.6 Reducao ao candnico primal

Todo ppl equivale a algum problema canonico primal. Em virtude dessa equiva-
léncia, qualquer algoritmo (como o Simplex) que resolva problemas candnicos

reducgdo
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1 15 19 23
12 16 20 24
13 17 21 25

14 18 22
11 1519 —11 —15 —19 1 0 0 23
12 16 20 —12 —16 =20 0 1 0 24
13 17 21 —13 —17 =21 0 0 1 25
14 18 22 —14 —18 —22 0 0 0

Figura 9.4: O topo da figura especifica um sistema A, b, c. Considere
o problema de minimizar cz sujeito a Az < b. Esse problema equivale
ao problema canodnico CP(A’,b,¢"), onde A', V', é o sistema repre-
sentado na parte inferior da figura.

pode ser usado para resolver um ppl arbitrario. Os dois exemplos abaixo ilus-
tram o fendmeno.

Primeiro exemplo. Considere o problema de encontrar um vetor x que
minimize a expressdo cx sujeita as restricoes

Az <b (9.a)

(veja exemplo numérico na figura 9.4). Esse problema equivale ao seguinte pro-
blema canénico primal: encontrar vetores u, v e r que minimizem a expressao
cu — cv sujeita as restrigdes

Au—Av+Ir=>b, u>o0, v>0 € r>o. (9.b)

Eis a verificacdo da equivaléncia. Suponha que x satisfaz as restri¢des (9.a).
Sejam u, v, r vetores definidos pelas equagdes

u[i] = sex[] > 0entdo z[;] sendo 0
v[i] = sex[i] > 0entdo 0 sendo —x[;
r = b—Ax.

E claro que o terno u, v, r satisfaz as restri¢des (9.b). Ademais, = e o terno u, v, r
atribuem o mesmo valor as correspondentes fung¢ées objetivo: cx é igual a cu —
cv. Reciprocamente, se o terno u,v,r satisfaz as restri¢des (9.b) entdo o vetor
x = u — v satisfaz as restri¢des (9.a). Ademais, cx = cu — cv.

Segue dessa discussdo que hd uma correspondéncia biunivoca entre as solu-
¢des do primeiro problema e as solugdes do segundo, e que solugdes correspon-
dentes ddo o mesmo valor as fung¢des objetivo. Portanto, os dois problemas sao
equivalentes.

A propésito, o dual do problema canénico (9.b) consiste em maximizar zb
sujeito a zA < ¢, zA > ce z < o. Ndo é de surpreender que esse problema
seja equivalente ao dual do primeiro problema, que consiste em maximizar yb
sujeitoayA=cey <o.
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Segundo exemplo. Considere o problema de encontrar vetores x e z que
maximizem a expressdo ax + dz sujeita as restrigdes

Axr+ Bz =0,
Cr+ Dz <c,
z<o0

(veja exemplo numérico na figura 9.5). Esse problema equivale ao seguinte pro-
blema canodnico primal: encontrar vetores y, v, w, r que minimizem a expressao
ay — dv + dw sujeita as restrigdes

—Ay+ Bv— Bw =0,
—Cy+Dv—Dw+Ir=c,
y>o0, v>0, wW>0, TrZ>O0.

Eis a verificacdo da equivaléncia. Para qualquer par z, z de vetores, sejam y, v,
w e r os vetores definidos pelas equagdes

y = —x
v[i] = se z[j] > 0entdo z[;] sendo 0
wli] = se z[j] > 0entdo 0 sendo —z(j]

r = ¢c—Cx—Dz.

Se z,z satisfaz as restricdes do primeiro problema entdo os vetores y,v,w,r
satisfazem as restricdes do segundo. Ademais, os vetores em questdo ddo o
mesmo valor as correspondentes fungdes objetivo, a menos de uma troca de si-
nal: ax + dz = —(ay — dv + dw) (a troca de sinal se deve a substituicdo de
“maximizar” por “minimizar”).

Reciprocamente, se y, v, w, r satisfazem as restricdes do segundo problema
entdo o par de vetores —y,v — w satisfaz as restri¢cdes do primeiro. Ademais,
ay — dv + dw = —(a(—y) + d(v — w)).

Em suma, ha uma correspondéncia biunivoca entre as solu¢des do primeiro
problema e as solug¢des do segundo, e solugdes correspondentes ddo o mesmo
valor (a menos de uma troca de sinal) as fung¢des objetivo.

9.7 Conclusio

O problema geral de programacao linear consiste em encontrar, no conjunto de
todos os vetores que satisfazem dadas restri¢des lineares, um vetor que mini-
mize uma dada funcao linear. Os problemas candnicos primal e dual sdo casos
particulares desse problema.

Os problemas de programacao linear estdo casados em pares: a cada pro-
blema corresponde um problema dual (se D é o dual de P entdo P é o dual
de D). Um problema e o seu dual estdo intimamente relacionados: ou ambos
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encontrar niimeros z; € z; que maximizem

11zy + 1622 + 2121 + 2622 sujeito a

13%1 + 18%2 + 232’1 + 2822 = 33
1421 4+ 1929 + 2421 + 292, < 34
1521 + 2022 + 2521 + 3020 < 35
T S 0
T9 § 0

encontrar niimeros nao-negativos y;, v;, w; € r; que minimizem

11yy + 16y2 — 21v1 + 21wy — 26w + 26we sujeito a

—12y; — 1Tys + 2201 — 22wy + 27vs — 27wo = 32
—13y; — 18y + 23v; — 23wy + 28vy — 28wy = 33
_14y1 - 19y2 + 24’01 - 24101 + 291)2 — 2911)2 + 17’1 —+ 07‘2 = 34

715y1 — 20y2 + 251)1 — 251[)1 + 301)2 — 3011.)2 + 07’1 + 17‘2 35

Figura 9.5: O ppl no topo da figura e o problema canénico primal
na parte inferior da figura sdo equivalentes.

sdo invidveis, ou um ¢é inviavel e o outro é ilimitado, ou ambos tém solucao.
Esse fato é a esséncia do teorema da dualidade.

Qualquer problema de programacao linear pode ser reduzido a um pro-
blema candnico primal equivalente. O algoritmo Simplex (ou qualquer outro
algoritmo que resolva problemas canénicos primais) pode entdo ser usado para
resolver o problema reduzido.

9.8 Apéndice: Uma interpretacao do dual

O seguinte exemplo procura ilustrar o significado das incégnitas (ou varidveis)
duais. Considere o problema de encontrar ntimeros ndo-negativos x1, 2, T3, £4
que minimizem a expressdo 11z + 12z 4 13x3 + 1424 sob as restri¢des

151‘1 + 16172 + 17$3 + 18I4 Z 19
251‘1 + 261’2 + 27.’£3 + 281’4 Z 29.

Esse problema pode estar modelando a tarefa de um nutricionista: encontrar
quantidades z1, x2, x3, x4 de pacotes de carne, batatas, leite e goiabada respec-
tivamente que minimizem o custo 11z; + 12z + 13z3 + 1424 de uma refeicdo
que contenha pelo menos 19 gramas de célcio, pelo menos 24 gramas de carboi-
dratos, e pelo menos 29 gramas de proteinas. E claro que a primeira restricdo
da o contetdo de célcio nos quatro alimentos (15 gramas por pacote de carne,
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16 gramas por pacote de batatas, etc.), a segunda restricio dd o contetido de
carboidratos, etc.

O dual do nosso problema consiste em encontrar ntimeros nao-negativos
Y1,Y2, Y3 que maximizem 19y; + 24y2 + 29y3 sob as restri¢des

15y1 +20y2 + 25y < 11
16y1 + 21ys + 26y3 < 12
17y + 22y, +27ys < 13
18y; + 23ys + 28y; < 14.

O dual pode ser interpretado como segue. Um fabricante de calcio em p6, car-
boidratos em p6 e proteinas em pé quer lancar seus produtos no mercado a
precos y; por grama de célcio, y» por grama de carboidrato e y3 por grama de
proteina. Para competir com os produtos naturais, o preco de um pacote de
carne artificial (composta por 15 gramas de calcio, 20 gramas de proteina e 25
gramas de carboidratos) ndo pode ser superior ao preco de um pacote de carne
natural. Analogamente, os precos das batatas, leite e goiabada artificiais nao
podem ultrapassar os precos dos correspondentes produtos naturais. Satisfeitas
estas restrigdes, o fabricante quer maximizar o preco y119 + y224 + y329 de uma
refeicdo que contenha as quantidades minimas dos trés nutrientes.

E facil verificar (veja o exercicio 9.7, pagina 98) que ambos os problemas sdo
vidveis. O teorema da dualidade garante entdo que ambos os problemas tém
solucdo e que 11z1+12z2+13x3+14x4 = 19y; +24y2+29ys3 para qualquer solugdo
x1, T2, 23, x4 do primeiro problema e qualquer solugdo yi, y2, y3 do segundo.

Exercicios

9.1 Considere o problema de encontrar vetores x e z tais que x > 0, Az+Dz >
b e cx + fz é minimo. Verifique que o dual deste problema consiste em
encontrar um vetor y tal que y > o0, yA < ¢, yD = f e yb é maximo.

9.2 Seja X o conjunto dos vetores z > o tais Ex > f e Ar = b. SejaY o
conjunto dos pares y, w tais que y < oe yE+wA > c. Prove que para todo
z em X etodo par y,w em Y tem-se cx < yf + wb.

9.3 Demonstre o lema da inviabilidade 9.2.

9.4 Seja P o problema de encontrar vetores x e u que maximizem a expressao
cx + du sujeita as restri¢gdes Az + Bu = d e o < u < e. Mostre que P é
inviavel se existem vetores y' e 2’ taisque YA =0, yB+2 > 0,2 > oe
y'd+ 2z'e < 0. Mostre que um par ¥/, z’ como o que acabamos de descrever
certamente existe se e tem algum componente negativo. Mostre que o dual
de P ¢ invidvel se existe um vetor z’ tal que Az’ = o e cz’ > 0.

9.5 Suponha dada uma matriz A, vetores b e ¢ e um nimero 3. Seja R o
conjunto dos vetores y que satisfazem as restricdes yA < c e yb > 3. Seja
S o conjunto dos vetores = que satisfazem as restricdes Az = b, x > o
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9.6

9.7

e cx < (3. Seja T o conjunto dos vetores x que satisfazem as restri¢des
Ax =0, > o e cr < 0. Mostre que R é vazio se e s6 se S UT ndo é vazio.

Seja S o conjunto dos vetores x tais que Ax > o, isto é, A[;, ]x > 0 para
todo i. Seja T o conjunto dos vetores ndo-nulos y tais que y > o e yA = o.
Mostre que S € vazio se e s6 se ' ndo € vazio.

Seja P o problema que consiste em minimizar cz sujeito a Ax > be x > o.
Mostre que o dual de P consiste em maximizar yb sujeitoa yA < cey > o.
Mostre quese c > 0, b > 0, A > O e AJi, | # o para todo ¢ entdo ambos os
problemas tém solucao.
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Capitulo 10

Determinantes

Os préximos capitulos pretendem examinar as “variantes inteiras” do algoritmo
de Gauss-Jordan e do algoritmo Simplex. A anélise dessas variantes depende
do conceito de determinante.! Embora o conceito seja bem conhecido, convém
fazer uma revisao.

O determinante de uma matriz quadrada A é um nimero da forma o — ¢’,
onde o e ¢’ sdo somas de produtos de elementos de A e cada produto contém
exatamente um elemento de cada linha e de cada coluna de A. Por exemplo, o
determinante da matriz

S o Q
S CERe

~ N2

é aecL+ B¢n+ v60 — ney — aC — Bou. A propriedade mais importante dos deter-
minantes é a “lei do produto”:

det(AB) = det(A) det(B).

O conceito de determinante serd definido em duas etapas. Primeiro, de-
finiremos o determinante de matrizes de permuta¢do e mostraremos que este
satisfaz a “lei do produto”. Depois, usaremos o determinante de matrizes de
permutagdo para definir o determinante de uma matriz quadrada arbitréaria.

10.1 Sinal de uma matriz de permutacao

Uma matriz de permutac¢do é uma matriz de bijecdo cujos conjuntos de indices
de linhas e colunas sao idénticos. E evidente que o produto de duas matrizes de
permutacdo é uma matriz de permutacéo.

Um arco de uma matriz de permutagdo J sobre M x M é qualquer par
ordenado (j,%) de elementos de M tal que J|;, ;] = 1. Um circuito em J é uma

! Veja a nota histérica Matrices and Determinants na MacTutor History of Mathematics Archive
(University of St Andrews, Escécia).
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sequiéncia (ki, .., k) de elementos de M, distintos dois a dois, tal que
(k1, ko), (ko,k3), ... (kn—1,kn) e (kn, k1)

sdo arcos de J. Por exemplo, se J[;,i] = 1 para algum 7 entdo a seqiiéncia (i) é
um circuito. Circuitos que diferem apenas por uma rotagdo — como, por exem-
plo, (k1,ka,k3), (k2, ks, k1) e (ks,k1,k2) — sdo considerados idénticos. Feitas
essas convengdes, fica claro que cada elemento de M pertence a um e um sé
circuito de J. O nimero de circuitos de J serd denotado por

cire(J) .

E 6bvio que 1 < circ(J) < |M]|. E 6bvio também que circ(J) = |M| se e s6 se J
é a matriz identidade.

2

Uma matriz de transposi¢io é uma matriz de permutacdo 7' tal que
circ(T) = |M| — 1. Em outras palavras, T é de transposi¢do se existem ele-
mentos distintos, ¢ e j, de M tais que (j,7) e (i, j) sdo arcos e todos os demais
arcos de T' tém a forma (k, k). Diremos que uma tal matriz transpde i e j.

Lema 10.1 Seja T' uma matriz de transposi¢ao que transpoe i e j e J
uma matriz de permutagdo arbitrdria. Se i e j pertencem ao mesmo
circuito de J entdo circ(TJ) = circ(J) + 1, caso contrdrio, circ(T'J) =
circ(J) — 1.

DEMONSTRACAO: E fécil entender o efeito da multiplicagio de J por T
como (T'J)(j,] = J[i,], um arco de J que tem a forma (k,i) é transformado
no arco (k,j) de T'J; analogamente, um arco de J que tem a forma (k,j) é
transformado no arco (k,:) de T'J.

Suponha que i e j pertencem a um mesmo circuito, digamos (ki,.., k),
de J. Ajuste a notagdo de modo que ki = i. Seja p um indice tal que k, = j.
Entao
<k’1, k‘Q, ey k‘p71> e <k‘p, k‘erl, .. ,k‘n>

sdo circuitos> de TJ. Todos os demais circuitos de J também sdo circuitos
de T'J. Logo, circ(T'J) = circ(J) + 1. Suponha agora que i e j pertencem a
circuitos distintos, digamos (h1, .., hp) e (k1,..,ky), de J. Ajuste a notagdo de
modo que h; = e k; = j. Entdo

(h1,hay . hy k1, ko, o k)
é um circuito® de T'J. Todos os demais circuitos de J também sdo circuitos de

TJ. Logo, circ(TJ) = circ(J) — 1. O

O valor de circ(J) é menos importante que a relagdo entre a paridade de
circ(J) e a de |M|. Diremos que uma matriz de permutacdo J é positiva se

2 Sen = 2, entdo p = 2 e, portanto, esses circuitos sdo (k1) e (k2).
% Se m = n = 1, entéo esse circuito é (hy, ki).

transposigao

matriz

positiva
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o= OO
o O O
oo = O
_ o o o

Figura 10.1: Se J é a matriz da figura entdo
circ(J) = 2 e portanto sig(J) = +1.

| M| — circ(J)

é par e negativa em caso contrario. A matriz identidade, por exemplo, é positiva;
e toda matriz de transposigdo é negativa. O sinal de uma matriz de permutagao
J sera denotado por

sig(J).

Assim, sig(J) = +1 se J é positiva e sig(J) = —1 se J é negativa.

Olema 10.1 mostra que sig(7'J) = —sig(J) para qualquer matriz de transpo-
si¢do 1" e qualquer matriz de permutacdo J. O teorema abaixo generaliza essa
relacdo, mostrando que sig satisfaz a “lei do produto”.

Teorema 10.2 Para todo par J,K de matrizes de permutacgdo,
sig(JK) = sig(J) sig(K).

DEMONSTRACAO: Nossa demonstracdo é uma inducdo no ndamero circ(.J).
Suponha inicialmente que circ(JJ) = |M|. Entdo a proposigdo vale trivialmente
pois J = I e portanto sig(.JJ) = +1.

Suponha agora que circ(J) < |M|. Entdo J possui um circuito (ki,..,ky,)
com n > 2. Seja T' a matriz de transposigdo que transpde ki e k3. De acordo com
o lema 10.1, circ(T'J) = circ(J) + 1. Podemos pois supor, a titulo de hipdtese
de indugdo, que

sig(TJK) = sig(TJ) sig(K) .

Por outro lado, de acordo com o lema 10.1, temos sig(T'J) = —sig(J) e tam-

bém sig(TJK) = —sig(JK). Logo, sig(JK) = sig(J)sig(K), como queriamos
demonstrar. O

A demonstra¢do do teorema revela, em particular, que toda matriz de per-
mutagdo tem a forma T; - .. - 7,1, onde T7, .., T}, sdo matrizes de transposicao.
E evidente que uma tal matriz é positiva se e s6 se p é par.

10.2 Determinante de matriz quadrada

Uma matriz é quadrada se seus conjuntos de indices de linhas e colunas sado

negativa

matriz
quadrada
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idénticos. Em outras palavras, uma matriz A sobre M x N é quadrada se M =
N. As defini¢des abaixo aplicam-se apenas a matrizes quadradas.

Para qualquer matriz A sobre M x M, vamos denotar por diag(A) o produto
dos elementos da diagonal de A:

diag(A) = [lica AL, -

O determinante de uma matriz quadrada A sobre M x M é o numero
> sig(J) diag(AJ), em que a soma se estende a todas as matrizes de permuta-
¢do J sobre M x M. O determinante de A é denotado por det(A). Portanto,

det(A) = >, sig(J) diag(AJ).

E claro que det(A) = " ; diag(AJ) — > diag(AK), em que a primeira soma se
refere a todas as matrizes de permutagdo positivas e a segunda se refere a todas
as matrizes de permutacao negativas.
A defini¢do de determinante ndo se altera se a expressao diag(AJ) for subs-
tituida pela expressao
diag(JA),

uma vez que essas duas expressdes tém o mesmo valor. De fato, diag(AJ) =
IL A, 171,49 = 11 Ali, ¢i], onde ¢ é a bijecdo de M em M definida pela equa-
¢do J[pi,i] = 1. Se denotarmos por ¢ a inversa de ¢ teremos [[; A, pi] =
[1; Aws. g1 = 11, J15. 141, 5] = diag(JA).

a B v 0 1
0 e ¢ 0 0 1
n 0 1 0

Figura 10.2: Digamos que A é a primeira das matrizes da

figura e J é a segunda. Observe que diag(AJ) é o produto
dos elementos de A que estdo nas posi¢des correspondentes
aos elementos ndo-nulos de J.

E muito facil verificar as seguintes propriedades do determinante de uma
matriz quadrada A: se A é de permutagdo entdo det(A) = sig(A); se A é diago-
nal entdo

det(A) = diag(A);

se Ajm,] = oou A[,m] = o para algum m entdo
det(A) =0.
Também é facil verificar que para qualquer matriz diagonal D

det(DA) = diag(D) det(A).
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Em particular, para qualquer nimero ¢, det(dA) = ™ det(A), onde m é o na-
mero de linhas de A.

Como calcular o determinante de uma matriz? Embora a defini¢do envolva

uma soma de m! parcelas (pois este é o nimero de matrizes de permutagdo com

m linhas), o determinante pode ser calculado com esforco proporcional a m?,

como veremos num proximo capitulo.*

10.3 Trés propriedades basicas

Esta secdo reune trés propriedades béasicas dos determinantes. No enunciado de
todas as propriedades, A é uma matriz sobre M x M.

Propriedade 10.3 (desenvolvimento por uma linha) Para qualquer m
em M, se Ajm,M—m] = o entdo o determinante de A é o produto de
Alm,m] pelo determinante de A[M—m, M—m].

DEMONSTRACAO: Suponha que A[m, M—m] é nulo. Seja J uma matriz de
permutacdo sobre M x M. Se J[m,m] = 0 entdo A[m, |J[,m] = 0 e portanto
diag(AJ) =TI, A, /1,4 = 0. Caso contrario,
onde B = A[M—m,M—m] € K = J[M—m, M—m]. Como sig(K) = sig(J), temos

> ysig(J)diag(AJ) = Alm,m] Y sig(K)diag(BK),

onde K percorre o conjunto das matrizes de permutagdo sobre M —m x M—m.
Logo, det(A) = A[m,m] det(B). O

Vale também a propriedade “transposta” se A[p—m,m] é nulo entdo
det(A) = A[m,m] det(A[pM—m,M—m]). A demonstragdo é andloga, essencial-
mente porque diag(JA) = diag(AJ).

A propriedade seguinte é um caso particular da “lei do produto” que de-
monstraremos na préxima secao.

Propriedade 10.4 (multiplicagdo por matriz de permutacdo) Para qual-
quer matriz de permuta¢do K sobre M x M, det(KA) = sig(K) det(A).

DEMONSTRACAO: Por definicdo, det(KA) = ) ;sig(J) det(JKA). Em vir-
tude do teorema 10.2, sig(J) = sig(K)sig(JK). Logo,
det(KA) = Y ;sig(K)sig(JK)diag(JKA)
= sig(K) Y ;sig(JK)diag(JKA)
= sig(K)det(A),

* A titulo de curiosidade, 0 permanente de uma matriz quadrada A é onimero _ ; diag(AJ),
onde a soma se estende a todas as matrizes de permutacdo J. Nao se conhece um algoritmo
eficiente — isto é, polinomial no ndmero de componentes de A — para o calculo do permanente.
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uma vez que quando J percorre o conjunto de todas as matrizes de permutagao
amatriz JK também percorre o conjunto de todas as matrizes de permutagéo. O

Propriedade 10.5 (matriz com duas linhas iguais) Para dois elementos
distintos h e k de M, se A[n, | = Ak, | entdo det(A) = 0.

DEMONSTRACAO: Seja T' a matriz de transposi¢cdo que transpde h e k.
Como T'A = A, temos
det(T'A) = det(A).

Por outro lado, det(T'A) = sig(T") det(A), em virtude da propriedade 10.4. Como
sig(T) = —1, temos
det(T'A) = — det(A).

Essas equagoes s6 podem ser simultaneamente verdadeiras se det(A) for nulo. O

Vale também a propriedade “transposta” se A[,n] = A[,k] para dois ele-
mentos distintos h e k de M entdo det(A) = 0.

10.4 Determinante do produto de matrizes

Esta se¢do mostra que para quaisquer matrizes quadradas A e B vale a identi-
dade det(AB) = det(A) det(B). A demonstragdo sera feita por etapas: primeiro
mostraremos que a identidade vale quando A é quase-identidade; dai deduzi-
remos a identidade no caso em que A é elementar; finalmente, cuidaremos do
caso geral. As duas etapas finais sdo andlogas ao algoritmo de Gauss-Jordan
(veja capitulo 2).

Uma matriz A sobre M x M é quase-identidade se existem elementos h e
k de M tais que A[i,j] = I[i,;] para todo par i, distinto do par h, k. Diremos
que esta é uma matriz quase-identidade do tipo h, k. E claro que toda matriz
quase-identidade do tipo h, k é elementar.

Lema 10.6 (multiplicacdo por matriz quase-identidade) Se A é uma
matriz quase-identidade do tipo h, k entdo

det(AB) = A[n,n det(B) seh=k e
det(AB) = det(B) em caso contrdrio,

qua]quer que seja a matriz B.

DEMONSTRACAO: Se h = k entdo A é uma matriz diagonal e portanto
det(AB) = diag(A) det(B) enquanto diag(A) = Afn, h).

Suponha agora que h # k. Seja o 0 ntimero Afn, k). E claro que (AB)[;, ] =
BJi, | para todo ¢ distinto de h e (AB)[n, | = B[n, ] + aBJ[k, ]. Para toda matriz

quase-
identidade



Feofiloff cap. 10 Determinantes 106

de permutacéo J,
diag(ABJ) = T[L(AB)[i,1J].4]
= [L:Bi. 1.4 + aBk, 1[4 iz Bli, 17,1
= diag(BJ) + aB,J[, 4] H#hB[z‘,]J[,z‘}
diag(BJ) + adiag(BJ),

onde B é a matriz definida pelas equacdes B{v—h, ] = BM—h,] € B, | =
Bk, ]. Portanto,

det(AB) = > ;sig(J)diag(ABJ)

= > ;sig(J)diag(BJ) + a)_;sig(J) diag(BJ)
= det(B) + adet(B).

Como B tem duas linhas iguais, a propriedade 10.5 garante que det(B) = 0.
Portanto, det(AB) = det(B). O

Lema 10.7 (multiplicacdo por matriz elementar) Se A é uma matriz ele-
mentar com coluna saliente h entdo det(AB) = A[n, n] det(B) qualquer
que seja a matriz B.

DEMONSTRAGCAO: Seja M o conjunto de indices de linhas e colunas de A.
A proposicdo é trivialmente verdadeira se A[n,n] = 0, pois nesse caso Afn, ] é
nulo, donde (AB)[n, ] é nulo, e portanto det(AB) = 0.

Suponha no que segue que A[n, n] # 0. Diremos que a complexidade de A é
o nimero de componentes ndo-nulos do vetor A[pr—n, n]. Nossa demonstragao
prossegue por indugdo na complexidade de A e depende do lema 10.6.

Suponha que a complexidade de A é nula, ou seja, que o vetor A[r—n, h)
é nulo. Entdo A é uma matriz quase-identidade do tipo h, h. Pelo lema 10.6,
det(AB) = A[n, n) det(B), como queriamos demonstrar.

[

Suponha agora que Ajf;,n] # 0 para algum i em M — h. Seja G a matriz
quase-identidade do tipo i, h definida pela equacao

Gli,hl = —Ali,n)/Alh,h]

(veja a analise de algoritmo de Gauss-Jordan, secdo 2.4) e seja A’ a matriz GA. B A’
facil verificar que a matriz A’ é elementar com coluna saliente h e que A'[;,n] = 0

2

e A'[M—i,n] = A[M—i,n]. Como a complexidade de A’ é menor que a complexi-
dade de A podemos pois supor, a titulo de hipétese de indugao, que

det(A'B) = A'[n, n) det(B).
Como G ¢ quase-identidade, o lema 10.6 garante que
det(A'B) = det(GAB) = det(AB).

Finalmente, como A’[n,h] = A[h, k], temos det(AB) = Afp, n] det(B). O
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E claro que vale a propriedade “transposta”: det(AB) = A[n, 1] det(B) para
qualquer matriz elementar A com linha saliente h e qualquer matriz B.

Teorema 10.8 (do produto de determinantes’) Para quaisquer matri-
zes A e B sobre M x M,

det(AB) = det(A)det(B).

DEMONSTRACAO: A demonstragdo deste teorema é em tudo andloga a ana-
lise do algoritmo de Gauss-Jordan.

Digamos que a simplicidade de uma matriz A sobre M x M é a cardina-
lidade do maior subconjunto P de M dotado da seguinte propriedade: existe
uma parte ) de M tal que A[p, Q] é de bijecdo e A[p—p,Q] é nula. Suponha
inicialmente que a simplicidade de A é |M]|, ou seja, que A é uma matriz de
permutacdo. Entdo, pela propriedade 10.4, det(AB) = sig(A)det(B). Como
sig(A) = det(A), temos a identidade desejada.

Suponha agora que a simplicidade de A é menor que |M|. Sejam P e Q
partes de M tais que A[p, @] é de bijecdo, A[M—p,Q] é nula e |P| é igual a sim-
plicidade de A. Seja h um elemento de M — P. Ha dois casos a considerar:

CASO 1: Afn, | énulo. E claro que det(A) e det(AB) sao nulos, uma vez que
(AB)[h,] = A[n, 1B = o. Portanto, a identidade det(AB) = det(A) det(B) vale
trivialmente neste caso.

CASO 2: A|n, | ndo énulo. Seja k um elemento de M — @ tal que A[n, k] # 0.
Seja F' a matriz elementar com coluna saliente % definida pela equacao

F[,h) = A[K]

(veja a andlise de algoritmo de Gauss-Jordan). Seja G a matriz elementar com
coluna saliente h definida pelas equagdes
Gli,h) = ai,

onde aj, = 1/A[n, k] e a; = —Ai, k] /AJn, k] para todo i em M — h. E facil verificar
que o
FG=GF=1.

Seja A’ a matriz GA. Entdo A'[h, ] = apAfn, ] e A'[i,] = Ali, ] + a;AJn, | para
cada i em M — h. Como A[p, Q] é nulo, temos

A,[vQ} :A[7Q}

Por outro lado, A'[i,k] = G[i, |A[,k] = Gi, |F'[.n] = (GF)[i,n] = I[;,n] para cada
7 em M, donde
ALk =100

5 Publicado em 1812, simultaneamente por Jacques P. M. Binet (1786-1856) e Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857).

()
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Segue dai que A'[P+h,Q+k] é uma matriz de bijecdo e A'[M—P—h,Q+k] € nula.
Portanto, a simplicidadade de A’ é maior que a simplicidade de A. Podemos
pois supor, a titulo de hipétese de indugdo, que
det(A’'B) = det(A’) det(B).
Como FA'B = AB e F' é elementar, o lema 10.7 garante que
det(AB) = F[n,n) det(A'B) = F[n,n) det(A") det(B).
Como A’ = GA e G é elementar, o lema 10.7 garante que det(A’) =
G'h, h] det(A). Portanto,
det(AB) = F[n, n)G[h, ] det(A) det(B).
Como F[n,n) = 1/ay e G[n,h] = ap,, temos a identidade desejada. O
10.5 Delimita¢ao do determinante
E importante estabelecer uma delimitagio superior para o valor absoluto de
det(A), que denotaremos por absdet(A). absdet(A)

Delimitacao 10.9 Para qualquer matriz A sobre M x M,
absdet(A) < [lcar Z]-GM aj

onde «;; denota o valor absoluto de A[;, j].

DEMONSTRACAO: H4 uma correspondéncia biunivoca ébvia entre matrizes
de permutagao sobre M x M e bije¢des de M em M: uma matriz de permutagéo
J e uma bijecdo ¢ se correspondem se

Ji,pi] = 1 paratodo i em M .

Para toda bijecdao ¢ de M em M, podemos definir o ntimero sig(y) com sendo
sig(J), onde J é a matriz de permutagdo que corresponde a . Podemos dizer
entdo que

det(A) = >, sig(p) I1; Ali, il ,

onde a soma se estende a todas as bijegdes ¢ de M em M. Portanto,

absdet(A) < Zso I cigi-

Ora, cada um dos produtos que comparecem do lado direito da desigualdade
também esté4 presente® no produto de somas [[; Y ; aij. Logo, absdet(A) ndo é
maior que esse produto de somas. O

Acabamos de mostrar que absdet(A) é limitado pelo produto das somas
de linhas. Demonstra-se analogamente que absdet(A) é limitado pelo produto
[I; >_; i dassomas de colunas.

® Da mesma forma que o e (37 estdo presentes no produto de somas (« + 3)(y + ).
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S Q
> Mm ®

~ N2

Figura 10.3: Suponha que todos os componentes da matriz sdo po-
sitivos. Entdo seu determinante é limitado por (o + 5+ v)(6 + ¢ +
Q)(n+6+:) etambémpor (a + 3+ n)(B+e+0)(v+ ¢ +1).

10.6 Conclusio

O determinante de uma matriz quadrada A é um ntimero da forma o — ¢/, em
que o e o’ sdo somas de produtos de elementos de A e cada produto tem exata-
mente um elemento de cada linha e de cada coluna de A. A propriedade mais
importante do determinante é a “lei do produto”: para qualquer par A, B de
matrizes

det(AB) = det(A)det(B).

Mesmo sem conhecer os detalhes da defini¢do de determinante, fica claro que o
determinante de uma matriz inteira é um ntimero inteiro. Fica claro também que
o valor absoluto do determinante é limitado pelo produto das somas de linhas e
pelo produto das somas de colunas:

absdet(A) < [[; >, e absdet(A) < [[; >, auy,

em que «;; € o valor absoluto de A[; j]. Estas delimitagdes permitem prever,
ainda que grosseiramente, a ordem de grandeza do determinante da matriz.

Exercicios

10.1 Mostre que sig(J) = sig(J) para toda matriz de permutacado J.

10.2 Mostre que det(A) = det(A) para qualquer matriz quadrada A.

10.3 Suponha que A é uma matriz elementar com coluna saliente k. Mostre que
det(A) = Ak, k]

10.4 Mostre que o determinante de uma matriz quadrada A ndo depende da

indexagdo das linhas e colunas, ou seja, mostre que det(.J AJ ) = det(A)
para qualquer matriz de permutagao J.

10.5 Dé exemplos de matrizes para as quais a delimitagdo 10.9 vale com igual-
dade. Dé exemplos de matrizes para as quais a delimitagdo de determi-
nantes de submatrizes vale com igualdade.

10.6 Deduza da delimitagdo produto-de-somas 10.9 a seguinte delimitacdo
produto-de-produtos: Para qualquer matriz A sobre M x M,

absdet(A) < [;car HjeM(l + ayj),
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onde «;; é o valor absoluto de AJ;, j].



Capitulo 11

Algoritmo de Gauss-Jordan-Chio

Este capitulo (que s6 depende dos capitulos 1, 2 e 10) examina uma variante
do algoritmo de Gauss-Jordan. Por falta de um nome melhor, diremos que se
trata do algoritmo de Gauss-Jordan-Chio.! (Veja lema 11.1 adiante.) Uma das
conseqiiéncias do algoritmo é a conhecida regra de Cramer” para solugéo de
sistemas de equagdes por meio de determinantes.

O algoritmo transforma qualquer matriz D numa matriz equivalente £ que
é escalonada a menos de um fator multiplicativo. Ademais, os componentes de
E sdo determinantes de submatrizes de D (em particular, se D s6 tem compo-
nentes inteiros entdo todos os componentes de £ serdo inteiros). Gragas a essa
propriedade, é possivel formular uma boa delimitacdo superior para o valor ab-
soluto dos componentes de E. A delimitacdo permite mostrar que o consumo
de tempo do algoritmo é polinomial.

11.1 Algoritmo

Antes de formular o algoritmo, é preciso generalizar o conceito de matriz es-
calonada. Para qualquer nimero ndo-nulo §, diremos que uma matriz K é
§-bijetora se a matriz 'K é de bijecdo. Diremos que uma matriz E sobre
M x N é §-escalonada se a matriz § ' E é escalonada, ou seja, se existem partes
P e de M e N respectivamente tais que

Em-p1=0 e E|p] é d-bijetora.
(Veja figura 11.1.) Podemos agora descrever o algoritmo.
Algoritmo de Gauss-Jordan-Chio Recebe uma matriz D sobre M x N

e devolve matrizes I' e G sobre M x M e um ntimero ndo-nulo ¢ tais
que FG =61 e GD é j-escalonada.

I Referéncia a F. Chio [Chi53], conforme H. Eves [Eve80, sec.3.6]. Veja também Schrij-
ver [Sch86, p.34].
2 Referéncia a Gabriel Cramer (1704-1752).
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d-bijetora

d-escalonada
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Cada iteragdo comega com uma parte P de M, uma parte () de N, matrizes
F e G, uma matriz £ e um ntimero . A primeira iteragdo comega com P e ()
vazios, F =G =1, FE = D e § = 1. Cada itera¢do consiste no seguinte:

CASO 1: Ein, | # o paraalgum hem M — P. h
Escolha k em N tal que En, k] # 0. k
Para cada i em M, seja §; o numero EY;, k. 6 = E[i, k]

Seja F’',G', E' o resultado da pivotagdo de F, G, E em torno de h, k.
Comece nova iteraggo com P+ h, Q + k, F', G, E' e b,
nos papéisde P, Q, F', G, E e §.

CAasO2: Eim-p,1=0.
Devolva F, G, § e pare. O

A operacdo de pivotacgdo a que se refere o texto do algoritmo é ligeiramente
diferente da dos capitulos 2 e 3: dados elementos h de M e k de N, o resultado  pivotacio
da pivotagio de F,G, E em torno de h,k é o terno F',G', E' de matrizes defi-
nido pelas equagdes

F'[,n) = D[, F'lq = FLi,
! ! J Gi, —5¢Gh7
G[hv] = G[h,% G[u] = h [ ]6 [ }’
E'n] = En, ], Euy = 2 [,]5 [h’},

para cada i em M — h. (Veja exemplo numérico na figura 11.2.)

11.2 Anadlise: preliminares

Para mostrar como e por que o algoritmo de Gauss-Jordan-Chio produz os re-
sultados anunciados basta verificar as seguintes propriedades.

Invariantes No inicio de cada iteragdo do algoritmo,

(i0) 540,
(il) FG =4I,
(2) E=GD,

(i3) E[p,Q) é uma matriz J-bijetora e E[M—P,Q] = O,
(i) G[,m—p)=0I[,M-P].

E claro que estas propriedades valem no inicio da primeira iteragdo. Supo-
nha agora que elas valem no inicio de uma iteragdo qualquer que ndo a tltima.
Para mostrar que continuam validas no inicio da préxima iteracao basta mostrar
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SO | O OO
SO |O > OO
SO | OO O™

OO O > O

o O
o O
o O
o o
o O
o o
o O
o O
o O

Figura 11.1: Matriz §-escalonada.

1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 0 2 -1 1 0
0 0 1 0 0 5 5 0 0 5
0o 0 0 1 0 0 3 1 2 0
o o0 o0 0 1 0 0 -5 1 2
1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 0 2 -1 1 0
-5 0 1 0 0 0o 5 0 -5 5
0 0 0 1 0 0 3 1 2 0
o o0 0 0 1 0 0 -5 1 2
2 0 0 0 0 2 0 0 2 0 2
0 1 0 0 © 0 2 -1 1 0
—-10 - 2 0 0 0 0 5 -15 10
0 -3 0 2 0 0 0 5 1 0
o 0 0 0 2 0 0-10 2 4
5 0 0 0 0 5 0 0 5 0 5
-5 0 1 0 0 0o 5 0 -5 5
-0 -5 2 0 0 0 0 5 -15 10
25 5 -5 5 0 0 0 0 40 —25
-5 -25 10 0 5 0 0 0 -70 60
5 -5 5 -5 0 40 0 0 0 25 40
-5 5 3 5 0 0 40 0 0 15
-5 -25 1 15 0 0 0 40 0 5
25 5 -5 5 0 0 0 0 40 -25
50 —130 10 70 40 0 0 0 0 130
80 65 10 —60 —25 130 0 O 0 0 130
-30 65 6 —10 —15 0130, 0 0 0
~10 -65 2 40 -5 0 0130 0 0
50 —65 —10 60 25 0 0 0 130 0
50 —130 10 70 40 0 0 0 0 130

Figura 11.2: Exemplo de execucdo do algoritmo de Gauss-Jordan-Chio.
A figura registra os valores de GG, E e ¢ no inicio de cada iteracdo.
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que no fim do caso 1

5 £ 0, (11.a)

F'G = 6, (11.b)

E = &'D, (11.c)

E'LQ = 0w 'Elq, (11.d)
E'l k) = 6nl[,n, (11.e)
G',M-P-h] = 00 'G[,M—P—1]. (11.6)

A propriedade (11.a) segue imediatamente da maneira como h e k sdo escolhi-
dos no caso 1.

N-Q

cox|locooco
s oo|locol| @
cooloxo|lO

SO OISO O

O OO OO
SO OO O™

Figura 11.3: Matrizes G e E no inicio de uma iteragao.

DEMONSTRAGAO DE (11.d) E (11.f): Por defini¢do da operagdo de pivota-
¢do, E'n, | = En, ] e

E'li,) = 6p0 " Efi,] = 6:0 E[n, |

para cada i em M —h. Como E[p, Q] é nulo em virtude de (i3), temos a igualdade
desejada. De modo andlogo, G'[n, | = G[n, | €

G'li,] = 0n6'Gli, ] — 6:6 ' Gin, |

para cada i em M — h. Como G[n, M—P—n] € nulo em virtude de (i4), temos a
igualdade desejada. O

Antes de empreender as demonstra¢des das demais propriedades, convém
dar uma representagdo matricial a operagdo de pivotagdo. Seja F' a matriz ele-
mentar com coluna especial i definida pelas equag¢oes

Fl,n=6,"El,k] e F[,M-h =061, M-p],

Seja G a matriz elementar com coluna especial  definida pelas equagdes

GM—h,h) = —0 "EM—h,K,

Glh,n = 1,
G[,M-n = 6,6 [, M—n].

M«
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(Veja figuras 11.4 e 11.5.) E facil verificar que
FG=GF =1,

E'=GE e G =GaG.

(11g)

A propriedade (11.c) segue dai imediatamente. As duas propriedades restantes
exigem um pouco mais de esforgo.

§/66 0 0
06/66 0
0 0 5/6
0 0 05/
0 0 0
0 0 0

Figura 11.4: Exemplo com h

direita é G.

SO O OO >
OO OO ;MmO

Figura 11.5: Exemplo com h = 6. A matriz a esquerda é dsF'. A matriz

a direita é 6G.

DEMONSTRACAO DE (11.b): Observe que a matriz F'[ ap—p) € igual a

OO O OO

SO SO OO

0 61/
0 62/
0 85/
0 61/

0 6/86 d5/d6

0 86/56

O OO OO

o1
42
d3
04
S5
d6

5/5 0 0 0 0 —0./5
066/5 0 0 0 —8/5
0 066/ 0 0 —33/6
0 0 066/5 0 —84/5
0 0 0 06/5 —385/5
0 0 0 0 0 1

b6 0 O
0 &6 O
0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0
0
0
d6
0
0

0
0
0
0
d6
0

= 6. A matriz a esquerda é F'. A matriz a

—5
— 65
A
54
— 5
0

6p0 L FF[,M—n) (ambas as matrizes sdo iguais a F'[, 1/ —h]). Ademais,

Em suma, F' = §,0 "' FF. Logo,

em virtude de (il1). O

F'[h]

F'¢’

Dy, k)
(67*FG)Dy,
0 F (B[, K)
STIF (61 F 1) -

on0 H(FF)(GQ)
op0IF(FG)G
op01FG

onl ,

DEMONSTRAGCAO DE (11.e): Para cada i em M,

E'li,k) = Gl 1B,k = G[i,10nF[,n] = 60(GF)[i,n] = nli,h] .

Logo, E'[ k] = 61 [,n] . O
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Concluimos assim a demonstracdo de que os invariantes (i0) a (i4) valem no
inicio de cada iteragdo do algoritmo. Os invariantes valem, em particular, no
inicio da tltima iteracdo, quando E[m—P, | é nula. Nesta ocasido, em virtude
de (i3),

E é 0-escalonada

(e tem bases P e Q). Além disso, em virtude de (i1), FG = §I. Portanto, o
numero ¢ e as matrizes F' e G que o algoritmo devolve tém as propriedades
anunciadas.

Tal como acontece no algoritmo de Gauss-Jordan (se¢do 2.3), a matriz F
pode ser facilmente calculada a partir de D e E: no inicio de cada iteragdo, e
portanto também ao final da execugdo do algoritmo,

Fi,mMm—p=1[,mMm-P] e F[ P =D[qQ/,

onde J éa transposta da matriz ¢ _1E[ P,Q]-

11.3 Anadlise: invariante principal

A secdo anterior deixou de lado o invariante mais caracteristico do algoritmo: os
componentes de G e E sdo determinantes de submatrizes de D. Para demons-
trar esta propriedade, convém reformular algumas das varidveis do algoritmo.

Ajuste a notagdo de modo que M e N sejam disjuntos. Seja D a matriz que
se obtém pela justaposicdo de D com a matriz identidade, isto é, D é a matriz
sobre M x (M U N) definida pelas equagdes

D,y =1 e DmM,N=D.

No inicio de cada iteracdo, seja E a matriz definida pela justaposi¢io de G
com E:
Epmmp=G e BN =E

(veja figura 11.6). A relacdo E = G'D, garantida pelo invariante (i2), leva a uma
relacdo simples entre determinantes de certas submatrizes de E e determinan-
tes das correspondentes submatrizes de . O enunciado preciso dessa relagdo
depende da seguinte convengdo de notagao.

Uma fungdo ¢y de M em M U N é uma injecdo se i e vj sdo distintos
quando i e j sdo distintos.> Dada uma tal injecdo ¢, denotaremos por Dy, a
matriz sobre M x M definida pelas equagdes

Portanto, Dy, tem os mesmos componentes que [, 4 1/] mas suas colunas sdo in-
dexadas por M. Diremos que Dy, é a submatriz de D definida por 1. Defini¢cdes
andlogas valem para a matriz E.

8 Aqui, 1i denota o valor de ) em 1.
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M N
100000
01000O0O0
001000
M0 00100
000O0T1O0
00O0O0O01
M-Q MnNnQ NNQ N-Q
000|006
M-Q 000|060
000|600
6 0 0|0 0O
MNQ 046 0|0 0O
006|000

Figura 11.6: A primeira parte da figura é uma representacdo da
matriz D. A segunda parte representa a matriz E.

Estamos prontos para formular a relacdo entre determinantes de submatri-
zes de E e D. Essa relacdo corresponde ao “método de condensagdo de Chio”
[Chi53] para calculo de determinantes [Eve80, sec.3.6]. Poderiamos dizer que a
relacdo é o invariante (i5) do algoritmo.

Lema 11.1 (lema de Chio) No inicio de cada iteracdo do algoritmo,
para qualquer injecdo 1) de M em M U N,

det(Ey) = 6™ det(Dy,),

onde E; e Dy, sdo as submatrizes de E e D respectivamente definidas
por ¢. Como de hédbito, m é a cardinalidade de M .

DEMONSTRACAO: E claro que a propriedade vale no inicio da primeira ite-
ragdo, pois nessa ocasido E = D e § = 1. Suponha agora que a propriedade
vale no inicio de uma iteracdo qualquer que ndo a tltima; para mostrar que a
propriedade vale no inicio da iteragdo seguinte, basta verificar que no fim do
caso 1

det(E}) = 05" det(Dy),

onde E’ é a matriz definida pela justaposicdo de G’ e E' e E|, é a submatriz de
E’ definida por . Em virtude de (11.g) temos E' = GE, donde E, = GEy.
O teorema 26 (do produto de determinantes) garante que

det(E,) = det(G)det(Ey).

Como (' é uma matriz diagonal, det(G) = (6,/6)™ L. Isso prova a igualdade
desejada. O



Feofiloff cap. 11 Algoritmo de Gauss-Jordan-Chio

118

Podemos mostrar agora que cada componente de E ¢é igual ao determinante
de uma submatriz de D. Seja Q o conjunto Q U (M — P),donde P = M — Qe
M — P = M N Q. Os invariantes (i3) e (i4) garantem que E[)/, Q] € uma matriz
d-bijetora (veja figura 11.6). Para cada i em M, seja

Pt
o tnico elemento de QQ para o qual E[i,xi] = §. Assim, ¢ é uma injecdo de M
em M UN eE, =6I. A propriedade 11.2 abaixo — que poderiamos chamar de
invariante (i6) do algoritmo — mostra que os componentes ndo-nulos de E[ Q]

sdo determinantes de D; a propriedade 11.3 — que poderiamos denominar
invariante (i7) — trata dos demais componentes de E.

Propriedade 11.2 No inicio de cada iterag¢ao do algoritmo, § = det(D,,).

DEMONSTRACAO: De acordo com o lema 11.1, det(E,) = 6™ ! det(D,,).
Mas det(E,) = 6™, uma vez que E, = 0I. Como § # 0 em virtude de (i0),
temos § = det(D,) . O

Propriedade 11.3 No inicio de cada iteracdo do algoritmo, para cada i
em M ecada j em (M UN)—Q,
Efi,j] = det(Dy),

onde 1) € a injecdo de M em M U N definida pelas equagdes yi = j e
1h = ph para cada h em M — i.

DEMONSTRAGAO: De acordo com o lema 11.1, det(Ey) = 6™ ! det(Dy).
Como § # 0, resta apenas provar que

det(Ey) = 8" Efi,j] -
Para isso, é preciso estudar a estrutura de E,. A definicdo de 1) garante que
Ey[,M—i] = Ey[, M—i]. Como E, = I, temos

Ew[aM_Z] = 51[7M_7’} ’

donde Ey i, M—i] € nulo. Portanto, o desenvolvimento do determinante de E,,
pela linha i (propriedade 10.3) garante que

det(Ey) = Ey[i,i) det(Ey[M—i, M—i])
= Eyi,qd™ .

Para concluir a demonstracao, resta observar que Ey[,i] = E[,j]. O

Esta secdo demonstrou que, no inicio de cada iteracdo do algoritmo de
Gauss-Jordan-Chio, cada componente de E é o determinante de uma subma-
triz de . Se o conceito de submatriz for generalizado da maneira 6ébvia, a
propriedade pode ser reformulada (com auxilio da propriedade 10.3 do desen-
volvimento do determinante por uma linha) diretamente em termos de D, G
e IJ: No inicio de cada iteragao do algoritmo, cada componente de G e de E é
o determinante de alguma submatriz de D .
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114 Delimitacao dos ntiimeros gerados

As propriedades que discutimos acima permitem delimitar o valor absoluto dos
componentes da matriz E ao longo da execugdo do algoritmo. Como E é mera
justaposicdo de G e E, a delimitagdo se aplica aos componentes das matrizes G
e I/, e portanto também ao nimero J.

Delimitacao 11.4 No inicio de cada iteracdo do algoritmo, para cada i
em M ecadajem MUN,

Efi g < Tpenr(I+ X gen %a)

onde ay,, é o valor absoluto de D{p, ] .

DEMONSTRACAO: De acordo com as propriedades 11.2 e 11.3, E[;, ;] é da
forma det(Dy), onde v é uma injecdo de M em M U N. De acordo com a deli-
mitagdo 10.9 do determinante,

absdet(Dy) < [T (O gepns Plp.all) -

A desigualdade ndo é violada se “q € ¥ M ” for trocado por “q € MUN"” (sempre
supondo M disjunto de V). Finalmente, como D ¢é a justaposicdo de / e D,

> gemun P all = 142 en g

1 0 11 21 31 41
1 0 12 22 32 42
0 1 13 23 33 43

12 —-11 0 0 10 20 30
—-22 21 0 10 —-10 —-20
10 =20 10 0 0 0 0

o

21 11 0
22 12 0
23 13 1
21 0 0
22 1 0
23 0 1
21 11 41
22 12 42
23 13 43

Figura 11.7: Ilustracao das propriedades 11.2 e 11.3. A primeira matriz da figuraé D e
a segunda é E. O valor de ¢ é 10. A injegdo ¢ é definida por 1 =5, ¢2 =4, 3 = 3.
A terceira matriz da figura é D,. O seu determinante vale 10. A quarta matriz é D,
comi = 2e j = 2. O seu determinante, 21, é o valor de E[2,2]. A quinta matriz é Dy,
comi = 3 e j= 7.0 seudeterminante, 0, é o valor de E[3, 7]. Todas as matrizes estdo
indexadas por 1,2, 3, ... de cima para baixo e da esquerda para a direita.
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como querfamos demonstrar. O

Uma demonstracdo semelhante prova que E[;, j] é limitado pelo produto das
somas de colunas [], >~ oy (desta vez sem 0 “1+"”). Mostraremos a seguir que
E[i,j] também é limitado por um produto de produtos. A delimitacdo é mais
grosseira que as anteriores, mas muito til, por ser mais facil de manipular.

Delimitacao 11.5 No inicio de cada iteracdo do algoritmo, para cada i
em M ecadajem MUN,

‘E[Za]]’ S HpEM HqEN(l—i_QPQ)v

em que oy, € o valor absoluto de D{p,q] .

DEMONSTRACAO: Em virtude da delimitagdo 11.4, basta mostrar que

1+ ZqEN Qpqg < HqGN(l + aPQ)

para cada p em M. Ora, a soma a esquerda é parte do desenvolvimento do
produto a direita (da mesma forma que 1+a+ 3+ é parte do desenvolvimento
de (14+a)(1+3)(1+)). Como as demais parcelas do desenvolvimento sdo nao-
negativas, temos a desigualdade desejada. O

11.5 Aplicacdo a matrizes inteiras

Tudo que dissemos até aqui ndo depende da natureza dos componentes de D.
Suponha agora que todos os componentes da matriz dada D sdo inteiros. Sub-
meta D ao algoritmo de Gauss-Jordan-Chio. No inicio de cada iteragdo, todos os
componentes de E serdo determinantes de submatrizes da matriz ID; portanto,
todos os componentes de G e E serdo inteiros (veja figura 11.8). Ademais, de
acordo com a delimitagdo 11.5, todos os componentes de G e E estardo entre

—w e “Fw,

onde w = [[, ][, (1 + apg) e apg € o valor absoluto de Dip,q). A delimitacao
permanece valida se w for definido pelo produto de somas [], (1 + >, ap¢) ou
pelo produto de somas [[, >, apq-

E oportuno perguntar se os componentes da matriz £ que o algoritmo gera
ndo sdo muito maiores que o estritamente necessdrio. A resposta é negativa,
ainda que num sentido fraco: os componentes de E admitem, ndo raro, um
divisor comum néao-trivial; mas ha matrizes D para as quais pelo menos um dos
componentes de £ — digamos J — resulta primo.

Quando a matriz dada D é inteira, o algoritmo de Gauss-Jordan-Chio pode
ser executado usando somente aritmética inteira. Para isso, basta calcular as
expressoes que definem a operagdo de pivotagdo exatamente na ordem indicada:
primeiro a expressdo no numerador e depois a divisdo por J, que serad exata.
(Veja a figura 11.9.)
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03 B[4,4) —04E[3,4]  5-14+5-15
5 N 2

Figura 11.8: Examine o exemplo da figura 11.2. Apesar das divi-
sOes por §, todos os nimeros permanecem inteiros ao longo das su-
cessivas iteragdes. Por exemplo, durante a terceira iteragdo ocorre
uma pivotagdo em torno de 3,3 e o valor de E'[4,4] é dado pela
expressdo da figura. A expressdo tem valor inteiro, ainda que as
sub-expressdes 5 - 1/2 e 5 - 15/2 tenham valor fraciondrio.

321 4 5 67 8 910
432 5 6 78 973 1
563 4 7 9810 1 2
154 7 5109 6 2 3
3265 8 9109 2 7 4
8§ 76 910 52 3 4 5
98711 3 21 4 5 8

—129574 118845 —13654 6748 1192 955 —T7880
35638 —35661 20158 —10816 —2992 —5203 9236
2472  —3186 36 —864 1860 —678 288
53560 —45906 —5780 3584 —208 1874 4436
—9064 15372  —460 —5852 —1244 5848 —3680
41406 —60315 =750 18000 3480 5679 —6000
—45114 61527 450 —10800 —2088 —8475 3600

0 0 50676 0 0 0 0 —89310 7482125 —1237456
0 50676 0 0 0 0 0 116190 —2279561 364492
50676 0 0 0 0 0 0 —10884 —200274 25368
0 0 0 50676 0 0 0 1980 —2839490 532912
0 0 0 0 50676 0 0 26460 1024700  —98920
0 0 0 0 0 50676 0 —111090 —3978015 400560
0 0 0 0 0 0 50676 117330 4033779 —443040

Figura 11.9: Resultado da aplicacdo do algoritmo de Gauss-Jordan-Chio & ma-
triz que aparece no topo da figura. O algoritmo devolve o ntimero 50676 e as
matrizes G' (meio da figura) e E (parte inferior da figura). O valor da expressao
[1, (1 + >, apq) € aproximadamente, 4411057 000 000.
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Eficiéncia. O ntdmero de digitos na representagdo de w vale, aproximada-
mente, logw. Se adotarmos o produto-de-produtos como definigdo de w, tere-
mos

logw=73",>", log(1 + ayg)

e, portanto, o nimero de digitos de w serd igual, aproximadamente, a0 niimero
total de digitos de D. Pode-se dizer que w é uma medida do tamanho da matriz
dada D.

Cada operacao de pivotagao envolve menos que 3(m—1)n multiplicagdes e
divisdes e menos que (m—1)n subtragdes, onde m é o nimero de linhas e n
o namero de colunas de D. Como o ntimero de iteragdes ndo passa de m, o
numero total de operagdes aritméticas é menor que

4m®n .

Suponhamos que o tempo necessario para executar uma operacdo aritmética
entre dois ntimeros inteiros que estejam entre —w e w é limitado por log?w .
Entdo o consumo total de tempo do algoritmo serd da ordem de

m?nlog?w

no pior caso. Em suma, o tempo que o algoritmo consome é limitado por uma
fungdo polinomial do espago necesséario para descrever a matriz D. Esta delimi-
tagdo polinomial foi originalmente demonstrada por Jack Edmonds [Edm67].

Matrizes totalmente unimodulares. Uma matriz é totalmente unimodu-
lar se o determinante de cada uma de suas submatrizes quadradas vale —1, 0
ou +1 (em particular, o valor de cada componente é —1, 0 ou +1). Matrizes
totalmente unimodulares aparecem, naturalmente, em vérios problemas de oti-
mizagdo combinatéria [CCPS98, Sch86, AMO93].

Se o algoritmo de Gauss-Jordan-Chio for aplicado a uma matriz totalmente
unimodular D entdo, de acordo com a propriedade 11.2, o nmero § sera igual
a —1 ou +1 em todas as iteragdes. Portanto, o algoritmo devolverd uma matriz
inversivel inteira G tal que GD ou —GD é 1-escalonada.

11.6 Conclusao

Ao receber uma matriz inteira D, o algoritmo de Gauss-Jordan-Chio devolve
uma matriz inversivel inteira G e um ntimero inteiro ndo-nulo ¢ tais que

a matriz GD é d-escalonada.

(E como se o algoritmo produzisse uma matriz escalonada cujos componentes
sdo numeros racionais, todos com o mesmo denominador ¢.) O valor absoluto
de cada componente de G e GD (e, em particular, o nimero §) serd limitado
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pelo produto w de todos 0s ntimeros da forma 1 + « onde « é o valor absoluto
de um componente de D.

A quantidade de tempo que o algoritmo consome no pior caso é da ordem
de m?nlog?® w, onde m é o nimero de linhas e n 0 nimero de colunas de D.

Exercicios

11.1 Use o algoritmo de Gauss-Jordan-Chio para calcular o determinante da
matriz abaixo.

1 2 4 8
13 9 27
1 4 16 64
1 5 25 125

11.2 Suponha que w é o produto das somas de colunas de D. Mostre que
logw < nlog(na), onde o = max, max, opg € n é o nimero de colunas
de D.

11.3 Implemente o algoritmo de Gauss-Jordan-Chio em um computador. Supo-
nha que a matriz dada, D, é inteira. Seu programa deve detectar overflow
de operagdes aritméticas ou fazer aritmética inteira com precisao ilimitada.



Capitulo 12

Algoritmo Simplex-Chio

A operacdo de pivotagdo caracteristica do algoritmo de Gauss-Jordan-Chio (veja
capitulo 11) pode também ser usada no algoritmo Simplex. O resultado dessa
combinacdo serd chamado algoritmo Simplex-Chio, por falta de um nome me-
lhor.

O algoritmo transforma qualquer matriz D numa matriz equivalente £ que
é simples a menos de um fator multiplicativo. Cada componente de F éigual ao
determinante de alguma submatriz de D; portanto, se cada componente de D é
inteiro entdo os componentes de E também seréo inteiros. E possivel dar uma
boa delimitacdo superior para o valor absoluto dos componentes de E e assim
mostrar que o consumo de tempo de cada iteragdo é polinomialmente limitado
(ainda que o nimero de itera¢des possa ser exponencial).

12.1 Algoritmo

Para qualquer nimero ndo-nulo ¢, diremos que uma matriz F é §-simples com
relacdo a um par n, m de indices se a matriz

0 'E

é simples (solavel, invidvel ou ilimitada) com relacdo a n,m. O algoritmo
Simplex-Chio recebe uma matriz arbitraria D e um par n, m de indices e devolve
um ndmero ndo-nulo § e uma matriz £ que é §-simples com rela¢do a n, m.

Para simplificar a exposi¢do, vamos descrever apenas a heuristica Simplex-
Chio; essa heuristica pode ser convertida num algoritmo pela introdugdo de
um mecanismo de convergéncia como o que usamos no Simplex Lexicografico
(secao 5.3).

Heuristica Simplex-Chio Recebe uma matriz D sobre M x N e elemen-
tosn e m de N e M respectivamente; se convergir, devolve matrizes F'
e G e um ntimero ndo-nulo ¢ tais que

FG=46I, G[,m=0I[,m e GD éd-simples

124



Feofiloff cap. 12 Algoritmo Simplex-Chio 125
n
0 0 6|2
06 0|2
6§ 0 0|>
00O0O0OOOOTOO®O0O|0OO0OO0]|0
00O0O0OOOOOO®O0O|O0OO0O0]|0
00 O0O0OO0OOOOOTG O[O0OO0O0]O0
m|>>2>22>22>22>22>22>22>22>2(000

Figura 12.1: Matriz §-simples soltvel.

(soltivel, invidvel ou ilimitada) com relagao a n, m.

Cada iteragdo comega com matrizes F, G e £/, um niimero §, uma parte L de
M —m e um elemento h de M — L. A primeira iteracdo comeca com F = G = I,
E=D,6=1,L =(ecomhem M, se possivel distinto de m. Cada iteracao
consiste no seguinte, com f = E|[ n]:

ALTERNATIVA I: h é diferente de m .

CASOLI: Efpkl >0e fn) 20 ou Elnk <0e f[n <0 para
algumkem N —n.

Para cada p em M — m, seja ¢, o nimero Ep, k].

Seja L* o conjunto dos indices p em L para os quais §,/6 > 0.

CASO L1A: f[n)/0n < f[p]/0p para todo p em L* .
Seja F',G', E’ o resultado da pivotagdo de F, G, E em torno de h, k.
Seja L' o conjunto L + h.
Escolha i/ em M — L', se possivel distinto de m.
Comece nova iteragdo com F’, G', E’, o, L', I/
nos papéisde F', G, E, 0, L, h.
CASO L1B: f(n]/6n > f[p)/0p para algum p em L* .
Escolha qualquer p em L* tal que f[p]/d, é minimo.
Seja F',G', E’ o resultado da pivotagdo de F, G, E em torno de p, k.
Comece nova iteracdo com F’, G', E' e ¢,
nos papéisde F', G, E e §.
CASOL2: En,N-n] <o0e fn >0 ou En,N-n]>o0e fln<0.
Devolva F, G, § e pare.
CASO13: Enp,N—n]=o0e fln]=0.
Seja L' o conjunto L + h.

Escolha i/ em M — L', se possivel distinto de m.
Comece nova iteracdo com L’ e i’ nos papéis de L e h.

ALTERNATIVA II: h éigualam .

h



Feofiloff cap. 12 Algoritmo Simplex-Chio 126

CASO IL1: E'n,k]/6 <0 paraalgumkem N —n.
Para cada p em M — m, seja d, o namero Ep k]. 6p = Ep, k]
Seja L* o conjunto dos indices p em L para os quais 9,/ > 0.

CASOILL1A: L* évazio.
Devolva F, G, ¢ e pare.

CASO I.1B: L* ndo é vazio.
Escolha qualquer p em L* tal que f[p]/, é minimo.
Seja F',G', E’ o resultado da pivotagdo de F, G, E em torno de p, k.
Comece nova iteragdo com F’, G', E' e 6,
nos papéisde F', G, E e d.
CASOIL.2: Ep,N-n]/d > 0.
Devolva F, G, § e pare. O

A operagdo de pivotagdo é definida exatamente como no algoritmo de
Gauss-Jordan-Chio.

12.2 Analise

A andlise da heuristica é andloga a do algoritmo de Gauss-Jordan-Chio.

Invariantes No inicio de cada iteracdo da heuristica,

(0) 60,
(1) FG =4I,
(i2) E=GD,

e existem partes P de L e () de N — n tais que

(i3) E[p,Q) é d-bijetora, E{M—pP,Q] =0 e E[L-p,1=0,
(i4) G[,m—-pP)=0I],M-P],
(i5) f(p) = o,

onde f é o vetor E[ p]. Além disso, cada componente de G e de E é o
determinante de uma submatriz de D .

A demonstracdo dos invariantes é inteiramente andloga a que discutimos
para o algoritmo de Gauss-Jordan-Chio. Os invariantes valem, em particular,
no fim da dltima iteracdo. Portanto, as objetos F', G e § que a heuristica devolve
nos casos 1.2, II.1A e IL.2 tém as propriedades anunciadas.

12.3 Aplicacdo a matrizes inteiras

Suponha agora que todos os componentes da matriz dada D sdo inteiros. Entédo,
no inicio de cada iteragdo, em virtude de (i6), o niimero ¢ e todos os componen-



Feofiloff cap. 12 Algoritmo Simplex-Chio

127

tes de G e de E também serdo inteiros. Ademais, pelas mesmas razdes que na
delimitacdo 11.5, todos estardo entre

—w e +w,

onde w = [[, ][, (1 + apg) e apg € o valor absoluto de Dip,¢). A delimitagao
permanece valida se w for definido pelo produto de somas [[, (1 +>_, ;) ou
pelo produto de somas [], >, apq.

Quando D ¢ inteira, o Simplex-Chio pode ser executado usando somente
aritmética inteira. De fato, a divisdo por ¢ implicita na operagdo de pivotagdo
tera sempre resultado inteiro. Além disso, a operacdo de divisao que aparece na
defini¢do de L* ndo precisa ser executada explicitamente pois 6,/ € positivo se
e sO se d, e d tém o mesmo sinal. Analogamente, as operacdes de divisdo que
aparecem na defini¢do dos casos I.1A e 1.1B e na escolha de p podem ser feitas
implicitamente.

3 21 45 6 7 8 10
4 3 2 5 6 7T -8 =9 11
5 63 47 -9 8 —-10 9
1 -54 75 =10 9 6 8
9 8 7 11 3 2 1 4 0

—157 —334 277 170
—466 389 13 -19
—1635 996 —1542 1104
1343 —1522 1486 —1597
—7690 12866 —12326 13991 —7473

oo oo

—252 —504 686 0 0 —7473 5319 0 -—-1391
204 408 275 0 0 0 —6441 —-7473  —416
—7527 —15054 147 0 —7473 0 —21813 0 —10440
3774 15021 —3631 —7473 0 0 19092 0 —2714
—86502 —180477 —15283 0 0 0 —136920 0 65620

Figura 12.2: Submeta a heuristica Simplex-Chio a matriz D descrita no topo da figura.
Depois de 10 iteracdes, a heuristica devolvera o nimero —7473, a matriz G (meio da
figura) e a matriz F (parte inferior da figura). A matriz —FE /7473 é simples solavel com
relagdo a coluna 9 e linha 5. O valor da expressdo [[ (1 + ), a;q) € 381966 750.

Eficiéncia de uma iteracdao. Qualquer que seja 0 mecanismo de convergén-
cia adotado, o niimero de itera¢des do algoritmo Simplex-Chio serd da ordem de
2™ no pior caso, onde n é o nimero de colunas de D.

Se adotarmos o mecanismo lexicografico, o nimero de operagdes aritméticas
em uma iteracdo serd inferior a m(4n + 3m), onde m é o nimero de linhas de D,
pelas razdes que passamos a detalhar. Cada operacdo de pivotagdo envolve me-
nos que 3(m—1)n multiplicagdes e divisdes e menos que (m—1)n subtragdes.
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A escolha da linha e coluna em torno da qual se fard a préxima pivotacgdo en-
volve menos que 2(m—1)n multiplicagdes e menos que (m—1)n subtragdes. (Na
verdade, é mais justo trocar “n” por “m”, uma vez que o resultado das compa-
racdes lexicograficas s6 depende dos |Q| + 1 primeiras colunas de E.)

Em cada operacdo aritmética, o nimero de digitos de cada operando é limi-
tado por logw e portanto o esforgo necessario para executar a operagdo é limi-
tado por log? w. Logo, o consumo de tempo de uma iteracdo é da ordem de

mnlog?w.

12.4 Conclusao

Ao receber uma matriz inteira D e indices n e m de coluna e linha respectiva-
mente, o algoritmo Simplex-Chio devolve uma matriz inversivel inteira G e um
nimero inteiro ndo-nulo ¢ tais que a matriz GD é §-simples com rela¢do a n, m.

O valor absoluto de cada componente de G e GD (e, em particular, o na-
mero §) serd limitado pelo produto de todos os nimeros da forma 1 + «, onde
a é o valor absoluto de um componente de D.

Exercicios

12.1 Implemente o algoritmo Simplex-Chio (com regra lexicografica ou regra de
Bland) em um computador. Suponha que a matriz dada é inteira. Seu pro-
grama deve detectar overflow de operagdes aritméticas ou fazer aritmética
inteira com precisao ilimitada.



Capitulo 13

Problemas com dados inteiros

Suponha dado um sistema de equacdes lineares com coeficientes inteiros ou um
par dual de problemas candnicos de programacdo linear com coeficientes intei-
ros. Este capitulo resume o resultado da aplicacdo dos algoritmos Gauss-Jordan-
Chio e Simplex-Chio a esses problemas. Mostra também como é possivel prever
a ordem de grandeza das solugdes dos problemas.

13.1 Sistemas de equacdes

Suponha que A é uma matriz inteira e b é um vetor inteiro. Nosso problema é
encontrar um vetor racional z* tal que

Azx* = b.

Submeta A ao algoritmo de Gauss-Jordan-Chio (se¢do 11.1) O algoritmo produ-
zird um inteiro ndo-nulo ¢ e uma matriz inversivel G tal que GA é §-escalonada.
E facil extrair de GA e Gb, como ja fizemos na se¢do 2.8, uma solugdo z* de nosso
problema ou a evidéncia de que tal solu¢do nédo existe. Segue dai o seguinte

Teorema 13.1 Para qualquer matriz inteira A sobre M x N e qualquer
vetor inteiro b sobre M, vale uma e apenas uma das alternativas:

(1) existe um inteiro § entre 1 e w e um vetor inteiro x
com componentes entre —w e w tais que Az = éb,

(2) existe um vetor inteiro g com componentes entre —w e w
tal que gA = o0, gb # 0 e gb estd entre —w e w,

onde w é o tamanho do sistema A, b.

O tamanho do sistema A4,b é o namero [[,(1 + 8) - [[; I[;(1 + as;), em que
Bi e a;j sdo os valores absolutos de b[i] e A[;, j] respectivamente. As conclusoes
continuam validas se o tamanho do sistema for definido pelas expressoes [ [,(1+

Bi+ 32, i) ou (I X2 ug) - (2, Bi)-

129
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A alternativa (1) é, essencialmente, o resultado da solugdo das equagdes
Az* = b pela “regra de Cramer”. ! A alternativa (2) é um certificado de que
as equagdes nao tém solucao.

Matrizes totalmente unimodulares. Se A é totalmente unimodular (veja
segdo 11.5) entdo § = 1 no teorema acima e portanto existe um vetor inteiro x
tal que Az =b.

13.2 Problemas candénicos

Suponha que A,b,c é um sistema inteiro. Considere os problemas candnicos
CP(A,b,c) e CD(A,c,b). O primeiro consiste em encontrar um vetor racional z*
em X (A,b) que minimize a expressdo cz*; o segundo procura um vetor racional
y* em Y (A, c) que maximize y*b.

Submeta ao algoritmo Simplex-Chio (se¢do 12.1) o sistema D, m, n definido,
como em (6.b), pela justaposi¢do de A, b e c. O algoritmo produzird uma matriz
d-simples E a partir da qual é facil deduzir, como ja fizemos nos capitulos 7
e 8, solugdes z* e y* dos dois problemas candnicos ou a evidéncia de que tais
solugdes ndo existem.

Segue daf a versdo do teorema da dualidade 8.5 enunciada abaixo. Nosso
enunciado envolve os conjuntos

X(A,6b) e Y(A,dc),

com § positivo. E 6bvio um vetor z estd no primeiro conjunto se e s6 se z/§
estd em X (A,b); analogamente, um vetor y estd no segundo se e s6 se y/J esta
em Y (4, c).

Teorema 13.2 (dualidade para dados inteiros) Para qualquer matriz in-
teira A sobre M x N, vetor inteiro b sobre M e vetor inteiro ¢ sobre N,
existe um inteiro positivo ¢ para o qual vale uma e apenas uma das se-
guintes afirmacgoes:

(1) existe um vetor inteiro x em X(A,db) e um vetor inteiro y em
Y (A, dc) tais que cx = yb,

(2) existe um vetor inteiro x em X(A,0b) e um vetor inteiro z' em
X (A, o) tal que cx’ < —1,

(3) existe um vetor inteiro y em Y (A,dc) e um vetor inteiro y em
Y (A,o0) tal que y'b > +1,

(4) existe um vetor inteiro ' em X(A,0) e um vetor inteiro y' em
Y (A,o) tais que cx’ < —1 ey'b > +1.

Ademais, cada componente de x, ', y e y', bem como os nimeros 0, cz,
yb, cx’ e y'b, estdo entre —w e w, onde w é o tamanho do sistema A, b, c.

! Referéncia a Gabriel Cramer (1704-1752).


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Cramer.html
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O tamanho do sistema A, b, ¢ ¢ ontimero [ ]; [[;(1+a;)-[[;(1+53;)[];(1+7;), em
que «;j;, 3; e 7; sdo os valores absolutos de AJ;, j], bji] e c[;] respectivamente (é
claro que i percorre o conjunto de indices de linhas de A e j percorre o conjunto
de indices de colunas de A). O teorema continua vélido se o tamanho do sistema
A, b, ¢ for definido pelas expressdes [ [,(1+8; +>_; i) - (1+3_,v;) ou [[; (v +
2 ij) - (22 Bi)-

Matrizes totalmente unimodulares. Se A é totalmente unimodular entdo
o teorema da dualidade 13.2 vale com § = 1. Nesse caso, se os problemas
CP(A,b,c) e CD(A, ¢, b) tém solugdes entdo existe um vetor inteiro x em X (A, b)
e um vetor inteiro y em Y (A4, ¢) tais que cx = yb.

Essas observagdes trazem a baila a seguinte questao, de fundamental impor-
tancia para problemas de otimizacdo combinatéria: em que condi¢des os proble-
mas CP(A,b,c) e CD(A, ¢, b) tém solugdes inteiras? Edmonds e Giles [EG84] in-
vestigaram essa questdo e introduziram o conceito de sistema TDI (totally dual
integral) para caracterizar algumas respostas. O leitor interessado podera en-
contrar mais informagdes no livro de Schrijver [Sch86, Sch03].

13.3 Conclusao

O algoritmo Simplex-Chio pode ser usado para resolver o par dual de proble-
mas candnicos CP(A,b,c) e CD(A, ¢,b) com dados A, b e ¢ inteiros. A eventual
solugdo do problema primal e a correspondente solu¢do do problema dual terdo
a forma

x/d e y/o

respectivamente, onde z e y sdo vetores inteiros enquanto 4 é um ntmero in-
teiro positivo. Tanto § quanto os componentes de z e y sdo limitados, em valor
absoluto, pelo produto de todos os monémios da forma (1+«), onde « é o valor
absoluto de um componente do sistema A, b, c.

As conclusdes se aplicam também, num certo sentido, a dados racionais: se
os dados sdo racionais, basta multiplica-los todos por um inteiro positivo tdo
grande que todos se tornem inteiros.
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Capitulo 14

Introducao aos algoritmos
polinomiais

O Simplex é um algoritmo exponencial: o nimero de operacdes aritméticas que
o algoritmo executa, no pior caso, ao receber o sistema A,b,c que define um
problema candnico primal é da ordem de

m (m+n) 2",

onde m é o nimero de linhas e n o ndmero de colunas de A. A mesma observa-
¢do vale para o Simplex-Chio. Talvez nédo seja razoavel exigir que o nimero de
operagdes aritméticas executadas por um algoritmo de programacao linear seja
limitado por um polindmio em m e n. Mas existem algoritmos de programagéao
linear em que o ntimero de operagdes aritméticas é limitado por um polindmio
em

m, n e logw,

onde logw representa o ntimero total de digitos necessario para escrever todos
os componentes de A, b, c. O presente capitulo descreve as camadas externas de
um tal algoritmo polinomial. O ntcleo, conhecido como algoritmo de Yamnits-
ky-Levin, serd discutido no préximo capitulo.

A existéncia de um algoritmo polinomial para programagao linear foi ob-
jeto de especulagdo por algum tempo. O primeiro algoritmo desse tipo foi des-
crito por Khachiyan [Kha79, GL81, PS82] e ficou conhecido como algoritmo do
elipséide. Outros algoritmos polinomiais, como o que pretendemos descrever,
foram publicados mais tarde.

O algoritmo que discutiremos ndo é uma alternativa pratica para o Sim-
plex, mas tem profundas implica¢des tedricas (veja Schrijver [Sch86, Sch03]
e Grotschel-Lovasz-Schrijver [GLS88, GLS93]). Além disso, algumas de suas
idéias sdo tuteis em outros algoritmos polinomiais, como os “algoritmo de pon-
tos interiores” [Kar84, Gon89, Gon92], que estdo ganhado aceitagdo na prética.
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14.1 Problemas CD, PV, V e PI

O algoritmo polinomial que queremos descrever resolve o problema canénico
dual (mas é preciso lembrar que qualquer problema de programacao linear pode
ser transformado num problema canénico dual equivalente). Convém repetir a
definicao do

Problema CD(A,¢,b): Dado um sistema A, ¢,b, encontrar um vetor y
em Y (A, c) que maximize yb.

Como de hébito, Y (A4, ¢) é o poliedro candnico dual, ou seja, o conjunto de todos
os vetores y que satisfazem a restri¢do yA < c.

Nosso algoritmo consiste em trés “camadas” que envolvem um “ntcleo”.
A camada externa reduz o problema CD ao seguinte

Problema do Ponto Viavel PV(A,c¢): Dado um sistema A, ¢, encontrar
um vetor y em Y (A, c).

A segunda camada reduz o problema PV ao

Problema da Viabilidade V(A,c): Dado um sistema A, ¢, decidir se
Y (A, c) é ou nao é vazio.

A camada interna reduz o problema V ao

Problema do Ponto Interior Pl (A4, ¢): Dado um sistema A, ¢, encontrar
um vetor z tal que z - A[ 4] < c[j] para todo j.

Finalmente, o ntcleo, conhecido como algoritmo de Yamnitsky-Levin, resolve o  algoritmo de

problema PI . Yamnitsky-
, .y . . . , Levin
Trataremos do ntcleo no préximo capitulo; o presente capitulo cuidara das

reducdes. A redugdo de um problema a outro é um método que resolve o pri-
meiro recorrendo a um hipotético algoritmo para o segundo.

Tamanho e complexidade. Antes de tratar das reducdes é necessério ado-
tar algumas hipoteses e convengdes de notacdo. Suporemos que os componen-
tes das matrizes e vetores que definem nossos problemas sdo ndmeros inteiros.

Essa hip6tese ndo é muito restritiva: qualquer sistema com dados racionais pode
ser transformado num sistema inteiro equivalente mediante multiplicagdo por
um niimero inteiro positivo suficientemente grande.

O ntamero de linhas de qualquer matriz A sera denotado por m(A). O nG-  m(A)
mero de colunas serd denotado por n(A). O tamanho de A (veja capitulo 13) n(A
serd medido pelo produto w(A) de todos os ntiimeros da forma 1 + «, onde o w(
é o valor absoluto de um componente de A. Analogamente, o tamanho w de

! Mas as eventuais solugdes do problema podem ter componentes fraciondrios.
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qualquer vetor b serd o produto de todos os ntiimeros da forma 1 + 3, onde 3 é
o valor absoluto de um componente de b. Usaremos também as abreviaturas

w(A,b) = w(A)w(b) e w(A,b,c) = w(A)w(b)w(c),

qualquer que seja o vetor c. O ntimero total de digitos bindrios de um sistema
inteiro A, b, c é essencialmente igual a lgw(A, b, ¢), onde lg denota o logaritmo
na base 2.

Diremos que a complexidade de um algoritmo é o ntimero de operac¢des
aritméticas que o algoritmo executa no pior caso.” Um algoritmo que age sobre
um sistema A, b, ¢ é polinomial se sua complexidade é limitada por um poliné-
mio em m(A), n(A) elgw(A,b,c).

14.2 Redugado do CD ao PV

Suponha que dispomos de um algoritmo que resolve o problema PV. Como
esse algoritmo pode ser usado para resolver o problema CD?

A resposta é relativamente simples desde que se conhega o teorema da du-
alidade. Para resolver o problema CD(A4,c,b), basta encontrar um par y,z de
vetores tal que

yA<c, Ax=b, x>0 e cx<yb. (14.a)

Esta é uma instancia do problema PV; para tornar isso mais claro, basta colocar
as restri¢des na forma

yA <ec, xﬁgb, —:cﬁg—b,
—xl <o, —yb+xc<O0. (14.b)

(Veja figura 14.1.) O lema da dualidade 8.1 garante que para todo par y,z que
satisfaz (14.a) o vetor y é uma solugdo do problema CD(A4, ¢, b). Reciprocamente,
para toda solugdo y do problema CD, o teorema da dualidade 8.5 garante a
existéncia de um vetor z tal que o par y, x é solugdo de (14.a).

Complexidade. Digamos que A’,¢ é o sistema descrito implicitamente
em (14.b). Suponha que a complexidade de nosso hipotético algoritmo para o
problema PV(4’, ¢) é limitada por um polindmio em m(A’), n(A") elgw(A’, ).
E facil verificar que m(A’) = m(A) + n(A) e n(A’) = 2n(A) + 2m(A) + 1. Ade-
mais,

w(A) =w(AP 2" ub)w(e) e w(d)=w(c)wbd)?,

donde lgw(A’, ) < n(A) +3lgw(A,c,b).
Portanto, a complexidade de nosso algoritmo para o problema CD(A4,c,b)
serd limitada por um polindmio em m(A), n(A) e lgw(A4, ¢, b).

2 Uma definicdo mais realista deveria levar em conta o tempo total dispendido na execugéo
de cada operagdo aritmética; os algoritmos mencionados na introdugdo podem ser formulados de
modo que seu consumo total de tempo seja polinomial.
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y A 0] O O —b
T 0] A —A I c
c ‘ b ‘ —b ‘ o ‘ 0 ‘

Figura 14.1: Construgdo do problema PV
que equivale ao problema CD(A4, ¢, b).

14.3 Redu¢do do PV ao V

Suponha que dispomos de um algoritmo A que resolve o problema V. Eis como
A pode ser usado para resolver o problema PV(A, ¢), ou seja, para encontar um
vetor y em Y (4, ¢):

Use A para decidir se Y (A, c) é vazio. Se Y (A, c) ndo é vazio, use A
repetidas vezes para determinar uma parte KX de N que seja maximal
com relagdo a seguinte propriedade:® existe um vetor y tal que

yA<c e —yA[ K] < —C[K] 4

(Veja a figura 14.2.) Seja A’ a matriz A[, k]. Use o algoritmo de Gauss-
Jordan (capitulo 2) para determinar matrizes F' e G tais que F'G = I e
GA' é escalonada. Seja P’ a base de linhas e Q' uma base de colunas de
GA’. Seja w* o tinico vetor que satisfaz as equacdes

w(GAN, Q) =clQ] e w'M-P]=o.

O vetor y* = w*G estiem Y (A4,c). O

Anilise do algoritmo. O conjunto K foi construido de modo que yA < ¢

e yA' = ¢ para algum vetor y, onde ¢ = c[k]. Mostraremos a seguir que a
maximalidade de K garante que
(GA)-p,1=0. (14.0)

(Na terminologia do apéndice D, pédgina 185, o vetor y é basico em Y (A4,c).
A identidade (14.c) afirma que K é um gerador de A. A demonstra¢do da iden-
tidade é uma combinacdo das demonstra¢des de D.1 e D.3.)

Suponha por um instante que (GA)J;, | # o para algum ¢ em M — P’. Seja v

® Ou seja, nenhum superconjunto préprio de K tem a propriedade.
* Mas o algoritmo A nao fornece o vetor y.

A/

P/
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< [ ¢ |

Figura 14.2: Construcgdo do problema V que equivale ao
problema PV(A4,c). Legenda: A’ = A[ K] e ¢ = c[K].

o vetor G'[;, |. Ajuste a notagdo, trocando v por —v se necessario, de modo que
(vA)[4] seja positivo para algum j em N — K. Seja A o maior ntimero tal que

(c—yA)[)
A< YUl
(vA)[4]

para todo j em N — K tal que (vA)|j] é positivo. E facil verificar que y A+ vA <
c. Como (vA)[K] = (GA)[i, K] = o, temos

(yA+ AA)[K] = c[K].
Ademais, em virtude da maximalidade de A,
(YA + MA)[5] = cfj)

para algum j em N — K. Mas isso é incompativel com a maximalidade de K.
A contradigdo prova (14.c).

Podemos mostrar agora que y* estd em Y (A4, ¢). Como yA < ¢, basta verifi-
car que y*A = yA. (Na terminologia do apéndice D, pagina 185, dirfamos que y
e y* pertencem a mesma face minimal do poliedro. Se P’ = M entdo y = y* é
um vértice do poliedro.) E claro que y*A = w*GA e yA = yFGA = wGA, onde
w é o vetor yF'. Como (GA)[M—-P’, ] énula, temos

Y A=w PIGA)P,] e yA=uwp|(GA)P,].

Resta apenas verificar que w*[p'] = w[p’]. Por defini¢do, w*[P'|(GA")[P',Q] =
c[Q']- Por outro lado,

w(P|(GA) P, Q] = wiP)(GA) [P, Q] = YyA[,Q] = ¢[Q]

uma vez que )’ é parte de K. Finalmente, como (GA’)[p’, @] é uma matriz de
bijegdo, temos
w* [P = w[P'].

Segue dai que y*A = yA, como queriamos demonstrar.
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Complexidade. Para resolver o problema PV(A,c), nossa reducdo apela
ao algoritmo A ndo mais que 1 + n(A) vezes. Em cada apelo, resolvemos um
problema V(4’, ) tal que

n(A) <2n(A), m(A)=m(A) e w(A, ) <w(4,c)?.

Se a complexidade do algoritmo A é limitada por um polindmio em n(A’),
m(A’) e lgw(A’, ), entdo a soma das complexidades em todos os apelos ao
algoritmo serd limitada por um polindmio em n(A), m(A) e lgw(A4,c¢). A com-
plexidade do algoritmo de Gauss-Jordan usado em nossa redugdo também é
limitada por um polindmio. Em suma, a complexidade de nosso algoritmo para
o problema PV(A4, ¢) é limitada um polindmio em m(A), n(A) elgw(A4,c).

14.4 Redugado do V ao PI

O problema PI(A’, ) consiste em encontrar um ponto interior do poliedro
Y (A, ), ou seja, um vetor z tal que zA'[,j] < ¢[j] para cada j. Suponha que
dispomos de um algoritmo para o problema Pl e queremos resolver o problema
da viabilidade para um sistema inteiro A, c. Adote as abreviaturas n = n(A) e
w=w(A4,c) efaca

E=nw, A=A e d=¢+u,

onde u é o vetor de 1s (todos os componentes de u sdo iguais a 1). Resolva o
problema do ponto interior para o sistema A’,¢’. Se Y(A’,¢') ndo tem ponto
interior entdo o teorema abaixo garante que Y (A, c¢) é vazio; caso contrdrio, o
teorema garante que Y (A, c) ndo é vazio (embora sem exibir, explicitamente,
um elemento do poliedro).

Nossa redugdo depende do seguinte teorema, que é uma conseqiiéncia sim-
ples do teorema da dualidade 13.2 para dados inteiros. O teorema afirma que o
poliedro Y (A, c) é vazio se e s6 se um poliedro auxiliar, ligeiramente maior, ndo
tem pontos interiores.

Teorema 14.1 (da redugdo) Para qualquer sistema inteiro A, c, o polie-
dro Y (A, c) é vazio se e s6 se

Y(EA, Ec+u)

tem um ponto interior, onde § = nw.

DEMONSTRACAO: Suponha que existe um vetor y tal que yA < c. E claro
que yA < ¢+ £ lu e portanto y é um ponto interior de Y (€A, &c + u). Agora
considere a reciproca. Suponha que Y (€4, &c 4 u) tem um ponto interior z. E
claro que

zA<c+ &,
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Considere o problema de encontrar um vetor y que satisfaca as restri¢des yA <
c. O teorema da dualidade 13.2 para dados inteiros garante que vale uma das
seguintes alternativas:

existem um inteiro ¢ entre 1 e w e um vetor inteiro y com compo-
nentes entre —w e w tais que yA < éc;

existe um vetor inteiro =’ com componentes entre 0 e w tal que
Az’ =oecx’ < —1.

Suponha por um momento que vale a segunda alternativa. Entdo, por um lado,
(c+ &)’ > (zA)2) = 2(A2') = 0,

onde a primeira desigualdade vale porque 2’ ndo é nulo, uma vez que cz’ ndo é
nulo. Por outro lado,

(c+& )y’ = e’ + & ua’ < 1+ w < 14 (nw) tnw = 0.

Esta contradi¢do mostra que a segunda alternativa é impossivel, e portanto vale
a primeira. Como yA < dc, o vetor 51y estd em Y(A, ). D

A énfase do teorema estd menos nos pontos interiores que na possibilidade
de aumentar ligeiramente o lado direito das restri¢des que definem um poliedro
vazio sem que ele deixe de ser vazio. De fato, algumas alteragdes 6bvias na
demonstra¢do acima provam que Y (A, c) é vazio se e s6 se Y (2£A,2¢c + u) é
vazio.

Complexidade. Suponha que a complexidade de nosso algoritmo hipoté-
tico para o problema Pl (A’, ) é limitada por um polinémio em n(A’), m(A’)
e lgw(A’, ). Para resolver o problema V(A,c) como esbogamos acima é ne-
cessdrio tomar A" = (A e ¢ = {c + u. Se observarmos que m(A’) = m(A) e
n(A’) = n(A) e adotarmos as abreviaturas m e n respectivamente para esses
dois ntimeros, teremos

o= wA)w(d)
< §Mw(A)§"w(c)
— gmn-l—nw

— nmn+n wmn—‘rn-l—l ,

onde w e w’ sdo abreviaturas para w(A4,c) e w(A’, ¢) respectivamente. Portanto
lgw' = (mn+n)lgn+ (mn+n+1)lgw.

Assim, a complexidade do algoritmo que propusemos para o problema V(A, c)
é limitada por um polindmio em m(A), n(A4) elgw(A4,c).
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14.5 Conclusio

Este capitulo mostrou como um algoritmo para o problema do ponto inte-
rior, Pl, pode ser usado para resolver o problema canénico CD. O método
consiste em uma redugdo ao problema PV, seguida de uma redugdo ao pro-
blema V, seguida de uma redugdo ao problema Pl. Se o algoritmo para o
problema Pl (A’, ') tiver complexidade limitada por um polindmio em m(A’),
n(A4’) e lgw(A4’, ) entdo a complexidade do algoritmo resultante para o pro-
blema CD(A4, ¢, b) sera limitada por um polindmio em m(A), n(A) e lgw(A4,c).
A menos de casos excepcionais,” a complexidade do algoritmo de Yamnits-
ky-Levin (veja proximo capitulo) para o problema Pl (4’, ¢’) é limitada pelo po-
lindmio
70 (m’ + D) (m/ 40/ +1) 1gd,

onde m’ = m(4’), n’ = n(A") e w = w(A’, ). Os termos mais significativos
desse polindmio sao

70mlgw’ e TOm'*nlgw’ .

Se um problema V(A, ¢) for reduzido a um problema Pl e esse tltimo resolvido
pelo algoritmo de Yamnitsky-Levin, o ntiimero total de operagdes aritméticas
serd limitado por um polindmio cujos termos mais significativos sdo

70minlgw e T0m’nlgw,

onde m = m(A), n = n(A) e w = w(A4,c). Se um problema PV(A,c) for re-
duzido a um problema V e este for resolvido como sugerido acima, o nimero
total de operagdes aritméticas sera limitado por um polindmio cujos termos mais
significativos sdo
280 mSn?lgw e 560m’ndlgw,
onde m = m(A), n = n(A) e w = w(A,c). Finalmente, no polindmio corres-
pondente para o problema CD(A4, ¢, b), o termo mais significativo serd (miserere
nobis!)
13440 (m +n)®lgw,

onde m = m(A), n =n(A) ew = w(A4,c,b). Esses calculos, ainda que grosseiros,
sugerem que nosso algoritmo dificilmente poderd competir com o Simplex na
pratica.

> Sistemas com menos que 7 + lgm(A’) componentes ndo-nulos.



Capitulo 15

Algoritmo de Yamnitsky-Levin

Este capitulo descreve um algoritmo polinomial para o problema do ponto inte-
rior, ja enunciado no capitulo 14:

Problema Pl (A,c): Dada uma matriz inteira A e um vetor inteiro c,
encontrar um vetor z tal que zA < c.

O algoritmo, publicado por Yamnitsky e Levin [YL82][Chv83, Sch86, Sch03], é
semelhante ao célebre algoritmo do elipséide [Kha79, GL81], mas, ao contrario
daquele, opera apenas com nimeros racionais. O niimero de operagdes aritmé-
ticas que o algoritmo de Yamnitsky-Levin executa é da ordem de

m* (m +n) logw,

onde m e n sdo os nimeros de linhas e colunas de A respectivamente e log w
representa o nimero total de digitos necessdrio para escrever todos os compo-
nentes de A e c.

A concepgao bésica do algoritmo é simples: o poliedro Y (A4, ¢) é envolvido
por um tetraedro suficientemente grande que é entdo progressivamente “enco-
lhido” até que o centro do tetraedro seja um ponto interior do poliedro ou até
que fique evidente que o poliedro ndo tem ponto interior. Embora a idéia pareca
simples, sua realizagdo técnica é bastante complexa.

15.1 Defini¢oes basicas

Os protagonistas principais do capitulo sdo uma matriz A sobre M x N e um
vetor ¢ sobre N. Suporemos que o sistema A, ¢ é inteiro, ou seja, que todos os
componentes de A e ¢ sdo ntimeros inteiros.

O tamanho de A (veja capitulo 13) é o produto de todos os ntimeros da
forma 1 + «, onde « é o valor absoluto de um componente de A. O tamanho
de ¢ é definido de maneira andloga. O tamanho do sistema A, ¢ é o produto
w(A)w(c), onde w(A) e w(c) sdo os tamanhos de A e c respectivamente.

Como de habito, Y (A4, c) denota o conjunto de todos os vetores y para os
quais yA < c. Diremos que esse conjunto é o poliedro determinado por A4, c.

141
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Nosso problema é encontrar um ponto interior do poliedro, isto €, um vetor
racional z tal que
zA < c.

A desigualdade deve ser entendida componente-a-componente: zA[ j] < c[j]
para cada indice j.

15.2 Tetraedros e seus volumes

A existéncia de um ponto interior em Y (A, ¢) estd intimamente relacionada com
o “volume” de Y (A4, c): o poliedro tem um ponto interior se e s6 se seu “vo-
lume” ndo é nulo. Felizmente, ndo serd necessario definir o “volume” de um
poliedro arbitrério; basta definir o conceito para certos poliedros muito simples,
que chamaremos tetraedros.

Um tetraedro’ sobre M ¢ o conjunto de todas as combinagdes convexas de
m + 1 vetores sobre M, onde m = |M|. Uma combinag¢io convexa dos vetores
to,- -ty € qualquer vetor da forma

Noto+ -+ At s

onde )\,.., A, sdo nimeros ndo-negativos tais que A\j+---+ X\, =1. Os m+1
vetores que definem um tetraedro sdo os vértices ou geradores do tetraedro.
O tetraedro gerado pelos vetores ¢, . ., t,, serd denotado por [t,..,t,,].

Antes de definir o volume do tetraedro, convém ajustar nossa notacdo
de modo que M seja o conjunto {1,..,m} e adotar a abreviatura M+0 =

{0,1,..,m}. Feito esse ajuste, seja T' a matriz definida pelas equacdes
Thop=1 e Thim =t

parai=0,..,m. E claro que T é definida sobre M4-0 x M+4-0. Diremos que T" é a
matriz do tetraedro gerado pelos vetores ¢, . ., t,,. Gragas ao ajuste de notagéo,
a matriz é quadrada.

O volume do tetraedro gerado por tg,..,t,, é por definicdo, o valor abso-
luto do determinante da matriz do tetraedro. Se o valor absoluto de det(T") for
denotado por absdet(T"), podemos dizer que

vol [ty,..,t,,] = absdet(T).

rvm

O volume do tetraedro ndo depende da ordem em que tomamos seus vértices.
De fato, se 7" é a matriz do tetraedro gerado por uma permutacdo t,..,t,,
de ty,..,t,, entdo existe uma matriz de permutagdo J tal que 7" = JT'; como
det(T") = sig(J) det(T) = £det(T), temos absdet(7”) = absdet(T).

O numero vol [tg, . .,t,,] /m! é o volume do conjunto [ty,..,t,,] no sentido
geométrico. Nossa definicdo de volume deixa de lado o fator 1/m! porque o
algoritmo de Yamnitsky-Levin s6 depende dos valores relativos dos volumes

de certos tetraedros.

LA rigor, o termo tetraedro s6 é apropriado quando m = 3. Quando m = 2, o tetraedro é um
triangulo. Quando m = 1, o tetraedro se reduz a um intervalo.

ponto
interior

combinagdo
convexa

[t07 . 7t'm]

MH-0

volume
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-4 -4 -4 1 -4 -4 -4
20 -4 —4 1 20 -4 —4
-4 20 -4 1 -4 20 —4
-4 -4 20 1 -4 —4 20

Figura 15.1: O volume do tetraedro gerado pelas li-
nhas da primeira matriz é o valor absoluto do determi-
nante da segunda matriz, ou seja, 243,

Propriedades do volume. O volume de um tetraedro pode ser calculado a
partir das “arestas” ¢, — t,. Esse cdlculo depende da matriz reduzida do tetrae-
dro: trata-se da matriz 7" sobre M x M definida pelas equagdes

Tpi, )=t — 1.

Propriedade 15.1 (férmula do volume) Se T é a matriz reduzida do te-
traedro gerado por t, .. ,t,, entdo vol [ty,..,t,,] = absdet(T).

DEMONSTRAGCAO: Basta mostrar que o determinante de 7' ¢ igual ao deter-
minante da matriz 7" do tetraedro. A relagdo entre as duas matrizes é simples:

T = (GT) (M, M),

onde G é a matriz elementar sobre M40 x M+0 com coluna saliente 0 definida
pelas equagdes G0,0] = 1 e G[M,0] = —u, onde u é o vetor de 1s (u[j] = 1 para
todo j). De acordo com propriedade 10.3, det((GT)[M, M]) = det(GT), uma vez
que (GT)[,0] = Gu = I[,0]. De acordo com o teorema 26,

det(GT) = det(GQ)det(T) = Glo,0]det(T) = det(T).

Logo, det(T) = det(T), como queriamos demonstrar. O

Essa féormula do volume ajuda a calcular o volume do tetraedro que servira
de ponto de partida do algoritmo de Yamnitsky-Levin. Considere o tetraedro
gerado pelos vetores ¢, = au e t; = au + I]i, ], onde u é um vetor de 1s (veja
figura 15.1). Entdo

vol[tg, .. t, | = 8™, (15.a)

m

uma vez que a matriz reduzida do tetraedro é 31.

A andlise do algoritmo de Yamnitsky-Levin depende de mais duas propri-
edades do volume de um tetraedro. A primeira da condi¢des suficientes para
que o volume de um tetraedro seja nulo; a segunda mostra que se [t),..,t ] C
[to, - -+ t,) entdo vol [t), .., ] < vol[tg, .., t].

r¥m r'm

Propriedade 15.2 (do volume nulo) Set,-a=t,-a=---=t,, -a para
algum vetor ndo-nulo a sobre M entdo vol [t,,..,t,] = 0.

N~
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DEMONSTRACAO: Seja T a matriz reduzida do tetraedro gerado por
tos--»tm. De acordo com a propriedade 15.1, basta mostrar que det(T') = 0.
Submeta T ao algoritmo de Gauss-Jordan (segdo 2.3). O algoritmo produzira
matrizes F e G tais que FG = I e a matriz GT é escalonada. Seja P a base de

linhas da matriz GT.

Suponha, tentativamente, que P = M e portanto que GT é uma matriz
de bijecdo. De acodo com nossas hipoteses, T'[;, ja = t,a — tya = 0 para cada i.
Como Ta é nulo, também GTa é nulo. Como a matriz GT é de bijegdo, o vetor a
é necessariamente nulo. o que é inconsistente com nossas hipéteses. Concluimos
assim que M — P néo é vazio.

Seja i um elemento de M — P. Como o vetor (GT)[;, | é nulo, o determinante
de GT é nulo. Como o determinante de GT é o produto dos determinantes de G
e T (teorema 26), um desses dois tltimos ¢ nulo. Mas det(F) det(G) = det(I) =
1, donde det(T) = 0. O

Propriedade 15.3 (monotonicidade) Se os vetores ty,, .., t,, estdo todos

em [t,..,t,,] entdo vol[t),..,t.,] < vollty,..,t,]

DEMONSTRAGCAO: Sejam T e T” as matrizes dos tetraedros gerados, respec-
tivamente, por ¢, . .,t,, e t;, .., 1,,. Basta mostrar que absdet(7”) < absdet(T).

Por hipétese, cada vetor ¢, é uma combinacdo convexa de t,,..,t_. Por-
1 0 ’»'m

tanto, cada linha da matriz 7" é uma combinacdo convexa das linhas de 7. Em
outras palavras, existe uma matriz G sobre M+0 x M40 tal que

T'=GT, G >0 e Zj@[i,j]zl

para cada ¢ em M+0. Portanto, o determinante de 7" é o produto dos determi-
nantes de GG e T (teorema 26). Mas

absdet(G) < [[,(3; Gli.g)) = 1
de acordo com a delimitagdo 10.9. Logo, absdet(7”) < absdet(7"). O

15.3 Teorema do tetraedro interior

A segdo anterior comegou com a seguinte observagdo informal: um poliedro
possui um ponto interior se e s6 se o seu “volume” ndo é nulo. Agora esta-
mos em condi¢des de fazer uma afirmagdo mais precisa: um poliedro possui
um ponto interior se e s6 se inclui um tetraedro de volume ndo-nulo. O teo-
rema abaixo prova esta afirmagdo é da estimativas do volume do tetraedro e da
norma de seus vértices. A norma de um vetor z é o maior componente, em valor
absoluto, de z:
2] = max; |z(5)].

O teorema adota, tacitamente, a convengdo M = {1,..,m} que ja usamos na
secdo anterior.
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Teorema 15.4 (do tetraedro interior) Seja A, c um sistema inteiro sobre
M x N. SeY(A,c) possui um ponto interior entdo existem um inteiro §
entre’ 1 e & e vetores inteiros 2, . . , z,, sobre M dotados das seguintes
propriedades:

vol[zy/9,..,2,,/0] > 1/&™

e, para cada i, z;/0 € Y(A,c)elz| < 2041, onde & é o nimero
4w(A)w(c)?.

DEMONSTRAGAO: Para qualquer inteiro positivo §, é evidente que Y (A4, éc)
é o conjunto de todos os vetores da forma dy com y em Y (A, c). Se § for sufici-
entemente grande, alguns dos vetores em Y (A, dc) terdo componentes inteiros.
Sao desse tipo os vetores z,.., 2, que estamos procurando. O vetor z,, em
particular, devera estar suficientemente afastado de algumas das fronteiras do
poliedro Y'(A,dc). A prova da existéncia de um tal z, serd delegada, em parte,
ao lema 15.5 abaixo.

Seja a o vetor definido da seguinte maneira para cada j em N:se A[ j] <o
entdo a[j] = 0 sendo a[;] = max; A, j]. E 6bvio que

a>o0 e a>A[]

para cada i em M. Ademais, a é inteiro uma vez que A é inteira. A definigdo
de a garante que para cada j existe i tal que a[;] < |A[i, j]|. Segue dai imediata-
mente que

w(a) < w(4).

Nossa primeira tarefa é a determinagdo de um vetor inteiro z, e um ntimero
J tais que a diferenca entre éc e z;A seja pelo menos a. Digamos que z é um
ponto interior de Y (A, ¢) e defina o ntimero ( da seguinte maneira: se a é nulo
entdo ( = 1 sendo ¢ é o maior niimero racional que satisfaz a desigualdade
2A 4 Ca < c. Como z é um ponto interior, temos

¢>0.

Nestas condigdes, o lema 15.5 abaixo garante a existéncia de um inteiro ¢, um
inteiro ¢, e um vetor inteiro z, tais que

Co>1, zgA+(a<de, 1<i<4dw e |zl <8w,
onde w = w(A)w(a)w(c). Como a > 0 e w(a) < w(A), temos
2pA+a < dc, 1<0<® e |z]<20.

(Note que z, pertence a Y (A, jc) mas ndo é necessariamente um ponto interior.)

ZA expressao “¢ estd entre o e 3” deve ser entendida como o < 6 < 3.
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Agora que temos um dos vértices do tetraedro, podemos construir os de-
mais: para:=1,..,m,

E evidente que cada z; é inteiro e |2,| < 20 + 1. Como a > AJ;, |, temos
2 A = 2gA+ Al < zgA+a < dc

para cada ¢ em M. Como a > o, podemos dizer que z;A < z,A +a < dc.
Portanto, cada um dos vetores z; estd em Y (A, dc).

Finalmente, é preciso calcular o volume do tetraedro gerado pelos vetores
20/0s - 2 /0. Seja Z a matriz reduzida do tetraedro. De acordo com a proprie-
dade 15.1,

vol[2y/9, .., 2,/0] = absdet(6712).

Como Z[i,| = z; — 2, = I[i, ] para cada i, temos
absdet(071Z) = absdet(671I) = 6™ > o™,

uma vez que § < w. O

O teorema que acabamos de demonstrar tem a seguinte conseqiiéncia ime-
diata: se Y (A, ¢) é parte de um tetraedro gerado por t,,..,t,, e vol[ty,..,t,,] <

1/&™ entdo Y (A, ¢) ndo tem ponto interior. Esta é, essencialmente, a “condigao
de parada” do algoritmo de Yamnitsky-Levin.

Lema do ponto profundo. Para completar a demonstracdo do teorema, é
preciso estabelecer o seguinte lema, que é uma mera aplicagdo da versdo inteira
do teorema da dualidade 13.2. Grosso modo, o lema mostra que todo poliedro
dotado de um ponto interior possui um ponto “profundo”, ou seja, um ponto
suficientemente afastado das fronteiras.

Lema 15.5 Seja A uma matriz inteira sobre M x N e sejam a e c vetores
inteiros sobre N. Se existe um nuimero racional ( e um vetor racional z
tais que

(>0 e zA+(a<c

entdo existem um inteiro 6, um inteiro (* e um vetor inteiro z* tais que
(">1, z'A+Ca<de, 1<6<4w e || <8w,

onde w = w(A)w(a)w(c).

DEMONSTRACAO: Considere o problema de encontrar um vetor z* e um
namero ¢* que

maximizem (* sujeitoa z*A+("a<ce (*>0. (15.b)
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Convém mostrar explicitamente que este problema é canodnico dual. Seja A’ a
matriz definida por

ANy =A, ApnN=a, Amo=o0 e A0 =-1.
E claro que A’ é definida sobre M+0 x N+0; a notagdo estd sendo ajustada de

modo que 0 ndo esteja em N. Sejam ' e ¢’ os vetores definidos por

/

VM=o, bo=1, dNy=c e djo=0.

Nosso problema (15.b) é essencialmente igual ao problema canonico dual
CD(4',¢, V'), que consiste em maximizar y't’ sujeito a y’ A’ < ¢/. Para qualquer
solucdo y' do segundo problema, o par y'[r],y'[0] € uma solugdo do primeiro.

Observe que w(A")w(d)w(d') = 4w, uma vez que w(A') = 2w(a)w(A),
w) =2ew(d) = w(c). De acordo com a versdo inteira 13.2 do teorema da
dualidade, existe um inteiro ¢ entre 1 e 4w para o qual vale uma das seguintes
alternativas: existem vetores inteiros y' e 2’ tais que

yA <od, Aa'=06b, 2 >0, yb=ca,
Y| <dw, |2 <4dw,
ou existem vetores inteiros y' e y” tais que

y/A/ S (50/7 y/IA// S 0, y//b/ 2 17
<o, |y <4o.

Suponha inicialmente que vale a primeira das alternativas. Defina z* = y/'[m] e
¢* = y[0]. Observe que z*A + (*a < dc pois y' A’ < d¢’. Observe também que

¢ =1

pelos motivos que passamos a expor. Seja z’ o vetor definido por 2'[m] = z e
Z'[0] = ¢. Como 2’ satisfaz as restri¢cdes do problema CD(A’,¥’,¢’), o lema da
dualidade 8.1 garante que 2’0’ < ¢'z’. Logo,

C* — yl[o} — y/b/ — Clwl 2 Z/b/ — Z/[O] — g

Como ( é positivo e ¢/ é inteiro, temos ¢* > 1.

Suponha agora que vale a segunda alternativa e adote z* = y/[n] + v [M] e
¢* =y'[0] + y"[0]. E claro que

C 2y =y >1 e |27 < Y+ |y <8w.

Ademais, z*A + (*a < dc pois y' A" +y"A' < éc . O
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154 Algoritmo

O objetivo do algoritmo é encontrar um ponto interior do poliedro Y (4, ¢). O al-
goritmo envolve o poliedro num tetraedro suficientemente grande,® que é entio
progressivamente “encolhido”. A cada iteracdo, o algoritmo verifica se o centro
do tetraedro é um ponto interior do poliedro; em caso negativo, o tetraedro é de-
formado de modo que continue envolvendo o poliedro mas sofra uma redugao
de volume. Quando o volume do tetraedro se torna suficientemente pequeno, o
algoritmo conclui que o poliedro ndo tem pontos interiores.

O algoritmo néo se aplica a matrizes com menos que duas linhas; mas nesse
caso o problema pode ser resolvido por meios elementares (veja apéndice deste
capitulo).

Algoritmo de Yamnitsky-Levin Recebe uma matriz inteira A sobre
M x N com |M| > 2 e um vetor inteiro ¢ sobre N; devolve um ve-
tor racional t tal que t- A < c ou pdra sem nada devolver se um tal vetor
nao existe.

Ajuste a notagdo de modo que M = {1,..,m}. Adote a abreviatura w para
o tamanho do sistema A, c e a abreviatura & para a expressdo 4w?. Em suma,

w=wAwc) e &=4w?.

Seja t; o vetor —4iu, onde u é o vetor de 1s (ou seja, u[4] = 1 para todo j em M).
Parai=1,..,m,seja t; o vetor

—4u + 8oml i, | .

Cada iteracdo do algoritmo comega com vetores racionais ¢, ..,t,, sobre M e

um numero racional 6. A primeira iteragdo comega com ¢, = ¢t para cada i e
com # = (8wm)™. Cada iteragdo consiste no seguinte:

Caso1l: 0 > 1/w™.

Seja t o vetor #H (to+--+1t,).

CAsO 1.1: t- A[ k] <c[k] paracadak em N.
Devolva t e pare.

CAs01.2: t- Al k] > c[k] paraalgumk em N.

CAsO1.2A: Al k) = o.
Pare sem nada devolver.

CAsO1.2B: A[,k] # o.
Paracadai=0,1,..,m, seja m; onimero (t —t,) - A[ k].
Escolha h de modo que 7;, seja maximo.

® Para efeito desta descrigao informal, suponha que o poliedro é limitado (veja exercicio 15.4,
pégina 159).

t5

tr
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Parai=0,1,..,m, seja p, ontimero 1 — —— ;.
m 7Th
Sejam t, .., t;, os vetores definidos pelas equagdes ), =t,
1 1
e ti=—1t,+(1— —)t, paracada i distintode h.
i Pi
Seja 0’ o namero Ph_yg.
IT; ps
Comece nova iteragdo com t, .., t,, e ' nos papéis de ¢, .., t,, e 0.
CAsO2: 0 < 1/w™.
Pare sem nada devolver. O
Eis algumas observagoes informais de cardter geométrico que podem ajudar
a tornar o algoritmo menos misterioso:
O tetraedro gerado por ¢, . ., t};, é tdo grande que contém todos os even-
tuais vértices de Y (4,c). Se Y (A,c) for limitado (veja exercicio 15.4,
pégina 159) entdo Y (A, ¢) é parte de [t5, .., t},].
O ntamero 6 é o volume do tetraedro gerado por ¢, .., t,,.
No caso 1.2B, o vetor ¢ é o centro do tetraedro gerado por ¢t,,..,t,, €0
nimero 7; é a projecdo do vetor ¢ — ¢; na direcdo A k].
A transformacdo de ¢,..,t,, em ¢, ...t deixa fixo o vértice ¢, do te-
traedro e multiplica por 1/p, a aresta que liga os vértices ¢, e .
Cada p; é positivo e pode ser maior que 1 ou menor que 1. Mas o fator
py/ 11; p; € estritamente menor que 1. Portanto, o volume ¢’ do novo
tetraedro é estritamente menor que 6.
Operacao de pivotacdo. Diremos que a operagdo que transforma t,. ., %,
em t{,..,t no caso 1.2B é uma pivota¢do em torno de h. A operagdo de pi- pivotagio

votagdo pode ser representada de forma matricial, como mostraremos a seguir.
Sejam T' e T" as matrizes dos tetraedros gerados por t, .. ,t,, e t;, .., t,, respec-
tivamente. Seja G a matriz sobre M4-0 x M+0 definida pelas equagdes

- 1 « 1 <
G[vi]:7‘[[7ﬂ’ G[th]:]‘_77 G[h7h]:]"
Pi Pi
onde as duas primeiras equagdes valem para cada ¢ distinto de h. (Veja a fi-
gura 15.2). A matriz estd bem definida pois p; # 0 para todo 7, como veremos
adiante. Diremos que G é a matriz de pivotagdo. E facil verificar que

T = GT (15.)

(em particular, T'[,0] = u = GT[,0]). Também é facil constatar que det(G) =

pn/ 11; pi, donde
0 = det(G) 9. (15.d)

T
G

T/
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A matriz G é inversivel. De fato, se F' é a matriz definida por
Flo=pl0, Fin=1-p, Fpn=1, (15.)

onde as duas primeiras equacdes valem para cada i distinto de h, entdo F'G' =
GF =1.

po 0 0 0 0 1-po /oo 0 0 0 0 1-—1/po
0 pr 0 0 0 1—p 0 1/pp 0 0 0 1-1/m
0 0 po 0 0 1—po 0 0 1/p2 0 0 1—1/ps
0 0 0 ps 0 1—ps 0 0 0 1/ps 0 1—1/ps
0 0 0 0 ps 1—ps 0 0 0 0 1/psa1-1/pa
00 0 0 0 1 0o 0 0 0 0 1

Figura 15.2: Exemplo com m = h = 5. O lado esquerdo da figura descreve F’;
o lado direito descreve G.

15.5 Invariantes

Para compreender o algoritmo basta observar as seguintes propriedades invari-
antes

No inicio de cada iteracao,

(i1) se yA<c e yelty,..,t5,] entdo y € [ty,..,t,,],
2) vollty,...t,] = 0,
(i3) 6 > 0.

O primeiro invariante afirma* que Y (4, ¢) N [t§, .., t5,] é parte de [ty, .., t,,]-
Os invariantes (i1) e (i3) sdo obviamente verdadeiros no inicio da primeira
iteracdo. O invariante (i2) também vale no inicio da primeira iteracdo, pois
vol [t5,..,tx,] = (8wm)™ = 0 de acordo com (15.a). A validade dos invarian-

tes no inicio das demais iteragdes sera discutida nas préximas sec¢des.

A prova dos invariantes e a estimativa do ntiimero de itera¢cdes dependem
muito mais da geometria de [¢,,..,t,,] que do sistema A,c. Por outro lado, a
andlise da dltima iteragdo ndo depende de ¢, . ., ¢, mas apenas de A, c.

15.6 O algoritmo esta bem definido

Para garantir que o algoritmo estd bem definido é preciso verificar que 7, # 0 e
p; # 0 para todo ¢ em cada iteragdo. Vamos mostrar que estas condigdes estdo
satisfeitas desde que (i2) e (i3) sejam validas no inicio da iteragéo.

* Se Y(A4, ¢) for limitado entdo (i1) afirma que Y (A4, c) é parte de [to, .., tn]), pois nesse caso
Y (A, c) épartede [t5,..,15,].

=S
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Comecemos com a seguinte observacdo. Em cada ocorréncia do caso 1.2B
temos > m, = > (t —t;,)A[, k). Essa tultima expressdo € igual a (m+1)tA[, k] —
> t;A[,k]. Como (m+1)t = ) t;, temos necessariamente

>.om;=0. (15.1)

Lema 15.6 Se (i2) e (i3) valem no inicio de uma iteragdo em que ocorre

o caso 1.2B entdo m; > 0.

DEMONSTRACAO: Como ) 7; = 0, a maximalidade de 7, garante que 7,
ndo é negativo. Suponha por um instante que 7, é nulo. Entdo m; = 0 para
todo i, donde tA[ k] = t;A[, k] para todo ¢, e portanto

tOA[Jd = tlA[ak] = = th[J(;}
Como A[, k] ndo é nulo por definigdo do caso 1.2B, a propriedade 15.2 do volume
nulo garante que
VOl[t()?,tm} - O

Mas isso é inconsistente com os invariantes (i2) e (i3). Portanto, a hipétese m;, = 0
é insustentdvel e devemos ter m, > 0. O

Suponha que (i2) e (i3) valem no inicio de uma iteragdo em que ocorre o
caso 1.2B. O lema que acabamos de mostrar, mais a maximalidade de 7, e a
hipétese m > 2, permitem concluir que p; estd bem definido e também que m > 2

p; >0 (15.8)

para todo i. Finalmente, convém calcular ) p,. Como > p, = (m + 1) +
Som,/(m*r,) e Y m, =0, temos

Yop,=m+1. (15.h)

15.7 Ultima iteracdo

Suponha que os invariantes (il) a (i3) valem no inicio da tltima iteracdo do algo-
ritmo, quando ocorrem os casos 1.1, 1.2A ou 2. Entdo o algoritmo d4 a resposta
correta, como passamos a mostrar.

Anilise do caso 1.1. Suponha que tA < c. Entdo ¢ é ponto interior de
Y (A4, c). Assim, ao devolver ¢, o algoritmo estd se comportando como previsto.

Anilise do caso 1.2A. Suponha que A[ k] é nulo e tA[ k] > c[x] para al-
gum k. Entdo
YAk =02 cly

para todo vetor y. Logo, o poliedro Y (A, ¢) ndo tem ponto interior. Assim, ao
parar sem nada devolver, o algoritmo esta se comportando da maneira prevista.
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Andlise do caso 2. Suponha, finalmente, que 6 < 1/0™. Entdo, de acordo
com o invariante (i2), vol [¢y, .., t,,] < 1/&™. Suponha que, ao contrario do que
afirma o algoritmo, Y (A, ¢) tem um ponto interior. Entdo, de acordo com o
teorema 15.4 do tetraedro interior, existem um inteiro ¢ entre 1 e & e vetores

inteiros z, . ., 2, tais que
vol[zy/9,..,2,,/0] > 1/0™

e, para cada i,
z/0€Y(Ae) e |z < 20+1.

A ultima desigualdade garante que cada vetor z;/4 esta no tetraedro gerado por
0s -+ t,. De fato,

Zlj)/0 = (F20-1)/6 = 20 -1 = —4&
para todo j em M e
di%0/0 < m2o+1)/6 < m(20+1) < 4Amo.

Como Y (A,c) N [t5,..,t5,] C [ty,--,t,,] em virtude do invariante (i1), conclui-

mos que z;/0 estd em [t,,..,t,,] para cada i. Nestas circunstancias, a proprie-
dade 15.3 da monotonicidade garante que

vol [20/0,..,2,/0] < vollty,...t,].

Segue-se que vol[ty,..,t,,] > 1/&™, o que é inconsistente com a defini¢do do
caso 2. Portanto, a existéncia de um ponto interior em Y (A, ¢) é insustentavel.
Assim, ao parar sem nada devolver o algoritmo esta se comportando como pro-

meteu.

15.8 Demonstra¢ao dos invariantes

Suponha que os invariantes (il), (i2) e (i3) valem no inicio de uma itera¢do qual-
quer que ndo a tltima. Para mostrar que estas propriedades continuam valendo
no inicio da préxima iteragdo, basta verificar os seguintes fatos.

Fato 15.7 No fim do caso 1.2B, vol [ty,..,t, ] =60 e 8/ > 0.

DEMONSTRAGAO: Considere a matriz de pivotacdo G e observe que

det(G) = p,,/I1p;-

Em virtude de (15.g), det(G) é positivo. Como ¢ = det(G) 6, o invariante (i2)
garante que ¢’ é positivo. Isto conclui a demonstragdo da segunda parte. Para
demonstrar a primeira parte basta verificar que

vol [th, .., t] = det(G) vol [ty, ..,

ml
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Sejam T e T’ as matrizes dos tetraedros gerados por t,..,t,, € tj,..,t,, res-

r'm
pectivamente. Como ja observamos em (15.c), 7" = GT. Pelo teorema 26, o
determinante de 7" é o produto dos determinantes de G e T'. Portanto,
vol [ty ..,t.,] = absdet(T")

’rm

= det(G) absdet(T)

= det(G)vollty,..,t

ml

como querfamos demonstrar. O

Fato 15.8 No fim do caso 1.2B, se yA[ k] < c[k] ey estd em [t,..,t
entdo y estd em [t,.., 1] .

m)

DEMONSTRACAO: Seja y um ponto do tetraedro gerado por t,..,t,,. Se T'

ybm
denota a matriz do tetraedo, podemos dizer que existe um vetor | sobre M4-0
tal que
Ty, M=y, IT00=1 e [>o0.
Seja F ainversa de G definida em (15.e) e seja ' o vetor IF. Mostraremos a
seguir que se yA[ k] < c[k] entdo
U'T' M=y, T'o=1 e I'>o0,

onde 7" é a matriz do tetraedro gerado por ¢, .., t,; isso provard que y estd em

m’

[ts - -, th,]. As duas primeiras relagdes seguem imediatamente de (15.¢):
I'T = (IF)(GT) = (FG)T = IT.
Na demonstragdo da desigualdade I’ > 0, vamos adotar as abreviaturas \; = L[i]

e A\, = l'[;]. Para cada ¢ distinto de h temos

Xp = IF[) = pA >0,

i =
uma vez que p, ndo é negativo de acordo com (15.g). Resta apenas mostrar que
Aj, ndo é negativo. Como

No = P 0 = oy, + (1= o)

e p, ndo é negativo em virtude de (15.g), basta mostrar que ) (1 — p;)A; ndo
é negativo. Isso equivale a mostrar que )  m;A\; ndo é negativo, uma vez que
m; = m?m, (1 — p;) e m, € positivo em virtude do lema 15.6. Mas

AT o= 2N (=) ALK
(oAt = 2o At) AL K]
(t —y) ALK
ALK — YA K]
Clk] — C[K]

= 0,

v

uma vez que tA[ k] > c[k] por defini¢do do caso 1.2 e yA[ k] < c[k] por hipétese.
Com isto, concluimos a demonstragdo de que A} nio é negativo. O
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15.9 Numero de iteragoes

O ntmero de itera¢des depende fundamentalmente do ntimero de ocorréncias
do caso 1.2B. Em cada ocorréncia desse caso, ¢ é multiplicado por

Ph

Hpi.

Diremos que esse nimero é o fator de contra¢io da iteracdo e mostraremos que
ele é significativamente menor que 1. E mais cémodo manipular o inverso do
fator de contragdo. Mostraremos que o logaritmo desse inverso é maior que o
ndmero positivo 1 /2(m + 1)2.

Delimitag¢do 15.9 (do fator de contracdo) Em cada ocorréncia do
caso 1.2B,
’ 1
IIr: > (1——)"(1-

P, m?

)

1
m
DEMONSTRACAO: Para comparar [] p, com > p;, convém demonstrar o se-
guinte lema:
seo; >e>0parai=0,..,k

entdo oy 0}, > (0 + -+ + o), — ke) X

A proposigdo é trivialmente verdadeira quando & é nulo. Suponha agora que & é
positivo e adote como hipétese de indugdo a desigualdade o, -+~ 0, | > ock71,
onde o denota a expressdo oy + --- +0;,_; — (k—1)e. Entao

0y 010y > (00,) e L
Como o; > ¢ para todo i, temos 0 > ke — (k — 1)e = ¢ e portanto
oo, = (0+o0,—¢e)e+(0c—¢e)(o,—¢) > (c+0,—¢)e.

Segue dai que

(oop)e"™t > (0+0,—c)e"
= (og+ - +op1—(k—1e+to,—¢)e
= (0g4 40, —ke)e®.

k

Isto encerra a demonstragdo do lema. Podemos agora aplica-lo a nossa situagao
concreta. Em virtude da maximalidade de 7, , temos p; > 1 — 1/m? para todo i.
Ademais, ) p; = m + 1 de acordo com (15.h). Diante disso, o lema (15.i)) —
com m, p; e 1 —1/m? no lugar de k, o; e ¢ — garante que

[Tp; > (1+1/m)(1—1/m*)™.

Como p, =1 —1/m? = (1 —1/m) (1 +1/m), temos a delimitagdo desejada. O

contracao
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m 2 gy Y
2 9/8 0.16992--- 0.055555- - -
3 256,243 0.07518 --- 0.031250- - -
4 16875/16384 0.04259--- 0.020000- - -
) 1990656/1953125 0.02745--- 0.013888- -
6 367653125/362797056 0.01918-.- 0.010204---
1 1 1
=(1-—)"(1-—=)" =
v = m2) ( m) v 2(m+1)2
Figura 15.3: Ilustragdo das delimita¢des 15.9 e 15.10.
E importante estabelecer uma delimitacéo simples para o logaritmo do fator
de contragdo. O logaritmo na base 2 serd denotado por Ig. Ig
Delimitacao 15.10 (do logaritmo do fator de contragdo) Em cada ocor-
réncia do caso 1.2B,
, 1
IS .
Py, 2(m+1)
DEMONSTRACAO: Se In denota o logaritmo na base e entdo, para todo A In
entre 0el,
In(1—A)=-A=A2/2-X\3/3 - /4—....
Observe agora que 1/m? e 1/m estdo entre 0 e 1, uma vez que m > 2. Portanto, m > 2

o logaritmo da delimitagdo 15.9 produz as desigualdades

1 1
mln(l—ﬁ)—ln(l—a)z
LIS B S U TS B S
= m  2m3 3m® 4m7T m  2m?2  3m3
1 1 1 1 1 1
= g ()t aa () + g U g) +
1 1
i Cen)
B m—1
- om3
S m—1
2(m+1)(m+1)(m—1)
1
T 2m+1)2

Como Ig k > In x quando In x é positivo, temos a delimitagdo desejada. O
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Delimita¢dao 15.11 (do nimero de itera¢des) O algoritmo executa ndo
mais que
2m(m + 1) (4lgw + lgm +7)

iteragoes, onde w = w(A)w(c).

DEMONSTRACAO: No inicio da primeira iteragdo temos 6 = (8&m)™. No
fim de cada ocorréncia do caso 1.2B, # é substituido por (p;,/[[ p;) 6. No fim da
j-ésima iteracdo teremos 6 < (8&m)™L~7, onde L é uma delimitacao do fator
de contracdo. Em virtude da delimitagéo 15.10,

1

no inicio da j+1-ésima iteracao. Quando
j > 2(m+1)m(lgd +1g(8m)),

teremos Igf < —mlgw e portanto § < W™, desigualdade esta que caracteriza o
caso 2 do algoritmo. Mas

lg +1g(8om) = 2lgd+1lgm+3
= 2lg(4w?) +1gm + 3
= 4lgw+1lgm+7.

Portanto, 2m(m+1)? (4 lgw+lg m+7) é uma delimitacdo superior para o ntimero
de iteragdes. O

A menos que o sistema A, c seja extremamente esparso (menos que 7 + Igm
componentes ndo-nulos), teremos Igw > lgm + 7, e portanto o ntiimero de itera-
¢Oes é limitado por

10 (m+1)% lgw. (15.1)

15.10 Numero de operagdes aritméticas

Seja n uma abreviatura para |N|. Ndo é dificil verificar que o algoritmo executa
ndo mais 2mn + m? + m + 2 operagdes aritméticas para decidir que caso se
aplica e ndo mais que 6m? + 6m + 4 operagdes aritméticas ao longo da execugdo
do caso 1.2B. Assim, o nimero de operagdes aritméticas em cada iteragdo é
limitado por 7m? + 2mn + 7m + 6. Quando m > 2 e n > 1, esse nidmero ndo
passa de

Tm(m+n+1).

A propésito, as operagdes aritméticas envolvem niimeros racionais; mas é pos-
sivel reorganizar o algoritmo de modo que ele opere apenas com inteiros.
Em virtude de (15.i), o nimero total de operagdes aritméticas durante a exe-
cucdo do algoritmo é limitado por
70 (m+1)* (m +n +1) lgw

(a menos que o sistema seja extremamente esparso).
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15.11 Conclusao

O algoritmo de Yamnitsky-Levin recebe um sistema inteiro A, c e devolve um
ponto interior do poliedro Y (A, c¢) se tal ponto existir. O ntimero de operagdes
aritméticas que o algoritmo executa no pior caso estd na ordem de

mi(m+n)lgw,

onde w é o produto de todos os ntimeros da forma 1+a sendo « o valor absoluto
de um componente do sistema A, c.

Infelizmente, nossa andlise ndo leva em conta o custo de cada operagéo arit-
mética; esse custo é consideravel, pois os nimeros envolvidos podem ter nu-
meradores e denominadores enormes. E possivel reescrever o algoritmo, com
a introducdo de arredondamentos apropriados [GLS88, p.80] [GLS93] [Sch86,
p-166], de modo que o consumo total de tempo — que leva em conta o custo de
cada operacdo aritmética — ainda seja limitado por um polindémio em m, n e
lgw.

15.12 Apéndice: Uma s6 linha

Considere o problema do ponto interior no caso em que a matriz A tem uma
s0 linha (m = 1). O algoritmo de Yamnitsky-Levin ndo se aplica diretamente,
pois depende da desigualdade m > 2. Mas nao é dificil escrever uma variante
do algoritmo para esse caso. Nessa variante, os tetraedros sdo intervalos e o
algoritmo nada mais é que uma busca bindria.

Nosso algoritmo recebe vetores inteiros a e ¢ sobre N e devolve um ntimero
racional ¢ tal que ta < ¢ ou para sem nada devolver se tal nimero ndo existe.
Cada iteragdo comega com niimeros racionais t,, t; e 6. A primeira iteragdo
comega com t, = t5, t; = t] e 0 = 80, onde tfj = —40, t] = +4b e w =
4w(a)?w(c)?. Cada iteragdo consiste no seguinte:

Casol: 0 > o t.

Seja t o nimero 1t + 3t;.
CAsO 1.1: tak] < c[k] paracadak em N.
Devolva t e pare.

CASO 1.2: ta[k) > c[k] paraalgum k em N.

CAsO1.2A: a[k] = 0.
Pare sem nada devolver.

CASO1.2B: afk] # 0.

Sejam 7, e 7, os numeros (¢t — t,) a[k] e (t — t;) a[k] respectivamente.
Defina ¢, e t| da seguinte maneira:

sem, > 0entdo t[, =t,et) =tsendot) =t , ety ="t.

Seja 0’ o namero 6/2.

Comece nova iteragdo com ¢, t} e ¢’ nos papéis de ¢, t, e 0.
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CASO2: 0 < &~ L.
Pare sem nada devolver. O

O funcionamento do algoritmo pode ser descrito pelos seguintes invarian-
tes: No inicio de cada iteracdo,
(i1) seya<cety<y<tientioty, <y <t,,
(i2) t;=ty+80,
(i3) 6>0.

Para mostrar a validade do invariante (il) basta verificar que no fim do
caso 1.2B temos

se yalk] < clk] e to <y <t entdo t[; <y <t). (15,)

A demonstragdo desse fato € um caso particular do que discutimos na segdo 15.8.
Suponha que y é um ntimero tal que ¢, < y < t; e ya[k] < c[k]. E claro que existe
um ntmero A entre 0 e 1 tal que

Mo+ (1= M\t =y.

E preciso mostrar que existe \' entre 0 e 1 tal que y = Nt} + (1 — \')t;. Como
estamos no caso 1.2, temos ta[k] > c[k]. Como ya[k] < c[k], vale um das alterna-
tivas:

toalk] < ck] < tiafk] ou  toalk] = c[k] = t1afk].

Digamos que vale a primeira alternativa (a demonstracdo é analoga no outro
caso). Como ya(k] < c[k], concluimos que y estd mais préximo de ¢, que de ¢, e
portanto A > 1/2. Seja A" o ntimero 2\ — 1 e observe que

0<\N<1.

Como tafk] > c[k] > tya[k], temos T, > 0 e portanto t) = t, e t; = t. E facil
verificar agora que

Ntg+ (1=t =Xg+ (1= Xty) =y.

Isso conclui a demonstragéo de (15,)).

No caso 2, o poliedro Y (a,c) é vazio, ou seja, ndo existe nimero y tal que
ya < c. A demonstragdo desse fato segue do teorema 15.4 do tetraedro interior,
que poderia ser enunciado assim nesse caso especial:

Se existe um nimero y tal que ya < c entdo existem um inteiro § entre
1 e @ e nimeros inteiros z; e z; entre —2w e 2 + 1 tais que

20+1< 2z, za<dc e za<ic,

onde (& é o nimero 4w(a)?w(c)?.

A/
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Exercicios

15.1

15.2

15.3

15.4

15.5

15.6

15.7

Verifique a proposigdo 15.1 (férmula do volume) e a proposicdo 15.2 (do
volume nulo) no caso m = 1 e no caso m = 2.

Dé uma prova elementar do teorema 15.4 (tetraedro interior) no caso |M| =
IN| = 1. Enuncie o teorema 15.4 e o lema 15.5 no caso |[M| = 1 (e N
arbitrario); demonstre essas versdes especializadas.

Suponha que Y (4, ¢) tem um ponto interior. Mostre que Y (4, ¢) contém
um cubo suficientemente grande. Mais especificamente, mostre que existe
um inteiro J entre 1 e 2 e um vetor inteiro z* tais que |z*| < 4w e

(z"+v)A < dc

para todo vetor v sobre M com componentes em {—1,+1}, onde & =
4w(A)2w(c)?.

O poliedro Y (A4, ¢) é limitado (seja secdes C.5 e D.5) se existe um ntimero
1 tal que |y| < 1 para todo y em Y (A4,c). Suponha que Y (A4,c) é limi-
tado. Mostre que Y (A,c) C [t5,..,t;,] no inicio da primeira iteracdo do
algoritmo de Yamnitsky-Levin.

Suponha que Y (4, ¢) ndo é vazio. Mostre que, no inicio da primeira itera-
¢do do algoritmo de Yamnitsky-Levin, Y (A, ¢) N [t}, . ., tr,] ndo é vazio.

Escreva e analise uma versdo especializada do algoritmo de Yamnitsky-
Levin para o caso m = 2.

Escreva o algoritmo de Yamnitsky-Levin em uma linguagem mais formal,
mais proxima de PASCAL ou C. Escreva o algoritmo de modo que ele ma-
nipule somente niimeros inteiros.
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Apéndice A
Simplex Dual

O algoritmo Simplex (secao 6.3) foi criado para resolver o problema candnico
primal (segdo 7.1). O algoritmo Simplex Dual, que esbogaremos neste apéndice,
resolve o problema candnico dual. Para evitar confusdo, passaremos a nos refe-
rir ao primeiro algoritmo como Simplex Primal.

O Simplex Primal procura, primeiro, estabelecer a desigualdade E[ n] > o
e, depois, a desigualdade E[m, ] > o. Para fazer isso, examina uma nova linha
da matriz em cada iteragdo. O Simplex Dual, ao contrario, examina uma nova
coluna da matriz em cada iteragdo e procura, primeiro, estabelecer a desigual-
dade Efm,] > o e s6 depois a desigualdade E[ n] > o. Ambos os algoritmos
fazem pivotacdo “de linhas”, isto é, em cada iteracdo somam a cada linha de £
uma combinacdo linear apropriada das outras linhas.

A.1 Matrizes simples no sentido dual

O conceito de matriz dual-simples é semelhante ao conceito de matriz simples;
para evitar confusdo, usaremos a expressao primal-simples (veja se¢do 3.1) em
referéncias ao ultimo. Suponha que M e N sdo conjuntos de indices e que m e
n sdo elementos de M e N respectivamente. Diremos que uma matriz E sobre
M x N é dual-simples (ou simples no sentido dual) em relacdo ao par m,n de
indices se for de um dos trés tipos definidos a seguir.

Uma matriz F é dual-simples soltivel com relacado ao par m, n se for primal-
simples soltavel com relacdo ao par n, m, ou seja, se existem partes P de M —m
e Q de N — n tais que

E[p, ] é de bijecdo, E[pPn] > o0,
EM-m-P,N) = O,
E[maN_n_Q} 2 0, E[m7Q} =0.

O conjunto P é a base de linhas e o conjunto ) é uma base de colunas da
matriz.

Uma matriz F é dual-simples invidvel com relagdo ao par m,n se existe

161
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k Q n
< 0 01
< 010
< 100
0 0 00
0 0 00
0 0 00
m | < 0 00
Figura A.1: Matriz dual-simples invidvel.
n
222222222222 2(<|h
milz2 222222222222
Figura A.2: Matriz dual-simples ilimitada.
uma parte P de M — m, uma parte () de N —n e um elemento kem N —n — @
tais que
Ep k) <o, E[p(q]édebijecio,
EM—m-P k] =0, EM-m-P,Q =0,
Elm,k) <0, Efm,qQ]=o.
Note que esta definicdo é semelhante — mas nado idéntica — a de uma matriz
primal-simples ilimitada. Os conjuntos P e () sdo as bases da matriz e k é o
indice de uma coluna de inviabilidade. coluna de
Uma matriz E ¢é dual-simples ilimitada com relagio a m, n se E[m, N] > o  nViabilidade
e existe h em M — m tal que
Ep,N-—n)<oeEnn >0 ou EnN-n>o0eEnn <0.
Esta definicdo é semelhante — mas ndo idéntica — a de uma matriz primal-
simples inviavel. O elemento h de M —m é o indice de uma linha de ilimita¢do. linha de
ilimitagao

A.2 Esbog¢o do Simplex Dual

Para fazer um primeiro esbogo do Simplex Dual, suponha que £ é uma matriz
sobre M x N tal que

(i0) fiQl=o, fIN-n-Q] >0,
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(i1) E[p,Q) é uma matriz de bijecio e E[M—m—-P,N-n] =0,

onde P é uma parte de M —m, () é uma partede N —n, e f é alinha m da matriz,
ou seja, f = E[m,]. Nosso objetivo é transformar F, por meio de sucessivas
operagdes de pivotagdo, numa matriz que seja dual-simples com relagdo a m, n.

S OO0 O

olooco|lo~o|O

S| DO O |k, OO

o

Figura A.3: Matriz E no inicio de uma iteragdo do Simplex Dual.

Se E[M—m—pP,n] # o entdo E é dual-simples ilimitada. Se E[m—m—P,n]
é nulo e F[pn] > o entdo E é dual-simples solivel. Suponha agora que
E[M—-m—pP,n] é nulo mas E[p n] é negativo para algum p em P. Para tornar
a matriz “mais simples”, o Simplex Dual considera a possibilidade de executar
uma pivotagdo em torno de p, k, com k escolhidoem N —n — () de modo que a
validade dos invariantes (i0) e (i1) seja preservada. Uma pivota¢do em torno de
p, k consiste em substituir a matriz F pela matriz E’ definida pelas equagdes
/ /- . Eli k)
[p, ] Emk]E[P,] e Ei]=El ] Elp. k] [p, ]
para cada i em M — p. Ao mesmo tempo, @ é substituido pelo conjunto Q' =
@ — g+ k, onde ¢ é o tinico elemento de @ tal que E[p, 4] = 1. Para garantir que
E'[p,n] ndo seja negativo, é preciso escolher p e k de modo que

Epk <0. (A.a)

E claro que depois da pivotagdo o invariante (il) continuara valendo com E’
e ' no lugar de E e (). Resta entender as condi¢des sobre k que garantem a
preservacdo de (i0). Se denotarmos por f’ o vetor E'[m, | entdo é claro que

f1K)

!/
=f————E]p].
fr=17 Ep.A] 12
E facil verificar que f'[Q’] é nulo e portanto a primeira parte de (i0) vale. Resta
considerar a segunda parte de (i0), supondo satisfeita a condigdo (A.a). E claro
que f'[q] > f|q)- De modo mais geral, para cada j em N —n, temos f’[;] > f[j] se
Ep,j] > 0e f'[;] < f[j] em caso contrdrio. Portanto, para garantir f'[N—n] > o0

é necessdrio e suficiente que k satisfaga a condicao

fIK]

1>
fl) = Bk

Elp, j] (A.b)

f
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para todo j em N — n tal que E|[p, j] é negativo. As condicdes (A.a) e (A.b) sdo
o ponto de partida do Simplex Dual. Basta escolher p em P e k em N — n que
satisfagam as condigdes e executar uma pivotagdo em torno de p, k. Se ndo existe
k que satisfaca (A.a) entdo p é uma linha de ilimitagdo. A nova matriz E’ ndo
é necessariamente “mais simples” que E, uma vez que E’[p,n] pode ter mais
componentes negativos que E[pP,n]. Mas o Simplex Dual espera, assim mesmo,
estar fazendo algum progresso.

2-1 1 1 0 0 -5

4 1 2 0 1 0 11

3 4-5 0 0 1 8
31 0 0 0 O 0
-2 1 -1 -1 0 O 5
6 0 3 1 1 0 6
1 0-1 4 0 1 —-12
5 0 1 1 0 0 -5
-3 1 0 -5 0 -1 17
39 0 0 13 1 3 =30
-1 0 1 -4 0 -1 12
6 0 0 5 0 1 —-17

Figura A.4: Exemplo de aplicagdo do Simplex Dual. A figura registra o
valor de F no inicio de sucessivas iteracdes. Na primeira iteracdo os ele-
mentos de ) sdo 4,5,6 e os elementos de P sdo 1,2,3. A dltima matriz é
dual-simples ilimitada com relagdo a linha 4 e coluna 7.

A.3 Heuristica Simplex Dual

Dada uma matriz D sobre M x N e elementos m e n de M e N respectivamente,
o objetivo do Simplex Dual é transformar D, por meio de sucessivas operagdes
de pivotagdo, numa matriz que seja dual-simples com relagdo a m, n. A tarefa de
escrever o algoritmo completo ficard a cargo do leitor; cuidaremos aqui apenas
da fase II, que formaliza o esbogo feito na se¢do anterior.

Heuristica Simplex Dual (fase II) Recebe uma matriz D sobre M x N,
elementos m e n de M e N respectivamente e partes P, e Q, de M —m
e N — n respectivamente tais que

Dm, Qo) = 0, D[m,N-n-Qy] = 0,
Dip,,qQ,] é uma matriz de bijecdo e D[M—m—Py,N-n] = O;

se convergir, devolve matrizes F' e G tais que FG = I, G[,m] = I[,m]
e a matriz GD é dual-simples (soltivel ou ilimitada) com relagdo ao
parm,n.
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Cada iteracdo comeca com uma parte () de N —n, uma parte P de M —m e
matrizes F', G'e E. A primeira iteracdo comecacom QQ = @y, P=F,, '=G =
I ecom E = D. Cada iteracdo consiste no seguinte, com f = E[m, |:

CASO 0: E‘[M—'rn—F’7 n] # 0.
Devolva F' e G e pare (E é dual-simples ilimitada).

CAsO1: EM—m—Pn] =o0e Ejpn] <0 paraalgumpem P.
Seja K* o conjunto de todos os k em N — n para os quais Ep k] < 0.

CAsO 1A: K* évazio.
Devolva F' e G e pare (E é dual-simples ilimitada).

CAsO 1B: K* ndo é vazio.

Escolha k em K* de modo que f[k]/E[p, k] seja maximo.

Seja F',G', E’ o resultado da pivotagdo de F, G, E em torno de p, k.
Seja ¢ um elemento de @ tal que Ep, ¢ = 1.

Comece nova iteragiocom Q —q+ k, F/, G' e F’

nos papéisde Q, F', G e E.

CASO2: ElM—m—P,n) =0e E[pPn] >o0.
Devolva F' e G e pare (E é dual-simples soltvel). O

A operagdo de pivotagdo é definida exatamente como no Simplex Primal.
O comportamento da heuristica é descrita pelos seguintes

Invariantes No inicio de cada iteracgao,

(i0) flRI=o e f[N-n—Q =0,
(i1) FE|[p,Q] é uma matriz de bijecio e E[M-m—P,N-n] = O,
(i2) FG=1 e GD=E,

onde f é o vetor Em, ]. f

As demonstragdes dos invariantes sdo andlogas as correspondentes demons-
tragdo no Simplex Primal. A cada ocorréncia do caso 1B temos

k
Pl = o= gk B < fo.
sendo f' = E'[m, ], pois E[p,n] € E[p, k] sdo negativos e f[k] > 0. Portanto, numa '
seqiiéncia de ocorréncias do caso 1B, a correspondente seqiiéncia de valores de
f[j] € monotodnica. Se for estritamente monotonica, a seqiiéncia seré finita, pois
os valores correspondentes da varidvel () serdo todos distintos. Infelizmente, a

monotonia pode ndo ser estrita e a heuristica pode ndo convergir.
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1 0 0 O —6 1 2 4 1 0 0 14
0 1 0 0 3 -2 -1 -5 0 1 0 -25
0 0 1 0 -2 1 0 2 0 0 1 14
0 0 0 1 5 3 0 0 0 0
1 4/5 0 0 ~18/5 —3/5 6/5 0 1 4/5 0 -6
0-1/5 0 0 -3/5 2/5 1/5 1 0-1/5 0 5
0 2/5 1 0 —4/5 1/5 —2/5 0 0 2/5 1 4
0 6/5 0 1 43/5 3/5 9/5 0 0 6/5 0 —30
~5/3 —4/3 0 0 6 1 -2 0 -5/3-4/3 0 10
2/3 1/3 0 0 -3 0 1 1 2/3 1/3 0 1
1/3 2/3 1 0 -2 0 0o 0 1/3 2/3 1 2
1 2 0 1 5 0 3 0 1 2 0 —36
Figura A.5: Exemplo de aplicagdo da heuristica Simplex Dual. A figura registra os
valores de G e E no inicio de sucessivas iteragdes. No inicio da primeira itera¢do, os
elementos de  sdo 5,6,7 e os elementos de P sdo 1,2,3. A dltima matriz F é dual-
simples soltivel com relagdo a 4, 8.
A4 Algoritmo Simplex Dual
Para transformar a heuristica Simplex Dual num algoritmo basta usar uma ver-
sdo apropriada da regra lexicografica ou da regra de Bland (veja capitulo 5) a
que recorremos no Simplex Primal.
Como no caso do Simplex Primal, podemos reformular a notacdo fazendo
A= D[M-m,N-n], ¢ = Dm,N-n] € b= D[M—m,n]. Diremos que o terno A,c,b
é um sistema dual. O sistema é simples se a correspondente matriz D for dual- sistema

simples. Nessa notagdo, o algoritmo poderia ser formulado assim:

Recebe um sistema dual A, c,b e devolve matrizes ' e G e um vetor g
tais que F'G = I e o sistema dual GA ,c+ gA, Gb é simples.

A.5 Problema canoénico dual

De acordo com a segdo 8.1, o problema candnico dual CD(A, ¢, b) consiste no
seguinte: dado um sistema dual A, ¢,b sobre M x N, encontrar um vetor y em
Y (A, c¢) que maximize yb. Como de hdbito, Y (A4, c) é o conjunto de todos os
vetores y para os quais yA < c.

Sistemas duais simples. O problema candnico dual CD(A4, ¢, b) pode ser
resolvido por mera inspe¢do quando o sistema dual A, ¢, b é simples. Suponha
inicialmente que o sistema dual A,c,b é simples soltivel e tem bases P e Q.
O vetor y = o estd em Y (A4, c¢) pois yA = o < ¢. Por outro lado, yb é maximo

dual
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pois y'b < 0 para todo y’ em Y (4, c). De fato,
y'b = y'[pbip] < 0

pois bjar—pP] = o, bjp] > o e y'[P] < 0, uma vez que ¥ [P|A[P,Q] = V' A[,Q] <
c[Q] = o. Concluimos assim que o vetor nulo é solucdo do problema CD(A, ¢, b).

Suponha agora que A, c,b é simples invidvel com bases P e () e coluna de
inviabilidade k. Entdo Y (A,c) é vazio pelo seguinte motivo. Suponha que y
estd em Y (A, c). Entdo y[P|A[p,k] = (yA)[k] < c[k] <0, donde

Ylp) >0

para algum p em P. Se q é o elemento de ) para o qual A[p ¢ = 1, temos
YplAlp,q) = y[p] > 0. Isto contradiz nossa hipétese de que yA < c. Portanto,
CD(A,c,b) é invidvel.

Suponha, finalmente, que A,c,b é simples ilimitado com linha de ilimita-
¢do h. Suponha A[n, ] < o e b[p] é positivo (o outro caso é analogo). Tome
y'[n] = 1 e y'[m—h) nulo. Entado

YA=y'mAn1<0o<c e yb>0.

Para qualquer A positivo, Ay’ estd em Y (A4, ¢) e A\y'b é tanto maior quanto maior
for \. Portanto, CD(A, ¢, b) é ilimitado.

Sistemas duais arbitrarios. Suponha que A,c,b ndo é simples. Submeta
A, ¢, b ao algoritmo Simplex Dual, que devolverd matrizes ' e G e um vetor g
tais que F'G = I e o sistema dual GA, c 4 gA, Gb é simples. Considere a fungado
que leva qualquer vetor y no vetor

(y+g) F.

Esta funcdo é uma bijecdo de Y (4, c) em Y (GA, c+gA). A inversa dessa bijegdo
leva qualquer elemento z de Y(GA, ¢ + gA) no elemento

zG—g

de Y(A,c). A existéncia da bijecdo mostra que Y (A,c) é vazio se e s6 se
Y(GA,c + gA) é vazio. Portanto, CD(A, ¢,b) é inviavel se e s6 se CD(GA, ¢ +
gA, Gb) é inviavel.

Considere agora os valores das fung¢des objetivo nos dois problemas. O valor
de um elemento y de Y (A4, ¢) no problema CD(A,¢,b) é yb, enquanto o corres-
pondente valor de (y + g)F no problema CD(GA, ¢+ gA, Gb) é

((y +9)F)(Gb) = yb+ gb.

Portanto, os valores de vetores correspondentes nos dois problemas diferem por
gb, que é constante. Segue dai que (1) o primeiro problema é ilimitado se e s6 se
o segundo é ilimitado e (2) o primeiro problema tem solugéo se e s6 se o segundo
tem solugdo. Mais especificamente, se y é solu¢do do primeiro problema entdo
(y + g)F é solucdo do segundo; e se z é solugdo do segundo problema entédo
2G — g é solugdo do primeiro.
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Exercicios

A.1 Mostre que os trés tipos de matriz dual-simples sdo disjuntos (assim, por
exemplo, uma matriz dual-simples soltvel com relagdo a m,n ndo pode
ser, a0 mesmo tempo, dual-simples inviadvel).

A.2 Escreva uma versdo completa da heuristica Simplex Dual. A heuristica
deve receber uma matriz arbitraria D sobre M x N e elementos m e n
de M e N respectivamente; se convergir, deve devolver matrizes F' e G
tais que F'G = I, G[,m] = I[,m] e a matriz GD é dual-simples (soltvel,
invidvel ou ilimitada) com relagéo ao par m, n.

A.3 Escreva e analise o algoritmo Simplex Dual com regra lexicogréfica. Es-
creva e analise o algoritmo Simplex Dual com regra de Bland.



Apéndice B

Analise de sensibilidade

Como a solugdo de um problema candnico é afetada por pequenas variagdes da
fungdo objetivo? Pequenas varia¢des de ¢ ndo afetam a solugdo do problema
CP(A,b,c). Analogamente, pequenas varia¢des de b ndo afetam a solugdo do
problema CD(A4, ¢, b).

A primeira segdo deste apéndice trata dessas questdes no caso em que ape-
nas um dos componentes de c ou b varia. A segunda se¢do procura descrever, de
maneira mais global e abstrata, a natureza da dependéncia entre o valor 6timo
dos problemas e os parametros b e c. Este apéndice s6 depende dos capitulos 4,
6,7 e8.

B.1 Variacdo de um s6 componente

Seja A, b, c um sistema sobre M x N e suponha que existem matrizes F' e G e
um vetor y tais que F'G = I e o sistema GA, Gb,c — yA é simples soltvel e tem
bases P e (). Portanto,

(GA)[p,q] é de bijegdo,  (Gb)[P] > 0,
(GA)M-PN-Q =0, (GAM-PQ =0, (Gb)m-P|=o0,
(c—yA)N-Q] >0, (c—yA)Q =o.

E claro que y é solugdo do problema CD(A4, ¢, b). E claro que o vetor basico 2 do
sistema G'A,Gb,c — yA é solucao do problema CP(A,b,c). Ademais, cx = yb.
Diremos que esse ntimero é o valor 6timo do par de problemas.

Suponha agora que b é substituido por um vetor b, ligeiramente diferente.
Quao préximo b deve estar de b para que o sistema GA, Gb, ¢ — yA seja simples
soltivel e tenha a mesma base @) de colunas?

Suponha, em seguida, que c é substituido por um vetor ligeiramente dife-
rente ¢. Qudo préximo ¢ deve ser de c para que o sistema GA, Gb, ¢ — §A seja
simples soltavel, com base de colunas @), para algum 3?

169
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Variacao de um componente de b

Suponha que b difere de b em apenas um componente: bim] = b[m] + 8 para
algum m em M e b[i] = b[i] para todo ¢ distinto de m.

Fato Se G[M—P,m] = o e 3 respeita as restri¢des a seguir entao o sistema
GA,Gb,c — yA é simples soltivel e tem base de colunas (). As restri¢bes
sao

—Glp, 10

< p < SV

Glp,m] Glp,m]
onde a desigualdade esquerda se aplica a todo p em P tal que G[p,m)] é
positivo e a desigualdade direita se aplica a todo p em P tal que Gp, m]
é negativo.

DEMONSTRACAO: E 6bvio que Gb = Gb+ BG[,m]. Como G[M—P,m] énulo,
temos (Gb)[Mm—P] = (Gb)[M—P] = 0. Como [3 satisfaz as desigualdades, temos

ﬁG[p,m] = —G[ 7]b

para todo p em P, donde (Gb) [P] > o. Portanto, o sistema G A, Gb,c — yA é
simples soltvel e tem base de colunas Q. O

Eis algumas observagdes 6bvias. 1. O lado esquerdo das restri¢cdes sobre 3
pode ser vazio; o lado direito também pode ser vazio. 2. Nas restri¢des sobre (3,
a expressdo a esquerda tem valor ndo-positivo e a expressdo a direita tem valor
ndo-negativo. As restrigdes estdo certamente satisfeitas quando 3 = 0. 3. A con-
dicdo G[M—P,m] = o significa, em particular, que m deve estar em P. De fato, se
G foi gerada pelo algoritmo Simplex entdo G[pm—P,m] = I[M—P,m] # o quando
m estiem M — P.

Respeitadas as condigdes acima, é 6bvio que y é solu¢do do novo problema
CD(A, ¢, 13). O valor 6timo do problema, yb, varia linearmente com £:

yb = yb+ By[m) -
Quanto ao problema CP(A,b,c), este tera por solugdo o vetor basico, digamos
&, do sistema GA, Gb, ¢ — yA. E claro que ci = yb.
Variagdo de c fora da base
Suponha que ¢ difere de ¢ em apenas um elemento de N — @, ou seja, suponha

que ¢[n] = c[n] + vy para algum n em N — @ e ¢[;j] = c[j] para j distinto de n.

Fato Sevy > (yA—c)[n] entdo o sistema GA, Gb, ¢—yA é simples soltivel
com base de colunas Q).
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DEMONSTRACAO: Como ¢[Q] = c[Q], temos (yA)[Q] = ¢[Q]. Ademais,
(yA)[5] < ¢[4] para todo j distinto de n. Finalmente, (yA)[n] < ¢[n] + 7 = ¢[n].
Logo, o sistema G'A, Gb, ¢ — yA é simples soltivel e tem base de colunas ). O

Respeitada a restrigdo sobre vy, é 6bvio que x é solucdo do novo problema
CP(A,b,¢) e que ¢x = cx. Quanto ao problema dual, é claro que y é solugdo de
CD(A,¢,b) e que yb = ¢x.

Variacdo de ¢ na base

Suponha que ¢ s6 difere de ¢ em um elemento de ). Mais especificamente,
suponha que ¢[n] = c[n] +y para algum n em @ e ¢[;] = c[4] para todo j distinto
de n. Seja m o tnico elemento de P tal que (GA)[m,n] = 1.

Fato Se v respeita as restri¢oes a seguir entdo existe um vetor 3 tal que
o sistema GA, Gb, ¢ — §A é simples soltivel com base de colunas (). As
restri¢bes sdo

(c—ydw _ o l—vDm

(GA)[m, K] (GA)[m, k]

onde a desigualdade esquerda se aplica a todo k em N — @ tal que
(GA)[m,k] € negativo e a desigualdade direita se aplica a todo k em
N — Q tal que (GA)[m, k] é positivo.

DEMONSTRACAO: Adote a abreviatura EZ = G A. Seja 3 o vetor y +vG[m, ].
E claro que
JA =yA+~yE, . (B.a)

Se restringirmos (B.a) a @ teremos (74)[Q] = (yA4)[Q]+YE[m, Q] = c[Q]+VI[n, Q]
Logo,
@A) Q) = ¢q]- (B.b)

Se restringirmos (B.a) a um elemento k£ de N — () teremos
(@A) K] = (YA) K] +YE[m, K] -

Se v satisfaz as desigualdade expostas no enunciado entdo vE[m, k] < c[k] —
(yA)[k] e portanto (§A)[k] < c[k]. Como ¢[N—Q] = ¢[N—Q], temos

(JA)IN-Q] < ¢[N-Q] -

Segue dai e de (B.b) que o sistema GA, Gb, ¢ — yA é simples e tem base de colu-
nas ). O

E 6bvio que o lado esquerdo das restricdes sobre v pode ser vazio; o lado
direito também pode ser vazio. E claro também que as restri¢gdes estdo satisfeitas
quando vy = 0.
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Satisfeitas as restricdes sobre -y, o vetor basico = do sistema GA, Gb,c — yA
também é vetor basico do sistema GA, Gb, ¢ — §yA. Ademais,

cr =cx + YT [n]

donde ¢z varia linearmente com ~. Quanto ao problema dual, é claro que g é
solucdo de CD(A, ¢,b) e que yb = ¢x.

B.2 Exemplo

Retomemos o exemplo discutido na segdo 7.5 do capitulo 7. Para conveniéncia
do leitor, vamos repetir a descri¢do do problema. Imagine que uma empresa
fabrica quatro modelos de um produto. Cada produto passa por dois estagios
de fabricagdo. O primeiro estdgio dispde de ndo mais que 600 homens-hora e o
segundo de ndo mais que 400 homens-hora. Digamos que o nimero de homens-
hora necessdrios, em cada estagio, para a fabricagdo de cada modelo do produto
impoe as seguintes restri¢oes:

4x1 4+ 910 + T3 + 1024
lz1 + 1ag + 323 + 4024

600,

<
<400,

onde z; é o nimero de unidades do modelo i. Queremos planejar a produgdo
de modo a maximizar o lucro total, que é dado por 12z + 20x2 + 18z3 + 40x4.

Nosso problema equivale ao problema candnico primal CP(A,b,c) com A,
b e c descritos na figura B.1. Seja G a matriz e y o vetor descritos na figura B.2.

4 9 7 10 1 0 600
1 1 3 40 0 1 400

—12 —20 —18 —40 0 0

Figura B.1: Sistema A, b, c.

4/15 —1/15
~1/150 4/150
—44/15 —4/15

Figura B.2: Matriz G e vetor y.

1 35/15 25/15 0  4/15 —1/15 400/3
0 —5/150 5/150 1 —1/150 4/150 20/3

0 20/3 10/3 0 44/15 4/15

Figura B.3: Sistema G A, Gb, c — yA.
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4 9 7 10 1 0 B+600
1 1 3 40 o0 1 400

—12 —20 —18 —40 0 0

Figura B.4: Sistema A, b, c.

1 35/15 25/15 0  4/15 —1/15 45/15+ 400/3
0 —5/150 5/150 1 —1/150 4/150 n3/150 +20/3

0 20/3 10/3 0 44/15 4/15

Figura B.5: Sistema GA, Gb, c — yA.

O sistema GA, Gb,c — yA (figura B.3) é simples soltavel; sua base é composta
pelas colunas 1 e 4. Portanto, um plano de produgdo 6timo requer a fabricagao
de apenas dois modelos:

ZL‘1:%4007 x9=x3 =0, x4:%20, x5 =26 =0. (B.c)

Com este plano, teremos cz = —% 5600.

Suponha agora que a disponibilidade de méao de obra no primeiro estagio é
alterada para 600 + (3. Nosso problema passa a ser definido pelo sistema A, b, ¢
descrito na figura B.4.

Nao é dificil verificar que se —500 < 5 < 1000 entdo o sistema G A4, Gb, c—yA
(figura B.5) é simples soltvel e a base continua composta pelas colunas 1 e 4.
O plano de produgao 6timo continua limitado aos modelos 1 e 4:

i1=13400+ 48, @o=23=0,
iy =320 — 15 3, i5=d6=0.
Com este plano de produgdo teremos ¢ = —3 5600 — -= 44 3.

Suponha a seguir que b permanece constante mas ¢ é substituido por um
vetor ¢. Digamos que ¢; = ca+y e ¢ coincide com ¢ em todos os componentes. E
facil verificar que se v > —% 20 entdo o sistema G A, Gb, ¢ —yA é simples soltvel.
O plano de produgdo x descrito em (B.c) continua 6timo e e ¢z continua valendo
—15600.

3

Suponha, finalmente, que ¢; = ¢ + e ¢ coincide com ¢ em todos os demais
componentes (figura B.6). Seja § o vetor especificado na figura B.7. E claro que
o sistema G A, Gb, ¢ — yA (figura B.8) é simples soltavel desde que —4 < v < 2.
O vetor x descrito em (B.c) continua sendo um plano de produgéo 6timo e éx =
—£ 5600 + 5 400.
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4 9 7 10 1 0 600
1 1 3 40 0 1 400

y—12 —20 —18 —40 0 0

Figura B.6: Sistema A, b, ¢.

4/15 ~1/15
~1/150 4/150

4y/15 — 44/15 —~/15 — 4/15

Figura B.7: Matriz G e vetor .

1 35/15 25/15 0 4/15 —1/15 400/3
0 —5/150 5/150 1 —1/150 4/150  20/3

0 —7v/3+420/3 —5v/3+10/3 0 —4v/15+44/15 ~/15+4/15

Figura B.8: Sistema GA,Gb, ¢ — gA.

B.3 Valor 6timo como fun¢ao de b e ¢

Considere os problemas candnicos CP(A,b,c) e CD(A, ¢, b). Se o primeiro pro-
blema tem solugdo entdo o seu valor 6timo é o niimero min, cz para x variando
em X(A,b). Analogamente, se o segundo problema tem solucdo entdo o seu
valor 6timo é o nimero max, yb com y variando em Y (A, c). De acordo com o
teorema da dualidade 8.5, se um dos problemas tem solugdo entdo ambos tém
solugdo e seus valores 6timos coincidem. O valor 6timo comum serd denotado
por
p(bc).

Diremos que esse é o valor 6timo do sistema A,b,c. Como varia ¢(b,c) em
fungdo de b e de ¢, supondo A fixa?

E preciso comegar por esclarecer o dominio da funcéo ¢. Seja B o conjunto
de todos os vetores b para os quais X (A,b) ndo é vazio, isto é, o conjunto de
todos os vetores b para os quais existe x > o tal que Az = b. (H4 quem diga que
B éoconede A))

Analogamente, seja C' 0 conjunto de todos os vetores ¢ para os quais Y (4, ¢)
ndo é vazio, isto é, o conjunto de todos os vetores ¢ para os quais existe y tal que
yA < c. De acordo com o teorema da dualidade 8.5, os problemas CP(A,b,c) e
CD(A,c,b) tém solugdo se e s se b estd em B e c estd em C'. Portanto, o dominio
de ¢ é o produto cartesiano

BxC.

valor
o6timo
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E facil verificar que o conjunto B é convexo, ou seja, que para todo par by, by
de elementos de B e todo par i, A2 de ntimeros ndo-negativos, se A\; + A2 = 1
entdo A1b; + A\2by estd em B. Eis a demonstragdo desse fato. Suponha que x;
um vetor em X (A, b;) e z2 um vetor em X (A, by). Para qualquer par A;, A2 com
as propriedades acima, seja b o vetor \1b; + \abs e 2’ o vetor A\jx1 + \axo. Entdo
' > o0e Ax' = M\ Axq + AoAxo = A\ib1 + Aoby = b/, donde 2z’ estd em X (A,V).
A existéncia de um tal 2’ mostra que b’ estd em B.

E igualmente fécil verificar que o conjunto C' é convexo, ou seja, que para
todo par ¢, ¢z de elementos de C' e todo par A, A2 de ntimeros ndo-negativos,
se A1 + Ay = 1 entdo Ajc; + Aacy estiem C.

Mostraremos a seguir que, quando o segundo parametro esté fixo, a fun¢do
¢ é convexa, continua e linear por trechos.

Fato B.1 (¢ é convexa no primeiro parametro) Seja ¢ um elemento
de C. Para todo par by, by de elementos de B e todo par A1, A2 de ntiime-
ros ndo-negativos tais que A1 + A\ = 1 tem-se

@(A1b1 4+ Aaba,c) < Aip(bi,c) + Aap(ba,c).

DEMONSTRAGCAO: Seja 1 um vetor em X (A, by) tal que ¢(b1, c) = cz1. Seja
xg um vetor em X (A, bg) tal que ¢(bg,c) = cxp. Para todo par A, A2 com as
propriedades definidas no enunciado, seja b’ o vetor Ajb; + A2b2 e 2’ o vetor
A1x1 + Aoxo. Entdo 2’ estd em X (A, V') e b/ estd em B (como mostramos acima)
e portanto p(V, ¢) < cx’ = Aicxy + Aacza = Ap(br, €) + Aap(be, ¢). O

Por definicado, (b, ¢) = max, yb para y variando em Y (A, ¢). Mas é possivel
dizer mais: existe uma parte finita Y’ de Y (A4, ¢) tal que ¢(b, ¢) = max, yb para
y variando em Y.

Fato B.2 (¢ élinear por trechos e continua no primeiro parametro) Para
todo c em C' existem vetores y1, %2, . ., yi sobre M tais que

Sp(b? C) = max { ylbv y?ba .. 7ykb}

para todo b em B.

DEMONSTRACAO: Seja c um elemento fixo de C'. Seja Q conjunto das partes
() de N dotadas da seguinte propriedade: existem uma matriz inversivel G e
um vetor y tais que o sistema GA,Gb,c — yA é simples soltivel com base de
colunas () para algum b em B. E 6bvio que Q é finito.

Para cada @ em Q, escolha um par Gg,yo de modo que, para algum b,
o sistema GgA, Ggb, c — ygA seja simples soltivel com base de colunas ). Em
particular, yg estd em Y (A, ¢) para todo @ em Q. O conjunto de todos os vetores
da forma yg com @ em Q é o que estamos procurando, como mostraremos a
seguir.

conjunto
convexo
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Seja b um vetor em B e seja x;, uma solugdo do problema CP(A4, b, ¢). E claro
que ¢(b, ¢) = cxp. Vamos mostrar que

cxy = maxg yob,

onde o maximo é tomado sobre todo @ em Q. Para todo @ em Q, yg estd em
Y (A, c) e portanto o lema da dualidade 8.1 garante que cz, > ygb. Resta mostrar
que cxp = ygb para algum @ em Q.

Como c estd em C, e portanto Y (A, ¢) ndo é vazio, a andlise do algoritmo
Simplex mostra que existe uma parte () de N, uma matriz inversivel G' e um
vetor y tais que o sistema G A, Gb,c — yA é simples soltivel com base de colu-
nas . Logo, @ estd em Q. Seja x o vetor bdsico do sistema simples soltvel
GA,Gb,c—yA,isto é, x[N—Q] é nulo e (GA)x = Gb. Observe que cx = yb e que
cx = cxy. Mas x também é o vetor basico do sistema G A, Ggb, c — yA, pois

T[N-Q) =0 e GgAxr = Ggb.

Segue que (¢ — ygA)x = 0, donde cx = ygb. Portanto cz, = cx = ygb, como
queriamos demonstrar. O

Portanto, para descrever ¢(b, ¢) completamente como funcado de b basta cal-
cular os vetores y1, . ., yx. Infelizmente, isto ndo é prético pois k cresce exponen-
cialmente com |N|.

Demonstra-se analogamente que, como fungdo do segundo parametro, ¢ é
cOncava, continua e linear por trechos.

Fato B.3 (¢ é concava no segundo parametro) Seja b um elemento
de B. Para todo par ci, co de elementos de C' e todo par \i, A2 de ntiime-
ros ndo-negativos tais que A1 + A\ = 1 tem-se

go(b, el + )\202) >\ (p(b, Cl) + A9 go(b, CQ) .

Fato B.4 (¢ élinear por trechos e continua no segundo parametro) Para
todo b em B existem vetores x1, x2, .., x sobre N tais que

o(b,c) = min{czy,cxe, .., cxy }

para todo c em C.

B.4 Conclusao

Para qualquer matriz fixa A, os problemas candnicos CP(A,b,c) e CD(A,c,b)
tém solugdo se e s6 se o par b, c estd em B x (', onde B é o conjunto dos vetores
b para os quais X (A4, b) ndo é vazio e C' é o conjunto dos vetores ¢ para os quais
Y (A, ¢) ndo é vazio.
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Para b fixo em B, a fun¢do que a cada ¢ em C' associa o valor 6timo ¢(b, ¢)
do sistema A, b, c é continua, linear por trechos, e concava. Para c fixo em C,
a fungdo que a cada b em B associa o valor 6timo ¢(b,c) do sistema A,b,c é
continua, linear por trechos, e convexa.

A solugdo = do problema CP(A, b, c) ndo é afetada por varia¢des suficiente-

mente pequenas de c. Analogamente, a solugdo y do problema CD(A, ¢, b) nao
se altera se b sofre varia¢Oes suficientemente pequenas.



Apéndice C
Poliedro can6nico primal

Este apéndice estuda algumas propriedades geométricas do poliedro candnico
primal
X(A,b).

Esse é o conjunto de todos os vetores x > o tais que Ax = b. Suporemos,
ao longo do apéndice, que A é uma matriz sobre M x N e que b é um vetor
sobre M.

C.1 Dependéncia linear

Comecemos por examinar, em uma linguagem adequada ao nosso contexto, os
conceitos de dependéncia e independéncia linear.

Uma matriz J sobre M x K é de injecdo se existe uma parte P de M tal
que J|p, K] é uma matriz de bijecdo e J[pm—P, K] = O. Por exemplo, se £/ é uma
matriz escalonada com base de colunas () entdo E[, Q] é uma matriz de injecado.

Proposicdo C.1 Para qualquer parte K de N, vale uma e apenas uma
das seguintes alternativas:

(1) existe uma matriz G tal que GA[, K] é de injecao;
(2) existe um vetor u tal que Au = o, u[K] # 0 e u[N-K] = o.

DEMONSTRAGCAO: De acordo com o algoritmo de Gauss-Jordan aplicado a
matriz A[ K], existem matrizes F' e G tais que F'G = I e GA[, K] é escalonada.
Digamos que a base de colunas da matriz escalonada ¢ Q. E claro que GA[, Q]
é uma matriz de injegdo. Se () = K entdo vale a alternativa (1). Suponha agora
que Q C K e seja k um elemento de K — Q. E evidente que existe um vetor u
sobre N tal que

uk] =1, uN-Q-kj=0 e GAu=o.

E claro que u[N—K] = o0, u[K] # 0 e Au = FGAu = o. Portanto, vale a alterna-
tiva (2).

178

matriz
de injegdo
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Resta mostrar que as duas alternativas ndo podem ser simultaneamente ver-
dadeiras. Suponha pois que vale (2). Como u[N—K] é nulo,

GA] K|ulk] = GAu = o,

uma vez que Au = o. Mas u[k] ndo é nulo, e portanto GA[, K] ndo pode ser
uma matriz de inje¢do. Portanto, a alternativa (1) nado vale. O

Na linguagem da algebra linear, a alternativa (1) afirma que o conjunto de
colunas da matriz A[, k] é linearmente independente enquanto (2) afirma que
o conjunto de colunas da matriz A[ k] é linearmente dependente. No presente
contexto, convém atribuir as propriedades de dependéncia e independéncia li-
near aos subconjuntos de N. Diremos, pois, que K é linearmente independente
em A se vale a alternativa (1) e linearmente dependente em A se vale a alter-
nativa (2). A proposi¢do C.1 mostra que as duas propriedades sdo complemen-
tares.

Usaremos as abreviaturas li e 1d para as expressoes “linearmente indepen-
dente” e “linearmente dependente”. E 6bvio que todo subconjunto de um con-
junto li também é li e que todo superconjunto de um conjunto Id também é 1d.

A demonstragdo da proposicdo C.1 pode ser facilmente convertida em um
algoritmo que, ao receber A e K, decide se K é li ou ld. No primeiro caso, o
algoritmo devolve uma matriz G para atestar que K é li; no segundo caso, o
algoritmo devolve um vetor u para atestar que K ¢é ld.

C.2 Combinagdes convexas

Suponha que z1, ..,z sdo vetores sobre N. Uma combinagao afim desses ve-
tores é qualquer combinacao linear Ajx1 + - - - + Az tal que

M+ + A = 1.

(Em termos geométricos, um vetor é combinagdo afim de z; e x se estiver “na
reta que passa pelos pontos z; e x2”.) Uma combinag¢do convexa dos vetores
x1,..,x € qualquer combinagdo afim Ajx1 + - - - + A\pzy, tal que

Ai >0

para todo i. (Em termos geométricos, um vetor é combinacdo convexa de x;
e o se estiver “no segmento de reta que une os pontos x; e z2”.) O poliedro
canodnico primal é um conjunto convexo no seguinte sentido:

Proposi¢do C.2 Para qualquer parte finita Z de X (A, b), toda combina-
¢do convexa de elementos de Z estd em X (A,b).

DEMONSTRACAO: Digamos que os elementos de Z sdo z1, . ., 2 e considere
uma combinacdo convexa ) A;z;. Como Az; = b para todo ¢,

A(Z)\zzl) = Z)\lAZZ = Z)\zb = (Z)\z)b = b,

li
1d

algoritmo
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uma vez que Y \; = 1. Por outro lado, > A\;z; > 0, umavezque \; > 0e z; > o

para todo i. Portanto, ) \;z; estd em X (A,b). O

A envoltéria convexa de um conjunto finito Z de vetores é o conjunto de
todas as combinac¢des convexas de elementos de Z. A envoltéria convexa de Z
serd denotada por [Z]. A proposi¢do C.2 mostra que [Z] C X (A,b) para toda
parte finita Z de X (A,b). Em certas circunstancias, X (A, b) = [Z] para um certo
conjunto finito Z. A caracterizacdo de um tal Z é o principal objetivo deste
apéndice.

C.3 Vértices

A folga, ou suporte, de um elemento = de X(A,b) é o conjunto de todos os
indices j em N para os quais z[j] > 0. A folga de x serd denotada por

S(z).

Um vetor z em X (A,b) é basico se sua folga S(z) é minimal, ou seja, se ndo
existe 2’ em X (A,b) tal que S(z’) C S(z). Vetores bésicos de X (A,b) também

sao conhecidos como vértices. E 6bvio que todo poliedro ndo-vazio X (A, b) tem
pelo menos um vértice.

0 0 0 1 1 0 1 0 9
0 0 1 0 -3 0 1 2 8
0 1 0 0 —4 7 -1 3 7
1 0 0 0 3 6 1 1 6
6 8 9 0 0 0 0
5 8 7 8 0 0 1 0

Figura C.1: O topo da figura define um sistema A, b. Os vetores x, =’ e =" de-
finidos nesta ordem pelas trés tltimas linhas da figura estdo todos em X (A4, b).
A folga de 2’ ndo é minimal porque S(z') D S(z). A folga de = é minimal
porque qualquer vetor ' em X (A, b) tal que S(z"’) C S(z) é necessariamente
igual a . A folga de z” é menor que S(x), embora nio seja parte de S(z).

Nossa defini¢do de vetores basicos tem um caréter “intrinseco”: ela ndo de-
pende do particular sistema A, b usado para definir o poliedro X(A,b). Ja a
seguinte observacdo caracteriza os vetores bdsicos em termos de propriedades
da matriz A.

Proposicdo C.3 Um vetor x em X(A,b) é bdsico se e s6 se S(x) é li
em A.

folga
suporte

vetor basico
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DEMONSTRACAO: Suponha que = ndo ¢ basico. Entdo existe um vetor z’
em X (A,b) tal que S(z') C S(z). Seja u o vetor z — 2’ e observe que Au =
Ax — Az’ = b — b = 0. Observe também que

u[s] #o0 e u[N-5] =o,

onde S é uma abreviatura para S(z). A existéncia de um tal vetor u mostra que
S éld.

Agora considere a reciproca. Suponha que x estd em X (A,b) e S(x) é 1d.
Entédo existe um vetor u tal que

Au=o0, uls]#o0 e u[N-S]=o,

onde S = S(z). Vamos mostrar que S ndo é minimal. Ajuste a notagao, trocando
o sinal de u se necessdrio, de modo que u[j] > 0 para algum j em S. Seja A o
maior ntiimero tal que

A < x[j)/ulj] (C.a)

para todo j em S tal que u[;] > 0. Observe agora que z — Au > o. De fato, se
u[j] > 0 entdo z[j] — Au[j] > 0 em virtude da maneira como A foi definido e se
u[j] < 0 entdo z[j] — Au[j] > 0 uma vez que A > 0.

Como x — Au > 0e A(z — \u) = Ax — Mu = Az = b, o vetor x — \u estd
em X (A,b). Por outro lado, como u[j] = 0 sempre que z[j] = 0, temos

S(x—Au) C S.

Ademais, a inclusdo € estrita, uma vez que (C.a) vale com igualdade para algum
j em S. Concluimos assim que S ndo é minimal e portanto x ndo é bésico. O

Esta demonstragao, juntamente com a demonstragdo da proposicdo C.1, su-
gere um algoritmo que, ao receber um elemento z de X (A4,b), decide que z é
um vértice ou devolve um vetor 2’ em X (A, b) tal que S(z') C S(z).

Coroldrio C.4 Para quaisquer vértices z e z' de X (A,b), se S(z) = S(2')
entdo z = 2.

DEMONSTRACAO: Seja u o vetor z — 2. E claro que Au = Az— A2 =b—b=
o. E claro também que u[N-S] = o, onde S é o valor comum de S(z) e S(%/).
Como S é1i, concluimos que u[s] = o. Portanto u = o0 e assim z = 2/. O

De acordo com o coroldrio C.4, o nimero de vértices de X (A,b) é menor
que ntimero de subconjuntos de N, ou seja, menor que 2V, Grosso modo, esta

delimitacdo ¢ a melhor possivel: existem poliedros com até ( )

IN] /2) vértices, e

esse ntimero é maior que 2/V1/2.

algoritmo
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C.4 Solugdes do problema candnico primal

As solugdes do problema canonico primal sdo vértices, como veremos a seguir.

Fato C.5 Se o problema CP(A,b,c) tem solugdo entdo alguma das solu-
¢oes é um vértice de X (A, b).

DEMONSTRAGCAO: Suponha que o problema CP(A4, b, ¢) tem solugdo. Entdo,
de acordo com o algoritmo Simplex, existem matrizes F' e G e um vetor y tais
que F'G = I eosistema GA, Gb, c—yA é simples. Digamos que ) é uma base de
colunas do sistema simples. Entdo GA[, Q] é uma matriz de injecdo e portanto
@ é1i. Seja = o vetor bésico associado a base ). Entdo S(z) C Q e portanto S(x)
é li. De acordo com a proposicdo C.3, z é um vértice. O

Cada iteracdo da segunda fase do algoritmo Simplex (se¢do 4.2, pagina 43)
comega, implicitamente, com um vértice de X (A, b). Se o vértice ndo for satis-
fatério, o algoritmo caminha para um dos vértices “vizinhos”. Os mecanismos
de convergéncia — como a regra lexicografica e a regra de Bland discutidos no
capitulo 5 — evitam que um mesmo vértice seja examinado mais de uma vez.
A execugdo do algoritmo termina ao encontrar um vértice que seja solugdo do
problema (ou ao constatar que o problema ¢é invidvel ou ilimitado).

Fato C.6 Se z é um vértice de X (A, b) entdo existe um vetor c tal que z
é a tnica solucdo do problema CP(A, b, c).

DEMONSTRACAO: Adote a abreviatura S = S(z). Seja ¢ o vetor definido
pelas equacdes c[s] = o e c[j| = 1 para cada j em N — S. E evidente que
cx > 0 para todo  em X (A,b). Mas cz = 0, uma vez que z[N—S] = o. Logo, z
minimiza cz e portanto é solugdo do problema CP(A,b,c).

Resta mostrar que z é a tinica solucdo do problema. Suponha pois que cz =
cz para algum z em X(A,b). Entdo cx = 0 e portanto z[N—5] = o, donde
S(z) € S(z). Como S(z) é minimal, é preciso ter S(x) = S(z), donde z também
é vértice. Agora o coroldrio C.4 permite concluir que x = z. U

C.5 Poliedros limitados

O poliedro X (A,b) é limitado se existe um ndmero ) tal que z[;] < ® para
todo z em X (A,b) e todo j. O conceito é geometricamente intuitivo, mas um
tanto abstrato, uma vez que nao esté claro, de imediato, como verificar algorit-
micamente se um dado poliedro é ou ndo limitado. Também n&o est4 claro, de
imediato, como certificar o caréter limitado ou ilimitado de um poliedro. Ainda
assim é util restringir a atencdo aos poliedros limitados pois eles tém uma estru-
tura muito simples.
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Teorema C.7 (da decomposigdo) Se X (A,b) é limitado entdo todo ele-
mento de X (A,b) é combinacdo convexa de vértices.

DEMONSTRAGCAO: Seja x um elemento de X (A, b). Se x é um vértice entdo
a proposigdo é trivialmente verdadeira. Suponha agora que = ndo é um vértice
e adote como hipédtese de indugdo a validade da proposigdo para todo elemento
z' de X(A,b) tal que S(2') C S(z).
De acordo com a proposicao C.3, S(x) é1d em A. Portanto, existe um vetor
u tal que
Au=o0, u[s|#o0 e u[N-S]=o,

onde S é uma abreviatura para S(x). E preciso investigar agora para que valores
de \ o vetor & \u estd em X (A,b). E claro que A(z 4+ \u) = b para qualquer A;
resta estudar a validade de = + Au > 0.

Suponha por um instante que v < o. Entdo, para qualquer A\ positivo, o
vetor z — Au estard em X (A,b). Como u[;] # 0 para algum j, o valor de (z —
Au)[4] serd tanto maior quanto maior for \, e isso é inconsistente com o carater
limitado de X (A,b). E forcoso concluir, portanto, que u tem pelo menos um
componente positivo.

A partir daqui os cdlculos sdo iguais aos da demonstragdo da proposicao C.3.
Seja A o maior niimero que satisfaz a restrigdo

A< al]/ulk)

para todo k em S tal que u[k] > 0. Nao é dificil verificar que z — A\u estd em
X (A, b). Também é ficil constatar que S(z—Au) C S. Nossa hipétese de indugdo
garante entdo que  — A\u é uma combinacdo convexa de vértices.

Um raciocinio paralelo ao que acabamos de fazer permite concluir que u
tem pelo menos um componente negativo e portanto existe um niamero )\’ tal
que = + Nu estd em X (A,b) e S(z + Nu) C S(x). A partir dai, nossa hipotese
de indugéo garante que x + \'u é uma combinagdo convexa de vértices.

2 . ~ /
Como z é combinagdo convexa de x — \u e x + Nu (de fato, z = ﬁ(x —

Au) + ﬁ (x + N'u)), e esses dois vetores sdo combinagdes convexas de vértices,
também x é combinacdo convexa de vértices. O

Esta demonstragdo pode ser facilmente convertida num algoritmo que, ao
receber um sistema A,b e um elemento x de X (A4, b), constata que X (A4, b) nao
é limitado ou devolve vértices z1, .., z, e nimeros ndo-negativos A1, .., A, tais
que Y \i=lex=> \z.

O teorema C.7 tem o seguinte coroldrio imediato: Se X (A, b) é limitado entdo
X(A,b) = [Z], onde Z é o conjunto dos vértices do poliedro. Isso mostra que,
em termos geométricos, os vértices estdo na “casca” ou “fronteira” de X (A4, ).
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Exercicios

C1

C2

C3

C4

C5

C.6

C7

CS8

C9

Suponha que W é um conjunto finito de vetores sobre N e ¢ um vetor
sobre N. Mostre que o minimo de cx para « em [W] é igual ao minimo de
cw para w em W.

Um conjunto li K é maximal se nenhum superconjunto préprio de K é
li. Mostre que todos os conjuntos li maximais tém a mesma cardinalidade
(veja exercicio 2.11).

Mostre que o ntiimero de vértices de X (A, b) ndo passa de (“gf ), onde Q é
qualquer conjunto li maximal (veja exercicio C.2) em A.

Suponha que um elemento = de X(A,b) é combinagdo convexa de dois
elementos de X (A4, b)—{z}; mostre que x ndo é um vértice. Agora suponha
que um elemento = de X (A, b) ndo é vértice e mostre que x é combinacao
convexa de dois vetores em X (A,b) — {z}.

Suponha que X(A,b) = [W], onde W é um conjunto finito de vetores.
Mostre que X (A, b) é limitado.

Suponha que o poliedro X (A, b) é limitado e mostre que X (A,b) é vazio
ou X(A,0) = {o}. Suponha que X(A,0) = {o} e mostre que X(A,b) é
limitado.

Escreva um algoritmo que receba um sistema A, b e decida se o poliedro
X (A,b) é oundo limitado.

Suponha que X (A,b) é limitado. Mostre que, para qualquer vetor ¢, o
problema CP(A,b, ¢) é invidvel ou tem solugdo.

Mostre que todo vetor em X (A,b) é da forma x + r onde = é uma combi-
nagdo convexa de vértices e r um elemento de X (A4, o).

C.10 Um elemento r de X (A, 0) —{o} é um raio se seu suporte, S(r), ¢ minimal.

Uma combinacdo conica de vetores z1, . ., ) € qualquer combinagdo linear
Ax1 + -+ Agzy tal que \; > 0 para todo . Mostre que todo elemento de
X (A, 0) é combinacgao cdnica de raios.



Apéndice D
Poliedro canonico dual

Este apéndice estuda algumas propriedades geométricas do poliedro candnico
dual
Y(A,c).

Esse é o conjunto de todos os vetores y tais que yA < c. Suporemos, ao longo
do apéndice, que A é uma matriz sobre M x N e que ¢ é um vetor sobre N.

D.1 Conjuntos geradores

A seguinte observagdo ¢ uma espécie de “dual” da proposicao C.1.

Proposi¢do D.1 Para qualquer parte K de N, vale uma e apenas uma
das seguintes alternativas:

(1) existem matrizes F' e G tais que F'G = I e GA é uma matriz escalo-
nada cuja base de colunas é parte de K ;
(2) existe um vetor v tal que (vA)[K] = 0 mas (VA)[N—K] # o.

DEMONSTRACAO: Seja B a matriz A K]. De acordo com algoritmo de
Gauss-Jordan, existem matrizes F' e G tais que F'G = I e GB é escalonada.
Seja () uma base de colunas de GB. Se a matriz GA é escalonada entdo vale a
alternativa (1). Suponha agora que GA ndo é escalonada. Entdao (GA)[i,] # o
para algum i em M — P, onde P é abase de linhas de GB. Seja v o vetor G;, |.
Entdo

WA = (GA)i k] = (GB)G;,] = o.

Mas (vA)[N-K] # o, uma vez que vA = (GA)[i,] # o. Assim, vale a alterna-
tiva (2).

Resta mostrar que as duas alternativas ndo podem ser simultaneamente
verdadeiras. Suponha que vale a alternativa (1). Seja ' a matriz escalonada
GA, seja P a base de linhas de E e seja () uma base de colunas de E tal que

185
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@ C K. Tome qualquer vetor v tal que (vA)[K] = o e seja w o vetor vF. Como
Em-p, ] = O, temos

wipP|Ep, ] = wE = vFGA = vA.

Em particular, w[P|E[p,Q] = (vA)[Q]. Mas (vA)[|Q] = o uma vez que Q C K.
Logo,
wlp] =0,

ja que E[p,Q) é uma matriz de bijecdo. Segue dai que vA = w[p|E[pP,] = o.
Portanto, a alternativa (2) ndo pode valer. O

Na linguagem da élgebra linear, a alternativa (1) afirma que cada coluna
de A[,N—K] é uma combinacdo linear das colunas de A[, k] enquanto a alter-
nativa (2) afirma que alguma coluna da matriz A, N—K] € linearmente inde-
pendente das colunas de A[ k]. Diremos que K é um gerador de A se vale a
alternativa (1). E 6bvio que todo superconjunto de um gerador também é gera-
dor.

A demonstragdo da proposi¢do D.1 pode ser facilmente convertida em um
algoritmo que, ao receber A e K, decide se K é oundo um gerador. No primeiro
caso, o algoritmo devolve um par F, G de matrizes para atestar o carater gerador
de K; no segundo caso, o algoritmo devolve um vetor v para atestar que K ndo
é um gerador.

D.2 Combinag¢des convexas

O poliedro candnico dual é um conjunto convexo no seguinte sentido:

Proposi¢do D.2 Para qualquer parte finita Z de Y (A, c¢), toda combina-
¢do convexa de elementos de Z estd em Y (A, c).

DEMONSTRAGCAO: Seja ) \jz uma combinagdo convexa dos elementos
de Z. Como z;A < ce \; > 0 para todo ¢,

(Z)\,zl)A = Z)\zZzA S Z)\ZC = (Zkl)c = C,

uma vez que »_ \; = 1. Portanto, )| \jz; estdem Y (A, c). O

A proposig¢do D.2 mostra que [Z] C Y(A,c) para toda parte finita Z de
Y(A,c), onde [Z] é a envoltéria convexa de Z. Em certas circunstancias,
Y (A,c) = [Z] para um certo conjunto finito Z. A caracteriza¢do de um tal Z
é o principal objetivo deste apéndice.

gerador

algoritmo
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D.3 Vetores basicos e faces minimais
A folga de um elemento y de Y (A4, ¢) é o conjunto de todos os indices j em N  folga
para os quais (yA)[j] < c[j]. A folga de y sera denotada por
S(y)-
Um vetor y em Y (A4,c) é bésico se S(y) é minimal, ou seja, se ndo existe y’ getor
dsico

em Y (A,c) tal que S(y') € S(y). E ébvio que todo poliedro nao-vazio Y (4, c)
tem pelo menos um vetor basico. A seguinte proposi¢do caracteriza os vetores
bésicos em termos de propriedades da matriz A.

Proposi¢do D.3 Um vetor y em Y (A, c) é bdsico se e s6 se N — S(y) é
um gerador de A.

DEMONSTRAGCAO: Seja y um vetor em Y (A, ¢) e suponha que y ndo basico,
ou seja, que S(y) ndo é minimal. Entdo existe um vetor y’ em Y (A, ¢) tal que
S’ C S,onde S’ e S sdo abreviaturas para S(y') e S(y) respectivamente. Vamos
mostrar que N — S ndo é um gerador de A. Seja v o vetor y — 3/’ e observe que

(WA)N-5] = (yA)IN-5] = (Y A)N-5] = ¢[N-5] = ¢[N-5] = o.

Agora tome qualquer k em S — S’ e observe que

(WA K = WA K — Y AR # 0,

uma vez que (yA)[k] < c[k] enquanto (y'A)[k] = c[k]. Assim, de acordo com a
proposic¢do D.1, N — S ndo é um gerador de A.
Agora considere a reciproca. Seja y um vetor em Y (A,c) e suponha que
N — S néo é gerador de A, onde S é S(y). Entdo existe um vetor v tal que
(vA)[N—5] =0 mas (vA)[S] #o.

Ajuste a notagdo, trocando v por —v se necessario, de modo que (vA)[j] > 0
para algum j em S. Seja A 0 maior namero tal que

(c = yA)[j)
A< (D.a)
(vA) (5]
para todo j em S tal que (vA)[j] > 0. E facil verificar que yA+\vA < c. De fato,
se (vA)[j] > 0 entdo (yA)[j] + /\(UA) [j] < c[j] em virtude da maneira como A foi

escolhido; e se (vA)[j] < O entdo (yA)[j] + A(vA)[;] < c[4j] uma vez que A > 0.
Portanto, y + Av estd em Y (A, ¢). Por outro lado, como (vA)[;] = 0 sempre que
(yA)[j] = c[j], temos

Sly+Av) € S.

Ademais, a inclusdo é estrita, uma vez que (D.a) vale com igualdade para algum
jem S. Logo, S ndo é minimal e portanto y ndo é basico. O
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Essa demonstragdo, juntamente com a demonstragdo da proposigao D.1, su-
gere um algoritmo que, ao receber um elemento y de Y (A, ¢), decide que y é um
vetor bésico ou devolve um vetor ¢ em Y (4, c) tal que S(y') C S(y).

Corolario D.4 Para quaisquer vetores bdsicos z e 2/, se S(z) = S(%)
entdo zA = 2/ A.

DEMONSTRACAO: Seja v o vetor z — 2’ e seja S é o valor comum de S(z) e
S(Z"). E claro que

(vA)[N-5] = (zA)[N-5] — (FA)[N-5] = ¢[N-S] — ¢[N-S] = o0,

Como N — S é um gerador de A, a proposicao D.1 garante que (vA)[s] = o Logo,
vA = o eportanto zA = 2/A. O

Uma face minimal de Y (A4, b) é o conjunto de todos os vetores basicos que
tém uma mesma folga. Assim, dois vetores basicos, digamos z e 2/, pertencem
a mesma face minimal se e s6 se S(z) = S(z). O corolario D.4 mostra que z e
2 estdo na mesma face minimal se e s6 se zA = z’A. Toda face minimal é um
conjunto afim, no seguinte sentido.

Proposicdo D.5 Toda combinacao afim de vetores de uma face minimal
pertence a face minimal.

DEMONSTRACAO: Digamos que os vetores bdsicos zi,..,z2, pertencem a
uma face minimal Y’. Agora suponha que Aj,..,\; sdo ntmeros tais que
> Ai =1. Como z A = 2 A para todo i temos também

(Z /\12,)14 = 2/\1(2’114) = (Z )\i)zlA = Z1A.

Portanto, Y \;z; € um vetor basico de Y (A4, ¢) e pertence a face minimal Y’. O

Se uma face minimal contém um tnico vetor diremos que esse vetor é um
vértice de Y (A,c). Em outras palavras, um vetor basico z é um vértice se o
conjunto unitario {z} é uma face minimal.

Se o conjunto de linhas de A é li — ou seja, se existe uma matriz G tal que
G A é escalonada e tem base de linhas M — entdo a igualdade zA = 2’ A implica
em z = 2/, e portanto todo vetor basico é um vértice.

D.4 Solucdes do problema candnico dual

As solugoes do problema candnico dual sdo vetores basicos, como veremos a
seguir.

algoritmo

face minimal

vértice
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Fato D.6 Se o problema CD(A, ¢, b) tem solugdo entdo alguma das solu-
¢bes é um vetor bdsico de Y (A, c).

DEMONSTRACAO: Suponha que o problema CD(A, ¢, b) tem solugdo. Entdo,
de acordo com o algoritmo Simplex, existem matrizes F' e G e um vetor y tais
que F'G = I eosistema GA, Gb,c—yA é simples. Digamos que () é uma base de
colunas do sistema simples. E claro que Q é um gerador de A. Como (c—yA)[q]
é nulo, ) é parte de N — S(y), donde N — S(y) é um gerador de A. Assim, de
acordo com a proposicao D.3, y é um vetor basico. O

Fato D.7 Para todo vetor bdsico z de Y (A, ¢), existe um vetor b tal que
os vetores da face minimal que contém z sdo as tinicas solugbes do pro-
blema CD(A,¢,b).

DEMONSTRACAO: Adote a abreviatura S = S(z). Seja A’ a matriz A[, N—g]
e seja b o vetor A'u, onde u é o vetor 1s sobre N — S (isto é, u[j] = 1 para todo j
em N — S). Seja ¢ o vetor c[N—5]. E evidente que yb = yA'u < c/u para todo y
em Y (4,c). Mas zb = zA'u = 'u. Logo, z maximiza zb e portanto é solugdo do
problema CD(A4, ¢, b).

Suponha agora y é uma solugdo do problema CD(A,¢,b); vamos mostrar
y és basico e pertence a mesma face minimal que z. Como yb = cu, temos
necessariamente yA' = ¢ e portanto S(y) C S(z). Como S(z) é minimal, é
preciso ter S(y) = S(z), donde y é um vetor béasico. Agora o corolario D.4
permite concluir que yA = zA, garantindo assim que y estd na mesma face
minimal que z. O

D.5 Poliedros limitados

O poliedro candnico dual Y (A4,c) é limitado se existe um ntimero ¢ tal que
lyli)l < ¢ para todo y em Y (A,c) e todo i. O conceito é um tanto abstrato,
uma vez que ndo esta claro, de imediato, como verificar algoritmicamente se
um dado poliedro é ou ndo limitado. Ainda assim é 1til restringir a aten¢do aos
poliedros limitados pois eles tém uma estrutura muito simples.

Fato D.8 Se Y (A,c) é limitado entdo todos os seus vetores bdsicos sdo
vértices.

DEMONSTRAGCAO: Suponha que uma face minimal contém dois vetores ba-
sicos distintos, digamos z e z’. De acordo com a proposi¢do D.5, o vetor
Az + (1= X)z' também estd em Y (A, b), qualquer que seja A. Seja i um indice tal
que z[i] # 2'[i]. Como

Az + (1 =22 > Azp = 2@l = 12101
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vemos que o valor absoluto do componente i de Az + (1 — \)z’ é tanto maior
quanto maior for o valor absoluto de A. Mas isso é incompativel com o caré-
ter limitado de Y (4, ¢). Concluimos assim que toda face minimal de Y (4, ¢) é
unitaria. O

Teorema D.9 (da decomposicao dual) Se Y (A, ¢) é limitado entdo todo
elemento de Y (A, ¢) é combinacdo convexa de vértices.

DEMONSTRAGAO: - Seja y um elemento de Y (A,b). Se y é um vértice entdo
a proposigdo é trivialmente verdadeira. Suponha agora que y ndo é um vértice
e adote como hip6tese de indugédo a validade da proposigdo para todo elemento
y' de Y (A, c) tal que S(y') C S(y).

De acordo com a proposigdo D.3, S(y) ndo é gerador de A. Portanto, existe
um vetor v tal que
(vA)IN—-5) =0 e (vA)[s] #o,

onde S = S(y). Suponha por um instante que vA < o. Entdo, para qualquer
nimero positivo A teremos (y+Av)A < ¢, donde y+ v estardem Y (A4, ¢). Como
v[;] ndo é nulo para algum 4, o valor absoluto de (y + Av)[i] serd tanto maior
quanto maior for )\, e isso ¢ inconsistente com o caréter limitado de Y (4, ¢). E
for¢oso concluir, portanto, que vA tem pelo menos um componente positivo.

A partir daqui os caculos sdo iguais aos que fizemos na demosntragdo da
proposicdo D.3. Seja A 0 maior niimero que satisfaz a restri¢cdo

(c—yA)[j]
N < XTI
- (A

para todo j em S tal que (vA)[j] > 0. Entdo yA + AvA < c e portanto y + Av
estd em Y (A, c). Ademais, S(y + Av) C S. Nossa hipétese de indugdo garante
agora que y + Av é uma combinagdo convexa de vértices.

Um raciocinio andlogo ao que acabamos de fazer permite concluir que vA
tem pelo menos um componente negativo e portanto existe um nimero )\’ tal
que y — Nvestiem Y(A,c) e S(y — Nv) C S(y). A partir dai, nossa hip6tese de
indugdo garante que y — \'v € uma combinagao convexa de vértices.

Como y é combinagdo convexa de y + A\v e y — \'v, e esses dois vetores sdo

combinacdes convexas de vértices, também y é combinag¢do convexa de vérti-
ces. O

Exercicios

D.1 Suponha que W é um conjunto finito de vetores sobre M e b um vetor
sobre M. Mostre que o maximo de yb para y em [IV] é igual ao méximo de
yw para w em W.
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D.2

D.3

D4

D.5

D.6

D.7

D.8

D.9

Um conjunto gerador K é minimal se nenhum subconjunto préprio de K
é gerador. Mostre que todos os conjuntos geradores minimais tém a mesma
cardinalidade.

Mostre que todo conjunto gerador minimal tem a mesma cardinalidade
que qualquer conjunto li minimal (veja exercicio C.2).

Mostre que o ntimero de faces minimais de Y (A4, ¢) ndo passa de (%'),
onde @ é qualquer conjunto gerador minimal de A.

Suponha que um elemento y de Y (A4, c¢) é combina¢do convexa de dois
elementos, digamos y' e y” de Y (A,¢) — {y}. Suponha que y é bésico.
Mostre que ' e y” também sdo bésicos e pertencem a mesma face minimal
que y.

Suponha que Y (A, ¢) possui um vértice, ou seja, uma face minimal unité-
ria. Mostre que todas as faces minimais sdo unitarias.

Suponha que Y (4,c¢) = [W], onde W é um conjunto finito de vetores.
Mostre que Y (A4, ¢) é limitado.

Suponha que o poliedro Y (A4, c) é limitado e mostre que Y (4, c) é vazio
ou Y(A,0) = {o}. Suponha que Y (A4,0) = {0} e mostre que Y (4,c) é
limitado.

Escreva um algoritmo que receba um sistema A, c e decida se o poliedro
Y (A, ¢) é oundo limitado.

D.10 Suponha que Y (A,c) é limitado. Mostre que, para qualquer vetor b, o

problema CD(A4, ¢, b) é invidvel ou tem solugao.

D.11 Mostre que todo vetor em Y (A, c¢) é da forma y + r onde = é uma combi-

nagdo convexa de vetores basicos e » um elemento de Y (4, o).



Apéndice E

Exercicios resolvidos

Este apéndice contém as solugdes de alguns dos exercicios propostos no texto.

E.1 Solu¢ao do exercicio 2.5

A figura E.1 descreve o algoritmo de Gauss-Jordan em uma linguagem mais
formal que aquela do texto. Vamos supor que os elementos de M sdo 1,2,...,m
e os elementos de IV sdo 1,2,...,n.

As bases P e (Q sdo representadas por um vetor ¢ sobre M: se i estd em P
entdo ¢[i] é tnico ¢ em @ tal que Efi,q] = 1; se i estd em M — P entdo ¢[i] = 0.

O pseudocédigo da figura E.1 supde que nosso computador é capaz de exe-
cutar aritmética racional exata. Supde também que, durante a pivotacdo, as ope-
ragdes aritméticas que envolvem um operando nulo ndo consomem tempo al-
gum (sendo, as operagdes relativas as colunas do conjunto @) + k deveriam ser
executadas apenas implicitamente). Nossa solucdo usa o espago de memoria de
maneira pouco econdmica, pois armazena as matrizes £/, G e F' em separado.

E.2 Solucao do exercicio 2.11

Suponha que G; e G2 sdo matrizes inversiveis tais que G'1 D e G2 D sdo escalona-
das. Queremos mostrar que as bases de colunas das duas matrizes escalonadas
tém a mesma cardinalidade.

Solucdo: Sejam )1 e @2 bases de G1D e G2D respectivamente. Seja G
uma matriz inversivel tal que G D é escalonada e possui uma base de colunas )
de cardinalidade |Q1]; escolha G de modo a minimizar )2 — ). Suponha agora
que

Q—-Q#0 (E.a)

e seja g2 um elemento desse conjunto. Seja P a base de linhas da matriz £ = GD.
H4 uma parte P’ de P tal que E[P',QnQ.] € E[P—P',Q—Q,] sdo matrizes de

192
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E G, o— DI o0
para h < 1 até m faca
k—1
enquanto k <ne E[h, k] =0facak — k+1
se k < n entido
a «— Elh, k|
para j — 1 até m faca G[h, j] — G[h,j]/a
para j — 1 até n faga F[h, j| — Elh,j]/«
para i < 1 até m faca
se i # h entdo
a «— E[i, K]
para j < 1 até m faca G[i, j] < GJi,j] — a- G[h, j]
para j — 1 até n faga E[i, j] — E[i,j] — a - E[h, j]
plh] — k

para j < 1 até m faca > gera matriz F'
se ¢[j] = 0 entdo
para i «— 1 até m faca F[i,j] < 0
Flj,j] <1
senao
para i «— 1 até m faca F[i, j| — D[i, ¢[j]]
Figura E.1: Formalizagao do algoritmo de Gauss-Jordan (exercicio 2.5). A pri-
meira linha atribui valores iniciais as varidveis E, G e ¢ respectivamente.

O primeiro bloco de cédigo cuida da operagdo de pivotacgdo. O segundo, gera
a matriz F' a partir do vetor ¢.

bijegdo. Seja x um vetor sobre () tal que
Ep @) -z=0 e x[p =1. (E.b)
Agora suponha, por um instante, que
Ep—P ¢ =o0. (E.c)
Entdo os vetores F[P,Q,] - * e E[,Q,] - © sdo nulos, ou seja,
GDsx = o, (E.d)

onde D denota a matriz D[, @Q,]. Seja F' uma matriz tal que F'G = I. Se multi-
plicarmos ambos os lados de (E.d) por G2 F', teremos

GoDox = 0.

Como ()5 é uma base de colunas da matriz escalonada GoD, o vetor x é nulo,
o que é inconsistente com (E.b). (Na linguagem da &lgebra da linear, dirfamos
simplesmente que o conjunto de colunas da matriz G D; € linearmente inde-
pendente.) Concluimos assim que a hipétese (E.c) é insustentdvel, ou seja, que
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existe p em P— P’ tal que Elp, ¢,] # 0. E possivel, agora, executar uma pivotagao
em torno de p, ¢o.

Seja [ a matriz elementar cuja coluna saliente, p, é igual a E[,¢,]. Seja G
a inversa de F'. E claro que a matriz GG é inversivel e que GE é escalonada e
tem base de colunas ) — g + g2, onde ¢ é o tnico elemento de () que possui a
propriedade Ep, ¢ # 0. Estd claro que |Q — ¢+ ¢2| = |Q1] e Q2 — (Q — ¢+ q2) é
parte prépria de Q2 — Q, 0 que torna a existéncia da matriz GG ¢ incompativel
com nossa escolha de G'. Logo, a hipétese (E.a) é insustentdvel. Segue dai que

|Q2] < 1Q1].

Se repetirmos o raciocinio todo depois de inverter os papéis de @1 e Q)2 conclui-
remos que |Q1| < |Q2].

Corolario. Para qualquer matriz D, qualquer matriz inversivel G tal que
G1D é escalonada e qualquer matriz inversivel G, tal que G2 D é escalonada, as
bases de linhas das duas matrizes escalonadas tém a mesma cardinalidade.

E.3 Solu¢ao do exercicio 2.13

Dada uma matriz A sobre M x N, um vetor b sobre M e um vetor ¢ sobre N,
encontrar z tal que Az = b e cx é minimo.

Solucdo: Use o algoritmo de Gauss-Jordan para obter uma matriz inversi-
vel G e um vetor g tais que G A é escalonada e

(C_ gA)[Q} =0,
onde () é uma base de colunas de GA. Seja P a base de linhas de GA.

CAsO 1: (Gb)[m—P] # o. Neste caso o problema nado tem solugdo porque
ndo existe x tal que Az = b. De fato, se um tal x existisse teriamos a contradigdo
0= (GA)M-P]z = (Gb)[M-P] # 0.

CAsO 2: (Gb)[M—P] = o e c—gA = o. Seja, z o vetor definido pelas
condicoes
zN-Q =0 e (GA)[Qz[Q] = Gb.

Como GAz = Gb e G é inversivel, temos Az = b. Observe agora que (¢ — gA)x
é nulo, donde cz = gb. Por outro lado, para qualquer 2’ tal que Az’ = b teremos
(¢ —gA)z’ = o, donde ca’ = gb. Portanto, z é uma solugdo do problema.

CAs03: (Gb)[M—P] = 0ec—gA # o. Seja j um indice tal que (c—gA)[j] # 0;
é claro que j € N — Q. Seja z o vetor definido pelas seguintes condicdes:

(c—gA)[jlz[j] <0, z[(N-Q)—j=o0 e (GA)z=Gb.
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E7G7807h<_D7I7071

repita > primeira fase
k‘l — ]{/‘2 A
se E[h,n] > 0 entdo
kl —0
repita k; — k1 +1
até que k; = nou E[h, k1] >0
se E[h,n] < 0 entdo
]422 —0
repita ky — ko +1
até que ky = nou Efh, k] <0
k «— min (lﬁ, k‘g)
se k < n entdo
p < LINHA-MINIMA (h, k)
se E[p,n]/E[p,k] > E[h,n]/Eh, k] entdo
PIVOTACAO (h, k)
h«—h+1
sendo PIVOTACAO (p, k)
sendo
se E[h,n]=0entdo h — h+1
sendo pare (% é linha de inviabilidade)
até que h =m
> fim da primeira fase e inicio da segunda
repita
k—0
repita k — k+1
até que k =n ou E[m, k] <0
se k < n entdo
p < LINHA-MINIMA (m, k)
se p = m entdo pare (k é coluna de ilimitagdo)
sendo PIVOTACAO (p, k)
até que k =n

Figura E.2: Formalizagdo da heuristica Simplex (exercicio 4.2). A primeira
linha atribui valores iniciais as varidveis E, G, ¢ e h respectivamente. As
fun¢des LINHA-MINIMA e PIVOTACAO estdo descritas nas figuras seguintes.
A matriz F poderia ser determinada, a partir de D e ¢, como na figura E.1.

E claro que Az = b. E claro também que cz — gb = (c — gA)x = (c — gA)[j] 2[j],

donde
cx = (c— gA)[j]x[j] + gb.

Logo, cz é tanto menor quanto maior for o valor absoluto de z[j]. Concluimos

assim que o problema ndo tem solugéo.
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LINHA-MINIMA (h, k)
p+<0
repitap —p+1
até que p = hou Elp, k] >0
parai«—p+ 1 até h — 1 faca
se E[i,k] > 0 e E[i,n]/Eli, k] < E[p,n]/E[p, k] entdo
p—1
devolva p

Figura E.3: A funcdo LINHA-MINIMA (usada no cédigo da figura E.2) recebe
indices h e k e devolve p entre 1 e h—1 tal que Ep, k] é positivo e E[p,n]/E[p, k]
é minimo; se tal p ndo existe, a funcdo devolve h.

PIVOTACAO (h, k)
a — E[h, k]
para j «— 1 até m faca
Glh, j] < G[h, jl/e
para j — 1 até n faca
Elh, j| < E[h, j]/a
para i < 1 até m faca
se i # h entdo
a — —E[i, k]
para j < 1 até m faca
para j < 1 até n faca
¢[h] «— k > k entranabase

Figura E.4: A fungdo PIVOTACAO (usada no cédigo da figura E.2) recebe indi-
ces h e k e executa uma pivotagdo de G, E em torno de h, k.

E.4 Solu¢ao do exercicio 4.2

As figuras E.2 a E.4 descrevem a heuristica Simplex em uma linguagem mais
formal que aquela usada no texto. Esta formaliza¢do supde que os elementos de
M sdo 1,2,...,m, os elementos de IV sdo 1,2,...,n, a coluna especial é n e a

linha especial é m.

Se convergir, a heuristica produz ndo s6 matrizes G e E mas também indices
hek.Sel <h < mentdo E é simples invidvel e h é uma linha de inviabilidade.
Se 1 < k < n entdo E é simples ilimitada e £ é uma coluna de ilimitagdo. Em

caso contrario, E é simples soltvel.

Os conjuntos P e () sdo representados por um vetor ¢ sobre M definido da
seguinte maneira: se ¢ estd em P entdo ¢[i] é tnico ¢ em @ tal que Ei,q] = 1;

sendo p[i] = 0.
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Esta formaliza¢do do Simplex supde um computador capaz de executar arit-
mética racional exata. Supde também que, durante a pivotacdo, as operagdes
aritméticas que envolvem um operando nulo ndo consomem tempo algum (se-
ndo, as operagdes relativas as colunas do conjunto @)+k deveriam ser executadas
apenas implicitamente). Além disso, esta formalizag¢do usa o espago de memoria
de maneira pouco econdmica.

E.5 Soluc¢ao do exercicio 4.3

E instrutivo analisar uma versao especializada da heuristica Simplex para ma-
trizes com apenas duas linhas. Essa versdo sempre converge; a analise da con-
vergéncia contém um prentincio do algoritmo Simplex Lexicogréfico.

Suponha que M é um conjunto com apenas dois elementos, h e m. Nossa
versdo especializada do Simplex recebe uma matriz D sobre M x N e um ele-
mento n de N e devolve uma matriz G tal que G[n,h # 0, G[,m] = I[,m] e
GD é simples com relagdo a coluna n e a linha m. E claro que a matriz
G é inversivel; sua inversa F' é definida pelas equagdes F'[n,n] = 1/G[n, 1],
Fim,n) = —=G[m,n]/Gh,h] € F[,m] = I, m]. O algoritmo consiste no seguinte:

CAsO1: Dp,N—n) <o0e Dipn] >0 ou DpN-—n] >0e D[pn <0.
Devolva I e pare (D é simples inviavel).

CAsSO2: Dp,N]=o.
Devolva I e pare (D é simples soltvel se Djm, N—n] > 0 e
simples ilimitada em caso contrario).

CAs03: Din,4) >0e Dipn] >0 ou Dipg <0e Dfpn <0 para
algum gem N —n.
Seja G, E o resultado da pivotagdo de I, D em torno de A, q.
Execute o processo iterativo descrito a seguir.
Cada iteracdo comeca com um elemento ¢ de N — n e matrizes G e E.
A primeira iteragdo comega com ¢ = ¢, G = GeE=E.
Cada iteragdo consiste no seguinte:
CAs03.1: E[m,k] <0e E[n,k >0 paraalgum kem N —n.

Seja G', E' o resultado da pivotagdo de G, E em torno de h, k.
Comece nova iteragdo com G’ e E' nos papéis de G e E.

CAS03.2: E[m,k] <0e Enk <0paraalgumkem N —n.
Devolva G e pare (E é simples ilimitada).

CAs03.3: E[m,N-n] > 0.
Devolva G e pare (E é simples soltvel).

E 6bvio que o algoritmo produz o resultado desejado nos casos 1 e 2. Resta
analisar o processo iterativo dentro do caso 3. E fécil verificar os seguintes inva-
riantes:
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no inicio de cada iteragdo,

(i0) FEhn >0 e Eng >0,
(i) Ef.q=1I[n,

(i2) Gin,n #0,

(i3) E=GD,

(i6) G[m,h) Dih,q) = —Dm,q] e
(i7) Din,q Glhn =1.

Esses invariantes valem, em particular, no inicio da tltima iteragdo. Por-
tanto, a matriz G' que o algoritmo devolve nos casos 3.2 e 3.3 tem as proprieda-
des desejadas.

Figura E.5: Matriz E no inicio de uma iteragao.

Resta provar a convergéncia do algoritmo. O processo iterativo dentro do
caso 3 termina depois de um nimero finito de iteracdes pelos motivos que passa-
mos a expor. Os invariantes (i4), (i6) e (i7) tém a seguinte conseqiiéncia imediata:
se duas itera¢des diferentes comecam com o mesmo valor da variavel ¢ entdo os
correspondentes valores de G sdo iguais. Em virtude de (i3), os correspondentes
valores de E[m, ] também sdo iguais. Por outro lado, no fim de cada ocorréncia
do caso 3.1,

E'tm, g > Efm,d
De fato, E'[m, q] = E[m, ) +aFEh, ), onde @ = —E[m, k]/E[h, k]. Como « e E|h, ]
sdo positivos, temos a desigualdade desejada.

Essas observagdes levam a seguinte conclusdo: duas iteracdes diferentes ja-

mais comegam com o mesmo valor de g. Logo, o ntimero de itera¢des ndo excede
|IN|—1.

Exercicios

E.1 Aplique a heuristica Simplex as matrizes descritas abaixo.

2 2 2 2 2 0 2 2 2-=-2 2 0
2 1 0-1-2 0 2 1 0-1-2 0

E.2 Mostre como eliminar o processo iterativo dentro do caso 3 mediante uma
escolha criteriosa de k.
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