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Resumo

Dado um ntumero inteiro positivo k£ e um grafo G com pesos ndo-negativos nas arestas,
encontrar uma sub-arvore de G de peso minimo dentre as que tém k vértices. Esse
é o problema kMST. E claro que o problema pode ser resolvido em tempo O(n*),
sendo n o nimero de vértices de G. Betzler, baseada no trabalho de Scott, Ideker,
Karp, Sharan e no de Alon, Yuster e Zwick, mostrou que existe um algoritmo para
o kMST que consome tempo 2°%*) n2 lgn. A existéncia de um tal algoritmo prova
que o problema kMST pertence & classe de complexidade FPT definida por Downey
e Fellows. O algoritmo de Betzler envolve a combinacdo de trés idéias muito diferen-
tes: color-coding, geragao de arvores e hashing perfeito. O presente texto descreve
um algoritmo mais simples, que envolve apenas color-coding e hashing perfeito. O
algoritmo consome tempo O(2'3%n3).

1 Introducao

O seguinte problema surge naturalmente em vérias aplicagoes da otimizacao combinatoéria,
em particular nas aplicacoes & biologia computacional:

Problema kMST (G, w, k): Dado um grafo GG, uma fun¢do w que associa um
peso ndo-negativo a cada aresta de G e um nimero inteiro positivo k, encontrar
uma sub-arvore H de G que minimize w(H) sob a restrigdo |Vy| = k.

Sabe-se [11] que o problema kMST NP-dificil. Existe um algoritmo de aproximacao [8, 2]
para o problema (a razdo de aproximacdo é 2+¢), mas estamos interessados aqui apenas
em algoritmos exatos (e portanto exponenciais).

O problema tem dois pardmetros: k e n := |Vg|. Quando k = n, o problema kMST se
reduz ao problema da arvore geradora de peso minimo, que pode ser resolvido em tempo
O(n?). Isso sugere imediatamente o seguinte algoritmo “forca bruta” para o problema
kMST:



Algoritmo FORGA-BRUTA: Para cada K em CkVG, calcule uma arvore geradora
de peso minimo no subgrafo de GG induzido por K. Dentre todas essas arvores,
escolha uma de peso minimo.

(A expressdo C} denota o conjunto de todos os subconjuntos K de V tais que |K| =k.) O
algoritmo examina C}} subconjuntos de V. Como C} k% < (n*/k!) k2 < 2n*, o algoritmo
consome

O(n")
unidades de tempo.

Estamos particularmente interessados no caso em que k é constante.! Nesse caso, o algo-
ritmo FORGA-BRUTA é polinomial, mas extremamente lento para valores elevados de k.
Na préatica, o algoritmo é tao lento que nao permite resolver o problema nem mesmo para
valores modestos de n e k.

Seria interessante dispor de um algoritmo em que os efeitos de n e k sobre o consumo
de tempo estivessem separados, ou seja, um algoritmo em que “n*” fosse substituido por
algo como “2F n3”. (Para k = 10, por exemplo, um tal algoritmo teria “21013” no lugar
de “n'%”. Para k = lgn, um tal algoritmo teria “n*” no lugar de “n'8"”.) E claro que
algo como “2%n5” também seria um substituto aceitavel para “n*”. Problemas que admi-
tem algoritmos desse tipo s@o conhecidos como FPT (= fized-parameter tractable) [6, 9].
Gostariamos, portanto, de ter uma resposta para a seguinte pergunta:

O problema kMST é FPT?

Recentemente, Betzler [4] e Scott, Ideker, Karp, Sharan [13] deram uma resposta afirma-
tiva a essa pergunta. A resposta é conseqiiéncia de um célebre artigo de Alon, Yuster e
Zwick [1][3, p.551] publicado ha 10 anos. O algoritmo combina trés ingredientes muito dife-
rentes e interessantes: color-coding, geracao de arvores e hashing perfeito. A complexidade
do algoritmo envolve um fator da forma 2'3%, ou algo semelhante. Isso pode colocar em
divida o valor pratico do algoritmo. Mas Scott et al. ddo conta da aplicacao bem sucedida
de algoritmos semelhantes a um problema em biologia computacional.

O presente artigo descreve um algoritmo para o problema kMST que é um pouco mais
simples que o de Betzler, um algoritmo que envolve apenas

e color-coding e

e hashing perfeito.

1 Ou seja, estamos interessados em familias infinitas de instancias do problema, todas com um mesmo
valor de k.



2 Esboco do algoritmo FPT para o kMST

Nosso algoritmo para o problema kMST é uma versao simplificada do algoritmo Betzler [4]
e Scott-Ideker-Karp-Sharan [13].2 O primeiro passo do algoritmo usa uma técnica intro-
duzida por Alon-Yuster—Zwick [1][3, p.551] para reduzir o kMST a uma “versao colorida”
do problema. Antes de enunciar essa versdo, é preciso definir os conceitos de coloracdo de
vértices e subgrafo multicolorido.

Uma k-coloragao de Vi é qualquer funcdo que leva Vg em {1,...,k}. (A coloragdo ignora
as arestas do grafo.) Dada uma k-coloracdo de Vi, diremos que um subgrafo H de G é
multicolorido se vértices distintos de H tiverem cores distintas.

Problema COLORED-KMST (G, w, k, c): Dado um grafo GG, uma fungao-peso
w > 0 sobre as arestas de (G, e uma k-coloracao ¢ de Vg, encontrar uma sub-
arvore multicolorida H de G, com k vértices, para a qual w(H) seja minimo.?

(Nao é essencial que o ntmero de cores seja igual a k. A versdo em que temos mais que k
cores também faz sentido. Como veremos adiante, pode ser conveniente trabalhar com 6k
cores.)

Podemos agora esbocar o algoritmo para o problema kMST. Para simplificar, vamos nos
comportar como se os problemas kMST e COLORED-KMST exigissem como resposta apenas
o peso w(H) de uma solu¢do H. Assim, o algoritmo esbogado abaixo recebe G, w e k
e devolve o peso de uma solugdo de kMST(G,w, k). (Se essa instancia do problema néo
tiver solucdo, devolve cc.)

Esbogo do Algoritmo COLOR-CODING (G, w, k)
1 min:=o0

2 para cada k-coloragdo ¢ de Vg faca

3 h := COLORED-KMST (G, w, k, c)

4 se h < min entdo min := h
5

devolva min

Se implementarmos a linha 2 literalmente, o consumo de tempo do algoritmo seré inacei-
tavel, uma vez que o ntimero de k-coloragoes de Viz é k™. Veremos nas segbes 5 a 7 que é
possivel implementar a linha 2 de modo a examinar apenas 2°*) n coloracdes.

2 E preciso dizer que o algoritmo resolve um problema mais geral que kMST, pois nao exige que os
pesos das arestas sejam nao-negativos.

3 Dado que os pesos das arestas sio nio-negativos, a condicio “multicolorida, com k vértices” poderia
ser substituida pela condicdo “c(Vy) = {1,...,k}”. A segunda condi¢ido é equivalente & primeira. A
equivaléncia fica particularmente evidente se todos os pesos forem estritamente positivos.



O subalgoritmo na linha 3 resolve o problema COLORED-kMST. Ele sera discutido na se-
¢ao 3. O problema COLORED-kMST é mais facil que o problema kMST. De fato, enquanto
o segundo envolve (implicitamente) a enumeracdo de n* subconjuntos de Vi, o primeiro
envolve apenas a enumeracio das 3* tripartices do conjunto de cores. Assim, a reducdo
do problema kMST ao problema COLORED-KkMST tem o efeito de trocar o fator n* por
um fator 3%, que é menor que 2% na complexidade computacional do problema.

3 Sub-arvores multicoloridas com k vértices

Esta sec@o descreve nossa solucao do subproblema COLORED-kMST. Ela foi inspirada no
algoritmo de Betzler [4] (que por sua vez baseou-se nos algoritmos de Alon—Yuster—Zwick [1]
e Scott-Ideker-Karp—Sharan [13]).

Seja ¢ uma coloracao do grafo G e sejam H e H' duas sub-arvores multicoloridas de G.
Suponha que os conjuntos de cores das duas sub-arvores sao disjuntos, ou seja, que ¢(H)N
c¢(H") = 0 (donde Vg N Vg = 0). Se uma aresta vv’ de G tem uma ponta em H e
outra em H' entdo o subgrafo H + vv’ + H' é uma &rvore multicolorida. Gragas a essa
propriedade recursiva, o problema COLORED-kMST pode ser resolvido por programacao
dinamica.

Seja A o conjunto {1,...,k} de todas as cores. O algoritmo constréi uma matriz W
indexada por
VG X 2A .

No fim da execugao do algoritmo, para cada v em Vg e cada parte B de A,

W (v, B] é o peso minimo de uma sub-arvore multicolorida H de G
tal que v € Viy e ¢(Vi) = B,

FEis o algoritmo que resolve o problema COLORED-kMST:

Algoritmo COLORED-KMST (G, w, k, c)

01 A:={1,...,k} > (conjunto de cores)
02 para cada B C A faca

03 para cada v em Vg faca

04 Wlv, B] := o0

05 para cada v em Vg faga

06 Wiv,{c(v)}] :==0

07 wpara j:=2,...,k faca

08 para cada B C A tal que |B| = j faga
09 para cada v em Vg faca
10 para cada vizinho v’ de v facga



11 para cada bipartigdo ordenada (C,C’) de B faga
12 x:=Wlv,Cl + w(w') + W[, ']

13 se x < W{v, B] entdo W(v,B] :=x

14 minw = min,cy, Wlv, 4]

15 devolva minw

(Na linha 11, supde-se que C' e C’ ndo sdo vazios.) No comeco de cada iteracao do bloco
de linhas 08-13 (ou seja, para cada valor de j), vale a seguinte propriedade: para cada
vértice v e cada parte B de A tal que |B| < j, W/[v, B] é o peso minimo de uma &rvore
multicolorida H tal que v € Vi e ¢(H) = B.

As linhas 12-13 explicam o papel da multicoloracdao: digamos que H é uma sub-arvore
multicolorida tal que ¢(H) = C, v € Vi e w(H) = W{v,C]; defina H' analogamente para
v' e C'; como CNC' = (), as sub-arvores H e H' nao tém vértices em comum, e portanto
podem ser interligadas pela aresta vv’ para produzir uma nova arvore.

Teorema: O consumo de tempo do algoritmo COLORED-kMST é
0(3*n?),

sendo n := |Vg|.

Esboco da prova: A inicializacdo de W (linhas 01-06) consome O(2*n) unidades de tempo.
Agora considere o processo iterativo principal, que ocupa as linhas 07-13. As linhas 09-10
fazem com que cada aresta de G seja visitada exatamente duas vezes, e assim contribuem
um fator n(n — 1) para o consumo de tempo. A linha 08 faz com que cada subconjunto de
tamanho j de A seja examinado uma vez, e assim contribui um fator C? para o consumo
de tempo. A linha 11 contribui um fator 27. A contribuicdo combinada das linhas 07, 08
e 11 é menor que Z§:1 C? 27 = 3k Portanto, o algoritmo consome tempo O(3* n?). O

4 A procura de uma coloracao 6tima

Seja H um subgrafo de G com k vértices, por exemplo uma solu¢ado do kMST(G, w, k). Se
colorirmos os vértices de G aleatoriamente com k cores, a probabilidade de que H resulte

multicolorido é 0l

ﬁ )
pois ha k¥ diferentes k-coloracies de H e k! delas tornam H multicolorido. Observe que
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Portanto, com grande probabilidade, uma em cada 2'°* coloracdes de Vg escolhidas alea-
toriamente tornam H multicolorido. Para k = 10, por exemplo, pelo menos uma em cada
215 coloracdes de G tornam H multicolorido.

Infelizmente, coloracoes aleatérias nao sdo suficientes para mostrar que kMST é FPT.

Precisamos de um algoritmo deterministico. Para isso é necessario, em tese, examinar
todas as k-coloracoes de V.

5 Coloragao de vértices versus hashing perfeito

Para revelar um candidato a solucdo do kMST, nao é preciso examinar todas as colora-
coes de V. Basta examinar uma famfilia c,...,cy de coloragbes que tenha a seguinte
propriedade:

para cada subconjunto K de Vi com k vértices, alguma coloracao ¢; torna K
multicolorido.

Diz-se que uma tal familia de coloracées é CZ—perfeita. A presente secdo descreve uma
familia CkV—perfeita. Essa primeira familia é muito grande para nossas necessidades, mas
prepara o terreno para uma segunda familia, suficientemente pequena, a ser construida na
préxima secao.

Por razoes técnicas, é mais simples construir uma familia perfeita se tivermos mais que &
cores. Usaremos 3k cores nesta secao.

Hashing perfeito. Seja K uma parte do conjunto de vértices* V := {1,...,n}. Se c
é uma coloracao de V e v é um elemento de V, diremos que ¢(v) é a cor de v. Uma
coloragéo ¢ de V é K-perfeita se sua restricdo a K for injetiva, ou seja, se c¢(v) # c(v')
para todo par (v,v’) de elementos distintos de K. Em outras palavras, ¢ é K-perfeita se
nao atribui uma mesma cor a dois diferentes elementos de K.

Em terminologia mais tradicional, uma coloragdo K -perfeita é conhecida como hashing
perfeito ou hashing sem colisoes. Mas essa terminologia ndo parece apropriada para o
presente contexto.

Nesta subsecao, nosso objetivo é construir um algoritmo que implemente uma 3k-coloracao

K-perfeita, sendo k := |K|. Ao receber qualquer vértice v, o algoritmo deve devolver a
cor de v.
Comecemos por discutir dois algoritmos 6bvios mas insatisfatérios. Suponha que vy, ..., vg

s30 os elementos de K. Nosso primeiro algoritmo atribui cor i ao vértice v; (para ¢ =

4 Na presente secio, a natureza dos elementos de V' ¢ irrelevante, uma vez que as arestas do grafo sio
ignoradas. Ainda assim, continuaremos a dizer que os elementos de V sdo vértices.



1,...,k) e uma cor qualquer aos vértices em V \ K. Para implementar essa idéia, o
algoritmo deve ter acesso a uma tabela A[l..n] tal que Afv;] = i para todo i e Afv] é
arbitrario para v em V\ K. (O tempo necessario para a construcdo da tabela é irrelevante.)
O algoritmo usa essa tabela para atribuir uma cor a qualquer vértice v em tempo constante.
Infelizmente, a tabela ocupa muito espaco, o que torna o algoritmo inaceitavel. Nosso
segundo algoritmo supde que v} < --- < v; e usa uma tabela B[l..k| tal que B[i] = v;.
Ao receber v, o algoritmo executa uma busca binaria na tabela para encontrar v; que
minimize |v —v;| e atribui cor ¢ a v. Embora a tabela B ocupe pouco espago, o algoritmo
consome muito tempo: cerca de lgk operacoes aritméticas e comparacées no pior caso.
Isso torna nosso segundo algoritmo inaceitavel.

Queremos um algoritmo cujas tabelas internas tenham O(k) nimeros razoavelmente peque-
nos (todos entre 1 e 2n, digamos) e que seja capaz de calcular a cor de qualquer elemento de
V' com um ntmero constante (ou seja, independente de k e de n) de operagoes aritméticas
e comparagoes.

Para construir o algoritmo, usaremos uma funcdo M definida da seguinte maneira: para
quaisquer niimeros naturais vy, p e k¥’ e para qualquer elemento v de V,

M (v,v,p, k") :== (yv mod p) mod k. (1)

Aqui, o operador mod é definido de maneira um pouco diferente da usual: se b divide a
entdo a mod b := b (e ndo 0, como é usual); sendo, a mod b é o resto da divisdo de a por b.
Assim, o valor de M (v, v,p, k") esta em {1,...,k'} quaisquer que sejam v e p. Em geral,
p € um ndimero primo maior que n e v é um namero em {1,...,p—1}.

No que segue, usaremos a expressdo verbal “a fungdo M(y,x,p,k’)” para designar a
funcdo que leva qualquer elemento v de V' no namero M (v, v,p,k"). No mesmo espirito,
usaremos a expressdo “o conjunto M (v, K,p,k’)” para designar o conjunto de todos os
nimeros da forma M (v,v,p,k’) com v em K. A fungdo M(v,*,p, k') nada mais é que
uma k’-coloragiao de V. Quanto a M (v, K, p, k'), esse & o conjunto de cores atribuidas aos
elementos de K.

Se pudéssemos escolher v e p de modo que fungdo M (7, *,p, k) fosse uma coloragdo K-
perfeita de V', nosso problema estaria resolvido. Infelizmente, tudo indica que tais v e p
nao existem em geral. A existéncia de valores apropriados de v e p pode ser garantida
somente se o niimero de cores for muito maior que k. E o que mostraremos a seguir.

Diremos que um nimero v é bom para um dado subconjunto B de V se a restri¢do da
fungdo M (v, *,p,|B|?) a B for injetiva. Em outras palavras, v ¢ bom para B se a |B|*-
coloracdo M (v, *,p,|B|?) é B-perfeita. Fredman et al. mostraram |7, 5] a existéncia de
numeros bons:

Lema 5.1: Para qualquer B de V' e qualquer ntimero primo p > n, algum v
em {1,...,p—1} é bom para B.

(Veja prova no apéndice 9.) O uso do lema com B = K nao da bons resultados pois



k? é excessivamente grande. Sera preciso aplicar a V, previamente, uma k-coloracdo que
quebre K em pedacos suficientemente pequenos. O Lema 5.1 podera entdo ser aplicado a
cada um desses pedagos. E o que discutiremos a seguir.

Dados ntimeros 3 e p, denotaremos por B; o conjunto dos elementos de K que recebem
cor j na k-coloragdo M (3, *,p, k) de V. Portanto,

B :={ve K:M(B,v,pk)=7j}. (2)

)

(Deveriamos escrever “B]@ P? mas vamos deixar “f3,p” subentendido para simplificar a

notagio.) Cada B; ¢ conhecido na literatura como collision bucket. E claro entdo que
[Bi| + -+ [Bi| = &, (3)

uma vez que {Bj,..., B} é uma particio de K. Fredman, Koml6s e Szemerédi observa-
ram (7, 5] que 5 e p podem ser escolhidos de modo que todos os B; sejam pequenos:

Lema 5.2: Para qualquer ntimero primo p > n, existe § no conjunto
{1,...,p—1} tal que
1B1|* + -+ + |Bg|* < 3k,

sendo k := |K].

(Veja prova no apéndice 9.) Podemos agora descrever o algoritmo de 3k-coloragdo K-
perfeita proposto por Fredman, Koml6s e Szemerédi [7, 5]. O primeiro passo do algoritmo
faz uma k-coloragao de V do tipo indicado no Lema 5.2. Essa coloracao induz uma particao
Bi,..., B, de K em blocos monocromaticos. No segundo passo, para cada j, o algoritmo
usa o Lema 5.1 para fazer uma |Bj|2—coloragao Bj-perfeita de V. O terceiro passo do
algoritmo faz “translacoes” apropriadas de todas as coloracoes determinadas no segundo
passo para obter uma 3k-coloracdo K -perfeita de V.

Algoritmo FKS (v)

1 ]: M(ﬁavapvk)
2 S0 ‘= 0
3 devolva s;—1 + M(vj,v,p, b?)

O algoritmo usa as constantes numeéricas
b, 57 bla"'7bk7 S1s+58ky V1s---5Vky (4)
sendo

e p é 0 primeiro nimero primo maior que n,
e (3 éum ndimero em {1,...,p—1} que satisfaz o Lema 5.2,

e b; é a cardinalidade do conjunto B; definido em (2),



e s; ¢ onfimero b3 + - + b? (veja Lema 5.2),

e vjestaem {1,...,p—1} e é bom para B; (veja Lema 5.1).

O tempo necessario para calcular essas constantes é irrelevante; eles podem ter sido deter-
minados por busca exaustiva. O algoritmo pode ser formalizado assim:

Uma familia CX—perfeita de 3k-coloragoes. Trataremos agora de coloragoes que sao
K-perfeitas para muitos conjuntos K simultaneamente. Uma familia {c;,...,cy} de 3k-
coloracoes do conjunto de vértices V := {1,...,n} é k-perfeita se, para cada conjunto K
de k vértices, alguma coloracao c; é K-perfeita.

A existéncia de uma tal familia com N = C}! membros segue trivialmente da subsegao
anterior. Mas é claro que gostariamos de obter uma familia bem menor.

O algoritmo abaixo examina todas as possiveis combinacoes das constantes (4) do algoritmo
FKS e assim gera uma familia Ckv—perfeita de 3k-coloracoes de V.

Algoritmo FAMILIA-PERFEITA-FKS (n, k)
01 seja p o primeiro nimero primo maior que n

02 paracada §em {1,...,p—1} faca

03 para cada vetor de bits Q[1..2k—1] de posto k—1 faga

04 (b1,...,bg) := DECOD (Q[1..2k—1])

05 se b2 + -+ + b2 < 3k entdo

06 para cada elemento (vi,...,7) de {1,...,p—1}* faca
07 para v :=1,...,n faca

08 ji=M(B,v,p, k)

09 c(v) := b%—l—---—i—b?_l—l-M('yj,v,p,b?)

10 imprima ¢(1),...,¢(n)

Na linha 03, o posto de um vetor de bits é o nimero de ocorréncias do bit 0 no vetor.
Todo vetor de bits de posto k£ — 1 tem a forma

1101520 ... 01%% .

A rotina DECOD converte um tal vetor na seqiiéncia (by,...,bx). (Por exemplo, ao receber
o vetor de bits 11101001100, que tem posto 5, a rotina DECOD devolve a seqiiéncia
(3,1,0,2,0,0).) Na linha 04, DECOD ¢é aplicada a um vetor de posto k—1 com 2k — 1 bits
e portanto by + --- + by = k.

Mostraremos a seguir que o algoritmo FAMILIA-PERFEITA-FKS de fato produz uma fa-
milia C,Z—perfeita. Seja K um conjunto de k vértices e sejam B, b'l,...,b'k,'y'l, ceo sV OS
valores das constantes em (4) apropriados para K. Queremos mostrar que em alguma das
execucoes do bloco de linhas 07-09 tem-se § = 3 bem como bj = Bj e 7, = 7; para cada j.



Isso ¢ evidente com relacdo a 8 e 71,...,7;. Como by + --- + by = k em virtude de (3),
o vetor 1°101%20 --- 01% tem 2k — 1 bits e seu posto é k — 1. Portanto, um dos vetores
de bits examinados na linha 03 certamente coincide com by, ..., b,. Em suma, pelo menos
uma das coloragoes produzidas pelo algoritmo FAMILIA-PERFEITA-FKS & K -perfeita.

Quantas coloragoes o algoritmo FAMILIA-PERFEITA-FKS imprime? Ou seja, quantas vezes
o algoritmo executa a linha 107 Eis as estimativas:

e 3 linha 02 induz p — 1 iteragoes,
e alinha 03 induz C3",' < 221 iteracdes e
e alinha 06 induz (p — 1)* iteracdes.

Como se sabe, existe um nimero primo entre n e 2n. Portanto p < 2n e assim o ntmero
total de execucoes da linha 10 é menor que n*+1 23k,

Infelizmente, esse nimero é muito grande, muito maior que C}!. Isso acontece porque
muitas das combinacoes de constantes geradas pelo algoritmo ndo tém a forma especificada
em (4). O principal responsavel por esse fato ¢ a linha 06 do algoritmo. Na sec@o seguinte,
descreveremos uma variante de FKS que substitui os k& ntimeros ~v1,...,7; por apenas
1+ |lg k] ntameros.

6 Coloracao versus hashing perfeito: parte II

Para obter uma familia CZ—perfeita suficientemente pequena, serd preciso obter um algo-
ritmo de hashing mais “poderoso” que FKS. Para facilitar a construgdo do algoritmo, sera
necessario aumentar o namero de cores de 3k para 6k.

Um hashing perfeito melhorado. Dado um subconjunto K de V :={1,...,n}, que-
remos construir um algoritmo que produza uma 6k-coloracdo K-perfeita de V', sendo
k := |K|. O passo principal nessa construgao é uma certa extensdo do Lema 5.1, que sera
aplicada a um universo V' diferente de V.

Seja n’ um nimero natural e p’ um nimero primo maior que n’. Diremos que um ntimero
é tolerado por um dado subconjunto B de V' := {1,...,n'} se a funcio M (v, *,p’,2|B|?)
¢ uma injecdo quando restrita a B. Ou seja, 7 é tolerado por B se a 2|B|?-coloracio
M(v,*,p',2|B|?) de V' for B-perfeita. O Lema 5.1 admite a seguinte extensdo [14]:

Lema 6.1: Para qualquer colecao By, ..., B; de ndo mais que n’ subconjuntos
de V', algum v em {1,...,p'—1} é tolerado por pelo menos metade dos ele-
mentos de {Bj,...,B;}.

(A prova do lema serd omitida, embora seja elementar.) O lema tem a seguinte conseqiién-
cia [14]:
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Corolario 6.2: Seja L := 1+ |lgk]|. Dados subconjuntos By, ..., B de V/,
existem nameros 7q,...,7, em {1,...,p'—1} e indices f1,..., fx com valores
em {1,...,L} taisque f1 +---+ fr <2k e

B; tolera vy,
para j=1,...,k.
Prova: Seja Ji o conjunto {1,...,k} e repita a seguinte construgdo para i = 1,2,3,...
Seja ; um namero tolerado por pelo menos metade dos elementos de {B; : j € J;}. (O

Lema 6.1 garante a existéncia de um tal v;.) Seja J;11 o conjunto dos j em J; tais que
B; nao tolera 7;. Defina f; := i para todo j em J; \ Jiy1.

Por hipétese, |J;+1] < 4|J;|. Portanto, |J;| < k/2"~! para todo i > 1. Segue-se que J; = 0)
para todo ¢ > L. Assim, podemos interromper a construcdo quando ¢ ultrapassar L.

Teremos definido v1,...,7. € fi,..., fr. Como f; =i se e somente se j € J; \ Ji11, temos
it fe = 2NN\ Jiali
< XilJil
< Sik/2td

2k > /2!
2k

A

onde Y representa S X . O

Slot e van Emde Boas [14] propuseram o seguinte algoritmo de 6k-coloragao K -perfeita.
No primeiro passo, o algoritmo escolhe um nimero o que seja bom para K (o Lema 5.1
garante a existéncia de ) e aplica a k?-coloracio M (o, *,p, k%) a V. A partir desse ponto,
o algoritmo passa a tratar o conjunto de cores {1,..., k2} como se fosse um novo conjunto
de vértices. Assim, o conjunto de vértices original V' = {1,...,n} é reduzido ao conjunto
V':= M(a,V,p, k?). Essa mesma “compressio” transforma K em

K':=M(o, K, p,k?).

Como a coloragio é K-perfeita, temos |K’| = k. O objetivo do algoritmo passa a ser a
obtencao de uma 6k-coloracao K'-perfeita de V’. Os passos subseqiientes do algoritmo
sao semelhantes aos do algoritmo FAMILIA-PERFEITA-FKS examinado na secdo 5. Assim,
o segundo passo do algoritmo calcula uma k-coloracao de V' do tipo indicado no Lema 5.2.
Essa coloragao induz uma particao Bi,..., B, de K’, sendo

Bj:={v e K': M(B,v,p', k) = j} (5)

para cada j. No terceiro passo, para cada cor j, o algoritmo calcula uma 2]Bj\2—coloragéo
Bj-perfeita de V’. No quarto passo, o algoritmo faz “translagoes” apropriadas de todas
essas coloragoes de modo a obter uma 6k-coloragao K'-perfeita de V’'. Como se vé, o
algoritmo depende das constantes

L7 b, &, p/v ﬁv blv"'7bk) S1y-++58ky Y15+, flv"'vfka (6)
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onde k := |K|. Essas constantes sdo assim definidos:

e [ &onamero 1+ |lgk],

e p € 0 primeiro nimero primo maior que n,

e « é um numero em {1,...,p—1} bom para K (veja Lema 5.1),

e p/ & o primeiro nimero primo maior que k2,

e 3 éum nimero em {1,...,p'—1} que satisfaz o Lema 5.2 com k2, p’, V' e K’ nos
papéis de n, p, V e K respectivamente,

e b; ¢ a cardinalidade do conjunto B; definido em (5),

e 5j ¢ o ntmero 2b7 + --- + 2b% (veja Lema 5.2),

® V1,...,7L sdo nameros em {1,...,p'—1},

[ € tal que B; tolera vy, e
o fi1+ -+ fr <2k (veja Corolario 6.2).

A descrig@o formal do algoritmo é simples:

Algoritmo SB (v)
0 v :=M(a,v,p,k?)

1= MG, k)
2 1= fj

3 s9:=0

4

devolva s;j_1 + M (v, v, 0/, 2b§)

O algoritmo tem as propriedades desejadas: o nuimero de operacOes aritméticas nao de-
pende de k nem de n e o nimero de constantes (veja 6) é O(k).

Uma familia CX—perfeita de 6k-coloragoes. Da mesma forma que construimos o
algoritmo FAMILIA-PERFEITA-FKS a partir do algoritmo FKS, podemos construir um
algoritmo FAMILIA-PERFEITA-SB a partir de SB.

Algoritmo FAMILIA-PERFEITA-SB (n, k)

01 seja p o primeiro nimero primo maior que n
02 seja p o primeiro nimero primo maior que k2
03 L:=1+|lgk]

04 paracada a em {1,...,p—1} faga

05 para cada § em {1,...,p'—1} faca

06 para cada vetor de bits Q[1..2k—1] de posto k—1 faga
07 (b1,...,b;) := DECOD (Q[1..2k—1])

08 se 2b% + - -+ + 2b? < 6k entdo

12



09 para cada elemento (71,...,vz) de {1,...,p'—1} faca

10 para cada vetor de bits F[1..3k] de posto k faga
11 (fi,--+, frs fx+1) := DECoOD (F[1..3k])

12 se 1 < f; < L para j:=1,...,k entao

13 para v :=1,...,n faca

14 v = M(a,v,p, k?)

15 Jji=M(B,V,p k)

16 i:=f;

17 c(v) =23+ + 21)?_1 + M (v, v, 0, 2b§)
18 imprima ¢(1),...,¢(n)

Para mostrar que o algoritmo produz uma famflia CkV—perfeita, tome um conjunto K de k

vértices e sejam B,by,... by, Viy---sYLy 15 -, fr 0s valores das constantes (6) apropriados
para K. E preciso mostrar que alguma das execugoes do bloco de linhas 14-17 usa § = 8,
bj = b], vi=" e f;= f] Isto é 6bvio com relagdo a 3 e v1,...,7r e ja foi discutido com

relagéo a by,..., b, nasecdo 5. Resta discutir f1,..., fr. Como f1+---+ fr < 2k, o vetor
1710120 ... 017

tem menos que 3k — 1 bits e posto k— 1. Portanto, ao examinar todas os vetores de bits de
comprimento 3k e posto k nas linhas 10-11, o algoritmo fatalmente encontrara frveos fr
Isso encerra a prova de que o algoritmo produz uma familia C -perfeita.

Considere agora o nimero de coloragoes geradas pelo algoritmo, ou seja, o numero de
execucgoes da linha 18. Observe que

e 3 linha 04 induz p — 1 iteragoes,

a linha 05 induz p’ — 1 iteragoes,

a linha 06 induz C2k U« 92k—1 jteracdes,

a linha 09 induz (p ’— DL < (p)'18F iteracdes,
a linha 10 induz C3¥ < 2% iteracdes.

Como existe um ntmero primo entre n e 2n, temos p < 2n. Analogamente, p' < 2k2.
Portanto, o niimero total de execugoes da linha 18 é menor que

on - 2k% . 221 (2k%)Itlek 93k —  op . 9k% . exp,(2k — 1) - (2K%)1T18R . expy (3K)
n k* k218% exp, (Ig k + 5k + 2)
nexpy(4lgk 4+ 21g% k + gk + 5k + 2)

= nexpy(blgk +21g? k + 5k +2) ,

onde expy(x) = 2%.
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Como 2lg?k < k+19 e 5lgk < k + 8, podemos dizer que o algoritmo gera uma familia
CkV—perfeita de 6k-coloracoes com menos que

27k+29 n

membros.

7 Familia perfeita de k-coloracgoes

Esta secao transforma as 6k-coloracoes da secdo anterior em k-coloragdoes. Preliminar-
mente, convém discutir k-coloragbes K-perfeitas para um subconjunto fixo K de Vi com
k vértices. Diz-se que tais coloragbes sdo minimais.

Hashing perfeito minimal. N&ao ¢é dificil transformar a 6k-coloragdo K -perfeita dis-
cutida na primeira parte da secdo anterior em uma k-coloracdo K -perfeita. Para isso,
acrescente a lista de constantes (6) os vetores

R[1..6k] e S[1..6k],
onde

e R[1..6k] é o vetor caracteristico do subconjunto I'yU---UT de {1,...,6k}, sendo
I'; o conjunto {s;—1 + M('yj,v’,p’,2b?) :v' € B} e
e S[h] é o namero R[1] + ---+ R[h].
Como [Ty U---UTk| = k, o vetor R tem posto 5k, ou seja, tem exatamente 5k bits 0.

Observe também que S[h| € {0,1,...,k}. Pode-se dizer que o par (R,S) é uma “tabela
de compressao”.

Agora troque o algoritmo SB pelo seguinte:

Algoritmo SB-II(v)

0 o :=M(a,v,p,k?)

1 j:=M(B,,pk)

2 =

3 S - — 0

4  h:i=sj_1+ My, v, 2b§)

5 se S[h] = 0 entdo devolva 1 sendo devolva S[h]

Uma familia CX—perfeita de k-coloragoes. O algoritmo SB-II pode ser usado para
modificar o bloco de linhas 13-18 do algoritmo FAMILIA-PERFEITA-SB de modo que ele
passe a produzir k-coloracoes. Eis o resultado:
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Algoritmo FAMILIA-PERFEITA-SB-II (n, k)

01 seja p o primeiro ntimero primo maior que n
02 seja p o primeiro ntimero primo maior que k2
03 L:=1+|lgk]

04 paracada o em {1,...,p—1} faca

05 para cada  em {1,...,p'—1} faca

06 para cada vetor de bits Q[1..2k—1] de posto k—1 faga

07 (b1,...,b;) := DECOD (Q[1..2k—1])

08 se 2b7 + - - - + 2b7 < 6k entdo

09 para cada elemento (71,...,vz) de {1,...,p'—1} faca
10 para cada vetor de bits F[1..3k] de posto k faga

11 (fi,--+, frs fre1) := DECOD (F[1..3k])

12 se 1 < f; < L para j:=1,...,k entdo

13 para cada vetor de bits R[1..6k| de posto 5k faga
14 para v:=1,...,n faca

15 v = M(a,v,p, k?)

16 ji=M(B,v,p k)

17 i:=f;

18 hi=2b3 4 - 4203, + M(y;,0, p/, 2b%)
19 c(v) := R[1] 4+ --- + R[h]

20 se ¢(v) =0 entdo c(v) :=1

21 imprima ¢(1),...,c¢(n)

Quantas coloragoes o algoritmo produz, ou seja, quantas vezes a linha 21 é executada? Eis
as estimativas:

e 3 linha 04 induz p — 1 < 2n iteragoes,

a linha 05 induz p’ — 1 < 2k? iteracdes,
a linha 06 induz C3*7' < 225~ iteracdes,
e alinha 09 induz (p’ — 1)¥ < (2k?)'H18* iteracdes,

e a linha 10 induz Cik iteracoes,

e alinha 13 induz C iteracdes.

Como se sabe, C} < (ne/k)* para todo n e todo k [10, p.1077]. Em particular, C3 <
(3e)k < 23:03k ¢ C% < (6e)F < 2493k Portanto, o ntimero total de execucdes da linha 21 é
menor que

on - 2k2 . 2201 (9f2)IFlgh  93.03k 403k 991k 2lgk olgk pd 92

2
< 29.1k 221g k 251gk 22 n.
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Podemos calcular isso de maneira um pouco mais precisa. De acordo com Stanica [15],

1
1 mmk—i— 3 m. mmk

ka < <
. V2rk (m — 1)(m—1)k+§ (m — 1)k (m— 1)(m—1k

para todo m, donde

3k<\/§g<222.8k o 6k<\/6@<£ 4.0k
B VRE 22F Tk o VBk 5F T Vk

Portanto, o nimero total de execucoes da linha 21 é menor que

on - 2k2 - 22h1 . (9§2)1+Igk 1_\/% 92.8k . 3/_% gh0k 988k 121gk 1.3 9lgk 93 )

2
< 988k 921g%k gdlgk 93,

Como 21g?k < k+19 e 4lgk < k + 5, podemos dizer que o algoritmo gera uma familia
CkV—perfeita de k-coloragdes com menos que

211k+27 n

membros. (Na verdade, essa delimitagdo é excessiva, pois ndo estamos levando em conta o
efeito das linhas 08 e 13 do algoritmo.) De modo mais grosseiro, pode-se dizer que temos

uma familia CkV—perfeita com
20(k) py

k-coloragbes. (O trabalho de Schmidt e Siegel [12] prova a existéncia de uma familia
Ckv—perfeita de k-coloracdes ainda menor, com apenas 2°(*) 1g? n membros. A construcio
explicita de uma tal famfilia usa as idéias empregadas acima, mas leva a “compressao” um
passo adiante.)

8 Juntando as duas partes

O algoritmo COLOR-CODING que esbocamos na secdo 2 é o resultado da superposicao
dos algoritmos COLORED-KkMST e FAMILIA-PERFEITA-SB-II discutidos nas segoes 3 e 7
respectivamente. Para superpor esses dois algoritmos basta

trocar a linha 22 (“imprima ¢(1)...,c(n)”) do algoritmo FAMILIA-PERFEITA-
SB-II por uma invocagao do algoritmo COLORED-KMST.

O algoritmo COLOR-CODING que acabamos de descrever resolve o problema kMST e con-
some tempo

211k+27 n - O(Sk n2) — 0(211k 3k nS)
— 0(211k 21.6k Tl3)
0(213k Tl3) )

Em termos mais grosseiros, podemos dizer que o consumo de tempo é 20(k) 3.
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9 Apéndice: Prova dos Lemas 5.2 e 5.1

Seja V :={1,...,n} e p um nimero primo maior que n. Dados ntmeros naturais [ e [,
seja M(f3,*,p,l) a l-coloragao de V que ja definimos em (1), isto &,
M(B,v,p,l) := (fv mod p) mod [

para todo v em V. (Convém lembrar que a mod b := b se b divide a.) Dado um sub-

conjunto K de V e um ntmero [, para j = 1,...,[, seja B; o subconjunto

{ve K:M(B,v,p,1) =j} (7
de K. Trata-se do mesmo conjunto ja definido em (7). E claro que Bj depende de 3 e
de [, ainda que a notacdo nao deixe isso explicito. Seja b; := |Bj| e k := |K]|.

Lema [7]: Se | > k entdo existe § no conjunto {1,...,p—1} tal que
l bj 2
=1 G < k.

Prova: Comecemos com uma observacdo sobre aritmética modular, valida para todo ni-
mero z em {—p+1,...,—-2,—1} U{1,2,...,p — 1}. Como p é primo, existe um inteiro
[ tal que Sz modp = 1. Em particular, existe um tal 3 em {1,...,p—1}. De modo
mais geral, para todo ¢ em {1,...,p—1}, existe § em {1,...,p—1} tal que 8z mod p = i.
Logo, o conjunto de todos os ntumeros da forma Gz mod p com 5 = 1,...,p—1 é igual
a {1,...,p—1}. Segue dai que, para cada ¢ em {1,...,p—1}, existe apenas um [ em
{1,...,p—1} tal que Bz mod p = i. Assim, para qualquer P C {1,...,p—1},

{Bef{l,....p—1}: Bzmodp e P} < |P|. (8)

. ~ .. . -1 1 b .
Feita essa observacao preliminar, considere a soma Zgzl =1 Cy’. Se rearranjarmos os
termos dessa soma teremos

— b; _
1,[73':11 Zé’:l C2] = Z{x,y}ng Zgzi [M(ﬁv z,p, l) = M(ﬁ? Y, D, l)] ’

onde expressoes da forma [EF = F’| valem 1 se E = E’ e 0 em caso contrario. Mas

Y5 IM(B,2,p,1) = M(B,y,p,1)]

= Y221 [(B(z—y) mod p) mod I =[] (9)
= Hpe{l,....p—1}:B(zx—y) mod p € AU B}| (10)
< [|A[+|B| (11)
< 21’%1 : (12)

Na linha (10),

A:={l,21,3l,...,&l} e B:={p—-1Lp—2l,p—3l,...,p—¢&l},
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com ¢ = |p/l]. A linha (11) decorre imediatamente de (8). A linha (12) vale porque p é
primo e portanto |p/l] < (p —1)/l, Logo,

< K 7’%1. (14)

Segue dai que existe § em {1,...,p—1} tal que 22':1 ng < k?/1, como queriamos de-
monstrar. O

Lema 5.2: Existe 3 no conjunto {1,...,p—1} tal que
[Baf? + -+ + [ Bl* < 3k
Prova: De acordo com o lema acima, existe § em {1,...,p—1} tal que Z§:1 ng <k?/k =
k. Logo,

|B1|? + -+ + [ B[

S

Z;?:l bj +2 Z?:l bj(bj —1)/2
= k+23k CY

< k+2k

= 3k,

como queriamos demonstrar. O

Lema 5.1: Para qualquer parte B de V, algum v em {1,...,p—1} é bom
para B.

Prova: De acordo com o lema acima, existe v em {1,...,p—1} tal que
k? bj 2/1.2 _
=1 G < KRS = 1.

Portanto, ng = 0 para todo j e assim |B;| <1 para todo j. Logo v é bom para B. O
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