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ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î Ú.Ä
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ÞIÚ�ÈÊÍ�ÄÆÑ�ÎXÃ ó Ç{Ä�Ç.Ñ ÃÓÇ.Ï.ÅXÍ�Ò>ñòÎ
H
Ú.Ä

G
�
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ËÓÈÊÔ[ÄÆÍ�ÄÆÑ·×rÎ_Í�ÄrÃ�Ú�ÈsÃÓËÓÈÊÉnË�Ò_Ã ø
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ÅXÍ�Ò>ñzÎ
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Þ.Ç.Ñ�Ò�ñzÇ.É{ØyÜ_Î/ô�ÌIÄrÃ�Î

w ≥ 0
Ã�Î_Ï.Í�Ä�Ò_Ã�Ò/Í�ÄrÃÓË�Ò_Ã�Ú.Ä

G
Þ{ÄaÇ.Ñ�Ò

k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î

c
Ú.Ä

VG

Þ.ÄÆÉ{×rÎ_ÉnËÓÍ�Ò/Í�Ç.Ñ�Ò�ÃÓÇ.Ï�ô
Õ/ÍÓÔ[Î_Í�Ä�Ñ�Ç.ÐÊËÓÈs×rÎ_ÐsÎ_ÍÓÈsÚ{Ò

H
Ú.Ä

G
Þ�×rÎ_Ñ

k
Ô �ÆÍÓËÓÈs×rÄrÃyÞ�Ì£Ò/Í�Ò�Ò ó Ç£Ò/Ð w(H)

Ã�Ä&��Ò�Ñ��ÊÉ.ÈÊÑ�Î ø98
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Î÷ÌIÄrÃ�Î

w(H)
Ú.Ä�Ç.Ñ�ÒSÃ�Î_ÐÊÇ{ØyÜ_Î

H ø � Ã�ÃÓÈÊÑSÞ�Î÷Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�ÎìÄrÃÓÏIÎ�ØyÒ_Ú.Î÷Ò/Ï£Ò/È � ÎSÍ�Är×rÄÆÏ2Ä G
Þ
w
Ä

kÄ�Ú.ÄÆÔ[Î_ÐÊÔ[Ä�Î Ì2ÄrÃ�Î Ú.Ä�Ç.Ñ�Ò Ã�Î_ÐÊÇ{ØyÜ_Î,Ú.Ä ë�í�î�ï
(G,w, k) ø 
 î Ä�ÄrÃ�Ã�Ò�ÈÊÉ{ÃÓË��/É{×ÆÈÖÒ Ú.Î Ì.Í�Î_Ï.ÐsÄÆÑ�Ò É£Ü_ÎËÓÈÊÔ[ÄÆÍ�Ã�Î_ÐÊÇ{ØyÜ_Î.Þ{Ú.ÄÆÔ[Î_ÐÊÔ[Ä ∞ ø �

:<;yåKä6%[ä�0mä>=�æ@?)ä£ã/-,+pè äA2 �434���
� 2 �47CB@DFE
(G,w, k)ú

min := ∞� Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò
k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î

c
Ú.Ä

VG

ñ�Ò_ØyÒ
V

h :=
2 �434���65�7K� ë�íüî�ï

(G,w, k, c)S Ã�Ä
h < min

ÄÆÉnË�Ü_Î
min := h

` Ú.ÄÆÔ[Î_ÐÊÔXÒ
min

î Ä�ÈÊÑ�Ì.ÐsÄÆÑ�ÄÆÉnË�Ò/ÍÓÑ�ÎXÃ�Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò ��ÐÊÈÊË�ÄÆÍ�Ò/ÐÊÑ�ÄÆÉBË�ÄXÞ=Î�×rÎ_É{ÃÓÇ.Ñ�Î�Ú.Ä�Ë�ÄÆÑ�Ì2Î�Ú.Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î Ã�ÄÆÍ�Õ�ÈÊÉ£Ò_×rÄÆÈ�ô
Ë�ÕyÔ[ÄÆÐ�Þ{Ç.Ñ�Ò�Ô[ÄÆÛ ó Ç{Ä�Î�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ú.Ä k

ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃ�Ú.Ä
VG

�
kn øHG ÄÆÍ�ÄÆÑ�ÎXÃ�É£Ò_Ã�Ã�ÄrØrÙ�ÄrÃ ` ÒJI ó Ç{Ä �Ì2ÎXÃ�Ã �ÊÔ[ÄÆÐ=ÈÊÑ�Ì.ÐsÄÆÑ�ÄÆÉBË�Ò/ÍaÒ�ÐÊÈÊÉ*�£Ò ��Ú.ÄaÑ�ÎBÚ.Î�Ò�Ä � Ò/Ñ�ÈÊÉ£Ò/Í�Ò/Ì2ÄÆÉ£Ò_Ã 2O(k) n

×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃ ø
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c(VH) = {1, . . . , k}

j �nm ilk_PBhYz�|roM�swBzr|Yy9deX�w h keNDhry � ov�IkszDt/k�o �q{/y�uxk&yI{Ao �pmkeNDhry � ov�9qszr�&y�o����6o��ro�{lt/yI�shY��o {/uxkszDt/k�k � y�|YkszDt/k�ilk�t/wW|qwBi�wBi��%ksilwviR}�wv{/ksu�k&i'tl{/yItAo�uxkszDt/kd�%wBily�t/y � wBi �
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ÃÓÇ.Ï2×rÎ_É��1Ç.ÉnË�ÎXÃ�Ú.Ä

VG

Þ2Î&Ì.ÍÓÈÊÑ�ÄÆÈÊÍ�Î
ÄÆÉBÔ[Î_ÐÊÔ[Ä�Ò/Ì2ÄÆÉ£Ò_Ã�Ò�ÄÆÉBÇ.Ñ�ÄÆÍ�Ò_ØyÜ_Î,Ú{Ò_Ã

3k
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nk
Ì2Î_Í

Ç.Ñ
ñ�Ò/Ë�Î_Í
3k
Þ ó Ç{Ä ��Ñ�ÄÆÉ{Î_Í ó Ç{Ä 21.6k

Þ�É£Ò�×rÎ_Ñ�Ì.ÐsÄ � ÈsÚ{Ò_Ú.Ä�×rÎ_Ñ�Ì.Ç.Ë�Ò_×ÆÈsÎ_É£Ò/Ð Ú.Î�Ì.Í�Î_Ï.ÐsÄÆÑ�Ò ø
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¿ �1» �
	�½	��½�¼���¾ �	��	m½[� �
��� ¼£»���	�� �
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H
Ä
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c(H ′) = ∅ 
zÚ.Î_É{Ú.Ä

VH ∩ VH′ = ∅ �Pø î Ä÷Ç.Ñ�Ò Ò/Í�ÄrÃÓË�Ò
vv′

Ú.Ä
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Ë�ÄÆÑ Ç.Ñ�Ò�Ì2Î_ÉnË�Ò ÄÆÑ

H
Ä

Î_Ç.ËÓÍ�Ò÷ÄÆÑ
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WÈÊÉ{Ú.Ä � Ò_Ú{Ò�Ì2Î_Í
VG × 2A .

 Î X{Ñ·Ú{Ò�Ä � Är×ÆÇ{ØyÜ_Î�Ú.Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î.Þ{Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò v
ÄÆÑ

VG

Ä�×yÒ_Ú{Ò�Ì£Ò/ÍÓË�Ä
B
Ú.Ä

A
Þ

W [v,B]
��Î�Ì2ÄrÃ�Î�Ñ��ÊÉ.ÈÊÑ�Î�Ú.ÄaÇ.Ñ�Ò�ÃÓÇ.Ï�ôgÕ/ÍÓÔ[Î_Í�Ä�Ñ�Ç.ÐÊËÓÈs×rÎ_ÐsÎ_ÍÓÈsÚ{Ò

H
Ú.Ä

GË�Ò/Ð ó Ç{Ä v ∈ VH

Ä
c(VH) = B

Þ

� ÈsÃ�Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î ó Ç{ÄaÍ�ÄrÃ�Î_ÐÊÔ[Ä�Î�Ì.Í�Î_Ï.ÐsÄÆÑ�Ò 2 � 3F�#�65 7K� ë�í�î�ï á
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A := {1, . . . , k} �


z×rÎ_É��cÇ.ÉBË�Î�Ú.Ä�×rÎ_Í�ÄrÃ �b � Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò
B ⊆ A

ñ�Ò_ØyÒ
b%V Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò

v
ÄÆÑ

VG

ñ�Ò_ØyÒ
brS

W [v,B] := ∞b ` Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò
v
ÄÆÑ

VG

ñòÒ_ØyÒ
b%H

W [v, {c(v)}] := 0b(I Ì£Ò/Í�Ò
j := 2, . . . , k

ñ�Ò_ØyÒ
b � Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò

B ⊆ A
Ë�Ò/Ð ó Ç{Ä |B| = j

ñ�Ò_ØyÒ
b%J Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò

v
ÄÆÑ

VG

ñòÒ_ØyÒ
úWb Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò�Ô�ÈÊÛrÈÊÉ*�{Î
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v
ñòÒ_ØyÒ
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úXú Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò�Ï.ÈÊÌ£Ò/ÍÓËÓÈsØyÜ_Î�Î_Í�Ú.ÄÆÉ£Ò_Ú{Ò
(C,C ′)

Ú.Ä
B
ñòÒ_ØyÒ

ú �
x := W [v, C] + w(vv′) + W [v′, C ′]úWV Ã�Ä

x < W [v,B]
ÄÆÉBË�Ü_Î

W [v,B] := x
ú@S

minw := minv∈VG
W [v,A]ú ` Ú.ÄÆÔ[Î_ÐÊÔXÒ

minw
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Ä�×yÒ_Ú{Ò�Ì£Ò/ÍÓË�Ä
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Þ
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��Î�Ì2ÄrÃ�Î�Ñ��ÊÉ.ÈÊÑ�Î Ú.Ä�Ç.Ñ�Ò&Õ/ÍÓÔ[Î_Í�Ä
Ñ�Ç.ÐÊËÓÈs×rÎ_ÐsÎ_ÍÓÈsÚ{Ò
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Ä
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��Ç.Ñ�Ò÷ÃÓÇ.Ï�ôgÕ/ÍÓÔ[Î_Í�Ä
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Ç.É.ÈsÚ{Ò_Ú.ÄrÃ�Ú.Ä±Ë�ÄÆÑ�Ì2Î ø� Å[Î_Í�Ò�×rÎ_É{Ã�ÈsÚ.ÄÆÍ�Ä§Î�Ì.Í�ÎB×rÄrÃ�Ã�Î�ÈÊË�ÄÆÍ�Ò/ËÓÈÊÔ[Î�Ì.ÍÓÈÊÉ{×ÆÈÊÌ£Ò/Ð�Þ ó Ç{Ä�Î�×ÆÇ.Ì£Ò�Ò_Ã±ÐÊÈÊÉ*�£Ò_Ãcb(I �)úWV ø � Ã5ÐÊÈÊÉ*�£Ò_Ãxb%J.�)úWbñ�Ò/ÛyÄÆÑß×rÎ_Ñ ó Ç{Äa×yÒ_Ú{Ò�Ò/Í�ÄrÃÓË�Ò�Ú.Ä G
Ã�Ä&��Ò�Ô�ÈsÃÓÈÊË�Ò_Ú{Ò�Ä � Ò/Ë�Ò/Ñ�ÄÆÉnË�Ä�Ú�Ç£Ò_Ã�Ô[ÄÆÛyÄrÃyÞ.Ä�Ò_Ã�ÃÓÈÊÑ
×rÎ_ÉnËÓÍÓÈÊÏ.Ç{ÄÆÑ

Ç.Ñ©ñòÒ/Ë�Î_Í
n(n− 1)

Ì£Ò/Í�Ò�Î�×rÎ_É{ÃÓÇ.Ñ�Î�Ú.Ä�Ë�ÄÆÑ�Ì2Î ø � ÐÊÈÊÉ*�£Ò b ��ñ�Ò/Û§×rÎ_Ñ ó Ç{Ä�×yÒ_Ú{Ò�ÃÓÇ.Ï2×rÎ_É��cÇ.ÉBË�Î�Ú.ÄË�Ò/Ñ�Ò/É*�{Î
j
Ú.Ä

A
Ã�Ä&��Ò�Ä � Ò/Ñ�ÈÊÉ£Ò_Ú.Î�Ç.Ñ�Ò�Ô[ÄÆÛ[Þ£Ä�Ò_Ã�ÃÓÈÊÑ·×rÎ_ÉBËÓÍÓÈÊÏ.Ç.È Ç.Ñ
ñ�Ò/Ë�Î_Í

Ck
j

Ì£Ò/Í�Ò�Î�×rÎ_É{ÃÓÇ.Ñ�Î
Ú.Ä�Ë�ÄÆÑ�ÌIÎ ø � ÐÊÈÊÉ*�£ÒSúXú�×rÎ_ÉnËÓÍÓÈÊÏ.Ç.ÈmÇ.Ñßñ�Ò/Ë�Î_Í

2j ø � ×rÎ_ÉnËÓÍÓÈÊÏ.Ç.ÈsØyÜ_Î ×rÎ_Ñ�Ï.ÈÊÉ£Ò_Ú{Ò�Ú{Ò_Ã�ÐÊÈÊÉ*�£Ò_Ã$b(I�ÞUb �
Ä�úXú �aÑ�ÄÆÉ{Î_Í ó Ç{Ä ∑k

j=1 Ck
j 2j = 3k ø �mÎ_ÍÓË�Ò/ÉnË�Î.ÞIÎ�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�×rÎ_É{Ã�Î_Ñ�Ä�Ë�ÄÆÑ�ÌIÎ O(3k n2) ø 2

� � ��¼2½ 	�¿�¼�� ¾ �¥¿ ��� 	m½	��½�¼
��ÀmÁ�½��(» �^���

î Ä&��Ò
H
Ç.Ñ�Ã�Ç.Ï.ÅXÍ�Ò>ñzÎ�Ú.Ä

G
×rÎ_Ñ

k
Ô �ÆÍÓËÓÈs×rÄrÃpÞnÌ2Î_Í~Ä � ÄÆÑ�Ì.ÐsÎ�Ç.Ñ�Ò�Ã�Î_ÐÊÇ{ØyÜ_Î�Ú.Î ë�í�î�ï (G,w, k) ø î Ä×rÎ_ÐsÎ_ÍÓÈÊÍÓÑ�ÎXÃ�ÎXÃ(Ô �ÆÍÓËÓÈs×rÄrÃ�Ú.Ä

G
Ò/ÐsÄyÒ/Ë�Î_ÍÓÈÖÒ/Ñ�ÄÆÉnË�Ä�×rÎ_Ñ

k
×rÎ_Í�ÄrÃyÞ{Ò�Ì.Í�Î_Ï£Ò/Ï.ÈÊÐÊÈsÚ{Ò_Ú.Ä�Ú.Ä ó Ç{Ä H

Í�ÄrÃÓÇ.ÐÊË�Ä
Ñ�Ç.ÐÊËÓÈs×rÎ_ÐsÎ_ÍÓÈsÚ.Î �

k!

kk
,

Ì2Î_ÈsÃx�£Õ
kk

Ú�È�ñòÄÆÍ�ÄÆÉnË�ÄrÃ
k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃ�Ú.Ä

H
Ä

k!
Ú.ÄÆÐÖÒ_Ã�Ë�Î_ÍÓÉ£Ò/Ñ

H
Ñ�Ç.ÐÊËÓÈs×rÎ_ÐsÎ_ÍÓÈsÚ.Î ø Â�Ï{Ã�ÄÆÍÓÔ[Ä ó Ç{Ä

k!

kk
>

1

ek
>

1

2.72k
>

1

21.5 k
.

`



�mÎ_ÍÓË�Ò/ÉnË�Î.Þ)×rÎ_Ñ©ÅXÍ�Ò/É{Ú.ÄaÌ.Í�Î_Ï£Ò/Ï.ÈÊÐÊÈsÚ{Ò_Ú.ÄXÞ.Ç.Ñ�Ò�ÄÆÑ$×yÒ_Ú{Ò
21.5k

×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙBÄrÃ�Ú.Ä
VG

ÄrÃ�×rÎ_Ð��.ÈsÚ{Ò_Ã�Ò/ÐsÄyÒ>ô
Ë�Î_ÍÓÈÖÒ/Ñ�ÄÆÉBË�Ä�Ë�Î_ÍÓÉ£Ò/Ñ

H
Ñ�Ç.ÐÊËÓÈs×rÎ_ÐsÎ_ÍÓÈsÚ.Î ø �mÒ/Í�Ò k = 10

Þ�ÌIÎ_Í�Ä � ÄÆÑ�Ì.ÐsÎ.Þ�ÌIÄÆÐsÎ�Ñ�ÄÆÉ{ÎXÃ�Ç.Ñ�Ò�ÄÆÑß×yÒ_Ú{Ò
215 ×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃ�Ú.Ä G

Ë�Î_ÍÓÉ£Ò/Ñ
H
Ñ�Ç.ÐÊËÓÈs×rÎ_ÐsÎ_ÍÓÈsÚ.Î ø

� É�ñzÄÆÐÊÈÊÛrÑ�ÄÆÉBË�ÄXÞ�×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃSÒ/ÐsÄyÒ/Ë�Ý_ÍÓÈÖÒ_Ã,É£Ü_Î�Ã�Ü_Î¯ÃÓÇ;X£×ÆÈsÄÆÉnË�ÄrÃ Ì£Ò/Í�ÒªÑ�ÎXÃÓËÓÍ�Ò/Í ó Ç{Ä ë�í�î�ï � + ÿ-, ø��Í�Är×ÆÈsÃvÒ/Ñ�ÎXÃ�Ú.Ä÷Ç.Ñ Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�ÎªÚ.ÄÆË�ÄÆÍÓÑ�ÈÊÉ �sÃ�ËÓÈs×rÎ ø �mÒ/Í�ÒêÈsÃ�Ã�Î �,É{Är×rÄrÃ�Ã�Õ/ÍÓÈsÎ.Þ�ÄÆÑ Ë�ÄrÃ�ÄXÞ(Ä � Ò/Ñ�ÈÊÉ£Ò/ÍË�Î�Ú{Ò_Ã�Ò_Ã
k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙBÄrÃ§Ú.Ä

VG ø

� � ½	��½�¼
��ÀmÁ�½ ¾ � ��� ¼)» ��	 � � ��� ¼
�£¿ ��� �	��� ��º 
�� � ¼�� � �1»)½

� Ò/Í�ÒSÍ�ÄÆÔ[ÄÆÐÖÒ/Í�Ç.Ñ+×yÒ/É{Ú�ÈsÚ{Ò/Ë�ÎìÒ,Ã�Î_ÐÊÇ{ØyÜ_Î÷Ú.Î ë�í�î�ï Þ=É£Ü_Î ��Ì.Í�Är×ÆÈsÃ�ÎSÄ � Ò/Ñ�ÈÊÉ£Ò/Í�Ë�Î�Ú{Ò_Ã�Ò_Ã�×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò>ôØrÙ�ÄrÃ�Ú.Ä
VG ø Q�Ò_ÃÓË�Ò÷Ä � Ò/Ñ�ÈÊÉ£Ò/Í�Ç.Ñ�Ò,ñ�Ò/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ c1, . . . , cN

Ú.Ä&×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙBÄrÃ ó Ç{Ä�Ë�ÄÆÉ*�£ÒìÒSÃ�ÄÆÅXÇ.ÈÊÉBË�ÄÌ.Í�Î_Ì.ÍÓÈsÄrÚ{Ò_Ú.ÄXá

Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò�ÃÓÇ.Ï2×rÎ_É��cÇ.ÉBË�Î
K
Ú.Ä

VG

×rÎ_Ñ
k
Ô �ÆÍÓËÓÈs×rÄrÃyÞ£Ò/ÐÊÅXÇ.Ñ�Ò�×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î

ci

Ë�Î_ÍÓÉ£Ò
KÑ�Ç.ÐÊËÓÈs×rÎ_ÐsÎ_ÍÓÈsÚ.Î ø

ð§ÈÊÛÆô|Ã�Ä ó Ç{Ä�Ç.Ñ�ÒSË�Ò/Ð5ñ�Ò/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ÷Ú.Ä&×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙBÄrÃ � CV
k

ô�Ì2ÄÆÍ1ñzÄÆÈÊË�Ò ø � Ì.Í�ÄrÃ�ÄÆÉnË�Ä Ã�ÄrØyÜ_ÎìÚ.ÄrÃ�×ÆÍ�ÄÆÔ[Ä�Ç.Ñ�Ò
ñ�Ò/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ

CV
k

ô�Ì2ÄÆÍ1ñzÄÆÈÊË�Ò ø � Ã�Ã�Ò�Ì.ÍÓÈÊÑ�ÄÆÈÊÍ�Ò�ñòÒ/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ ��Ñ�Ç.ÈÊË�Î ÅXÍ�Ò/É{Ú.Ä�Ì£Ò/Í�Ò�É{ÎXÃ�Ã�Ò_Ã§É{Är×rÄrÃ�ÃÓÈsÚ{Ò_Ú.ÄrÃpÞ2Ñ�Ò_ÃÌ.Í�ÄÆÌ£Ò/Í�Ò�Î�Ë�ÄÆÍÓÍ�ÄÆÉ{Î�Ì£Ò/Í�Ò�Ç.Ñ�Ò�Ã�ÄÆÅXÇ.É{Ú{Ò�ñ�Ò/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ�Þ�ÃÓÇ;X£×ÆÈsÄÆÉnË�ÄÆÑ�ÄÆÉBË�Ä�Ì2Ä ó Ç{ÄÆÉ£Ò�Þ.Ò�Ã�ÄÆÍ�×rÎ_É{ÃÓËÓÍÓÇ �sÚ{Ò�É£ÒÌ.Í�Ý � ÈÊÑ�Ò�Ã�ÄrØyÜ_Î ø�mÎ_Í�Í�Ò/ÛyÙ�ÄrÃ�Ë �r×ÆÉ.Ès×yÒ_ÃpÞ ��Ñ�Ò/ÈsÃ§ÃÓÈÊÑ�Ì.ÐsÄrÃ�×rÎ_É{Ã�ËÓÍÓÇ.ÈÊÍ�Ç.Ñ�Ò�ñ�Ò/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ�Ì2ÄÆÍ1ñzÄÆÈÊË�Ò�Ã�Ä�ËÓÈÊÔ[ÄÆÍÓÑ�ÎXÃ�Ñ�Ò/ÈsÃ ó Ç{Ä k×rÎ_Í�ÄrÃ ø " Ã�Ò/Í�ÄÆÑ�ÎXÃ 3k
×rÎ_Í�ÄrÃ�É{ÄrÃÓË�Ò�Ã�ÄrØyÜ_Î ø

�,é&;	� -�
 ?
�~çBã	�gç -1+yä�� î Ä&��Ò
K
Ç.Ñ�Ò Ì£Ò/ÍÓË�Ä�Ú.Î÷×rÎ_É��cÇ.ÉBË�ÎSÚ.Ä�Ô �ÆÍÓËÓÈs×rÄrÃ��

V := {1, . . . , n} ø î Ä c��Ç.Ñ�ÒS×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_ÎìÚ.Ä
V
Ä

v
��Ç.Ñ ÄÆÐsÄÆÑ�ÄÆÉnË�ÎüÚ.Ä

V
Þ Ú�ÈÊÍ�ÄÆÑ�ÎXÃ ó Ç{Ä c(v)

��Òp# ä£ã Ú.Ä
v ø " Ñ�Ò

×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î
c
Ú.Ä

V
�

K
ô �~çBã	�gç -1+yé Ã�Ä�ÃÓÇ£Ò�Í�ÄrÃÓËÓÍÓÈsØyÜ_Î,Ò

K
ñòÎ_Í§ÈÊÉ��1ÄÆËÓÈÊÔXÒ�Þ)Î_ÇüÃ�Ä&��Ò�Þ)Ã�Ä

c(v) 6= c(v′)Ì£Ò/Í�Ò�Ë�ÎBÚ.Î�Ì£Ò/Í
(v, v′)

Ú.Ä�ÄÆÐsÄÆÑ�ÄÆÉnË�ÎXÃaÚ�ÈsÃÓËÓÈÊÉBË�ÎXÃ�Ú.Ä
K ø � Ñ Î_Ç.ËÓÍ�Ò_Ã�Ì£Ò/ÐÖÒrÔ�Í�Ò_ÃyÞ

c
�

K
ô�ÌIÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�Ò�Ã�Ä

É£Ü_Î�Ò/ËÓÍÓÈÊÏ.Ç.È Ç.Ñ�Ò�Ñ�ÄrÃÓÑ�Ò�×rÎ_Í�Ò�Ú.Î_ÈsÃ�Ú�È�ñzÄÆÍ�ÄÆÉBË�ÄrÃ�ÄÆÐsÄÆÑ�ÄÆÉBË�ÎXÃ�Ú.Ä
K ø

� Ñ Ë�ÄÆÍÓÑ�ÈÊÉ{Î_ÐsÎ_ÅXÈÖÒ Ñ�Ò/ÈsÃ�ËÓÍ�Ò_Ú�Ès×ÆÈsÎ_É£Ò/Ð�Þ�Ç.Ñ�Ò ×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î
K
ô�Ì2ÄÆÍ1ñzÄÆÈÊË�Ò���×rÎ_É*�{Är×ÆÈsÚ{Ò÷×rÎ_Ñ�Î � é&;��4-�
C?

�~çBã	�gç -1+yä Î_Ç � é&;	� -�
 ?�;pçBè # äIæ@-@;��=ç ; ø í Ò_Ã(ÄrÃ�ÃvÒ�Ë�ÄÆÍÓÑ�ÈÊÉ{Î_ÐsÎ_ÅXÈÖÒ�É£Ü_Î�Ì£Ò/Í�Är×rÄ�Ò/Ì.Í�Î_Ì.ÍÓÈÖÒ_Ú{Ò�Ì£Ò/Í�Ò�ÎÌ.Í�ÄrÃ�ÄÆÉBË�Ä�×rÎ_ÉBË�Ä � Ë�Î ø
 ÄrÃÓË�Ò§ÃÓÇ.Ï{Ã�ÄrØyÜ_Î.ÞXÉ{ÎXÃ�Ã�Î�Î_Ï;�ÓÄÆËÓÈÊÔ[Î �(×rÎ_É{ÃÓËÓÍÓÇ.ÈÊÍ�Ç.Ñ Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î ó Ç{Ä±ÈÊÑ�Ì.ÐsÄÆÑ�ÄÆÉBË�Ä�Ç.Ñ�Ò 3k

ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î
K
ô�ÌIÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�Ò�Þ Ã�ÄÆÉ{Ú.Î

k := |K| ø � Î,Í�Är×rÄÆÏIÄÆÍ ó Ç£Ò/Ð ó Ç{ÄÆÍ�Ô �ÆÍÓËÓÈs×rÄ v
ÞmÎSÒ/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î÷Ú.ÄÆÔ[Ä�Ú.ÄÆÔ[Î_ÐÊÔ[ÄÆÍ�Ò

×rÎ_Í�Ú.Ä
v ø

� Î_Ñ�Är×rÄÆÑ�ÎXÃ�Ì2Î_Í�Ú�ÈsÃ�×ÆÇ.ËÓÈÊÍ�Ú.Î_ÈsÃ~Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�ÎXÃ~Ý_ÏnÔ�ÈsÎXÃ Ñ�Ò_ÃmÈÊÉ{Ã�Ò/ËÓÈsÃ1ñ�Ò/Ë�Ý_ÍÓÈsÎXÃ ø î Ç.ÌIÎ_É*�£Ò ó Ç{Ä v1, . . . , vkÃ�Ü_ÎìÎXÃ�ÄÆÐsÄÆÑ�ÄÆÉnË�ÎXÃ�Ú.Ä
K ø� ÎXÃ�Ã�ÎSÌ.ÍÓÈÊÑ�ÄÆÈÊÍ�ÎêÒ/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�Ò/ËÓÍÓÈÊÏ.Ç.È�×rÎ_Í i

Ò_Î;Ô �ÆÍÓËÓÈs×rÄ
vi


@Ì£Ò/Í�Ò
i =

��� o �q{/ksilkszDt/k�ilk_d_XvwYp%o z�o t/hY{/k_Msoc|YwviRk&��k&uxkszDt/wBi�|Yk
V h y�{l{/ks�Ik � ovzDt/kBpYhru�o � k_M NDhYkdoviRo�{/k&i'tAovi#|YwgP�{Ao�}�wxicXvwy9PBzrw�{AoB|Yovi ��m yIz�|Yo�ovililyIu�pr�swBzDt/yIzWh�o�{/k&uxwBi�oc|qyZM&k&{ NWhYk�wBi�ks�Iksuxk&zWt/wvi�|Yk V

icX�w������ �"!$#�%�& �
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1, . . . , k � Ä;Ç.Ñ�Ò�×rÎ_Í ó Ç£Ò/Ð ó Ç{ÄÆÍ÷Ò_ÎXÃ&Ô �ÆÍÓËÓÈs×rÄrÃSÄÆÑ V \ K ø �mÒ/Í�Ò¯ÈÊÑ�Ì.ÐsÄÆÑ�ÄÆÉBË�Ò/Í÷ÄrÃ�Ã�Ò ÈsÚ �ÆÈÖÒ�Þ§Î
Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�ÎüÚ.ÄÆÔ[Ä�Ë�ÄÆÍ�Ò_×rÄrÃ�Ã�ÎìÒ,Ç.Ñ�ÒSË�Ò/ÏIÄÆÐÖÒ

A[1 . . n]
Ë�Ò/Ð ó Ç{Ä A[vi] = i

Ì£Ò/Í�Ò÷Ë�ÎBÚ.Î
i
Ä

A[v]
�

Ò/ÍÓÏ.ÈÊËÓÍ�Õ/ÍÓÈsÎaÌ£Ò/Í�Ò
v
ÄÆÑ

V \K ø 
�Â]Ë�ÄÆÑ�Ì2Î�É{Är×rÄrÃ�Ã�Õ/ÍÓÈsÎ�Ì£Ò/Í�Ò§Ò�×rÎ_É{ÃÓËÓÍÓÇ{ØyÜ_ÎaÚ{Ò�Ë�Ò/Ï2ÄÆÐÖÒ �~ÈÊÍÓÍ�ÄÆÐsÄÆÔXÒ/ÉnË�Ä ø �Â Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�Ç{ÃvÒ�ÄrÃ�Ã�Ò�Ë�Ò/ÏIÄÆÐÖÒ�Ì£Ò/Í�Ò�Ò/ËÓÍÓÈÊÏ.Ç.ÈÊÍmÇ.Ñ�Ò�×rÎ_ÍmÒ ó Ç£Ò/Ð ó Ç{ÄÆÍ Ô �ÆÍÓËÓÈs×rÄ v
ÄÆÑ Ë�ÄÆÑ�ÌIÎ§×rÎ_É{ÃÓË�Ò/ÉnË�Ä ø

� É�ñzÄÆÐÊÈÊÛrÑ�ÄÆÉBË�ÄXÞ�ÒüË�Ò/Ï2ÄÆÐÖÒ�ÎB×ÆÇ.Ì£Ò�Ñ�Ç.ÈÊË�ÎêÄrÃÓÌ£Ò_ØrÎ.Þ(Î ó Ç{Ä Ë�Î_ÍÓÉ£ÒêÎêÒ/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�ÎªÈÊÉ£Ò_×rÄÆÈÊË�ÕrÔ[ÄÆÐ ø  ÎXÃ�Ã�ÎÃ�ÄÆÅXÇ.É{Ú.Î,Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î,ÃÓÇ.Ì2Ù�Ä ó Ç{Ä v1 < · · · < vk

Ä�Ç{Ã�Ò�Ç.Ñ�Ò�Ë�Ò/Ï2ÄÆÐÖÒ
B[1 . . k]

Ë�Ò/Ð ó Ç{Ä B[i] = vi ø� Î�Í�Är×rÄÆÏ2ÄÆÍ
v
Þ(Î Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�ÎªÄ � Är×ÆÇ.Ë�ÒüÇ.Ñ�ÒêÏ.Ç{Ã�×yÒüÏ.ÈÊÉ£Õ/ÍÓÈÖÒêÉ£ÒüË�Ò/ÏIÄÆÐÖÒ�Ì£Ò/Í�Ò�ÄÆÉ{×rÎ_ÉnËÓÍ�Ò/Í vi ó Ç{ÄÑ�ÈÊÉ.ÈÊÑ�ÈÊÛyÄ |v − vi|

Ä�Ò/ËÓÍÓÈÊÏ.Ç.È2×rÎ_Í
i
Ò

v ø � Ñ�ÏIÎ_Í�Ò�Ò�Ë�Ò/Ï2ÄÆÐÖÒ B
Î�×ÆÇ.Ì2Ä�Ì2Î_Ç{×rÎ�ÄrÃ�Ì£Ò_ØrÎ.Þ.Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î

×rÎ_É{Ã�Î_Ñ�Ä&Ñ�Ç.ÈÊË�Î;Ë�ÄÆÑ�Ì2Î.á�×rÄÆÍ�×yÒìÚ.Ä
lg k

Î_ÌIÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃ�Ò/ÍÓÈÊËÓÑ �ÆËÓÈs×yÒ_Ã�Ä�×rÎ_Ñ�Ì£Ò/Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃ�É{Î;Ì.ÈsÎ_Í�×yÒ_Ã�Î ø
� Ã�Ã�Î�Ë�Î_ÍÓÉ£Ò�É{ÎXÃ�Ã�Î�Ã�ÄÆÅXÇ.É{Ú.Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�ÈÊÉ£Ò_×rÄÆÈÊË�ÕyÔ[ÄÆÐ ø
� Ç{ÄÆÍ�ÄÆÑ�ÎXÃmÇ.Ñ Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î§×ÆÇ��ÓÒ_Ã Ë�Ò/ÏIÄÆÐÖÒ_Ã ÈÊÉnË�ÄÆÍÓÉ£Ò_ÃmË�ÄÆÉ*�£Ò/Ñ

O(k)
ÉBö.Ñ�ÄÆÍ�ÎXÃmÍ�Ò/ÛyÎ[ÒrÔ[ÄÆÐÊÑ�ÄÆÉnË�Ä±Ì2Ä ó Ç{ÄPôÉ{ÎXÃ 
@Ë�ÎBÚ.ÎXÃ ÄÆÉBËÓÍ�Ä

1
Ä

2n
Þ_Ú�ÈÊÅnÒ/Ñ�ÎXÃ � Ä ó Ç{Ä5Ã�Ä&��Ò�×yÒ/Ì£Ò/Û(Ú.Ä5×yÒ/Ðs×ÆÇ.ÐÖÒ/Í�Ò�×rÎ_Í Ú.Ä ó Ç£Ò/Ð ó Ç{ÄÆÍmÄÆÐsÄÆÑ�ÄÆÉBË�Î§Ú.Ä

V
×rÎ_Ñ�Ç.Ñ©Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î�×rÎ_É{ÃÓË�Ò/ÉnË�Ä 
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ô�Ì2ÄÆÍ1ñzÄÆÈÊË�Ò�Ú.Ä
3k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃ�Ú.Ä

V ø
=�æ@?£ä)ã\-1+pè ä �
	����13 B9	��
	<5\��� 5�B ��	���� � �

(n, k)b�ú Ã�Ä&��Ò
p
Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�ÄÆÈÊÍ�Î�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�Î�Ñ�Ò/ÈsÎ_Í ó Ç{Ä nb � Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò

β
ÄÆÑ {1, . . . , p−1} ñòÒ_ØyÒb%V Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò�Ô[ÄÆË�Î_Í�Ú.ÄaÏ.ÈÊË�Ã

Q[1 . . 2k−1]
Ú.ÄaÌ2ÎXÃÓË�Î

k−1
ñòÒ_ØyÒ

brS
(b1, . . . , bk) := 
 5��K�47 (Q[1 . . 2k−1])b ` Ã�Ä

b2
1 + · · · + b2

k < 3k
ÄÆÉnË�Ü_Î

b%H Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò�ÄÆÐsÄÆÑ�ÄÆÉnË�Î
(γ1, . . . , γk)

Ú.Ä {1, . . . , p−1}k
ñòÒ_ØyÒ

b(I Ì£Ò/Í�Ò
v := 1, . . . , n

ñ�Ò_ØyÒ
b �

j := M(β, v, p, k)b%J
c(v) := b2

1 + · · · + b2
j−1 + M(γj , v, p, b2

j )úWb ÈÊÑ�Ì.ÍÓÈÊÑ�Ò
c(1), . . . , c(n)

 Ò ÐÊÈÊÉ*�£Ò b%V�ÞmÎ �~ä ; +yä Ú.Ä�Ç.Ñ Ô[ÄÆË�Î_Í�Ú.Ä�Ï.ÈÊË�Ã ��ÎSÉnö.Ñ�ÄÆÍ�ÎìÚ.Ä�ÎB×rÎ_ÍÓÍ [ É{×ÆÈÖÒ_Ã�Ú.Î,Ï.ÈÊË 0
É{Î÷Ô[ÄÆË�Î_Í øï ÎBÚ.Î�Ô[ÄÆË�Î_Í�Ú.Ä�Ï.ÈÊË�Ã�Ú.Ä�Ì2ÎXÃÓË�Î

k − 1
Ë�ÄÆÑ Ò�ñzÎ_ÍÓÑ�Ò

1b1 0 1b2 0 · · · 0 1bk .

� Í�Î_ËÓÈÊÉ£Ò 
 5��K�47;×rÎ_ÉnÔ[ÄÆÍÓË�Ä�Ç.Ñ Ë�Ò/Ð{Ô[ÄÆË�Î_ÍKÉ£Ò�Ã�Ä ó4Z\[ É{×ÆÈÖÒ (b1, . . . , bk) ø 
'��Î_Í±Ä � ÄÆÑ�Ì.ÐsÎ.Þ�Ò_Î�Í�Är×rÄÆÏ2ÄÆÍÎ,Ô[ÄÆË�Î_Í�Ú.Ä�Ï.ÈÊË�Ã
1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0

Þ ó Ç{Ä�Ë�ÄÆÑ ÌIÎXÃ�Ë�Î
5
Þ Ò Í�Î_ËÓÈÊÉ£Ò 
 5��U�47 Ú.ÄÆÔ[Î_ÐÊÔ[Ä�ÒSÃ�Ä ó4Z\[ É{×ÆÈÖÒ

(3, 1, 0, 2, 0, 0) ø �  Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò�brS{Þ 
 5��K� 7 �§Ò/Ì.ÐÊÈs×yÒ_Ú{Ò�Ò�Ç.Ñ�Ô[ÄÆË�Î_Í(Ú.Ä�Ì2ÎXÃÓË�Î
k−1

×rÎ_Ñ
2k−1

Ï.ÈÊË�Ã
Ä�Ì2Î_ÍÓË�Ò/ÉnË�Î

b1 + · · · + bk = k ø
í ÎXÃÓËÓÍ�Ò/Í�ÄÆÑ�ÎXÃ�ÒSÃ�ÄÆÅXÇ.ÈÊÍ ó Ç{Ä�Î÷Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î ��	����@3 B 	��
	[5�����5 B �%	�� ������Ú.Ä�ñ�Ò/Ë�Î,Ì.Í�ÎBÚ�Ç.Û�Ç.Ñ�Ò,ñ�Ò>ô
Ñ��ÊÐÊÈÖÒ

CV
k

ô�Ì2ÄÆÍ1ñzÄÆÈÊË�Ò ø î Ä&�ÓÒ K̇
Ç.Ñ ×rÎ_É��cÇ.ÉBË�Î;Ú.Ä

k
Ô �ÆÍÓËÓÈs×rÄrÃ�Ä�Ã�Ä&��Ò/Ñ

β̇, ḃ1, . . . , ḃk, γ̇1, . . . , γ̇k

ÎXÃ
ÔXÒ/ÐsÎ_Í�ÄrÃ(Ú{Ò_Ã�×rÎ_É{ÃÓË�Ò/ÉnË�ÄrÃ�ÄÆÑ 
nS � Ò/Ì.Í�Î_Ì.ÍÓÈÖÒ_Ú.ÎXÃ�Ì£Ò/Í�Ò K̇ ø � Ç{ÄÆÍ�ÄÆÑ�ÎXÃ�Ñ�ÎXÃÓËÓÍ�Ò/Í ó Ç{ÄaÄÆÑ
Ò/ÐÊÅXÇ.Ñ�Ò�Ú{Ò_Ã
Ä � Är×ÆÇ{ØrÙBÄrÃ5Ú.Î�Ï.ÐsÎ�×rÎ�Ú.Ä�ÐÊÈÊÉ*�£Ò_Ã�b(I � b%J�Ë�ÄÆÑ�ô|Ã�Ä β = β̇

ÏIÄÆÑ©×rÎ_Ñ�Î
bj = ḃj

Ä
γj = γ̇j

Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò
j ø

J



� Ã�Ã�Î ��ÄÆÔ�ÈsÚ.ÄÆÉnË�Ä�×rÎ_Ñ Í�ÄÆÐÖÒ_ØyÜ_Î,Ò
β
Ä

γ1, . . . , γk øM� Î_Ñ�Î ḃ1 + · · · + ḃk = k
ÄÆÑ Ô�ÈÊÍÓËÓÇ{Ú.Ä�Ú.Ä

lV � ÞÎ�Ô[ÄÆË�Î_Í

1ḃ1 0 1ḃ2 0 · · · 0 1ḃk
Ë�ÄÆÑ

2k − 1
Ï.ÈÊË�Ã�Ä�Ã�ÄÆÇ÷Ì2ÎXÃÓË�Î �

k − 1 ø �mÎ_ÍÓË�Ò/ÉnË�Î.Þ2Ç.Ñ·Ú.ÎXÃ�Ô[ÄÆË�Î_Í�ÄrÃ
Ú.Ä§Ï.ÈÊË�Ã(Ä � Ò/Ñ�ÈÊÉ£Ò_Ú.ÎXÃ�É£Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò b%V�×rÄÆÍÓË�Ò/Ñ�ÄÆÉnË�Ä�×rÎ_ÈÊÉ{×ÆÈsÚ.Ä�×rÎ_Ñ ḃ1, . . . , ḃk ø � Ñ
ÃÓÇ.Ñ�Ò�Þ�Ì2ÄÆÐsÎ�Ñ�ÄÆÉ{ÎXÃ
Ç.Ñ�Ò�Ú{Ò_Ã�×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙBÄrÃ�Ì.Í�ÎBÚ�Ç.ÛrÈsÚ{Ò_Ã�ÌIÄÆÐsÎ�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î ��	����@3 B 	��
	[5�����5 B �%	�� ����� �

K̇
ô�ÌIÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�Ò ø

� Ç£Ò/ÉBË�Ò_Ã�×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙBÄrÃ Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î-�
	����@3 B 	��
	[5\��� 5�B �%	���������ÈÊÑ�Ì.ÍÓÈÊÑ�Ä N Â�Ç�Ã�Ä&��Ò�Þ ó Ç£Ò/ÉBË�Ò_ÃmÔ[ÄÆÛyÄrÃÎ�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�Ä � Är×ÆÇ.Ë�Ò�Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò,úWb N � ÈsÃ�Ò_Ã�ÄrÃÓËÓÈÊÑ�Ò/ËÓÈÊÔXÒ_Ãyá
• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò b ��ÈÊÉ{Ú�Ç.Û

p − 1
ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃyÞ

• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò b%V�ÈÊÉ{Ú�Ç.Û � 2k−1
k−1 < 22k−1 ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃ�Ä

• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò b%H�ÈÊÉ{Ú�Ç.Û
(p − 1)k

ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃ ø
� Î_Ñ�Î�Ã�Ä�Ã�Ò/Ï2ÄXÞ{Ä � ÈsÃÓË�Ä�Ç.ÑßÉBö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�Î�ÄÆÉnËÓÍ�Ä

n
Ä

2n ø �mÎ_ÍÓË�Ò/ÉnË�Î p < 2n
Ä�Ò_Ã�ÃÓÈÊÑ·Î�ÉBö.Ñ�ÄÆÍ�Î

Ë�Î_Ë�Ò/Ð Ú.Ä�Ä � Är×ÆÇ{ØrÙ�ÄrÃ�Ú{Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò,úWb �aÑ�ÄÆÉ{Î_Í ó Ç{Ä nk+1 23k ø
� É�ñzÄÆÐÊÈÊÛrÑ�ÄÆÉBË�ÄXÞ�ÄrÃ�Ã�ÄSÉnö.Ñ�ÄÆÍ�Î �;Ñ�Ç.ÈÊË�Î�ÅXÍ�Ò/É{Ú.ÄXÞ�Ñ�Ç.ÈÊË�ÎªÑ�Ò/ÈsÎ_Í ó Ç{Ä Cn

k ø�� Ã�Ã�Î Ò_×rÎ_ÉBË�Är×rÄìÌIÎ_Í ó Ç{ÄÑ�Ç.ÈÊË�Ò_Ã~Ú{Ò_Ã�×rÎ_Ñ�Ï.ÈÊÉ£Ò_ØrÙ�ÄrÃKÚ.Ä(×rÎ_É{ÃÓË�Ò/ÉBË�ÄrÃ~Å[ÄÆÍ�Ò_Ú{Ò_Ã�Ì2ÄÆÐsÎ�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�É£Ü_Î§Ë [ Ñ�Ò�ñòÎ_ÍÓÑ�Ò§ÄrÃÓÌ2Är×ÆÈ X£×yÒ_Ú{Ò
ÄÆÑ 
nS �Pø Â¦Ì.ÍÓÈÊÉ{×ÆÈÊÌ£Ò/ÐIÍ�ÄrÃÓÌIÎ_É{ÃvÕrÔ[ÄÆÐIÌIÎ_Í±ÄrÃ�Ã�Ä(ñ�Ò/Ë�Î �§Ò�ÐÊÈÊÉ*�£ÒMb%H�Ú.Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î ø� Ò�Ã�ÄrØyÜ_Î�Ã�ÄÆÅXÇ.ÈÊÉBË�ÄXÞÚ.ÄrÃ�×ÆÍ�ÄÆÔ[ÄÆÍ�ÄÆÑ�ÎXÃ�Ç.Ñ�ÒüÔXÒ/ÍÓÈÖÒ/ÉnË�Ä,Ú.Ä ����� ó Ç{Ä,Ã�Ç.Ï{ÃÓËÓÈÊËÓÇ.È�ÎXÃ k

ÉBö.Ñ�ÄÆÍ�ÎXÃ
γ1, . . . , γk

ÌIÎ_Í�Ò/Ì2ÄÆÉ£Ò_Ã
1 + blg kc ÉBö.Ñ�ÄÆÍ�ÎXÃ ø

� � ½	��½�¼
��ÀmÁ�½ ��� ¼��)¿ � � �[��� ��º 
 � � ¼ � � �1»I½�� ����¼£»���¹)¹

� Ò/Í�Ò&Î_Ï.Ë�ÄÆÍ�Ç.Ñ�Ò�ñòÒ/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ
CV

k

ô�Ì2ÄÆÍ1ñzÄÆÈÊË�Ò�ÃÓÇ;X£×ÆÈsÄÆÉnË�ÄÆÑ�ÄÆÉBË�Ä�ÌIÄ ó Ç{ÄÆÉ£Ò�Þ£Ã�ÄÆÍ�Õ�Ì.Í�Är×ÆÈsÃ�Î&Î_Ï.Ë�ÄÆÍ�Ç.Ñ Ò/ÐÊÅ[Î/ô
ÍÓÈÊËÓÑ�Î�Ú.Ä$�£Ò_Ã6�.ÈÊÉ.Å�Ñ�Ò/ÈsÃ �|ÌIÎ�Ú.ÄÆÍ�ÎXÃ�Î � ó Ç{Äa� � � ø � Ò/Í�Ò�ñòÒ_×ÆÈÊÐÊÈÊË�Ò/Í�Ò�×rÎ_É{ÃÓËÓÍÓÇ{ØyÜ_Î�Ú.Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î.Þ.Ã�ÄÆÍ�ÕÉ{Är×rÄrÃ�ÃvÕ/ÍÓÈsÎ�Ò/Ç.Ñ�ÄÆÉnË�Ò/Í§Î�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ú.Ä�×rÎ_Í�ÄrÃ�Ú.Ä

3k
Ì£Ò/Í�Ò

6k ø

�Sè ��é&;��4- 
 ? �~çBã	�gç -1+yäêèêç�æ ��ä£ã/é&0mä�� ðaÒ_Ú.Î�Ç.Ñ
ÃÓÇ.Ï2×rÎ_É��1Ç.ÉnË�Î
K
Ú.Ä

V := {1, . . . , n} Þ ó Ç{ÄPôÍ�ÄÆÑ�ÎXÃS×rÎ_É{Ã�ËÓÍÓÇ.ÈÊÍ,Ç.Ñ Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î ó Ç{ÄìÌ.Í�Î�Ú�Ç.ÛpÒ�Ç.Ñ�Ò 6k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î

K
ô�Ì2ÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�Ò¯Ú.Ä

V
Þ�Ã�ÄÆÉ{Ú.Î

k := |K| ø Â Ì£Ò_Ã�Ã�Î�Ì.ÍÓÈÊÉ{×ÆÈÊÌ£Ò/Ð�É{ÄrÃ�Ã�Ò�×rÎ_É{ÃÓËÓÍÓÇ{ØyÜ_Î �aÇ.Ñ�Ò�×rÄÆÍÓË�Ò�Ä � Ë�ÄÆÉ{ÃvÜ_Î�Ú.Î � ÄÆÑ�Ò `�ø úXÞ ó Ç{Ä�Ã�ÄÆÍ�ÕÒ/Ì.ÐÊÈs×yÒ_Ú{Ò�Ò�Ç.ÑßÇ.É.ÈÊÔ[ÄÆÍ�Ã�Î
V ′ Ú�È�ñòÄÆÍ�ÄÆÉnË�Ä�Ú.Ä V ø

î Ä&��Ò
n′ Ç.ÑõÉnö.Ñ�ÄÆÍ�ÎaÉ£Ò/ËÓÇ.Í�Ò/Ð.Ä

p′
Ç.ÑõÉnö.Ñ�ÄÆÍ�ÎaÌ.ÍÓÈÊÑ�Î§Ñ�Ò/ÈsÎ_Í ó Ç{Ä n′ ø ð�ÈÊÍ�ÄÆÑ�ÎXÃ ó Ç{Ä5Ç.Ñ ÉBö.Ñ�ÄÆÍ�Î

γ� +yäIæ@çnã/é&0�ä Ì2Î_Í~Ç.Ñ©Ú{Ò_Ú.Î�ÃÓÇ.ÏI×rÎ_É��1Ç.ÉnË�Î
B
Ú.Ä

V ′ := {1, . . . , n′} Ã�Ä�Ò§ñ@Ç.É{ØyÜ_Î M(γ, ∗, p′, 2|B|2)� Ç.Ñ�ÒìÈÊÉ��ÓÄrØyÜ_Î ó Ç£Ò/É{Ú.ÎüÍ�ÄrÃÓËÓÍÓÈÊË�Ò�Ò B ø Â�Ç]Ã�Ä&��Ò�Þ γ
� Ë�Î_ÐsÄÆÍ�Ò_Ú.Î�Ì2Î_Í

B
Ã�ÄSÒ

2|B|2 ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î
M(γ, ∗, p′, 2|B|2) Ú.Ä V ′ ñòÎ_Í B

ô�Ì2ÄÆÍ1ñzÄÆÈÊË�Ò ø Â�� ÄÆÑ�Ò `�ø ú�Ò_Ú�Ñ�ÈÊË�Ä�Ò�Ã�ÄÆÅXÇ.ÈÊÉnË�Ä�Ä � Ë�ÄÆÉ{Ã�Ü_ÎSùÊú@S_û|á

�~çBè é���� � á��mÒ/Í�Ò ó Ç£Ò/Ð ó Ç{ÄÆÍ5×rÎ_ÐsÄrØyÜ_Î B1, . . . , Bl

Ú.Ä�É£Ü_Î�Ñ�Ò/ÈsÃ ó Ç{Ä n′ ÃÓÇ.Ï2×rÎ_É��1Ç.ÉnË�ÎXÃÚ.Ä
V ′ Þ�Ò/ÐÊÅXÇ.Ñ γ

ÄÆÑ {1, . . . , p′−1} ��Ë�Î_ÐsÄÆÍ�Ò_Ú.ÎSÌ2Î_Í�Ì2ÄÆÐsÎ Ñ�ÄÆÉ{ÎXÃ�Ñ�ÄÆË�Ò_Ú.Ä�Ú.ÎXÃ�ÄÆÐsÄPôÑ�ÄÆÉnË�ÎXÃ§Ú.Ä {B1, . . . , Bl} ø

 � Ì.Í�ÎyÔXÒ�Ú.Î�ÐsÄÆÑ�Ò�Ã�ÄÆÍ�Õ�Î_Ñ�ÈÊËÓÈsÚ{Ò�Þ�ÄÆÑ�Ï2Î_Í�Ò�Ã�Ä&�ÓÒaÄÆÐsÄÆÑ�ÄÆÉBË�Ò/Í ø � Â ÐsÄÆÑ�Ò�Ë�ÄÆÑ¥Ò�Ã�ÄÆÅXÇ.ÈÊÉnË�Ä§×rÎ_É{Ã�Ä óFZ\[ É�ô×ÆÈÖÒ,ùÊú@S_û|á

úWb



� ä£ã/ä)æ��.ã\-@ä ����� á î Ä&��Ò
L := 1 + blg kc ø ð�Ò_Ú.ÎXÃ�ÃÓÇ.Ï2×rÎ_É��1Ç.ÉnË�ÎXÃ B1, . . . , Bk

Ú.Ä
V ′ ÞÄ � ÈsÃÓË�ÄÆÑ ÉBö.Ñ�ÄÆÍ�ÎXÃ

γ1, . . . , γL

ÄÆÑ {1, . . . , p′−1} Ä��ÊÉ{Ú�Ès×rÄrÃ f1, . . . , fk

×rÎ_Ñ Ô_Ò/ÐsÎ_Í�ÄrÃ
ÄÆÑ {1, . . . , L} Ë�Ò/ÈsÃ ó Ç{Ä f1 + · · · + fk < 2k

Ä

Bj

Ë�Î_ÐsÄÆÍ�Ò
γfj

Ì£Ò/Í�Ò
j = 1, . . . , k ø

��Í�ÎpÔ_Ò�á î Ä&�ÓÒ
J1

Î÷×rÎ_É��1Ç.ÉnË�Î {1, . . . , k} Ä�Í�ÄÆÌ.ÈÊË�ÒìÒ;Ã�ÄÆÅXÇ.ÈÊÉBË�Ä&×rÎ_É{Ã�ËÓÍÓÇ{ØyÜ_Î÷Ì£Ò/Í�Ò i = 1, 2, 3, . . .î Ä&��Ò
γi

Ç.Ñ Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î,Ë�Î_ÐsÄÆÍ�Ò_Ú.Î Ì2Î_Í§ÌIÄÆÐsÎ&Ñ�ÄÆÉ{ÎXÃaÑ�ÄÆË�Ò_Ú.Ä�Ú.ÎXÃ�ÄÆÐsÄÆÑ�ÄÆÉnË�ÎXÃ�Ú.Ä {Bj : j ∈ Ji} ø 
�Â� ÄÆÑ�Ò H ø ú�ÅnÒ/Í�Ò/ÉBË�Ä�Ò&Ä � ÈsÃ�Ë [ É{×ÆÈÖÒ Ú.Ä�Ç.Ñ Ë�Ò/Ð
γi ø � î Ä&��Ò Ji+1

Î ×rÎ_É��1Ç.ÉnË�ÎSÚ.ÎXÃ
j
ÄÆÑ

Ji

Ë�Ò/ÈsÃ ó Ç{Ä
Bj

É£Ü_Î�Ë�Î_ÐsÄÆÍ�Ò
γi ø ðaÄBX{É£Ò fj := i

Ì£Ò/Í�Ò�Ë�ÎBÚ.Î
j
ÄÆÑ

Ji \ Ji+1 ø�mÎ_Íc�.ÈÊÌIÝ_Ë�ÄrÃ�ÄXÞ |Ji+1| ≤ 1
2 |Ji| ø �mÎ_ÍÓË�Ò/ÉnË�Î.Þ |Ji| ≤ k/2i−1 Ì£Ò/Í�Ò�Ë�ÎBÚ.Î i ≥ 1 ø î ÄÆÅXÇ{ÄPô|Ã�Ä ó Ç{Ä Ji = ∅Ì£Ò/Í�Ò Ë�ÎBÚ.Î

i > L ø � Ã�Ã�ÈÊÑSÞ5Ì2Î�Ú.ÄÆÑ�ÎXÃ�ÈÊÉBË�ÄÆÍÓÍ�Î_Ñ�ÌIÄÆÍSÒê×rÎ_É{Ã�ËÓÍÓÇ{ØyÜ_Î ó Ç£Ò/É{Ú.Î i
Ç.ÐÊËÓÍ�Ò/Ì£Ò_Ã�Ã�Ò/Í

L øï ÄÆÍ�ÄÆÑ�ÎXÃ�Ú.ÄBX{É.ÈsÚ.Î
γ1, . . . , γL

Ä
f1, . . . , fk ød� Î_Ñ�Î fj = i

Ã�Ä�Ä§Ã�Î_Ñ�ÄÆÉnË�Ä§Ã�Ä
j ∈ Ji \Ji+1

ÞBË�ÄÆÑ�ÎXÃ

f1 + · · · + fk =
∑ |Ji \ Ji+1| i

≤ ∑

i |Ji|
≤ ∑

i k/2i−1

= 2k
∑

i/2i

< 2k ,
Î_É{Ú.Ä ∑ Í�ÄÆÌ.Í�ÄrÃ�ÄÆÉnË�Ò ∑L

i=1 ø 2î ÐsÎ_Ë�Ä�ÔXÒ/É � Ñ�Ú.Ä Q±Î[Ò_Ã�ùÊú@S[û Ì.Í�Î_Ì.Ç{Ã�ÄÆÍ�Ò/Ñ Î Ã�ÄÆÅXÇ.ÈÊÉnË�Ä�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�ÎSÚ.Ä
6k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î

K
ô�Ì2ÄÆÍ1ñzÄÆÈÊË�Ò ø

 Î&Ì.ÍÓÈÊÑ�ÄÆÈÊÍ�Î Ì£Ò_Ã�Ã�Î.Þ2Î,Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î,ÄrÃ�×rÎ_Ð��{Ä�Ç.Ñ	ÉBö.Ñ�ÄÆÍ�Î
α ó Ç{Ä�Ã�Ä&��Ò�Ï2Î_Ñ Ì£Ò/Í�Ò

K

zÎ�� ÄÆÑ�Ò `�ø úÅnÒ/Í�Ò/ÉBË�Ä�ÒaÄ � ÈsÃ�Ë [ É{×ÆÈÖÒaÚ.Ä α � Ä�Ò/Ì.ÐÊÈs×yÒ�Ò k2 ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î M(α, ∗, p, k2)

Ò
V ø � Ì£Ò/ÍÓËÓÈÊÍ~Ú.ÄrÃ�Ã�Ä5Ì2Î_ÉnË�Î.ÞÎ�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�Ì£Ò_Ã�Ã�Ò�Ò�ËÓÍ�Ò/Ë�Ò/Í±Î�×rÎ_É��cÇ.ÉBË�Î�Ú.Ä�×rÎ_Í�ÄrÃ {1, . . . , k2} ×rÎ_Ñ�Î�Ã�Ä�ñòÎXÃ�Ã�Ä�Ç.Ñ©É{ÎpÔ[Î�×rÎ_É��1Ç.ÉnË�Î

Ú.Ä�Ô �ÆÍÓËÓÈs×rÄrÃ ø � Ã�Ã�ÈÊÑSÞ£Î�×rÎ_É��1Ç.ÉnË�Î&Ú.Ä�Ô �ÆÍÓËÓÈs×rÄrÃ§Î_ÍÓÈÊÅXÈÊÉ£Ò/Ð V = {1, . . . , n} ��Í�ÄrÚ�Ç.ÛrÈsÚ.Î�Ò_Î�×rÎ_É��1Ç.ÉnË�Î
V ′ := M(α, V, p, k2) ø � Ã�ÃvÒ�Ñ�ÄrÃÓÑ�Ò �g×rÎ_Ñ�Ì.Í�ÄrÃ�Ã�Ü_Î �aËÓÍ�Ò/É{Ã1ñòÎ_ÍÓÑ�Ò K

ÄÆÑ

K ′ := M(α,K, p, k2) .

� Î_Ñ�ÎìÒ,×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î � K
ô�ÌIÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�Ò�Þ Ë�ÄÆÑ�ÎXÃ |K ′| = k ø Â
Î_Ï;�1ÄÆËÓÈÊÔ[Î;Ú.Î÷Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î÷Ì£Ò_Ã�Ã�ÒSÒ,Ã�ÄÆÍ�Ò

Î_Ï.Ë�ÄÆÉ{ØyÜ_ÎüÚ.Ä�Ç.Ñ�Ò
6k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î

K ′ ô�Ì2ÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�ÒSÚ.Ä V ′ ø Â§Ã�Ì£Ò_Ã�Ã�ÎXÃ�ÃÓÇ.Ï{Ã�Ä óFZ ÄÆÉnË�ÄrÃ�Ú.ÎìÒ/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�ÎÃ�Ü_Î�Ã�ÄÆÑ�ÄÆÐ��£Ò/ÉnË�ÄrÃ�Ò_ÎXÃ±Ú.Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î �
	����@3 B 	��
	[5\��� 5�B �%	�������� Ä � Ò/Ñ�ÈÊÉ£Ò_Ú.Î�É£Ò�Ã�ÄrØyÜ_Î `�ø � Ã�ÃÓÈÊÑSÞÎ�Ã�ÄÆÅXÇ.É{Ú.ÎaÌ£Ò_Ã�Ã�Î�Ú.Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�×yÒ/Ðs×ÆÇ.ÐÖÒaÇ.Ñ�Ò
k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î�Ú.Ä

V ′ Ú.ÎaËÓÈÊÌIÎaÈÊÉ{Ú�Ès×yÒ_Ú.ÎaÉ{Î � ÄÆÑ�Ò `�ø � ø
� Ã�Ã�Ò�×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î�ÈÊÉ{Ú�Ç.Û�Ç.Ñ�Ò�Ì£Ò/ÍÓËÓÈsØyÜ_Î B1, . . . , Bk

Ú.Ä
K ′ Þ.Ã�ÄÆÉ{Ú.Î

Bj := {v′ ∈ K ′ : M(β, v′, p′, k) = j} 
 ` �
Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò

j ø� Î�Ë�ÄÆÍ�×rÄÆÈÊÍ�Î�Ì£Ò_Ã�Ã�Î.ÞBÌ£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò�×rÎ_Í j
Þ�Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�×yÒ/Ðs×ÆÇ.ÐÖÒ�Ç.Ñ�Ò

2|Bj |2
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î

Bj

ô�Ì2ÄÆÍ1ñzÄÆÈÊË�Ò÷Ú.Ä
V ′ ø! Î ó Ç£Ò/ÍÓË�ÎSÌ£Ò_Ã�Ã�Î.Þ Î;Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î;ñòÒ/Û �|ËÓÍ�Ò/É{ÃÓÐÖÒ_ØrÙ�ÄrÃ ��Ò/Ì.Í�Î_Ì.ÍÓÈÖÒ_Ú{Ò_Ã�Ú.Ä�Ë�Î�Ú{Ò_ÃÄrÃ�ÃvÒ_Ã�×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙBÄrÃ�Ú.Ä Ñ�ÎBÚ.Î ÒüÎ_Ï.Ë�ÄÆÍ�Ç.Ñ�Ò

6k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î

K ′ ô�ÌIÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�ÒüÚ.Ä V ′ ø � Î_Ñ�ÎêÃ�Ä Ô [ Þ5ÎÒ/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�Ú.ÄÆÌIÄÆÉ{Ú.Ä�Ú{Ò_Ã�×rÎ_É{ÃÓË�Ò/ÉnË�ÄrÃ

L, p, α, p′, β, b1, . . . , bk, s1, . . . , sk, γ1, . . . , γL, f1, . . . , fk ,

lH �

úXú



Î_É{Ú.Ä
k := |K| ø � Ã�Ã�Ò_Ã�×rÎ_É{Ã�Ë�Ò/ÉnË�ÄrÃ§Ã�Ü_Î�Ò_Ã�ÃÓÈÊÑßÚ.ÄBX{É.ÈsÚ.ÎXÃyá
• L

��Î�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î
1 + blg kc Þ

• p
��Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�ÄÆÈÊÍ�Î�ÉBö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�Î�Ñ�Ò/ÈsÎ_Í ó Ç{Ä n

Þ
• α

�aÇ.ÑßÉBö.Ñ�ÄÆÍ�Î�ÄÆÑ {1, . . . , p−1} ÏIÎ_Ñ·Ì£Ò/Í�Ò
K


@Ô[Ä&��Ò � ÄÆÑ�Ò `�ø ú � Þ
• p′

��Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�ÄÆÈÊÍ�Î�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�Î�Ñ�Ò/ÈsÎ_Í ó Ç{Ä k2 Þ
• β

�aÇ.ÑßÉnö.Ñ�ÄÆÍ�Î�ÄÆÑ {1, . . . , p′−1} ó Ç{Ä�Ã�Ò/ËÓÈsÃ1ñ�Ò/Û�Î � ÄÆÑ�Ò `�ø ��×rÎ_Ñ k2 Þ p′ Þ V ′ Ä K ′ É{ÎXÃÌ£Ò/Ì �ÆÈsÃ�Ú.Ä
n
Þ
p
Þ
V
Ä

K
Í�ÄrÃÓÌ2Är×ÆËÓÈÊÔ_Ò/Ñ�ÄÆÉBË�ÄXÞ

• bj

��Ò�×yÒ/Í�Ú�ÈÊÉ£Ò/ÐÊÈsÚ{Ò_Ú.Ä�Ú.Î�×rÎ_É��cÇ.ÉBË�Î
Bj

Ú.ÄBX{É.ÈsÚ.Î�ÄÆÑ 
 ` � Þ
• sj

��Î�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î
2b2

1 + · · · + 2b2
j


@Ô[Ä&��Ò � ÄÆÑ�Ò `�ø � � Þ
• γ1, . . . , γL

Ã�Ü_Î�Énö.Ñ�ÄÆÍ�ÎXÃ�ÄÆÑ {1, . . . , p′−1} Þ
• fj

�aË�Ò/Ð ó Ç{Ä Bj

Ë�Î_ÐsÄÆÍ�Ò
γfj

Ä
• f1 + · · · + fk < 2k


@Ô[Ä&�ÓÒ � Î_Í�Î_ÐÖÕ/ÍÓÈsÎ H ø � �Pø
� Ú.ÄrÃ�×ÆÍÓÈsØyÜ_Î�ñòÎ_ÍÓÑ�Ò/Ð Ú.Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î ��ÃÓÈÊÑ�Ì.ÐsÄrÃyá

=�æ@?£ä)ã\-1+pè ä �U

(v)b

v′ := M(α, v, p, k2)ú
j := M(β, v′, p′, k)�
i := fjV
s0 := 0S Ú.ÄÆÔ[Î_ÐÊÔXÒ

sj−1 + M(γi, v
′, p′, 2b2

j )

Â·Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î;Ë�ÄÆÑ Ò_Ã�Ì.Í�Î_Ì.ÍÓÈsÄrÚ{Ò_Ú.ÄrÃ�Ú.ÄrÃ�Ä&��Ò_Ú{Ò_Ãyá�ÎSÉBö.Ñ�ÄÆÍ�ÎìÚ.Ä�Î_ÌIÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃ�Ò/ÍÓÈÊËÓÑ �ÆËÓÈs×yÒ_Ã�É£Ü_Î;Ú.ÄPô
Ì2ÄÆÉ{Ú.Ä�Ú.Ä

k
É{ÄÆÑ·Ú.Ä

n
Ä�Î�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ú.Ä�×rÎ_É{ÃÓË�Ò/ÉnË�ÄrÃ�
@Ô[Ä&�ÓÒ H � � O(k) ø

�Sè é �|é{è �zæk-@é
CV

k �
�~çBã	�gç -1+yé 0�ç

6k �
# äIæ@ä£ã/é&% �=ç ; � ð�Ò Ñ�ÄrÃÓÑ�Ò ñzÎ_ÍÓÑ�Ò ó Ç{Ä;×rÎ_É{Ã�ËÓÍÓÇ �ÊÑ�ÎXÃ,ÎÒ/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î �
	����13 B9	�� 	<5\��� 5�B �%	�������� Ò�Ì£Ò/ÍÓËÓÈÊÍ Ú.ÎªÒ/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î������ Þ�Ì2ÎBÚ.ÄÆÑ�ÎXÃ&×rÎ_É{ÃÓËÓÍÓÇ.ÈÊÍ&Ç.Ñ

Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î ��	����@3 B 	��
	[5�����5 B �%	����U
õÒ�Ì£Ò/ÍÓËÓÈÊÍ�Ú.Ä �U
 ø
=�æ@?£ä)ã\-1+pè ä �
	����13 B9	��
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(n, k)b�ú Ã�Ä&��Ò
p
Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�ÄÆÈÊÍ�Î�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�Î�Ñ�Ò/ÈsÎ_Í ó Ç{Ä nb � Ã�Ä&��Ò

p
Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�ÄÆÈÊÍ�Î�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�Î�Ñ�Ò/ÈsÎ_Í ó Ç{Ä k2b%V

L := 1 + blg kcbrS Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò
α
ÄÆÑ {1, . . . , p−1} ñ�Ò_ØyÒb ` Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò
β
ÄÆÑ {1, . . . , p′−1} ñ�Ò_ØyÒb%H Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò�Ô[ÄÆË�Î_Í�Ú.Ä�Ï.ÈÊË�Ã

Q[1 . . 2k−1]
Ú.Ä�Ì2ÎXÃÓË�Î

k−1
ñ�Ò_ØyÒ

b(I
(b1, . . . , bk) := 
 5��K� 7 (Q[1 . . 2k−1])b � Ã�Ä

2b2
1 + · · · + 2b2

k < 6k
ÄÆÉBË�Ü_Î

ú �



b%J Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò�ÄÆÐsÄÆÑ�ÄÆÉBË�Î
(γ1, . . . , γL)

Ú.Ä {1, . . . , p′−1}L
ñòÒ_ØyÒ

úWb Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò�Ô[ÄÆË�Î_Í�Ú.Ä�Ï.ÈÊË�Ã
F [1 . . 3k]

Ú.Ä�Ì2ÎXÃÓË�Î
k
ñòÒ_ØyÒ

úXú
(f1, . . . , fk, fk+1) := 
 5��K� 7 (F [1 . . 3k])ú � Ã�Ä

1 ≤ fj ≤ L
Ì£Ò/Í�Ò

j := 1, . . . , k
ÄÆÉnË�Ü_Î

úWV Ì£Ò/Í�Ò
v := 1, . . . , n

ñ�Ò_ØyÒ
ú@S

v′ := M(α, v, p, k2)ú ` j := M(β, v′, p′, k)úWH
i := fjú.I
c(v) := 2b2

1 + · · · + 2b2
j−1 + M(γi, v

′, p′, 2b2
j )ú � ÈÊÑ�Ì.ÍÓÈÊÑ�Ò

c(1), . . . , c(n)

� Ò/Í�Ò�Ñ�ÎXÃÓËÓÍ�Ò/Í ó Ç{Ä§Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�Ì.Í�ÎBÚ�Ç.ÛaÇ.Ñ�Ò�ñòÒ/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ CV
k

ô�ÌIÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�Ò�Þ�Ë�Î_Ñ�Ä§Ç.Ñ$×rÎ_É��1Ç.ÉnË�Î
K̇
Ú.Ä

kÔ �ÆÍÓËÓÈs×rÄrÃ�Ä±Ã�Ä&��Ò/Ñ
β̇, ḃ1, . . . , ḃk, γ̇1, . . . , γ̇L, ḟ1, . . . , ḟk

ÎXÃ�ÔXÒ/ÐsÎ_Í�ÄrÃmÚ{Ò_Ã ×rÎ_É{ÃÓË�Ò/ÉBË�ÄrÃ 
lH � Ò/Ì.Í�Î_Ì.ÍÓÈÖÒ_Ú.ÎXÃÌ£Ò/Í�Ò
K̇ ød( Ì.Í�Är×ÆÈsÃ�Î�Ñ�ÎXÃÓËÓÍ�Ò/Í ó Ç{ÄaÒ/ÐÊÅXÇ.Ñ�Ò�Ú{Ò_Ã(Ä � Är×ÆÇ{ØrÙBÄrÃ±Ú.Î�Ï.ÐsÎ�×rÎ�Ú.Ä�ÐÊÈÊÉ*�£Ò_Ãaú@S\�)ú.I�Ç{Ã�Ò β = β̇

Þ
bj = ḃj

Þ
γi = γ̇i

Ä
fj = ḟj ø � ÃÓË�Î �§Ý_ÏnÔ�ÈsÎ�×rÎ_Ñ$Í�ÄÆÐÖÒ_ØyÜ_Î�Ò

β
Ä

γ1, . . . , γL

Ä ��Õ�ñòÎ_È2Ú�ÈsÃ�×ÆÇ.ËÓÈsÚ.Î�×rÎ_Ñ
Í�ÄÆÐÖÒ_ØyÜ_Î�Ò

b1, . . . , bk

É£Ò�Ã�ÄrØyÜ_Î `�ø P ÄrÃ�Ë�Ò�Ú�ÈsÃ�×ÆÇ.ËÓÈÊÍ f1, . . . , fk ø�� Î_Ñ�Î ḟ1 + · · ·+ ḟk < 2k
Þ�Î�Ô[ÄÆË�Î_Í

1ḟ1 0 1ḟ2 0 · · · 0 1ḟk

Ë�ÄÆÑ Ñ�ÄÆÉ{ÎXÃ ó Ç{Ä 3k−1
Ï.ÈÊË�Ã5Ä(ÌIÎXÃ�Ë�Î

k−1 ø �mÎ_ÍÓË�Ò/ÉnË�Î.Þ.Ò_Î�Ä � Ò/Ñ�ÈÊÉ£Ò/Í~Ë�Î�Ú{Ò_ÃKÎXÃ�Ô[ÄÆË�Î_Í�ÄrÃ5Ú.Ä�Ï.ÈÊË�Ã~Ú.Ä×rÎ_Ñ�Ì.ÍÓÈÊÑ�ÄÆÉBË�Î
3k

Ä�Ì2ÎXÃÓË�Î
k
É£Ò_Ã±ÐÊÈÊÉ*�£Ò_Ã§úWb.�)úXúXÞ.Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�ñòÒ/Ë�Ò/ÐÊÑ�ÄÆÉBË�Ä�ÄÆÉ{×rÎ_ÉnËÓÍ�Ò/Í�Õ

ḟ1, . . . , ḟk ø
� Ã�Ã�Î�ÄÆÉ{×rÄÆÍÓÍ�Ò�Ò�Ì.Í�ÎpÔ_Ò�Ú.Ä ó Ç{Ä�Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�Ì.Í�ÎBÚ�Ç.Û�Ç.Ñ�Ò�ñòÒ/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ CV

k

ô�Ì2ÄÆÍ1ñzÄÆÈÊË�Ò ø
� Î_É{ÃÓÈsÚ.ÄÆÍ�ÄüÒ/Å[Î_Í�ÒªÎêÉnö.Ñ�ÄÆÍ�Î¯Ú.Ä;×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙBÄrÃ&Å[ÄÆÍ�Ò_Ú{Ò_Ã&ÌIÄÆÐsÎ�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î.Þ�Î_Ç¦Ã�Ä&�ÓÒ�Þ(Î Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î¯Ú.ÄÄ � Är×ÆÇ{ØrÙBÄrÃ�Ú{Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò,ú � ø Â�Ï{Ã�ÄÆÍÓÔ[Ä ó Ç{Ä

• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò brS�ÈÊÉ{Ú�Ç.Û
p − 1

ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃyÞ
• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò b ` ÈÊÉ{Ú�Ç.Û p′ − 1

ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃyÞ
• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò b%H�ÈÊÉ{Ú�Ç.Û � 2k−1

k−1 < 22k−1 ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃyÞ
• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò b%J�ÈÊÉ{Ú�Ç.Û

(p′ − 1)L < (p′)1+lg k
ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃyÞ

• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò,úWb�ÈÊÉ{Ú�Ç.Û � 3k
k < 23k

ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃ ø
� Î_Ñ�ÎüÄ � ÈsÃÓË�Ä�Ç.Ñ Énö.Ñ�ÄÆÍ�ÎìÌ.ÍÓÈÊÑ�ÎìÄÆÉnËÓÍ�Ä

n
Ä

2n
Þ�Ë�ÄÆÑ�ÎXÃ

p < 2n ø � É£Ò/ÐsÎ_ÅnÒ/Ñ�ÄÆÉnË�ÄXÞ p′ < 2k2 ø�mÎ_ÍÓË�Ò/ÉnË�Î.ÞIÎ�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ë�Î_Ë�Ò/Ð Ú.Ä�Ä � Är×ÆÇ{ØrÙBÄrÃ�Ú{Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò,ú � ��Ñ�ÄÆÉ{Î_Í ó Ç{Ä

2n · 2k2 · 22k−1 · (2k2)1+lg k · 23k = 2n · 2k2 · exp2(2k − 1) · (2k2)1+lg k · exp2(3k)

= n k4 k2 lg k exp2(lg k + 5k + 2)

= n exp2(4 lg k + 2 lg2 k + lg k + 5k + 2)

= n exp2(5 lg k + 2 lg2 k + 5k + 2) ,

Î_É{Ú.Ä
exp2(x) = 2x ø

úWV



� Î_Ñ�Î 2 lg2 k < k + 19
Ä

5 lg k < k + 8
Þ)Ì2Î�Ú.ÄÆÑ�ÎXÃ§Ú�ÈÊÛyÄÆÍ ó Ç{Ä�Î,Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î&Å[ÄÆÍ�Ò�Ç.Ñ�Ò�ñòÒ/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ

CV
k

ô�ÌIÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�Ò�Ú.Ä
6k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙBÄrÃ§×rÎ_Ñ
Ñ�ÄÆÉ{ÎXÃ ó Ç{Ä

27k+29 n

Ñ�ÄÆÑ�Ï.Í�ÎXÃ ø

� �l�[����� ����� � ¼�� � �1» � ¾ � ����	m½	��½�¼
��À�� � �

� Ã�Ë�ÒüÃ�ÄrØyÜ_Î�ËÓÍ�Ò/É{Ã1ñòÎ_ÍÓÑ�Ò�Ò_Ã 6k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃ&Ú{ÒüÃ�ÄrØyÜ_ÎêÒ/ÉnË�ÄÆÍÓÈsÎ_Í&ÄÆÑ

k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃ ø ��Í�ÄÆÐÊÈÊÑ�ÈÊÉ£Ò/Í1ô

Ñ�ÄÆÉBË�ÄXÞ{×rÎ_ÉnÔ �ÆÑ	Ú�ÈsÃ�×ÆÇ.ËÓÈÊÍ
k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃ

K
ô�ÌIÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�Ò_Ã(Ì£Ò/Í�Ò�Ç.ÑßÃÓÇ.Ï2×rÎ_É��cÇ.ÉBË�Î X � Î K

Ú.Ä
VG

×rÎ_Ñ
k
Ô �ÆÍÓËÓÈs×rÄrÃ ø ð§ÈÊÛÆô|Ã�Ä ó Ç{Ä�Ë�Ò/ÈsÃ�×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃ�ÃvÜ_Î è>-�
 -zè é�-1; ø

�,é&;	� -�
 ? �~çnã �|ç�-,+yä è - 
4-zèêé{æ �  Ü_Î ��Ú�È�ñ �s×ÆÈÊÐ5ËÓÍ�Ò/É{Ã1ñòÎ_ÍÓÑ�Ò/Í�Ò 6k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î

K
ô�ÌIÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�ÒSÚ�ÈsÃ1ô

×ÆÇ.ËÓÈsÚ{ÒüÉ£Ò�Ì.ÍÓÈÊÑ�ÄÆÈÊÍ�Ò�Ì£Ò/ÍÓË�ÄSÚ{ÒüÃ�ÄrØyÜ_ÎªÒ/ÉnË�ÄÆÍÓÈsÎ_Í�ÄÆÑ Ç.Ñ�Ò
k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î

K
ô�Ì2ÄÆÍ1ñzÄÆÈÊË�Ò ø � Ò/Í�Ò�ÈsÃ�Ã�Î.Þ

Ò_×ÆÍ�ÄrÃ�×rÄÆÉBË�Ä�à�ÐÊÈsÃÓË�Ò�Ú.Ä�×rÎ_É{ÃÓË�Ò/ÉnË�ÄrÃ 
lH � ÎXÃ�Ô[ÄÆË�Î_Í�ÄrÃ
R[1 . . 6k]

Ä
S[1 . . 6k] ,

Î_É{Ú.Ä

• R[1 . . 6k]
��Î�Ô[ÄÆË�Î_Í5×yÒ/Í�Ò_×ÆË�ÄÆÍ �sÃÓËÓÈs×rÎ�Ú.Î�ÃÓÇ.Ï2×rÎ_É��1Ç.ÉnË�Î

Γ1∪· · ·∪Γk

Ú.Ä {1, . . . , 6k} Þ�Ã�ÄÆÉ{Ú.Î
Γj

Î�×rÎ_É��cÇ.ÉBË�Î {sj−1 + M(γj , v
′, p′, 2b2

j ) : v′ ∈ Bj}
Ä

• S[h]
��Î�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î

R[1] + · · · + R[h] ø
� Î_Ñ�Î |Γ1 ∪ · · · ∪ Γk| = k

ÞmÎ Ô[ÄÆË�Î_Í
R
Ë�ÄÆÑ Ì2ÎXÃÓË�Î

5k
Þ�Î_Ç Ã�Ä&�ÓÒ�Þ Ë�ÄÆÑ Ä � Ò/Ë�Ò/Ñ�ÄÆÉBË�Ä 5k

Ï.ÈÊË�Ã
0 øÂ�Ï{Ã�ÄÆÍÓÔ[Ä�Ë�Ò/Ñ�Ï �ÆÑ ó Ç{Ä S[h] ∈ {0, 1, . . . , k} ø �mÎBÚ.ÄPô|Ã�Ä�Ú�ÈÊÛyÄÆÍ ó Ç{Ä�Î Ì£Ò/Í (R,S)

��Ç.Ñ�Ò �|Ë�Ò/ÏIÄÆÐÖÒ
Ú.Ä�×rÎ_Ñ�Ì.Í�ÄrÃ�Ã�Ü_Î � ø
� Å[Î_Í�Ò�ËÓÍ�Î ó Ç{Ä�Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î �U
¨Ì2ÄÆÐsÎ�Ã�ÄÆÅXÇ.ÈÊÉBË�ÄXá

=�æ@?£ä)ã\-1+pè ä �U
O�����
(v)b

v′ := M(α, v, p, k2)ú
j := M(β, v′, p′, k)�
i := fjV
s0 := 0S
h := sj−1 + M(γi, v

′, p′, 2b2
j )

` Ã�Ä
S[h] = 0

ÄÆÉBË�Ü_Î�Ú.ÄÆÔ[Î_ÐÊÔXÒ
1
Ã�ÄÆÉ£Ü_Î�Ú.ÄÆÔ[Î_ÐÊÔ_Ò

S[h]

�Sè é �gé{è �zæk-9é
CV

k �
�~çBã	�gç -1+yé 0�ç

k �
# ä)æ@ä£ã/é&% �=ç ; � Â�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î �U
O������Ì2ÎBÚ.Ä�Ã�ÄÆÍ§Ç{Ã�Ò_Ú.Î�Ì£Ò/Í�Ò

Ñ�Î�Ú�È X£×yÒ/Í�Î Ï.ÐsÎ�×rÎ,Ú.Ä�ÐÊÈÊÉ*�£Ò_Ã�úWV.�)ú � Ú.ÎSÒ/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î��
	����@3 B 	��
	[5\��� 5�B �%	��
�U
�Ú.Ä�Ñ�ÎBÚ.Î ó Ç{Ä�ÄÆÐsÄÌ£Ò_Ã�Ã�Ä�Ò�Ì.Í�ÎBÚ�Ç.ÛrÈÊÍ
k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃ ø � ÈsÃ�Î�Í�ÄrÃÓÇ.ÐÊË�Ò_Ú.Î.á

ú@S



=�æ@?£ä)ã\-1+pè ä �
	����13 B9	��
	<5\��� 5�B ��	��
�U
������
(n, k)b�ú Ã�Ä&��Ò

p
Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�ÄÆÈÊÍ�Î�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�Î�Ñ�Ò/ÈsÎ_Í ó Ç{Ä nb � Ã�Ä&��Ò

p
Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�ÄÆÈÊÍ�Î�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ì.ÍÓÈÊÑ�Î�Ñ�Ò/ÈsÎ_Í ó Ç{Ä k2b%V

L := 1 + blg kcbrS Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò
α
ÄÆÑ {1, . . . , p−1} ñ�Ò_ØyÒb ` Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò
β
ÄÆÑ {1, . . . , p′−1} ñ�Ò_ØyÒb%H Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò�Ô[ÄÆË�Î_Í�Ú.Ä�Ï.ÈÊË�Ã

Q[1 . . 2k−1]
Ú.Ä�Ì2ÎXÃÓË�Î

k−1
ñ�Ò_ØyÒ

b(I
(b1, . . . , bk) := 
 5��K� 7 (Q[1 . . 2k−1])b � Ã�Ä

2b2
1 + · · · + 2b2

k < 6k
ÄÆÉBË�Ü_Î

b%J Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò�ÄÆÐsÄÆÑ�ÄÆÉBË�Î
(γ1, . . . , γL)

Ú.Ä {1, . . . , p′−1}L
ñòÒ_ØyÒ

úWb Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò�Ô[ÄÆË�Î_Í�Ú.Ä�Ï.ÈÊË�Ã
F [1 . . 3k]

Ú.Ä�Ì2ÎXÃÓË�Î
k
ñòÒ_ØyÒ

úXú
(f1, . . . , fk, fk+1) := 
 5��K� 7 (F [1 . . 3k])ú � Ã�Ä

1 ≤ fj ≤ L
Ì£Ò/Í�Ò

j := 1, . . . , k
ÄÆÉnË�Ü_Î

úWV Ì£Ò/Í�Ò�×yÒ_Ú{Ò�Ô[ÄÆË�Î_Í�Ú.Ä�Ï.ÈÊË�Ã
R[1 . . 6k]

Ú.ÄaÌIÎXÃ�Ë�Î
5k

ñ�Ò_ØyÒ
ú@S Ì£Ò/Í�Ò

v := 1, . . . , n
ñ�Ò_ØyÒ

ú ` v′ := M(α, v, p, k2)úWH
j := M(β, v′, p′, k)ú.I
i := fjú �
h := 2b2

1 + · · · + 2b2
j−1 + M(γi, v

′, p′, 2b2
j )úWJ

c(v) := R[1] + · · · + R[h]�%b Ã�Ä
c(v) = 0

ÄÆÉnË�Ü_Î
c(v) := 1��ú ÈÊÑ�Ì.ÍÓÈÊÑ�Ò

c(1), . . . , c(n)

� Ç£Ò/ÉBË�Ò_Ã±×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃ±Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î�Ì.Í�ÎBÚ�Ç.Û[Þ�Î_Ç�Ã�Ä&��Ò�Þ ó Ç£Ò/ÉnË�Ò_Ã±Ô[ÄÆÛyÄrÃ(ÒaÐÊÈÊÉ*�£Ò���ú ��Ä � Är×ÆÇ.Ë�Ò_Ú{Ò N � ÈsÃÒ_Ã�ÄrÃ�ËÓÈÊÑ�Ò/ËÓÈÊÔ_Ò_Ãyá

• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò brS�ÈÊÉ{Ú�Ç.Û
p − 1 < 2n

ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃyÞ
• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò b ` ÈÊÉ{Ú�Ç.Û p′ − 1 < 2k2 ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙBÄrÃyÞ
• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò b%H�ÈÊÉ{Ú�Ç.Û � 2k−1

k−1 < 22k−1 ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃyÞ
• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò b%J�ÈÊÉ{Ú�Ç.Û

(p′ − 1)L < (2k2)1+lg k
ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃyÞ

• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò,úWb�ÈÊÉ{Ú�Ç.Û � 3k
k

ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃyÞ
• Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò,úWV�ÈÊÉ{Ú�Ç.Û � 6k

k

ÈÊË�ÄÆÍ�Ò_ØrÙ�ÄrÃ ø
� Î_Ñ�ÎüÃ�Ä Ã�Ò/Ï2ÄXÞ Cn

k ≤ (ne/k)k
Ì£Ò/Í�Ò÷Ë�Î�Ú.Î

n
Ä�Ë�Î�Ú.Î

k
ùÊúWb.Þ Ì ø úWb(I Ipû ø � Ñ Ì£Ò/ÍÓËÓÈs×ÆÇ.ÐÖÒ/ÍyÞ

C3
k ≤

(3e)k < 23.03k
Ä

C6
k ≤ (6e)k < 24.03k ø �mÎ_ÍÓË�Ò/ÉnË�Î.ÞIÎ�ÉBö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ë�Î_Ë�Ò/Ð Ú.Ä�Ä � Är×ÆÇ{ØrÙ�ÄrÃ�Ú{Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò ��ú �Ñ�ÄÆÉ{Î_Í ó Ç{Ä

2n · 2k2 · 22k−1 · (2k2)1+lg k · 23.03k · 24.03k < 29.1k k2 lg k 2lg k k4 22 n

< 29.1k 22 lg2 k 25 lg k 22 n .

ú `



�mÎBÚ.ÄÆÑ�ÎXÃ§×yÒ/Ðs×ÆÇ.ÐÖÒ/Í�ÈsÃ�Ã�Î�Ú.ÄaÑ�Ò/É{ÄÆÈÊÍ�Ò�Ç.ÑßÌ2Î_Ç{×rÎ�Ñ�Ò/ÈsÃ�Ì.Í�Är×ÆÈsÃ�Ò ø ð§Ä�Ò_×rÎ_Í�Ú.Î�×rÎ_Ñ î Ë��/É.Ès×��SùÊú ` û|Þ
� mk

k <
1√
2πk

mmk+ 1

2

(m − 1)(m−1)k+ 1

2

<

√
m

√

(m − 1)k

mmk

(m − 1)(m−1)k

Ì£Ò/Í�Ò�Ë�Î�Ú.Î
m
Þ.Ú.Î_É{Ú.Ä

C
3k
k <

√
3√
2k

33k

22k
<

1.3√
k

22.8k Ä
C

6k
k <

√
6√
5k

66k

55k
<

1.1√
k

24.0k .

�mÎ_ÍÓË�Ò/ÉnË�Î.ÞIÎ�Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î�Ë�Î_Ë�Ò/Ð Ú.Ä�Ä � Är×ÆÇ{ØrÙBÄrÃ�Ú{Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò ��ú ��Ñ�ÄÆÉ{Î_Í ó Ç{Ä
2n · 2k2 · 22k−1 · (2k2)1+lg k · 1.3√

k
22.8k · 1.1√

k
24.0k < 28.8k k2 lg k k3 2lg k 23 n

< 28.8k 22 lg2 k 24 lg k 23 n .

� Î_Ñ�Î 2 lg2 k < k + 19
Ä

4 lg k < k + 5
Þ)Ì2Î�Ú.ÄÆÑ�ÎXÃ§Ú�ÈÊÛyÄÆÍ ó Ç{Ä�Î,Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î&Å[ÄÆÍ�Ò�Ç.Ñ�Ò�ñòÒ/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ

CV
k

ô�ÌIÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�Ò�Ú.Ä
k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙBÄrÃ�×rÎ_ÑßÑ�ÄÆÉ{ÎXÃ ó Ç{Ä

211k+27 n
Ñ�ÄÆÑ�Ï.Í�ÎXÃ ø 
  Ò�Ô[ÄÆÍ�Ú{Ò_Ú.ÄXÞ.ÄrÃ�ÃvÒ�Ú.ÄÆÐÊÈÊÑ�ÈÊË�Ò_ØyÜ_Î��§Ä � ×rÄrÃ�Ã�ÈÊÔ_Ò�ÞBÌIÎ_ÈsÃ5É£Ü_Î�ÄrÃÓË�Ò/Ñ�ÎXÃ±ÐsÄÆÔ_Ò/É{Ú.Î�ÄÆÑ$×rÎ_ÉnË�Ò�Î
ÄPñòÄÆÈÊË�Î�Ú{Ò_Ã�ÐÊÈÊÉ*�£Ò_Ã$b ��Ä�úWV�Ú.Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î ø � ðaÄ�Ñ�ÎBÚ.Î�Ñ�Ò/ÈsÃ�ÅXÍ�ÎXÃ�Ã�ÄÆÈÊÍ�Î.Þ£ÌIÎ�Ú.ÄPô|Ã�Ä�Ú�ÈÊÛyÄÆÍ ó Ç{Ä�Ë�ÄÆÑ�ÎXÃÇ.Ñ�Ò�ñ�Ò/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ

CV
k

ô�ÌIÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�Ò�×rÎ_Ñ
2O(k) n

k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙBÄrÃ ø 
�Â ËÓÍ�Ò/Ï£Ò/Ð��{ÎuÚ.Ä î × �.Ñ�ÈsÚ�ËSÄ î ÈsÄÆÅ[ÄÆÐ�ùÊú �>û§Ì.Í�ÎpÔ_Ò¯Ò�Ä � ÈsÃÓË [ É{×ÆÈÖÒ�Ú.Ä÷Ç.Ñ�Ò ñ�Ò/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ

CV
k

ô�ÌIÄÆÍ1ñòÄÆÈÊË�Ò�Ú.Ä
k
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØrÙ�ÄrÃ§Ò/ÈÊÉ{Ú{Ò�Ñ�ÄÆÉ{Î_ÍyÞ£×rÎ_Ñ	Ò/Ì2ÄÆÉ£Ò_Ã

2O(k) lg2 n
Ñ�ÄÆÑ�Ï.Í�ÎXÃ ø � ×rÎ_É{ÃÓËÓÍÓÇ{ØyÜ_Î

Ä � Ì.Ð �s×ÆÈÊË�Ò�Ú.ÄaÇ.Ñ�Ò�Ë�Ò/Ð=ñòÒ/Ñ��ÊÐÊÈÖÒ�Ç{Ã�Ò�Ò_Ã�ÈsÚ �ÆÈÖÒ_Ã�ÄÆÑ�Ì.Í�ÄÆÅnÒ_Ú{Ò_ÃaÒ_×ÆÈÊÑ�Ò�Þ{Ñ�Ò_Ã�ÐsÄÆÔ_Ò�Ò��g×rÎ_Ñ�Ì.Í�ÄrÃ�Ã�Ü_Î ��Ç.ÑÌ£Ò_Ã�Ã�Î�Ò_Ú�ÈÖÒ/ÉnË�Ä ø �

� ��¿�º�» ��º�¾�½��	�þ¾�¿ �	� ����¼£»�� �

Â Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î 2 �434���
� 2 �47CB@DFE ó Ç{ÄSÄrÃÓÏ2ÎBØyÒ/Ñ�ÎXÃ�É£ÒêÃ�ÄrØyÜ_Î����SÎ�Í�ÄrÃÓÇ.ÐÊË�Ò_Ú.Î�Ú{Ò�ÃÓÇ.Ì2ÄÆÍÓÌ2ÎXÃÓÈsØyÜ_ÎÚ.ÎXÃ�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�ÎXÃ 2 �434���65�7K� ë�íüî�ï Ä �
	����@3 B 	��
	[5\��� 5�B �%	��
�U
O��� ��Ú�ÈsÃ�×ÆÇ.ËÓÈsÚ.ÎXÃ�É£Ò_Ã�Ã�ÄrØrÙ�ÄrÃ-V ÄJI
Í�ÄrÃÓÌ2Är×ÆËÓÈÊÔXÒ/Ñ�ÄÆÉnË�Ä ø � Ò/Í�Ò�Ã�Ç.ÌIÄÆÍÓÌ2Î_Í�ÄrÃ�Ã�ÄrÃ�Ú.Î_ÈsÃ�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�ÎXÃ�Ï£Ò_ÃÓË�Ò

ËÓÍ�Î�×yÒ/Í§Ò�ÐÊÈÊÉ*�£Ò � � 
 �|ÈÊÑ�Ì.ÍÓÈÊÑ�Ò
c(1) . . . , c(n)

� � Ú.Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î ��	����@3 B 	��
	[5�����5 B �%	��
�U
O�����±ÌIÎ_Í�Ç.Ñ�Ò�ÈÊÉnÔ[Î�×yÒ_ØyÜ_Î�Ú.Î�Ò/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î 2 � 3F�#�65�7�� ë�í�î�ï ø

ÂõÒ/ÐÊÅ[Î_ÍÓÈÊËÓÑ�Î 2 �434���
� 2 � 7 B1DCE ó Ç{Ä�Ò_×yÒ/Ï£Ò/Ñ�ÎXÃ�Ú.Ä§Ú.ÄrÃ�×ÆÍ�ÄÆÔ[ÄÆÍ±Í�ÄrÃ�Î_ÐÊÔ[Ä�Î�Ì.Í�Î_Ï.ÐsÄÆÑ�Ò ë�íüî�ï Äa×rÎ_É�ôÃ�Î_Ñ�Ä�Ë�ÄÆÑ�ÌIÎ

211k+27 n · O(3k n2) = O(211k 3k n3)

= O(211k 21.6k n3)

= O(213k n3) .

� Ñ·Ë�ÄÆÍÓÑ�ÎXÃ�Ñ�Ò/ÈsÃ�ÅXÍ�ÎXÃ�Ã�ÄÆÈÊÍ�ÎXÃyÞ.Ì2ÎBÚ.ÄÆÑ�ÎXÃ�Ú�ÈÊÛyÄÆÍ ó Ç{Ä�Î�×rÎ_É{Ã�Ç.Ñ�Î�Ú.ÄaË�ÄÆÑ�ÌIÎ � 2O(k) n3 ø
úWH



� � ����º�¾ ��	 � � �¯¼2½ �O� ¾�½	��� �Q���	� ���_� � ���v¸

î Ä&��Ò
V := {1, . . . , n} Ä p

Ç.Ñ	Énö.Ñ�ÄÆÍ�Î&Ì.ÍÓÈÊÑ�Î�Ñ�Ò/ÈsÎ_Í ó Ç{Ä n ø ðaÒ_Ú.ÎXÃ�Énö.Ñ�ÄÆÍ�ÎXÃaÉ£Ò/ËÓÇ.Í�Ò/ÈsÃ β
Ä

l
Þ

Ã�Ä&��Ò
M(β, ∗, p, l)

Ò
l
ô|×rÎ_ÐsÎ_Í�Ò_ØyÜ_Î�Ú.Ä

V ó Ç{Äx�ÓÕ�Ú.ÄBX{É.ÈÊÑ�ÎXÃ�ÄÆÑ 
1ú � Þ�ÈsÃÓË�Î �XÞ

M(β, v, p, l) := (βv mod p) mod l

Ì£Ò/Í�Ò÷Ë�ÎBÚ.Î
v
ÄÆÑ

V ø 
 � Î_ÉBÔ �ÆÑ ÐsÄÆÑ�Ï.Í�Ò/Í ó Ç{Ä a mod b := b
Ã�Ä

b
Ú�ÈÊÔBÈsÚ.Ä

a ø � ð�Ò_Ú.Î;Ç.Ñ+ÃÓÇ.Ï�ô
×rÎ_É��1Ç.ÉnË�Î

K
Ú.Ä

V
Ä�Ç.Ñ
ÉBö.Ñ�ÄÆÍ�Î

l
Þ{Ì£Ò/Í�Ò

j = 1, . . . , l
Þ.Ã�Ä&�ÓÒ

Bj

Î�Ã�Ç.ÏI×rÎ_É��1Ç.ÉnË�Î
{v ∈ K : M(β, v, p, l) = j} 
cI �

Ú.Ä
K ø ï Í�Ò/Ë�Ò>ô|Ã�Ä�Ú.Î,Ñ�ÄrÃÓÑ�ÎS×rÎ_É��1Ç.ÉnË�Î ��Õ Ú.ÄBX{É.ÈsÚ.Î÷ÄÆÑ 
cI �Pø ( ×ÆÐÖÒ/Í�Î ó Ç{Ä Bj

Ú.ÄÆÌ2ÄÆÉ{Ú.Ä�Ú.Ä
β
Ä

Ú.Ä
l
Þ{Ò/ÈÊÉ{Ú{Ò ó Ç{Ä�Ò�É{Î_Ë�Ò_ØyÜ_Î�É£Ü_Î�Ú.ÄÆÈ � Ä�ÈsÃ�Ã�Î�Ä � Ì.Ð �s×ÆÈÊË�Î ø î Ä&��Ò bj := |Bj |

Ä
k := |K| ø

�~çBè é ùZIpû|á î Ä
l ≥ k

ÄÆÉnË�Ü_Î�Ä � ÈsÃÓË�Ä β
É{Î�×rÎ_É��1Ç.ÉnË�Î {1, . . . , p−1} Ë�Ò/Ð ó Ç{Ä

∑l
j=1

� bj

2 < k2

l
.

��Í�ÎpÔ_Ò�á � Î_Ñ�Är×rÄÆÑ�ÎXÃ�×rÎ_Ñ Ç.Ñ�Ò,Î_Ï{Ã�ÄÆÍÓÔXÒ_ØyÜ_Î,Ã�Î_Ï.Í�Ä�Ò/ÍÓÈÊËÓÑ �ÆËÓÈs×yÒ Ñ�Î�Ú�Ç.ÐÖÒ/ÍyÞ ÔXÕ/ÐÊÈsÚ{Ò&Ì£Ò/Í�Ò&Ë�ÎBÚ.Î&ÉBö�ô
Ñ�ÄÆÍ�Î

z
ÄÆÑ {−p + 1, . . . ,−2,−1} ∪ {1, 2, . . . , p − 1} ø � Î_Ñ�Î p

��Ì.ÍÓÈÊÑ�Î.ÞmÄ � ÈsÃÓË�Ä�Ç.Ñ ÈÊÉnË�ÄÆÈÊÍ�Î
β
Ë�Ò/Ð ó Ç{Ä βz mod p = 1 ø � Ñ Ì£Ò/ÍÓËÓÈs×ÆÇ.ÐÖÒ/ÍyÞ�Ä � ÈsÃÓË�Ä Ç.Ñ Ë�Ò/Ð

β
ÄÆÑ {1, . . . , p−1} ø ðaÄ Ñ�ÎBÚ.ÎÑ�Ò/ÈsÃ�Å[ÄÆÍ�Ò/Ð�Þ{Ì£Ò/Í�Ò�Ë�ÎBÚ.Î

i
ÄÆÑ {1, . . . , p−1} Þ£Ä � ÈsÃÓË�Ä β

ÄÆÑ {1, . . . , p−1} Ë�Ò/Ð ó Ç{Ä βz mod p = i ø
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