Apéndice E

Grafos nao-dirigidos

Muitos problemas de otimizagdo combinatodria sdo formuladas sobre grafos. Este apéndice faz
uma rapida revisao dos conceitos e da terminologia da teoria dos grafos ndo-dirigidos.

Um grafo ndo-dirigido é um tipo especial de grafo dirigido. Assim, poderiamos nos contentar
com o resumo sobre grafos dirigidos que faremos no apéndice F. Mas é mais prético tratar dos
grafos ndo-dirigidos em separado.

E.1 Grafos e suas arestas

Um grafo ndo-dirigido (= undirected graph) é um par (V, E) de conjuntos em que V' é um
conjunto finito ndo vazio e E é um conjunto de pares ndo-ordenados de elementos de V. Os
elementos de V' so chamados nos e os elementos de £ sdo chamados arestas (= edges).! Se F é
o conjunto de todos os pares ndo-ordenados de elementos de V, dizemos que o grafo (V, E) é
completo.

Uma aresta fv, wg pode ser denotada simplesmente por vw ou por wv. Os nés v e w S0 as
pontas da aresta. Dizemos que uma tal aresta incide em v e em w. Dizemos também que a
aresta vw liga v e w. (E claro que ndo héa arestas “paralelas”, ou seja, duas arestas distintas que
ligam 0 mesmo par de nés.) Dizemos também que 0s nos v e w sdo vizinhos. O grau (= degree)
de um ndé v é o nimero de arestas que tém ponta v.

Se dermos um nome — como G, por exemplo — a um grafo, o conjunto de nés do grafo sera
denotado por V(&) e o conjunto de arestas por E(G).

O ndmero de nés de um grafo é denotado por n € o nimero de arestas por m. Portanto, se G é
o grafo em discussdo entdo n 1= jV(G)j e m := JE(G)j. Eclaroquem in(n 1) < in?

Um subgrafo de um grafo G é qualquer grafo G” tal que V(G") V(G) e E(G") E(G). Se
V(G = V(G), dizemos que G é um subgrafo gerador (= spanning subgraph) de G. Dado um
subconjunto V? de V(G), se E é o conjunto de todas as arestas de G que tém ambas as pontas
em V!, dizemos que o subgrafo (V!, E) é induzido por V. Esse grafo é denotado por G[V].
Dado um subconjunto E° de E(G), se V' é o conjunto de todas as pontas de arestas de E,
dizemos que o subgrafo (V°, EY) é induzido por E'.

L As letras “V”” e “E” sfo as iniciais de vertex e edge, respectivamente. (Quem sabe deveriamos escre-
ver “N” e “A” em lugar de “V”” e “E”.) A palavra vértice serd aplicada apenas a vértices de poliedros.
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176 E.2. CAMINHOS E CICLOS FEOFILOFF

Para qualquer n6 v de G, denotamos por G v o0 subgrafo induzido por V(G) r fvg. Para
gualquer aresta e, denotamos por G e o0 subgrafo que tem conjunto de nés V(&) e conjunto
de arestas E(G) r feg.

Para qualquer par (v, w) de nés, denotamos por G + vw 0 grafo que tem conjunto de n6s V(G)
e conjunto de arestas E(G) [ fowg.

Um grafo G é bipartido se existe uma biparti¢do,” digamos P, Qg, de V(G) tal que toda aresta
tem uma ponta em P e outra em Q. Se todo par pgcom p 2 P e g 2 Q ¢ uma aresta, dizemos
gue o grafo é bipartido completo.

E.2 Caminhos e ciclos

Um caminho (= path) num grafo ndo-dirigido é qualquer sequéncia alternante (v, e1,v1, €2, .. .,
ep, vp) de nos e arestas tal que, para cada k, 0 N6 vk 1 € uma das pontas da aresta ey e vk € a
outra ponta. O no vo € a origem do caminho e v, € 0 término. Dizemos que o caminho vai de v
avp. O comprimento do caminho & p, ou seja, 0 nimero de termos do caminho que séo arestas.
O conjunto de nos de um caminho P é denotado por V(P) e o conjunto de arestas por E(P).

Um caminho P’ é subcaminho de um caminho P se pode ser obtido mediante a remoc&o
de termos de P. (Por exemplo, (u,a,v,b,w, e, z) € um subcaminho de (v, a,v,b,w,c,z,d,v,b,
w, e, 2).) Um caminho P’ é segmento de um caminho P se pode ser obtido mediante a remogao
de termos do inicio e/ou do fim de P. (Por exemplo, (z,d,v,b,w,e,z) € um segmento de
(u,a,v,b,w,c,x,d,v,b,w,e, 2).)

Um caminho (vo, e1, v1, €2, . . ., ep, vp) € quase-simples (= edge-simple) se ndo tem arestas repeti-
das, isto €, se as arestas ey, ey, . . ., ep sd0 diferentes entre si. Se P € um caminho quase-simples
entdo o comprimento de P é igual a jE(P)j.

Um caminho é simples se ndo tem nos repetidos (e portanto também ndo tem arestas repetidas).
Se P é um caminho com origem r e término s entdo algum subcaminho de P é um caminho
simples de r a s.

Dados caminhos (v, e1, ..., vp) € (wo, f1,...,wq), S€ 0 término do primeiro € igual a origem
do segundo, entdo os dois caminhos podem ser concatenados. O resultado da concatenacao
€ o caminho (vo,ex1,...,vp, f1,...,wq). A concatenacéo de dois caminhos P e ) € denotada

por P Q.

Conexédo. Um grafo nédo-dirigido é conexo se, para cada par (r,s) de seus nds, existe um
caminho de r a s (e portanto também um caminho de s a r). A distadncia de r a s € 0 minimo
dos comprimentos de todos os caminhos de r a s.

Uma componente conexa de um grafo ndo-dirigido G' é um subgrafo néo-dirigido conexo
maximal® de G.

2 Uma biparticdo de um conjunto S é um par P, Qg de subconjuntos de S talque P[Q = S e
P\ Q = ;. Aexpressdo “P é uma das particdes” esta errada; diga “P é um dos blocos da particao”.

3 Dada uma cole¢do P de conjuntos, um elemento X de P é maximal se nenhum superconjunto
préprio de X pertence a P. Em outras palavras, X é maximal se ndo existe Y em P tal que Y  X.
A proposito, um elemento X de P é maximo se ndo existe Y em P tal que jYj > jX].
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Ciclos. Um ciclo (= cycle) ¢ um caminho quase-simples (vo, €1, v1, . . ., €p, Up) €M que vp = Vg
ep 3. Um ciclo é simples se ndo tem nds repetidos exceto o Ultimo (que coincide com o
primeiro). Ciclos simples também sdo chamados circuitos (= circuits).

Lema E.1 (folclore) Se todos os nés de um grafo ndo-dirigido tém grau maior que 1 entdo o
grafo tem um ciclo. u

Lema E.2 (folclore) Um grafo ndo-dirigido é bipartido se e somente se ndo tem ciclos de com-
primento impar. s

E.3 Florestas e arvores

Uma floresta (= forest) € um grafo ndo-dirigido sem ciclos. Uma arvore (= tree) € uma floresta
conexa.

Uma folha de uma floresta é qualquer n6 de grau 1.

Para quaisquer dois nés r e s de uma arvore, existe um e um s6 caminho simples de r a s. Para
toda aresta ¢ de uma arvore T, o grafo ndo-dirigido T ¢ € uma floresta com exatamente duas
componentes conexas.

Lema E.3 Toda floresta com uma ou mais arestas tem pelo menos duas folhas. s

E.4 Cortes

Dado um grafo n&o-dirigido (V, E) e um subconjunto R de V, denotamos por R o conjunto
V r R. O conjunto de todas as arestas que tém uma ponta em R e outra em R é denotado por

O(R).

E claro que 9(R) = d(R). E claro também que 9(;) = o(V) = ;.

Se v 6 um no, usamos a abreviatura 9(v) para 9(fvg). Um nd v é isolado se d(v) = ;. O nimero
jo(v)j é o grau de v. E claro que jo(v)j n 1. E claro também que

> vav (G) jo()j =m/2.

Um corte (= cut) em um grafo ndo-dirigido (V, E) é o conjunto de todos os arestas que tém uma
ponta em um conjunto de nds e a outra ponta fora do conjunto. Em outras palavras, um corte
é qualquer conjunto da forma d(R), com R V. O conjunto R é uma margem do corte.

E.5 Algebra linear

A matriz de adjacéncias de um grafo ndo-dirigido tem linhas e colunas indexadas pelos nos.
A componente da matriz na posic¢éo (v, w) vale 1 se vw é uma aresta e vale 0 em caso contrario.
E claro que a matriz é simétrica.

Q@ =
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A matriz de incidéncias do grafo G tem linhas indexadas por V(G) e colunas indexadas
por E(G). A coluna que corresponde a um aresta vw tem um 1 nas posicdes v e w € tem 0
nas demais posi¢des. Portanto, a linha v da matriz tem um 1 nas colunas correspondentes as
arestas que tém ponta v e tem 0 nas demais colunas.

EXEMPLO E.1: O grafo ndo-dirigido que tem nés v w z e arestas uww vw zu uz zw tem a seguinte
matriz de incidéncias (com “ ” representando “0”):

uw YW Zu uz 2w

U 1 1 1

v 1

w 1 1 1
z 1 1 1

Lema E.4 (circuitos e dependéncia linear) Seja A a matriz de incidéncias de um grafo néo-
dirigido (V, E). Se o conjunto das colunas de A é linearmente dependente entdo G tem um
circuito. n

Lema E.5 (circuitos e dependéncia linear em grafos bipartidos) Seja A a matriz de incidén-
cias de um grafo ndo-dirigido bipartido (V, F). Se G tem um circuito entdo o conjunto das
colunas de A é linearmente dependente.

Esse lema pode ser informalmente resumido assim: num grafo bipartido, um conjunto de
arestas linearmente independentes € o mesmo que uma floresta. Em grafos ndo-dirigidos
arbitrarios, um lema analogo vale se as combinacdes lineares forem feitas em GF (2), ou seja, se
os coeficientes forem binérios e a aritmética for binaria(0+0=0,0+1=1+0=1,1+1=1,
0 0=01=0,1 0=0el 1=1).

E.6 Exercicios

Secdo E.3
E.1 «ProveolemakE.l.

E.2 Prove o lemaE.2.

E.3 Prove o lema E.3.

Segdo E.5

E.4 Prove o lemaE.4.
E.5 Prove olemaE.5.
E.6 Mostre que o enunciado do lema E.5 é falso se retirarmos o adjetivo bipartido.

E.7 * Florestas e independéncia linear em grafos bipartidos. Seja A a matriz de incidéncias de um grafo néo-
dirigido bipartido (V, E) e F' um subconjunto de E. Mostre que o conjunto das colunas da matriz
A[V, F] € linearmente independente se e somente se o grafo (V, F') € uma floresta.
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