Capitulo 6

Algoritmos Probabilisticos

6.2 Desaleatorizacao

Eis uma versao da desaleatorizacdo do algoritmo de Johnson que é mais facil de
entender que a do livro (embora seja menos eficiente). Ela depende do conceito de
esperanca condicional definido pela funcao ESPCOND. Ela recebe subconjuntos Vy
e Vi de V tais que Vo NV, = 0 e devolve o nimero esperado de clausulas satisfeitas
sob a seguinte condi¢ao: todas as variaveis em V|, tém valor 0, todas as varidveis
em V; tém valor 1 e cada uma das demais varidveis tem valor 0 ou 1 com igual

probabilidade.

Fungdo EspConD (V, V4, €)
1 esp+0

2 para cada C em C faca

3 se CoNVo#DouCiNVy #£0

4 entao esp < esp +1

5 sendo k + [Co \ V1| + |C1 \ V|
6 esp < esp + (1 —27F)

7 devolva esp

Eis o algoritmo desaleatorizado:

Algoritmo MAXSAT-JOHNSON-DESALEATORIZADO (V, C)
Vo Vi 0
enquanto Vo U V] # V faca
escolha v em V' \ (Vo U V})
se EspConD (Vp U {v}, V4, €) < EspConD (V,, Vi U {v}, C)
entdo V; «+ Vi U {v}
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6 senao Vp Vo U {v}

7 para cada v em Vj faca z, < 0
8 para cada v em V] faca &, < 1
9 devolva z

Teorema 6.6: O algoritmo MAXSAT-JOHNSON-DESALEATORIZADO é
uma, 0,5-aproximacao polinomial para o MAXSAT.

Demonstracao: Seja Xe a variavel aleatoria cujo valor ¢ o nimero de clausulas
em C satisfeitas por uma valoracao produzida pelo algoritmo MAXSAT-JOHNSON.
Digamos que v, é a primeira variavel processada pelo algoritmo MAXSAT-JOHNSON-
DESALEATORIZADO. E claro que

E[X¢| = s E[Xe | 2,,=1] + { E[Xe | 7,,=0],

donde E[X¢] ndo ultrapassa a maior dentre as esperangas condicionais E[X¢ | z,,=1]
e E[Xe | 2,,=0]. Logo, E[X¢| < E[Xe | £y, =1y,|, onde z,, é o valor que MAXSAT-
JOHNSON-DESALEATORIZADO adota para v;. Uma vez fixado o valor de v;, basta
repetir o raciocinio para as demais varidveis. Concluimos entao que

E[X¢] E[Xe | 7y, =%y, ]

E[X@ | xm:j:vla .731,2:3'31,2]
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E[Xe | 2y, =%y, - - -, Ty, =Iy,] -

O ultimo termo é o nimero de clausulas de C satisfeitas pela valoracao £ produzida
pelo algoritmo MAXSAT-JOHNSON-DESALEATORIZADO. Esse ntimero é pelo menos
0,50pt(V, €), pois E[X¢| > 0,50pt(V, C).

Quanto ao consumo de tempo do algoritmo, basta observar que cada execucao
da fungdo EsPCOND consome tempo O(|C||V]), e portanto MAXSAT-JOHNSON-
DESALEATORIZADO consome tempo O(|C||V]?).

Para concluir, eis uma versdao um pouco mais eficiente do algoritmo desaleatoriado:

Algoritmo MAXSAT-JOHNSON-DESALEATORIZADO’ (V, C)

01 Vo« 0
02 enquanto Vy; # V faga
03 escolha v em V' \ Vp;

04 espy < esp; < 0
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05 para cada C' em C faca
06 k < |Co \ Vor| + |C1 \ Vou|
07 se v € ()
08 entao esp, < esp, + 1
09 espy < esp, + (1 — 27F+1)
10 se v € (4
11 entao esp; < esp; +1
12 espy < espy + (1 — 27+ 1)
13 se esp, < esp;
14 entao z, «+ 1
15 senao , < 0
16 Vor < Vor U {v}

17 devolva ©

Para entender o efeito da linha 16, basta observar que a diferenca esp, — esp; tem
0 mesmo valor que

EsPCOND(Vp, V1 U {v}, €) — EspConD(V, U {v}, V4, €) .

Essa versao do algoritmo tem um sabor “guloso” e poderia ser justificada sem qual-
quer referéncia a aleatorizagao, probabilidades, valores esperados, etc. [Justificativa:
troque valor esperado pela soma S de todas as clausulas satisfeitas em todos os 2"
possiveis valores de z. Enquanto nenhuma variavel tem valor fixo, S > 2"~1|C| pois
se a soma da clausulas satisfeitas por cada par z,z’, sendo 2’ o complementar de
z, ¢ |€]. Depois de 7 iteragdes do algoritmo desaleatorizado teremos S > 2" ¢|C|.
Logo, quando i = n, teremos S > (1/2)|€C|: metade das clausulas estara satisfeita.|



