Capitulo 5

Método Primal-Dual

Este capitulo apresenta o método de aproximacao primal-dual. Trata-se de uma
generalizacao do método primal-dual classico que tem sido aplicada com bastante
sucesso ao projeto de algoritmos de aproximacao.

Neste capitulo, mostramos os algoritmo obtidos da aplicacao do método de apro-

ximacao primal-dual ao problema da transversal minima, ao problema do caminho
minimo e ao problema da floresta de Steiner.

5.1 Secao vazia |era primal-dual classico]

5.2 Meétodo de aproximacao primal-dual

Sejam M e N os conjuntos de indices de linhas e colunas de uma matriz A. Seja
b um vetor indexado por M e ¢ um vetor indexado por N. Considere o seguinte
problema de programacao linear: encontrar um vetor z indexado por N que

minimize cx
sob as restrigdes (Azx);

b; para cadaiem M, (5.1)
X 0

para cada j em N .

ALY,

Diremos que esse ¢ o problema primal. Um vetor z é viavel nesse problema
(ou é uma solugao viavel do problema) se satisfaz as restri¢oes, ou seja, se z > e
Az > b.
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O dual do problema (5.1) consiste em encontrar um vetor y indexado por M que

maximize yb
¢; paracada jem N, (5.2)
0 paracada:em M.

sob as restrigdes (yA);

<
Yi =

Diremos que esse é o problema dual. Um vetor y é viavel nesse problema se
y > 0eyA <c. A relagao fundamental entre os dois problemas é resumida no lema
da dualidade (lema C.1, apéndice C): se x é viavel no primal e y é viavel no dual
entdo cr > yb. Segue dai que se cx = yb entao x é solucao 6tima do primal e y é
solucao 6tima do dual.

Dois vetores = e y, indexados por M e N respectivamente, tém folgas primais
complementares se, para cada indice j em N, tem-se que

zj=0 ou (yA);=c¢;.

Analogamente, x e y tém folgas duais complementares se, para cada indice 7 em
M, tem-se
yi=0 ou (Az);=b;.

Se = e y tém folgas complementares entdao é facil verificar (veja lema C.2, apén-
dice C) que cx = yb. Portanto, se os vetores x e y sdo viaveis (no primal e dual
respectivamente) e tém folgas primais e duais complementares entdo z é solugao
6tima de (5.1) e y é solugdo 6tima de (5.2).

Para discutir o método de aproximacao primal-dual é preciso relaxar a definicao de
folgas complementares. Antes de fazer isso, convém retringir a atengao aos proble-
mas em que

A>0, b>0 e ¢>0. (5.3)

Com essa restricao, o vetor nulo, ¥y = 0, é solucdo viavel do problema dual e o
problema primal também tem solugdes viaveis. Agora suponha dados nimeros « e
[ tais que

l<a<l1<p.

Dizemos que dois vetores z e y tém folgas primais a-complementares se, para
cada indice j em N,
z;j=0 ou ac <(yA); <gc,.

Analogamente, z e y tém folgas duais S-complementares se, para cada indice ¢
em M,
=0 ou b < (Azx); < pBb;.

Diremos que essas condic¢oes definem folgas complementares aproximadas. O lema
seguinte generaliza a primeira parte do lema C.2 (apéndice C):

o, B
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Lema 5.1 (das folgas complementares aproximadas): Se vetores nao-
negativos x© e y tém folgas primais a-complementares e folgas duais (3-
complementares entao

yb<cx < gyb .

Demonstragao: Em virtude do lema da dualidade (lema C.1, apéndice C), temos
yb < cx. Em virtude das folgas complementares aproximadas,

acx < (yA)z = y(Az) < Byb,

onde a primeira desigualdade segue da nao-negatividade de x e a segunda da nao-
negatividade de y. =

Coroléario 5.2: Se x é solucao viavel do problema primal e tem folgas pri-
mais a-complementares e folgas duais -complementares com uma solu¢ao
viavel y do problema dual entao

Q™

ct<cr<EZcz,

onde Z é solugao 6tima do problema primal.

Demonstracao: Como x é viavel, temos ¢z < cx. As demais desigualdades
seguem do lema acima e do lema da dualidade (lema C.1, apéndice C). u

Esse corolério é a base do método de aproximacgao primal-dual. O método
procura encontrar uma solucao aproximada do problema primal, ou seja, uma so-
lucao viavel cujo valor esteja préoximo do valor 6timo. Vamos adotar « = 1 na
descricao a seguir, pois esse € o valor de a nas aplicagoes que veremos nas demais
segoes do capitulo. O método tem duas fases, que podem ser descritas (de maneira
necessariamente vaga) como segue:

Cada iteracao da primeira fase comec¢a com um vetor y viavel no dual.
(A primeira itera¢do pode comegar com o vetor y = 0.) Cada iteracdo
procura encontrar um vetor z que seja viavel no primal e tenha folgas
primais complementares com y. Em outras palavras, procura-se um vetor
x tal que

x é viadvel no primal,

x = 0 para cada k em N\ J,

sendo J := {j € N : (yA); = ¢;}. Se um tal z for encontrado, podemos
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comecar a segunda fase do método. Suponha agora que um tal x nao
existe. Procuramos entdo por um vetor ¢’ tal que

y + 0y’ é viavel no dual

para algum ntimero # estritamente positivo. Uma nova iteragao comeca
com y + 6y’ no papel de y.

A segunda fase do método comeca com vetores z e y que tém folgas
primais complementares, sendo = vidvel no primal e y vidvel no dual.
Procura-se entao por um vetor £ < x que seja minimal com relacao as
seguintes propriedades: Z é viavel no primal e ndo existe vetor ¥’ < &
que seja viavel no primal. E claro que # e y tém folgas primais com-
plementares. Resta apenas determinar 8 tal que Z e y tém folgas duais
[-complementares e anunciar que Z é solu¢ao aproximada do problema
primal.

Nas aplicacoes do método a problemas de otimizagao combinatoéria, o vetor carac-
teristico de J é um candidato natural ao papel de x. Teremos entdo, no inicio de
cada iteragdo da primeira fase, um vetor z tal que zx = 0 para cada k em N \ J
e (Ax), > by para cada h em M \ I sendo I := {i € M : y; = 0}. Essa tultima
condicao pode ser vista como uma parte das condicoes de folgas S-complementares
entre x e y. Além disso, teremos y' > 0 e y;, = 0 para cada h em M \ I. Com isso,
o conjunto J aumentard e I diminuira a cada iteracao da primeira fase.

5.3 Transversal minima

Seja & uma colecao finita de subconjuntos de um conjunto finito £. Um subconjunto
T de E é uma transversal de 8 se TN S # () para cada S em 8. O problema da
transversal minima (hitting set problem) consiste no seguinte:

Problema MINTC (E,8,¢): Dados um conjunto finito E, uma cole¢do
finita § de subconjuntos de E e um custo ¢, em Q, para cada e em E,
encontrar uma transversal T de § que minimize c(T).

Esse problema é equivalente ao MINCC. Diversos problemas combinatorios sao casos
particulares do MINTC; veja os exercicios no fim do capitulo. As vezes, dizemos
que ¢(T') é o custo da transversal 7. Com isso, o problema consiste em encontrar
uma transversal de 8§ de custo minimo.

I
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O seguinte programa linear é uma relaxagao de MINTC (E, §, ¢): encontrar um vetor
z indexado por E que

minimize czx
sob as restriges z(S) > 1 paracada S em §, (5.5)
ze > 0 paracadaeem E.

De fato, o vetor caracteristico « de qualquer transversal 7" é um vetor viavel de (5.5)
de custo ¢(T). O correspondente programa dual consiste em encontrar um vetor y
indexado por 8 que

maximize y(8)
ce para cada eem E (5.6)
0 paracada Sem§,

sob as restrigdes  y(Se)
Ys

onde 8, :={S€8:5> e}

Eis as condigoes de folgas primais complementares para dois vetores e y: para cada
eem F, se y(8.) # ce entdo z, = 0. Eis as condi¢oes de folgas duais complementares:
para cada S em 8, se ys # 0 entdo z(S) = 1. Se adotarmos a notacdo J :={e € F :
y(8e) = ce}, as condigdes de folgas primais complementares e as condicoes de folgas
duais S-complementares podem ser escritas assim:

para cada e em F \ J tem-se z, =0, (5.7)
para cada S em §, se ys # 0 entdo 1 < |JNS| <. (5.8)

O algoritmo que discutiremos a seguir resulta da aplicacao do método de aproxi-
magio primal-dual ao problema MINTC. A descrigdo abaixo supde que @) ¢ 8 e
portanto o problema MINTC(E, §, ¢) é viavel.

Algoritmo MINTC-BE (E, §, ¢)
1 para cada S em 8 faca yg < 0
2 J«0
3 enquanto J nao é uma transversal faca
4 escolha Z em 8 tal que JNZ =)
5 seja y' o vetor caracteristico de {Z} em §
6 escolha o maior € tal que
7 y(8e) + 0y < c. para cada e em 7
8 y<—y+0y
9 seja f um elemento de Z tal que y(8f) = ¢;
10 J+— JU{f}
12 devolva J
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O algoritmo é devido a Bar-Yehuda e Even [BYES1] e foi originalmente concebido
para o problema da cobertura minima por vértices.

Teorema 5.3: O algoritmo MINTC-BE é uma S-aproximacgao polinomial
para o MINTC (FE, 8, ¢), onde f := maxges |S].

Demonstragao: No inicio de cada iteragao do algoritmo, y é viavel em (5.6).
Ademais, se denotarmos por x o vetor caracteristico de J em FE (isto é, z, = 1 se
e € Jex, =0 em caso contrario), podemos dizer que z e y tém folgas primais
complementares e folgas duais f-complementares. Em suma, no inicio de cada
iteracao,

(i1) y é viavel em (5.6),
(i2) x e y satisfazem (5.7),
(i3) = e y satisfazem (5.8).

(A desigualdade |J N S| < B em (5.8) é satisfeita trivialmente pois ela vale para
qualquer subconjunto J de E.) No inicio da tltima iteracdo, J é uma transversal de
§ e portanto x é vidvel em (5.5). Assim, de acordo com o corolario 5.2 (com a = 1),
temos ¢ < cx < B¢z no fim da execucao do algoritmo, sendo £ uma solugao 6tima
de (5.5). Portanto,

c(J) < Bopt(E,S,c).

A cardinalidade de J cresce a cada iteracao, donde o nimero de execucoes das
linhas 3 a 10 do algoritmo é no méaximo |F|. Ademais, a execugdo de cada linha
consome tempo O(|E|[§]). u

Uma segunda fase do algoritmo poderia extrair de J uma transversal minimal e esta
poderia ter custo menor que ¢(J). Infelizmente, essa manobra nao chega a melhorar
a razao de aproximacao do algoritmo.

A proxima sec¢ao trata de um caso particular do MINTC. O método de aproximacao
primal-dual aplicado a esse caso particular resultara em um algoritmo que tem uma
razao de aproximagao substancialmente melhor que a de MINTC-BE. Esta melhora
se deve a dois fatores: (1) a uma escolha cuidadosa do vetor y' e (2) uma segunda
fase que extrai uma transversal minimal da transversal produzida pela primeira fase.

5.3a Caminho minimo

Esta secao examina um caso particular do algoritmo MINTC-BE. Essa discussao é
uma boa preparac¢ao para o algoritmo MINFS-GW.

Sejam s e t dos vértices de um grafo G. Suponha que cada aresta e de G tem um



FEOFILOFF MAC 5727 10/4/2003 12

custo racional ¢, > 0. Seja & a colegao
{SCVg:seS, t¢ S}.

Estamos interessados nas transversais de {J(S) : S € §}. Para simplificar, diremos
simplesmente “transversal de 8”. As transversais de 8§ sdo objetos bastante fami-
liares. De fato, se P ¢ um caminho de s a t entdao Ep é uma transversal de § e,
reciprocamente, se 7' é uma transversal minimal' de § entdo T é o conjunto de ares-
tas de um caminho de s a t. Portanto, o problema de determinar uma transversal
de 8§ de custo minimo é idéntico ao seguinte

Problema MINPATH (G, s,t,¢): Dado um grafo G e um custo c, > 0 para
cada aresta e, encontrar um caminho P de s a t que minimize c¢(P).

O programa linear primal que corresponde ao problema consiste em encontrar um
vetor racional z > 0 indexado por Eg que minimize ¢z sob as restri¢des z(5(S)) > 1
para cada S em 8. O correspondente programa dual consiste em encontar um vetor
racional y > 0 indexado por 8§ que maximize y(8) sob as restri¢oes y(8.) < c. para
cada e em Eg, onde

Se:={5€8:(S)>¢}.

Eis as condigoes de folgas primais complementares: para cada e em Eg, se y(8.) # ce
entdao r. = 0. Eis as condigoes de folgas duais complementares: para cada S em §,
se ys # 0 entdo z(§(5)) = 1.

No algoritmo abaixo, x terd valores em {0,1} e serd representado pelo conjunto
X :={e € Eg: 1z, =1}. Assim, = é vidvel se e somente se X é uma transversal.
Nesse contexto, as condig¢oes de folgas complementares podem ser reescritas assim:

(P) para cada e, se y(S.) # c. entdo e ¢ X e
(D) para cada S, se yg # 0 entdo [ X No(S)| =1.

O algoritmo abaixo tem essas condicoes de folgas complementares por base. Ele é
uma adaptacao do MINTC-BE e um caso particular do MINF'S-GW. Vamos supor
que G tem um caminho de s a t para evitar as instancias inviaveis.

Algoritmo MINPATH-PRIMAL-DUAL (G, s, t, ¢)

01 8+ {SCVg:s€S5,t¢ S}

02 X<+0

03 para cada S em § faca yg + 0

04 enquanto X nao é transversal de § faca

05 seja Z um elemento minimal de {S € 8§ : X N §(S) = 0}

! Uma transversal ¢ minimal se, para toda e em T', o conjunto 7'\ {e} ndo ¢ uma transversal.
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06 seja y' o vetor caracteristico de Z

07 determine o maior ntmero  tal que

08 y(8e) + 0y < c. para cada e em 6(%)

09 y <+ y+ 0y

10 seja f uma aresta em 6(Z) tal que y(8y) = ¢y
11 X+~ XU{f}

12 seja P um caminho de s a ¢ no grafo (Vg, X)
13 devolva Ep

No comeco de cada iteracao do algoritmo, valem as seguintes propriedades invari-
antes, com 8~ :={S € 8§ : ys # 0}:

(i1) y é viavel;

(i2) X e y satisfazem as condigoes de folgas primais complementares;

(i3) o grafo (Vg, X) é uma floresta; essa floresta tem no maximo um componente
nao-trivial e esse componente contém s;

(i4) para cada S em 8- e cada v em S, o caminho que liga s a v em (Vg, X)
estd todo em S.

Portanto, X é uma transversal, o vetor y é viavel e as condigoes de folgas primais
complementares estao satisfeitas no inicio da linha 12. No fim da linha 12, é evidente
que Ep é uma transversal e o par Ep,y satisfaz as condigoes de folgas primais
complementares. Além disso, diante da invariante (i4), podemos afirmar que

|EpNd(S)| <1 para cada S em 85, (5.9)
donde se conclui imediatamente que |Ep N 3§(S)| = 1 para cada S em 8-, ou seja,
temos folgas duais complementares.

A validade das folgas duais complementares tem duas origens: a primeira é a escolha
cuidadosa de Z na linha 05 (o MINTC-BE escolheria qualquer Z tal que XN§(Z) =
0); e a segunda é o descarte de uma parte de X na linha 12.

Assim, no fim da execugao do algoritmo temos

C(P) = ZCEEP Ce

Y ses, [EpN(S)|ys
ZSES> Ys

y(8)

4(8)

1 AN | I AN | T ||
O/(l@

g g ®

[T

@

‘E‘F

(o)

N
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sendo Z e g solucoes 6timas dos programas primal e dual definidos no inicio da se¢ao
e sendo P, uma solucao 6tima de MINPATH(G, s, t, ¢).

Portanto, nosso algoritmo é uma l-aproximagao — ou seja, um algoritmo exato —
para o problema MINPATH.

Para implementar efetivamente o algoritmo, convém trocar 8 por 8- (o conjunto
comega vazio e é acrescido de Z imediatamente depois da linha 05). A cardinalidade
de 8- ¢é limitada por |Vig| — 1 pois 8- é “encaixada”, ou seja, para cada par S, S’ de
elementos de 8-, tem-se S C S’ ou S D 5.

Uma implementacao efetiva pode simplificar as coisas ainda mais trocando as varia-
veis y por um vetor z indexado por Vg: para cada v em Vg, 2, := Y ¢, ¥s. Com
isso, o algoritmo fica muito semelhante ao classico algoritmo de Dijkstra.

Versao “homogénea”

Refaca o algoritmo de modo que ele seja simétrico em relacao a s e t. Adote § :=

(SCVe:|SN{st}] =1}

5.4 Floresta de Steiner

Seja G um grafo e R uma colecio de partes de Vz. Um conjunto X de arestas é uma
R-floresta se o grafo (Viz, X) é uma floresta e todo elemento de R estd contido em
algum componente dessa floresta.

Problema MINFS (G, ¢,R): Dado um custo ¢, > 0 para cada aresta e de
(G, encontrar uma R-floresta de custo minimo.

Um conjunto de vértices S é ativo? se RNS # @ e R\ S # () para algum R em R.
Seja
§:={S CVs:S éativo}.

Uma R-floresta é essencialmente o mesmo que uma transversal da colecao de cortes
{6(S) : S € 8}.

O programa linear que corresponde ao problema consiste em encontrar um vetor
racional z > 0 indexado por Eg que minimize cx sob as restri¢des z(4(S)) > 1
para cada S em 8. O correspondente programa dual consiste em encontar um vetor
racional y > 0 indexado por 8§ que maximize y(8) sob as restri¢oes y(S.) < ¢, para

2 Teria sido melhor usar o termo separador.
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cada e em FEg, onde

S :={5€8:(5)>e}.

Eis as condigoes de folgas primais complementares: para cada e em Eg, se y(8.) # ce
entdao r. = 0. Eis as condigoes de folgas duais 2-complementares: para cada S em
S, se ys #0 entdo 1 < z(6(5)) < 2.

No algoritmo abaixo, x tera valores em {0,1} e sera representado pelo conjunto
X :={e € Eg : z. = 1}. Assim, z é viavel se e somente se X é uma R-floresta.
Nesse contexto, as condicoes de folgas complementares podem ser reescritas assim:
(PA) se y(Se) #c.entdo e ¢ X e
(DA) para cada S, se ys # 0 entdo 1 < [ X NJ(S)| < 2.

O algoritmo abaixo tem essas condicoes de folgas complementares por base. Para
evitar as instancias inviaveis, vamos supor que G é conexo.

Algoritmo MINFS-GW (G, ¢, R)
01 8+ {SCVs:S éativo}
02 para cada S em § faga yg < 0

03 X« 0

04 enquanto X nao é uma R-floresta faca

05 seja Sx a colecao dos elementos

06 minimais de {S € § : X N 4(S) = 0}
07 seja ' o vetor caracteristico de Sx

08 escolha o maior 6 tal que y(8.) + 0y'(8x) < ce
09 para cada aresta externa e

10 y<—y+0y

11 seja f uma aresta externa tal que y(8;) = ¢;
12 X+~ XU{f}

13 seja M uma R-floresta minimal de (Vg, X)
14 devolva M

Se S € S8y entdao S é um componente do grafo (Vg, X). Reciprocamente, se um
componente S de (Vg, X) é ativo entdo S € 8x. E claro que os elementos de Sx
sao disjuntos dois a dois. Uma aresta é externa se tem pontas em dois elementos
distintos de Sx.

Eis as invariantes do algoritmo: no inicio de cada iteragao,
(i1) y é viavel,
(i2) X e y satisfazem as condigoes (PA),
(i3) o grafo (Vg, X) é uma floresta,
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(i4) Z IMN6(S)| ys <2 Zys, sendo M o conjunto devolvido na linha 14.
Ses Ses

(A invariante (i4) é um bocado estranha pois envolve o conjunto M, que sera co-
nhecido apenas no fim do processo iterativo. Mas isso deve ser entendido como uma
abreviatura da seguinte afirmacdo: a desigualdade vale para qualquer R-floresta
minimal M que esteja contida em qualquer R-floresta que inclua X.)

A proposito, a determinagao do conjunto M na linha 13 pode ser detalhada pelo
seguinte processo iterativo. Cada iteracao comega com um conjunto M de arestas,
sendo M = X no inicio da primeira iteracdo. Em cada iteracao, seja F' a floresta
(Vg, M). Para cada e em M, tome a componente 7' de F' que contém e e verifique
se existe R em R que intercepta cada um dos dois componentes de T'— e. Se tal R
nao existe, retire e de M.

PROVA DE (i4): A prova seria facil se tivéssemos |M N §(S)| < 2 para todo S, ou
seja, se estivessem satisfeitas as folgas duais complementares. Infelizmente, isso s6

vale “em média”: .

ol Y IMNsS) < 2. (5.10)

SE8x
Eis a prova dessa desigualdade. .. [veja lema 5.4].

Uma vez demonstrada a relagao (5.10), a invariante (i4) segue por indugdo. No fim
de cada iteracao,

SIS +0y)s = STIMNSS)|ys+ S IMN6(S)]6

Ses Se8 SEe8x
2y(8) + 20|8x]|
= 2y(8) +20y'(8)
= 2(y+6y)(8).

Isso prova (i4).

Teorema 5.5: MINFS-GW ¢é uma 2-aproximagao.
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PROVA: De (i4) segue que

c(M)

IAIA

IN

e

ecM

> y(se)

ecM

2 s

eEM §(S)3e

> IMN6(S) s

Ses

2y(8)

29(8)

2¢ck
20pt(G,c, R),

sendo £ uma solugao 6tima da relaxacao linear do problema e § uma solucao 6tima
do dual. Isso prova o teorema.



