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Preficio

A Andlise de Algoritmos é uma disciplina bem-estabelecida (veja o verbete Analysis of
Algorithms na Wikipedia) e coberta por um bom ntimero de excelentes livros, como os
de Cormen, Leiserson, Rivest e Stein [3], Brassard e Bratley [2], Bentley [1], Kleinberg e
Tardos [10], e Manber [14].

Este livrinho faz uma modesta introdugao ao assunto. O texto analisa alguns algo-
ritmos classicos, discute sua eficiéncia, e chama a atencdo para as estratégias (divisdo e
conquista, programacdo dinamica, gula, primal-dual, busca em profundidade, proba-
bilistica, aproximagao, etc.) que levaram a sua concepgéo.

A andlise de algoritmos requer uma certa familiaridade com duas ferramentas ma-
tematicas: a notagdo assintética e a resolugdo de recorréncias. Esses assuntos sdo apre-
sentados no capitulo introdutério e depois detalhados nos apéndices.

O livrinho é uma versdo corrigida do minicurso que ministrei nas Jornadas de Atu-
alizacdo em Informatica (JAI) da Sociedade Brasileira de Computacdo (SBC), ocorridas
em Bento Gongalves, RS, em julho de 2009. O minicurso foi publicado no livro organi-
zado por André P. L. F. de Carvalho e Tomasz Kowaltowski [5].

O texto deve muito a Cristina Gomes Fernandes e José Coelho de Pina Jr., ambos
do Departamento de Ciéncia da Computagdo do Instituto de Matematica e Estatistica
da USP, que contribuiram com material, ideias e valiosas sugestdes.

IME-USP, Sao Paulo, abril de 2015
PF


http://en.wikipedia.org/wiki/Analysis_of_algorithms
http://en.wikipedia.org/wiki/Analysis_of_algorithms
http://csbc2009.inf.ufrgs.br/index.php?option=com_content&task=view&id=26&Itemid=71
http://csbc2009.inf.ufrgs.br/index.php?option=com_content&task=view&id=26&Itemid=71
http://www.sbc.org.br/
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Capitulo 1

Introducao

Analise de Algoritmos' é o estudo da quantidade de recursos computacionais — tempo
e memoria — que algoritmos consomem. Pode-se dizer que a Andlise de Algoritmos é
uma disciplina de engenharia, pois procura prever o comportamento de um algoritmo
antes que ele seja efetivamente implementado e colocado “em produgdo”.

Num nivel mais abstrato, a Andlise de Algoritmos procura identificar aspectos es-
truturais comuns a algoritmos diferentes e estudar métodos e paradigmas de projeto
de algoritmos (como divisdo e conquista, programacdo dinamica, gula, primal-dual,
busca em profundidade, probabilistica, aproximacao, etc.).

Este texto é uma breve introducdo a Anélise de Algoritmos. Ele analisa algoritmos
para alguns problemas computacionais basicos (em geral de natureza combinatéria)
que aparecem em uma grande variedade de contextos. Para cada problema e algoritmo,
a analise

1. prova que o algoritmo estéd correto e
2. estima o tempo que a execugdo do algoritmo consome.

Essa andlise permite comparar dois algoritmos diferentes para um mesmo problema e
decidir qual dos dois é mais eficiente.

No restante deste capitulo introdutério, faremos uma rédpida revisdo de conceitos
basicos e fixaremos a notagdo e a terminologia empregadas no texto.

1.1 Problemas e instancias

Em geral, problemas computacionais tém um ou mais pardmetros, ou “dados de en-
trada”. Quando os valores desses pardmetros sdo especificados, temos uma instancia
do problema.? Assim, todo problema computacional é uma colegéo (em geral infinita)
de instancias.

Considere, por exemplo, o problema da equagdo do segundo grau: encontrar um
namero z tal que az? + bz + ¢ = 0. Os nimeros a, b e ¢ sdo 0s pardmetros do problema.

! A expressdo analysis of algorithms foi cunhada por D. E. Knuth [12].
2 A palavra instdncia é um neologismo importado do inglés. Ela estd sendo empregada aqui no sentido
de caso particular, exemplo, espécime, amostra.
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Uma das instancias desse problema consiste em encontrar um nimero z tal que 1122 —
222 + 33 = 0.

Outro problema: encontrar a média dos elementos de um vetor A[1..n| de nime-
ros. O parametro desse problema é o vetor A[l..n]. Uma das instancias do problema
consiste em encontrar a média dos elementos do vetor (876, —145, 323,112, 221).

Em discussdes informais, pode ser aceitdvel dizer “problema” quando “instancia
do problema” seria mais correto. Em geral, entretanto, é importante manter clara a
distingdo entre os dois conceitos.

O tamanho de uma instdncia de um problema é a quantidade de dados necesséria
para descrever a instancia. A ideia de tamanho permite dizer que uma instancia é menor
ou maior que outra.

No problema da média citado acima, é razodvel dizer que o tamanho da instancia
(876,—145,323,112,221) é 5 e que o tamanho de uma instancia A[l..n| é n. Ja no
problema da equagdo do segundo grau, parece mais razodvel dizer que o tamanho de
uma instancia do problema é o ntimero total de digitos decimais em (a, b, ¢). A instancia
(11, —22, 33), por exemplo, tem tamanho 6 (ou 7, se o leitor contar o sinal negativo).

1.2 Consumo de tempo de algoritmos

Dizemos que um algoritmo resolve um problema se, ao receber a descrigdo de uma
instancia do problema, devolve uma solu¢do da instdncia (ou informa que a instancia
nao tem solucao).’

Para cada instancia do problema, o algoritmo consome uma quantidade de tempo
diferente. Digamos que o algoritmo consome 7'(/) unidades de tempo para resolver
a instancia I. A relacdo entre T'(I) e o tamanho de I d4 uma medida da eficiéncia do
algoritmo.

Em geral, um problema tem muitas instancias diferentes de um mesmo tamanho.
Dado um algoritmo A para um problema e um ntmero natural n, denotaremos por
T*(n) o méximo de T'(I) para todas as instancias I que tém tamanho n.* Diremos que

T* mede o desempenho de A no pior caso.

De modo andlogo, denotaremos por 7% (n) o minimo de 7'(I) para todas as instancia /
de tamanho n e diremos que 7% mede o desempenho de .A no melhor caso. (Mas, em
geral, usaremos a palavra desempenho apenas em referéncia ao pior caso.)

Por exemplo, um algoritmo pode consumir 200n unidades de tempo no melhor
caso e 10n? 4+ 100n unidades no pior. (A primeira vista, pode parecer que ha algo
errado com esse exemplo pois 200n é maior que 10n? + 100n para valores pequenos
de n. Isso chama a atengdo para um detalhe importante: s estamos interessados nos
valores grandes de n.)

* Em geral, nem todas as instancias de um problema tém solugdo. A tarefa de decidir se uma dada
instancia tem solugéo faz parte do problema.
* Na verdade, as coisas néo so tdo simples assim, pois 0 maximo pode nao estar definido.
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logn 2 3 4 5 6
n 100 1000 10000 100000 1000000
nlogn 200 3000 40000 500000 6000000
n® 10000 1000000 100000000 10000000000 1000000000000

n® 1000000 1000000000 1000000000000 1000000000000000 1000000000000000000

Figura 1.1: Valores das fung¢des logn, n, nlogn, n?en? para n entre 100 e 1 milhdo.
Cada fun¢do domina a anterior, e esse efeito aumenta com o valor de n. (Para simpli-
ficar, usamos o logaritmo na base 10; o efeito é conceitualmente 0 mesmo se usarmos
logaritmo na base 2.)

1.3 Notacoes O, Omega e Teta

A andlise de algoritmos trata principalmente do desempenho de pior caso. Felizmente,
ndo é preciso determinar uma férmula exata para 7%(n): basta entender o comporta-
mento assintdtico da fungdo, ou seja, o comportamento quando n tende a infinito.

Para valores grandes de n, o termo dominante das férmulas é muito maior que
os demais e portanto os termos de ordem inferior podem ser desprezados (veja a fi-
gura 1.1). Na férmula 10n? + 100n, por exemplo, o segundo termo pode ser despezado
porque é dominado pelo primeiro. Assim, a férmula se reduz a 10n2.

Além disso, as constantes multiplicativas — como o “10” em “10n?” — podem ser
ignoradas pois seu efeito serd anulado se o computador for substituido por outro mais
rapido. Com tudo isso, em vez de dizer que 7*(n) = 10n? + 100n, é mais apropriado
dizer que

T*(n) estd em O(n?),

onde o “O” serve para esconder os termos de ordem inferior e as constantes.

Na verdade, a notagdo O( ) esconde mais que as constantes e os termos de ordem
inferior, pois ela tem o sabor de “<”. Ao dizer que T*(n) estd em O(n?), estamos
afirmando apenas que 7*(n) < cn? para alguma constante ¢ (e todo n suficientemente
grande). Assim, por exemplo, é perfeitamente correto dizer que 551+ 66 estd em O(n?).
(Veja a defini¢do precisa da notagdo O( ) no Apéndice A.)

Apesar do sabor “<” de O( ), tornou-se héabito escrever “T*(n) = O(n?)” no lugar
de “T*(n) estd em O(n?)”, o que pode ser um tanto confuso...

Hé uma notagdo anéloga com sabor de “>": dizemos que T*(n) estd em (n?), ou
que T*(n) = Q(n?), se T*(n) > dn? para alguma constante d (e todo n suficientemente
grande).

Finalmente, dizemos que T*(n) estd em ©(n?), ou que T*(n) = ©(n?), se T*(n) esta
em O(n?) e também em Q(n?). Assim, a notagdo O( ) tem sabor de “="".

Algoritmos lineares, linearitmicos e quadraticos. Um algoritmo € linear se seu
desempenho no pior caso estd em ©(n). E facil entender o comportamento de um
tal algoritmo: quando o tamanho de uma instancia do problema dobra, o algorimo
consome duas vezes mais tempo. Algoritmos lineares sdo considerados muito rdpidos
pois o tempo que consomem é essencialmente igual ao necessdrio para a leitura dos
dados de entrada.
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Um algoritmo € linearitmico (ou ene-log-ene) se seu desempenho no pior caso esta
em O(nlogn). Se o tamanho n da instancia do problema dobra, o consumo de tempo
dobra e é acrescido de 2n.

Um algoritmo é quadrético se consome ©(n?) unidades de tempo no pior caso. Se
o tamanho da instancia dobra, o consumo quadruplica.

Exercicios

1.1 O que é um algoritmo de tempo constante? Como ele se comporta quando o tamanho da
instancia do problema dobra?

1.2 O que é um algoritmo logaritmico? Como ele se comporta quando o tamanho da instancia
do problema dobra? Em quanto o tamanho da instancia precisa aumentar para que o
consumo de tempo dobre?

1.3 O que é um algoritmo ciibico? Como um algoritmo ctibico se comporta quando o tamanho
da instancia do problema dobra?

1.4 Convencgdes de notacdo e terminologia

Diremos que um niimero x é positivo se > 0 e estritamente positivo se z > 0. Ana-
logamente, x é negativo se z < 0 e estritamente negativo se z < 0.

Um vetor Alp..r] é crescente se A[p] < A[p + 1] < .-+ < A[r] e estritamente
crescente se A[p] < Alp+ 1] < --- < A[r]. As defini¢des de decrescente e estritamente
decrescente sdo analogas.

Os elementos de um vetor serdo, em geral, indexados a partir de 1 e ndo a partir
de 0, como se faz em muitas linguagens de programacao.

Denotaremos por Z o conjunto {...,—2,—1,0,1,2,...} dos nimeros inteiros. De-
notaremos por N o conjunto {0, 1,2, 3, ...} dos niimeros naturais. (que coincide com o
dos inteiros positivos). O conjunto N — {0} sera denotado por N~.

O piso de um ntimero real positivo = é o tinico niimero ¢ em N tal que 7 < x < i+ 1.
O teto de = é o tinico ntiimero j em N tal que j — 1 < 2 < j. O piso e o teto de = sdo
denotados por |z | e [2] respectivamente.

Expressdes como “n/2” representam um quociente exato (e ndo o piso do quoci-
ente, como acontece em muitas linguagens de programacdo). Assim, por exemplo,
15/2 vale 7.5 endo 7.

Para qualquer n inteiro estritamente positivo, denotaremos por lgn o nimero
logy n, ou seja, o logaritmo de n na base 2 (que é aproximadamente igual ao nimero de
bits na representacio binaria de n). E claro que |lgn| é o tnico nimero natural j tal
que 2/ <n < 27t

Exercicios

1.4 Mostre que log;, n estd em O(Ilgn). Mostre que lgn estd em O(log,yn). (Portanto, log,on e
lg n sdo assintoticamente equivalentes.)



Capitulo 2

Recursao e recorréncias

Algoritmos recursivos resolvem problemas dotados de estrutura recursiva. A andlise
de algoritmos recursivos envolve a solucdo de recorréncias. Este capitulo faz uma breve
introducgdo a recursdo e a solugdo de recorréncias. O Apéndice B estuda recorréncias
de maneira mais detalhada.

2.1 Algoritmos recursivos

Muitos problemas computacionais tém a seguinte propriedade: cada solugdo de uma
instancia do problema contém solu¢des de instancias menores do mesmo problema.
Dizemos que tais problemas tém estrutura recursiva. Para resolver um problema desse
tipo, aplique o seguinte método: se a instancia dada é pequena, resolva-a diretamente
(use forca bruta se necessario); se a instancia é grande,

1. reduza-a a uma instancia menor,
2. encontre uma solugdo S da instancia menor,
3. use S para construir uma solucgdo da instancia original.

A aplicagdo desse método produz um algoritmo recursivo.

Para provar que um algoritmo recursivo esta correto, basta fazer uma indugdo ma-
temdtica no tamanho das instancias. Antes de empreender a prova, é essencial colocar
no papel, de maneira precisa e completa, a relacdo entre o que o algoritmo recebe e
o que devolve.

Exemplo 1: soma dos elementos positivos de um vetor. O seguinte algoritmo
recursivo recebe um vetor A[l..n| de nimeros inteiros, com n > 0, e devolve a soma
dos elementos positivos do vetor:!

! Usaremos a excelente notacio do livro de Cormen et al. [3] para descrever algoritmos. Nessa notagio,
expressoes como “z = y” e “xz + y” correspondem, respectivamente, as expressdes “x ==y’ e “x =y”
em linguagens de programagdo como C e Java.

13
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SOMAPOSITIVOS (A, n)

1 sen=0

2 entdo devolva 0

3 sendo s < SOMAPOSITIVOS (4, n — 1)
4 se Aln] >0

5 entdo devolva s + A[n]

6 sendo devolva s

A prova da corre¢do do algoritmo é uma indugdo em n. Se n = 0, é evidente
que o algoritmo da a resposta correta. Agora tome n > 1 e suponha — essa é nossa
hipétese de indugdo — que SOMAPOSITIVOS (A, n—1) produz o resultado prometido,
ou seja, a soma dos elementos positivos de A[1..n—1]. Entdo, as linhas 4-6 calculam
corretamente a soma dos elementos positivos de A[l .. n].

Exemplo 2: piso do logaritmo. O seguinte algoritmo recursivo recebe um niimero
natural n > 1 e devolve |lgn|:

P1SODELOG (n)

1 sen=1
2 entdo devolva 0
3 sendo devolva PISODELOG (|n/2]) +1

Prova da corre¢do do algoritmo: Se n = 1, é evidente que o algoritmo devolve o
valor correto de |lgn]|. Agora tome n > 2 e seja k o numero |lgn|. Queremos mostrar
que o algoritmo devolve k.

E claro que 2F < n < 2¥*!, e portanto 2F~! < n/2 < 2%, Como 2*~! é um ntimero
natural, temos 2¥~! < |n/2] < 2* e portanto |lg|n/2|| = k — 1. Como |n/2] < n,
podemos supor, por hipétese de inducao, que o valor da expressdao PISODELOG (|n/2])
é k — 1. Portanto, o algoritmo devolve £ — 1 + 1 = k, como queriamos provar.

2.2 Recorréncias

Para analisar algoritmos recursivos é necessario resolver recorréncias. Uma recorréncia
é uma férmula que define uma fungdo, digamos 7', em termos dela mesma. Mais preci-
samente, a recorréncia define T'(n) em termos de T'(n — 1), T'(n—2), T(n— 3), etc. Uma
solugdo de uma recorréncia é uma férmula que exprime 7'(n) em termos de n apenas.
Considere, por exemplo, o algoritmo SOMAPOSITIVOS da Secdo 2.1. Digamos que
T'(n) é a fungdo que da o consumo de tempo no pior caso. Se a execugdo de qualquer
das linhas do pseudocédigo consome uma unidade de tempo, entdo 7'(0) = 2 e T'(n)
satisfaz a recorréncia
T(n)=Tn—-1)+3. (2.1)

(O termo T'(n — 1) corresponde a linha 3 e o termo 3 é o consumo de tempo das linhas 1
e linhas 4-6.) Assim, 7'(1) =2+4+3=5,7(2) =5+3=8,7(3) =8+ 3 =11, etc.
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Para resolver a recorréncia, basta “desenrola-la” como segue:

T(n)=T(n—-1)+3

T(n—j)+3j
=T(0)+ 3n
=2+3n.

Portanto, 3n + 2 é a solugdo da recorréncia (2.1).

Em geral, resolver uma recorréncia nado é tdo facil quanto nesse exemplo. Feliz-
mente, uma férmula exata para 7'(n) ndo é realmente necessdria. Em geral, basta obter
uma boa cota superior que seja valida a partir de algum valor de n. No exemplo acima,
é facil mostrar, por indugdo em n, que

T(n) <4n (2.2)
a partir de n = 2. Prova: A desigualdade evidentemente vale quando n = 2. J4 quando
n > 3, podemos supor que T'(n — 1) < 4(n — 1) por hipétese de indugdo e assim
T(n)=T(n—-1)+3<4(n—1)+ 3 =4n —1 < 4n, como queriamos provar.
E igualmente fécil provar a cota inferior

T(n) > 3n
a partir de n = 1. Essas duas cotas mostram que 7'(n) estd em ©(n). Portanto, o
algoritmo é linear (veja a Segdo 1.3).
Exercicios

2.1 Considere a fungido T'(n) definida pela recorréncia (2.1). Mostre que T'(n) <
4,5,6,...

2.2 Seja T'(n) o consumo de tempo do PISODELOG da Se¢do 2.1. Escreva a recorréncia que
T'(n) satisfaz. Mostre que T'(n) estd em O(lgn).

7 —
sn paran =
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Capitulo 3

Ordenacao de vetor

A tarefa de rearranjar um vetor em ordem crescente é um dos problemas computacio-
nais mais conhecidos e bem-estudados.

111 333 999 555 777 888 222 444 777 999 555
111 222 333 444 555 555 777 777 888 999 999

Figura 3.1: Na primeira linha, o vetor original. Na segunda, o
vetor rearranjado em ordem crescente.

Este capitulo discute o célebre algoritmo Mergesort para o problema. A discussao
serve para mostrar (1) como se analisa um algoritmo recursivo e (2) como se resolve
uma recorréncia. Também serve de introdugdo ao método de divisdo e conquista no
projeto de algoritmos.

3.1 O problema da ordenacao

Suporemos que os elementos do vetor a ordenar sdo ntiimeros inteiros, mas a discussao
se aplica igualmente bem & ordenagdo de quaisquer objetos compardveis, como nime-
ros reais, cadeias de caracteres, etc. Basta que possamos dizer se um elemento do vetor
é maior, igual, ou menor que outro.

Problema da ordenac¢do: Rearranjar um vetor A[p..r] de inteiros em ordem
crescente.
Exercicios

3.1 Todas as instancias do problema da ordenagédo tém solu¢do? O problema faz sentido se o
vetor é vazio? Qual a solucdo das instancias em que o vetor tem um s6 elemento?

17
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3.2 O problema faz sentido se trocarmos “ordem crescente” por “ordem estritamente cres-
cente”?

3.2 Algoritmo Mergesort
O seguinte algoritmo é uma solugéo eficiente do problema da ordenagao:

MERGESORT (A4, p, r)

1 sep<r

2 entdo ¢ + [(p+71)/2]

3 MERGESORT (A4, p, q)

4 MERGESORT (4, g+1, )
5 INTERCALA (A, p, ¢, T)

A rotina INTERCALA rearranja o vetor A[p .. r] em ordem crescente se os subvetores
Alp..q]l e Alg+1..r] estiverem ambos em ordem crescente.

O algoritmo esta correto. Adote o nimero n := r — p + 1 como tamanho da ins-
tancia (A, p,r) do problema. Se n < 1, o vetor tem no maximo 1 elemento e portanto
nao fazer nada é a acdo correta. Suponha agora que n > 2. Nas linhas 3 e 4, o algoritmo
é aplicado a instancias do problema que tém tamanho estritamente menor que n. Pode-
mos supor entdo, por hipétese de inducao, que os vetores A[p .. ¢q| e A[g+1..7] estdao em
ordem crescente no inicio da linha 5. No fim da linha 5, gracas a agdo de INTERCALA,
o vetor A[p..r] estard em ordem crescente.

p q q+1 T
111 333 555 777 888 999 222 |444 | 555 | 777 | 999

Figura 3.2: Vetor A no inicio da linha 5 do algoritmo.

Exercicios

3.3 Descreva o algoritmo INTERCALA em pseudocddigo. Mostre que ele consome no méaximo
©(n) unidades de tempo.
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3.3 Desempenho

Seja T'(n) o tempo que o algoritmo MERGESORT consome, no pior caso, para processar
uma instancia de tamanho n. Se contarmos o tempo pelo ntimero de linhas de pseudo-
codigo executadas, entdo 7'(0) = 7'(1) = 1 e a fungdo 7'(n) satisfaz a recorréncia

T(n)=T(n/2])+T(|n/2])+n (3.1)

(vejaa Se¢ao 2.2). As parcelas T'([n/2]) e T'(|n/2]) correspondem as linhas 3 e 4. A par-
cela n representa o consumo de tempo da linha 5, uma vez que o algoritmo INTERCALA
pode ser implementado de maneira a consumir tempo proporcional a n.

Felizmente, ndo precisamos de uma solucgdo exata da recorréncia (3.1). Ficaremos
muito satisfeitos com uma férmula assintética, como 7'(n) = O(nlgn) por exemplo
(veja a Segdo 1.3). O primeiro passo nessa direcdo é resolver uma recorréncia seme-
lhante mais simples.

Restricao as poténcias de 2. A restricdo da recorréncia as poténcias de 2 tem a
vantagem de eliminar os incomodos “| |” e “[ ]1”: para N = 2!, 22,23, ..., temos
simplesmente

T(N)=2T(N/2)+ N . (3.2)

Essa recorréncia pode ser “desenrolada” da seguinte maneira:

T(N)=2T(N/2) + N
=2(2T(N/4) + N/2) + N
= 2?T(N/2%) + 2N
= 23T(N/23) + 3N
= 2T (N/2)) + jN
= NT(N/N)+ NlgN (3.3)
=N+ NlgN.

Na linha (3.3) tomamos j = lg N e na linha (3.4) usamos o valor inicial! 7'(1) = 1.

E interessante conferir esse resultado por indugdo em N. A férmula (3.4) estd evi-
dentemente correta quando N = 1. Suponha agora que N > 2 e que a férmula estéd
correta se trocarmos “/N” por “/N/2”. Entdo,

! A intuicdo sugere (e a experiéncia confirma) que os valores iniciais de uma recorréncia — ou seja, os
valores de T'(n) quando n é pequeno — ndo tém influéncia sobre a forma geral de T'(n). Podemos entdo
adotar quaisquer valores convenientes.
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confirmando (3.4).

Embora a férmula Nlg NV + NN esteja correta apenas quando NV é poténcia de 2, é
seguro supor que o termo dominante NV Ig N descreve corretamente o comportamento
assintético de T'(IV) para todos os demais valores de N (exceto os muito pequenos). Po-
deriamos, entdo, aceitar com base na intui¢do que a solugdo da recorréncia (3.1) estd em
O(nlgn). Mas é interessante confirmar essa conclusdo calculando uma cota superior
paraT.

Cota superior para todo n. Usaremos a féormula Nlg N + N para mostrar que a
solugdo T'(n) da recorréncia (3.1) satisfaz a desigualdade

T(n) <4nlgn (3.5)

para todo n a partir de 4.
Prova: Seja j = [lgn] e N = 27. Entdo 297! < n < 27 e portanto N/2 < n < N.
Como T é crescente (veja o exercicio 3.6), temos T'(n) < T'(N). Portanto,

T(n) < NlgN + N
= N(1+1gN)
<2n(1+1g2n)
=2n(1+1+1gn)
<2n(2lgn) (3.6)
=dnlgn.

O passo (3.6) estd correto pois 4 < n, e portanto 2 < Ign.

O algoritmo é linearitmico. A cota superior (3.5) mostra (veja a Se¢do 1.3) que
T(n) estd em O(nlgn). Célculos semelhantes mostram que 7'(n) > inlgn para todo
n > 2, donde T'(n) estd em (nlgn). Segue dai que

T'(n) esta em O(nlgn).

Portanto, o algoritmo MERGESORT ¢é linearitmico.

Exercicios
3.4 Calcule os valores de T'(n) determinados pela recorréncia (3.1) paran = 2,3,...,10.
3.5 Calcule os valores de T'(n) determinados pela recorréncia (3.1) para n = 3,4, ...,10 su-

pondoqueT'(1) =2eT(2) =3.

3.6 Mostre que a solugdo T' da recorréncia (3.1) é estritamente crescente, ou seja, que T'(n) <
T(n + 1) para todo n.

3.7 Mostre que T'(n) > %n lg n para todon > 2.

3.8 Mostre que o consumo de tempo do algoritmo MERGESORT no melhor caso estd em
O(nlgn).



ANALISE DE ALGORITMOS 21

3.9 NUMERO DE COMPARACOES. A operagdo elementar mais significativa do algoritmo MER-
GESORT é a comparagdo entre elementos do vetor. Ocorrem no maximo n dessas operagdes
(veja o exercicio 3.3) e todas estdo no algoritmo auxiliar INTERCALA. Seja T'(n) o ntiimero
de comparacdes entre elementos do vetor que o algoritmo executa, no pior caso, ao proces-
sar um vetor com n elementos. Mostre que T'(n) satisfaz uma recorréncia essencialmente
igual a (3.1). Mostre que T'(n) estd em O(nlgn).

3.4 Observagoes sobre divisao e conquista

O algoritmo MERGESORT emprega a estratégia da divisdo e conquista: a instancia origi-
nal do problema é dividida em duas instancias menores, essas instancias sdo resolvidas
recursivamente, e as solugdes sdo combinadas para produzir uma solugdo da instancia
original.

O segredo do sucesso estad no fato de que o processo de divisao (que estd na linha 2,
nesse caso) e o processo da combinacdo (que acontece na linha 5) consomem pouco
tempo.

O método da divisdo e conquista rende algoritmos eficientes para muitos proble-
mas. Veremos exemplos nos capitulos seguintes.
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Capitulo 4

Segmento de soma maxima

Dado o registro da variagdo didria de temperatura num determinado lugar ao longo de
uma década, queremos encontrar uma sequéncia de dias em que a variagdo acumulada
tenha sido maxima.

20 =30 15 —-10 30 —-20 —-30 30

Figura 4.1: Variagdo da temperatura (em décimos de grau) em relacdo ao dia anterior
ao longo de 8 dias. A variagdo acumulada foi mdxima no periodo que comegou entre
os dias 2 e 3 e terminou entre os dias 5 e 6.

Este capitulo estuda quatro algoritmos para o problema. Cada algoritmo é mais
eficiente que o anterior; cada algoritmo usa uma estratégia diferente.

O capitulo contém li¢des de carater geral sobre (1) a estimativa do desempenho de
algoritmos iterativos, (2) o método da divisao e conquista, (3) o método de programa-
¢do dindmica, (4) a importancia de entender bem o problema antes de tentar inventar
um algoritmo, (5) o perigo de ficar satisfeito com o algoritmo 6bvio, (6) a eventual
necessidade de generalizar o problema para chegar a um algoritmo eficiente.

4.1 O problema

Um segmento de um vetor A[l..n| é qualquer subvetor da forma A[i..k], com 1 <
i < k < n. A condigdo i < k garante que segmentos néo sdo vazios.! A soma de um
segmento Afi.. k| é o namero Afi] + Ali + 1] + - - - + A[K].

A altura de um vetor A[l..n] é a soma de um segmento de soma médxima. (Por
exemplo, a altura do vetor na Figura 4.1 ¢ 15 — 10 + 30 = 35.)

! Teria sido mais “limpo” e natural aceitar segmentos vazios. Mas os segmentos vazios poderiam
tornar a discussao sutil demais em algumas ocasides.

23
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Problema do segmento de soma maxima: Calcular a altura de um vetor A[1 .. n]
de niimeros inteiros.

E importante entender muito bem as sutilezas do problema antes de comegar a
propor solugdes. E verdade, por exemplo, que todas as instancias do problema tém
solucdo? Em virtude da maneira como o conceito de segmento foi definido, a tinica
instancia sem solugdo é aquela em que o vetor A[l..n] é vazio. Por isso, vamos supor,
implicitamente, que n > 1 no enunciado do problema.

Os exercicios abaixo propdem outras perguntas que ajudam a entender as sutilezas
do problema. Todas essas perguntas poderiam ter sido feitas espontaneamente pelo
leitor.

Exercicios

4.1 Que acontece se todos os elementos do vetor tém valor 1? Que acontece se todos os ele-
mentos do vetor sdo positivos? Que acontece se todos os elementos do vetor sdo negativos?
Que acontece se os elementos do vetor sdo, alternadamente, +1 e —1?

4.2 Que aconteceria se permitissemos segmentos vazios?

4.3 Digamos que um segmento Afi..k| de A[l..n] tem soma maximal se Afi] + --- + A[k] >
A[i'l + -+ + A[K'] sempre que 1 < i < i < k < k' < n. Mostre como encontrar um
segmento de soma maximal.

4.2 Primeiro algoritmo

O algoritmo 6ébvio para o problema do segmento de soma maxima examina, sistemati-
camente, todos os segmentos de A[1..n] e escolhe o que tiver maior soma.

ALTURAI (4, n)

1 x<+ A[l]

2 parai <« 1laténfaca

3 para k < ¢ até n faca

4 50

5 para j < i até k faca
6 s s+ Alj]

7 ses>zxentdo T < s
8 devolvaz

O algoritmo esta correto. No inicio de cada execugao da linha 7, s é a soma do
segmento A[i .. k]. Como i varia de 1 até n e k varia de i até n, o valor de x na linha 8 é
a altura do vetor A[l..n].

Desempenho. Vamos supor que cada execugdo de qualquer das linhas do pseu-
docédigo consome uma unidade de tempo. Assim, o consumo total de tempo é pro-
porcional a soma, sobre todas as linhas, do ntimero de execugdes de cada linha.
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Comecemos a andlise pela linha 6, pois ela é a mais executada. Para cada valor fixo
dei e k, alinha 6 é executada k — i + 1 vezes. Para cada i fixo, o niimero de execugdes
da linha é

Z::i(k_i_'_l) =1+2+43+ - +(n—i+t1l)=m—i+1)(n—i+2)/2.
Como i varia de 1 a n, o nimero total de execugdes da linha é a metade de

S - )m—i+2) =" m(m+1)
=

=nn+1)2n+1)/6+n(n+1)/2
=an®+bn’+en+d,

sendo a, b, c e d constantes e a > 0.

Quanto as demais linhas, o ntimero total de execu¢des de cada uma delas ndo passa
de n%. Por exemplo, o ntimero total de execugdes da linha 7 ¢ >0 (n — i+ 1) =
n(n+1)/2.

Concluimos assim que n° é o termo dominante no consumo de tempo total do
algoritmo. Portanto, para valores grandes de n, o consumo de tempo é praticamente
proporcional a n® no pior caso. Logo (veja a Secdo 1.3), o desempenho do algoritmo
estd em

3

o(n?)
no pior caso. O algoritmo é, portanto, ctibico. (O desempenho no melhor caso também
estd em O(n?3).)

O algoritmo ALTURAI é muito ineficiente pois a soma de cada segmento é recal-
culada muitas vezes. Por exemplo, a soma de A[100..200] é refeita durante o calculo
da soma de todos os segmentos Afi.. k| com ¢ < 100 e £ > 200. O algoritmo seguinte
procura evitar essa fonte de ineficiéncia.

Exercicios

4.4 Onde o algoritmo ALTURAI usa a hip6tese n > 1?

4.5 Na linha 1 do o algoritmo ALTURAI, que acontece se trocarmos “z < A[l]” por “z < 0”
ou por “x < A[2]” ou por “x < A[n]"?

4.6 Prove, por indugdo emn, que > _  m? = n(n+1)(2n + 1)/6.
4.3 Segundo algoritmo

Nosso segundo algoritmo procura ndo calcular a soma de alguns dos segmentos mais
de uma vez:
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ALTURAII (4, n)

1z« A[l]

2 paraq < 2aténfaca

3 s+ 0

4 para j < g decrescendo até 1 faga
5 s s+ A[j]

6 ses>zentdox < s

7  devolva z

O algoritmo esta correto. A cada passagem pela linha 2, imediatamente antes da
comparagdo de g com n,

x € a altura do vetor A[l..q—1]. 4.1)

E claro que essa propriedade vale quando ¢ = 2. Suponha agora que a propriedade vale
no inicio de uma iteragdo qualquer e observe que o bloco de linhas 3-6 examina todos
os segmentos que terminam no indice ¢ e atualiza o valor de = de acordo. Portanto, a
propriedade continua valendo no inicio da iteracdo seguinte. Isso prova que (4.1) é um
invariante.

O invariante (4.1) mostra que o algoritmo estd correto, pois na tltima passagem
pela linha 2 teremos ¢ = n + 1 e entdo x serd a altura do A[1..n].

Desempenho. Suponhamos que cada execugdo de qualquer das linhas do pseu-
docédigo consome uma unidade de tempo. Entdo o consumo total de tempo é propor-
cional a soma dos niimeros de execug¢des de todas as linhas.

Para cada valor fixo de ¢, o bloco de linhas 5-6 é executado ¢ vezes. Como ¢ cresce
de 2 até n, o nimero total de execu¢des do bloco de linhas 5-6 é

n 1/, 2
Z q=24+3+--+n = 5(n"4+n-2).
q=2

O ntmero total de execugdes de cada uma das demais linhas ndo passa de n. (Por
exemplo, o nimero total de execug¢des da linha 3 é n — 1 e o ndmero total de execugdes
da linha 2 é n.) Portanto, o termo dominante no consumo total de tempo do algoritmo
é n?. Logo (veja a Segdo 1.3), o desempenho no pior caso estd em

0(n?).

O algoritmo é, portanto, quadratico. (No melhor caso, o desempenho também estd
em O(n?).)

O algoritmo ALTURAII é ineficiente porque a soma de alguns segmentos é refeita
varias vezes. Por exemplo, a soma de A[1..100] é refeita durante o calculo das somas
de A[1..101], A[1..102], etc. O algoritmo da préxima se¢do procura remediar essa
ineficiéncia.



ANALISE DE ALGORITMOS 27

Exercicios

4.7 Que acontece se a linha 4 for trocada por “para j < 1 até ¢ faga”?

4.8 Modifique o algoritmo ALTURAII de modo que ele devolva um par (¢, k) de indices tal que
asoma Afi] + --- + A[k] é a altura de A[1..n].

4.9 Escrevaum algoritmo andlogo a ALTURAII para tratar da variante do problema que admite
segmentos vazios. Nessa variante, um segmento Afi.. k] é vaziosei = k + 1. A soma de
um segmento vazio € 0.

4.4 Terceiro algoritmo: divisdo e conquista

Nosso terceiro algoritmo usa o método da divisdo e conquista (veja a Se¢do 3.4): divide
a instdncia dada ao meio, resolve cada uma das metades e finalmente junta as duas
solugdes.

Para descrever o algoritmo, é preciso que o indice do primeiro elemento do vetor A
seja varidvel. Portanto, o enunciado do problema precisa ser generalizado como segue:
calcular a altura de um vetor A[p..r] de ntimeros inteiros.”

ALTURAIII (A4, p, r)

1 sep=r
2 entdo devolva A[p]
3 sendo q < |(p +1)/2]
4 2’ + ALTURAIII (A, p, q)
5 2" + ALTURAIIIL (A, ¢+ 1, 1)
6 y' <+ s+ Alq]
7 para i < g — 1 decrescendo até p faca
8 s« Ali|+ s
9 ses >y entdioy < s
10 Y’ s+ Alg+1]
11 para j < ¢ + 2 até r faca
12 s < s+ Alj]
13 se s >y’ entdoy” + s
14 x < max (z/, vy +y", 2")
15 devolva x

O algoritmo esta correto. Se p = r, é claro que o algoritmo dé a resposta correta.
Suponha agora que p < r. Depois da linha 4, por hipétese de indugdo, z’ é a altura de
Alp..q]. Depois da linha 5, " é a altura de A[g+1..r]. Depois do bloco de linhas 6-13,
y' + 1" é a maior soma da forma A[i] + - - - + A[j] com i < ¢ < j. (Veja o Exercicio 4.10.)

Resumindo, ' + y” cuida dos segmentos que contém A[q] e A[g+1], enquanto 2’ e
z” cuidam de todos os demais segmentos. Concluimos assim que o niimero x calculado
na linha 14 é a altura correta de A[p..r|.

2 Assim, o problema original, enunciado na Secéo 4.1, é uma colegdo de instancias do problema gene-
ralizado.
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p q q+1 T
20 | —30 15 —-10 30 —-20 —-30 30

Figura 4.2: Inicio da linha 14 do algoritmo ALTURAIIL
Nesse ponto, 2/ = 20, 2" = 30,y =5 e y” = 30.

Desempenho. Seja 7'(n) o consumo de tempo do algoritmo no pior caso quando
aplicado a um vetor de tamanho n := r — p 4+ 1. O bloco de linhas 6-13 examina cada
elemento de Afp..r] uma s6 vez e portanto consome tempo proporcional a n. Temos
entdo

T(n) = T([n/2]) + T(|n/2]) + 7.

A parcela T'([n/2]) descreve o consumo da linha 4, a parcela T'(|n/2]) descreve o con-
sumo da linha 5, e a parcela n corresponde as linhas 6-15. Essa recorréncia j4 foi discu-
tida na Secdo 3.3, onde mostramos que 7" estd em O(nlgn).
Concluimos assim que o algoritmo é linearitmico: seu desempenho no pior caso
estd em
O(nlgn).

O algoritmo ALTURAIII é mais eficiente que ALTURAIIL. Mas ALTURAIII tem suas
proprias ineficiéncias, pois refaz alguns cdlculos vérias vezes (por exemplo, a soma de
Ali..g] nas linhas 6-9 ja foi calculada durante a execugdo da linha 4). A préxima se¢do
procura eliminar essas ineficiéncias.

Exercicios

4.10 Prove que depois do bloco de linhas 6-13 do algoritmo ALTURAIIL, ¢’ + " é a maior soma
dentre todas as que tém a forma A[i] + - -- + A[j] com i < ¢ < j.

"1

4.11 Por que ndo trocar “q 4 1” por “¢q” nas linhas 5 e 10 do algoritmo ALTURAIII?
4.12 Mostre que o desempenho do algoritmo ALTURAIII no melhor caso estd em ©(nlgn).

4.5 Quarto algoritmo: programacao dindmica

Nosso quarto algoritmo usa o método da programacado dindmica, que consiste em ar-
mazenar os resultados de célculos intermedidrios numa tabela e assim evitar que eles
sejam refeitos.

Para aplicar o método, serd preciso introduzir o seguinte problema auxiliar, que
restringe a atencao aos segmentos terminais do vetor: dado um vetor A[1 .. g], encontrar
a maior soma da forma

Afi] + -+ Alq],
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com 1 < ¢ < g. Para facilitar a discussdo, diremos que a maior soma dessa forma é a
semialtura do vetor A[l..¢q|. A altura do vetor A[l..n] é o mdximo das semialturas de
All..n], A[l..n—1], A[l..n—2], etc.

A semialtura de um vetor tem uma propriedade recursiva que a altura nao tem:
se a soma de Afi..q] é a semialtura de A[l..q] e i < g entdo a soma de A[i..q—1] é
a semialtura de A[l..q—1]. (De fato, se a semialtura de A[l..q—1] fosse maior entdo
existiria h < g — 1 tal que A[h] + - -+ A[g—1] > A[i] + - - - + A[g—1] e portanto teriamos
A[h] 4+ -+ Alg] > A[i] + - - - + Alq], 0 que é impossivel.)

Se denotarmos a semialtura de A[l..¢| por S[q], podemos resumir a propriedade
recursiva por meio de uma recorréncia: para qualquer vetor A[l..¢],

Slq] = max(S[g—1] + Alq] , Alq]). (4.2)

Em outras palavras, S[q] = S[g — 1] + Alg] a menos que S[¢ — 1] seja estritamente
negativo, caso em que S[q] = A[q].

A recorréncia (4.2) serve de base para o seguinte algoritmo, que calcula a altura de
All..n]:

ALTURAIV (4, n)

1 S[1] + A[1]

2 paragq < 2atén faca

3 se S[g—1]>0

4 entdo S[q| < S[g—1] + Alq]
5 sendo S[q] < Alq]
6 1z <« S[1]

7 paragq < 2atén faca

8 se S[q] > = entdo x <+ S[q]
9 devolvax

O algoritmo estd correto. A cada passagem pela linha 2, imediatamente antes que
q seja comparado com n, S[g — 1] é a semialtura de A[1 .. ¢—1]. Mais que isso,

S[j] é a semialtura de A[1 .. j] (4.3)

paraj=1,2,...,qg—-1

Em particular, no inicio da linha 6, o fato (4.3) vale para j = 1, 2, ..., n. O bloco de
linhas 6-8 escolhe a maior das semialturas e portanto, no fim do algoritmo, x é a altura
correta de A[l..n].

Desempenho. A estimativa do consumo de tempo do algoritmo é muito facil.
Cada linha do algoritmo é executada no maximo n vezes, e portanto o algoritmo con-
some tempo proporcional a n. Em outras palavras, o desempenho do algoritmo no pior
caso esta em

O(n)

e portanto o algoritmo é linear. (O desempenho no melhor caso também estd em ©(n).)
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A 20 -30 15 -—-10 30 —-20 -30 30
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Figura 4.3: Vetores A e S no fim da execugéo do algoritmo ALTURAIV.

Exercicios

4.13 Os dois processos iterativos de ALTURAIV podem ser fundidos num s6, evitando-se assim
o uso do vetor S[1..n]. Uma varidvel s pode fazer o papel de um elemento genérico do
vetor S. Implemente essa ideia.

4.14 Suponha dada uma matriz quadrada A[l..n,1..n] de nlimeros inteiros (nem todos posi-
tivos). Encontrar uma submatriz quadrada de A que tenha soma méxima. (Veja o livro de
Bentley [1, p.84].)

4.15 Na defini¢do de semialtura, todos os segmentos Al . . g] sdo ndo vazios. Onde essa obser-
vagdo é usado no algoritmo ALTURAIV?

4.6 Observacdes sobre programacao dinamica

O algoritmo ALTURAIV é um exemplo de programacio dindmica.” O método s6 se
aplica a problemas dotados de estrutura recursiva: qualquer solu¢do de uma instancia
deve conter solugdes de instdncias menores. Assim, o ponto de partida de qualquer
algoritmo de programacdo dinamica é uma recorréncia.

A caracteristica distintiva da programacado dinamica é a tabela que armazena as so-
lugdes das vérias subinstancias da instancia original. (No nosso caso, trata-se da tabela
S[1..n].) O consumo de tempo do algoritmo é, em geral, proporcional ao tamanho da
tabela.

Os Capitulos 8 e 9 exibem outros exemplos de programacdo dindmica.

Notas bibliograficas

Este capitulo foi baseado no livro de Bentley [1].

* Aqui, a palavra programagiio no tem relacéo direta com programagio de computadores. Ela significa
planejamento e refere-se a construgdo da tabela que armazena os resultados intermediarios.



Capitulo 5

O problema da maioria

Imagine uma eleicdo com muitos candidatos e muitos eleitores. Queremos determinar,
no menor tempo possivel, se algum dos candidatos obteve a maioria dos votos.

D C A B CB B C B B B B
D CA B C B B C B B B F

Figura 5.1: Dois exemplos com 12 eleitores e candidatos A, B, ..., Z. No primeiro
exemplo, B tem maioria. No segundo, nenhum candidato tem maioria.

Este capitulo discute um algoritmo surpreendentemente rdpido para o problema.
A andlise de desempenho do algoritmo é muito f4cil, mas a prova da correcao é sutil e
depende de um invariante ndo 6bvio.

5.1 O problema

Seja A[1..n| um vetor de objetos de algum tipo, como ntimeros naturais, cadeias de
caracteres, ou figuras, por exemplo. (Vocé pode imaginar que os indices 1, 2, ..., n
sdo os eleitores e o eleitor ¢ vota no candidato A[i].) Sobre os objetos que compdem
o vetor, vamos supor que podemos decidir se dois objetos sdo iguais ou diferentes,
mas as relagdes “maior que” e “menor que” entre objetos ndo estdo necessariamente
definidas.

Diremos que um objeto x é majoritario se o nimero de ocorréncias de x em A[l . .n]
é (estritamente) maior que n/2. Em outras palavras,  é majoritario se mais da metade!
dos elementos do vetor é igual a z, ou seja, se 0 ntimero de elementos iguais a x € maior
que o nimero de elementos diferentes de =.

Problema da maioria: Encontrar um elemento majoritdrio em um dado vetor
A[l..n] de objetos.

! A popular expressao “metade dos votos mais um” estd errada pois a metade de um ntimero impar
ndo é um ndmero inteiro.
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Nem todo vetor tem um elemento majoritdrio. Mas se um elemento majoritério
existe ele é inico. Assim, toda instdncia do problema tem uma tnica solugdo ou nado
tem solugdo alguma. Faz parte do problema decidir se a instancia dada tem solugéo.

Algoritmos 6bvios. Adotaremos n como tamanho da instancia A[l..n| do pro-
blema. Com essa defini¢do, hd um algoritmo quadrético 6bvio para o problema: basta
comparar cada elemento do vetor com todos os demais.

Se a relagdo “menor que” estiver definida entre os elementos de A[l .. n|, podemos
ordenar o vetor e depois contar o niimero de ocorréncias de cada objeto. Esse algoritmo
é linearitmico: a ordenacéo é linearitmica (veja o algoritmo MERGESORT no Capitulo 3)
e as contagens no vetor ordenado consomem tempo linear.

A primeira vista, parece impossivel resolver o problema em menos tempo. Mas
existe um algoritmo que resolve o problema em tempo linear, como mostraremos a
seguir. (Em termos do exemplo na introdugdo do capitulo, o algoritmo determina o
vencedor da eleicdo em tempo proporcional ao ntimero de eleitores.)

Exercicios

5.1 Escreva um algoritmo que verifique se um dado objeto x é ou ndo majoritdrio em A[1..n].

5.2 Suponha que n é par e um objeto = ocorre exatamente n/2 vezes em A[l..n]. Mostre que
o vetor ndo tem objeto majoritério.

5.3 Escreva o algoritmo linearitmico sugerido acima supondo que A[l..n] é um vetor de in-
teiros.

5.2 A estrutura recursiva do problema

No que segue, o conceito de objeto majoritdria sera aplicado a subvetores arbitrarios
de A[l..n]. Assim, a expressdo “z é majoritdrio em Afi .. j|” significa que o nimero de
ocorréncias de z em A[i .. j] € maior que (j — i+ 1)/2.

Para resolver o problema da maioria em tempo linear, é preciso entender a seguinte
propriedade, que descreve a estrutura recursiva do problema:

Se z é um objeto majoritario em A[l..n] entdo, para qualquer k entre

1 e n+1, z é majoritdrio em A[l..k—1] ouem A[k..n| ou em ambos. ®.1)

Prova: Sejam p e g os niimeros de ocorréncias de z em A[l..k—1] e A[k..n] respectiva-
mente. Se z ndo é majoritario em nenhum desses dois subvetores entdo p < (k —1)/2
eq < (n—k+ 1)/2. Portanto, o nimero de ocorréncias de z em A[l..n]| ép+ q <
(k—1+n—Fk+1)/2 =n/2. Logo, x ndo é majoritdrio em A[l..n|, como querfamos
provar.

E importante observar que a reciproca da propriedade (5.1) ndo é verdadeira: é
possivel que x seja majoritario em A[l..k—1] ou em A[k..n| mas ndo seja majoritrio
em A[l..n].
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Exercicios

5.4 Mostre que a reciproca da propriedade (5.1) ndo é verdadeira.

5.5 Escreva um algoritmo (linearitmico) de divisdo e conquista para o problema da maioria
baseado na propriedade (5.1).

5.3 Um algoritmo linear

O seguinte algoritmo resolve as instancias ndo vazias do problema da maioria em
tempo linear: ele recebe um vetor A[l..n] de objetos, com n > 1, e devolve o objeto
majoritdrio se tal existir; sendo, devolve um objeto NIL que ndo possa ser confundido
com um elemento do vetor.

MAIORIA (A, n)

1 z+ A[l]
2 v+l
3 k<+1
4 param < 2atén faca
5 sev > 1
6 entdo se Ajm] ==z
7 entdo v < v +1
8 sendov < v —1
9 sendo x < A[m)|
10 v+1
11 k< m
12 ¢+ 0
13 param < 1 atén faga
14 se Ajm] ==z
15 entdioc+c+1
16 sec>n/2
17 entdo devolva z
18 sendo devolva NIL

(A variavel k é supérflua, mas vai nos ajudar a mostrar que o algoritmo estd cor-
reto.) O algoritmo tem duas fases. A primeira (linhas 1-11) encontra um bom candi-
dato a solugéo z e a segunda (linhas 12-18) verifica se z ¢, de fato, solugdo.> Um objeto
x é um bom candidato se tem a seguinte propriedade: ou x é majoritario em A[l..n]
ou o vetor ndo tem elemento majoritario algum.

O algoritmo esta correto. Para mostrar que o algoritmo estd correto, observe as
seguintes propriedades invariantes: a cada passagem pela linha 4, imediatamente antes
da comparacdo de m com n,

2 A segunda fase é necessaria porque a reciproca da propriedade (5.1) ndo é verdadeira.
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i. véavantagem de z em A[k..m—1],
ii.v>0e
iii. A[l..k—1] ndo tem elemento majoritario.

A vantagem de um objeto z em um vetor Afi..j] é a diferenca entre o ntimero de
elementos de A[i..j] iguais a e o niimero de elementos de A[i .. j] diferentes de z.
(O problema da maioria poderia ser formulado assim: encontrar um objeto cuja vanta-
gem em A[l..n] é estritamente positiva.)

Prova dos invariantes: A validade de ii é evidente. A validade de i e iii exige veri-
ficacdo mais cuidadosa. No inicio da primeira iteragdo, é claro que as propriedadesie
iii estdo satisfeitas. Suponha agora que i e iii valem no inicio de uma iteragdo qualquer
que ndo a dltima. Se v > 1 entdo é facil deduzir que i e iii valem no inicio da préxima
iteragdo quer A[m] seja igual a x, quer seja diferente (note que o valor de k néo se altera
nesse caso).

Suponha agora que v = 0. De acordo com i, a vantagem de z em A[k .. m—1] é nula
e portanto ndo existe objeto majoritdrio em A[k..m—1]. De acordo com iii, A[l..k—1]
também nao tem objeto majoritdrio. A propriedade (5.1) garante entdo que

A[l..m—1] ndo tem elemento majoritario.

Além disso, no fim da iteragdo corrente, depois que z, v e k assumem os valores A[m],
1 e m respectivamente (e antes que m seja incrementado), é evidente que a vantagem
de x em A[k..m] é v. Portanto, no inicio da préxima iteracao (depois que m for incre-
mentado), serd verdade que

A[l..m—2] ndo tem elemento majoritdrio e
a vantagem de z em Alk..m—1] é v.

Assim, as propriedades i e iii valerdo no inicio da préxima iteracdo. Isso encerra a
prova dos invariantes.

Resta mostrar como os invariantes i a iii garantem que o algoritmo esta correto. No
inicio da segunda fase do algoritmo, na linha 12, temos m = n 4 1 e portanto

A[l..k—1] ndo tem elemento majoritario e
pelo menos metade dos elementos de A[k..n] éigual a z.

Suponha agora que A[l..n] tem um elemento majoritdrio, digamos a. Como
A[l..k—1] ndo tem elemento majoritario, a propriedade (5.1) garante que a é majo-
ritdrio em A[k .. n]. Como metade dos elementos de A[k . .n] é igual a x, temos necessa-
riamente a = x. Isso mostra que x é um bom candidato. As linhas 12-15 do algoritmo
ndo fazem mais que verificar se x é majoritdrio em A[1..n|.

Desempenho. A andlise de desempenho do algoritmo MAIORIA é muito simples.
Suponhamos que uma execucdo de qualquer das linhas do pseudocédigo consome 1
unidade de tempo; assim, podemos estimar o consumo de tempo total contando o
numero de execugdes das varias linhas.

O bloco de linhas 5-11 é executado n — 1 vezes. O bloco de linhas 14-15 é executado
n vezes. As linhas 1 a 3 e o bloco de linhas 16-18 é executado uma s6 vez. Portanto, o
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algoritmo consome

O(n)

unidades de tempo no pior caso. Portanto, o algoritmo é linear. (O consumo de tempo
no melhor caso também estd em O(n).)

Exercicios

5.6 Prove a seguinte afirmacdo: a vantagem de z em A[i .. j] é v se e somente se o ntiimero de
ocorréncias de x em Ali .. j| é exatamente (j —i + 1+ v)/2.

Notas bibliogréficas

Este capitulo foi baseado nos livros de Bentley [1] e Manber [14].
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Capitulo 6

Multiplicacao de grandes nimeros

Quanto tempo é necessario para multiplicar dois nimeros naturais? Se os niimeros tém
m e n digitos respectivamente, o algoritmo usual consome tempo proporcional a mn.
Se m = n, por exemplo, o consumo de tempo é proporcional a n%. Provavelmente
ndo existe algoritmo mais rdpido se m e n forem pequenos (menores que duas ou trés
centenas, digamos). Mas existe um algoritmo que é bem mais rdpido quando m e n sdo

grandes (como acontece em criptografia, por exemplo).

9999
7T

69993
69993
69993
69993

77762223

O "mmHg N W

Figura 6.1: Algoritmo usual de multiplicagdo de dois niimeros naturais. Aqui estamos
multiplicando 9999 por 7777 para obter o produto 77762223. A linha C é o resultado
da multiplicacdo da linha A pelo digito menos significativo da linha B. As linhas D, E e
F sdo definidas de maneira semelhante. A linha G é o resultado da soma das linhas C
aF.

Este capitulo ensina algumas li¢des de caréter geral: (1) para muitos problemas,
existem algoritmos surpreendentes mais rapidos que o algoritmo usual; (2) as vezes,
a superioridade do algoritmo mais sofisticado s6 se manifesta nas instancias muito
grandes do problema; (3) a técnica de resolucdo de recorréncias é capaz de fazer uma
andlise muito precisa do desempenho de algoritmos recursivos.
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6.1 O problema

Usaremos notagdo decimal para representar nimeros naturais. (Poderfamos igual-
mente bem usar notagdo binaria, ou notagdo base 232, por exemplo.) Diremos que um
digito é qualquer niimero menor que 10. Diremos que um ntmero natural u tem n
digitos' se u < 10". Com esta convengdo, podemos nos restringir, sem perder genera-
lidade, ao caso em que os dois multiplicandos tém o mesmo ntimero de digitos:

Problema da multiplicagdo: Dados ntiimeros naturais u e v com n digitos cada,
calcular o produto u x v.

Vocé deve imaginar que cada niimero natural é representado por um vetor de digi-
tos. Mas nossa discussao sera conduzida num nivel de abstragdo alto, sem manipulacdo
explicita desse vetor. (Veja a Segdo 6.5.)

6.2 O algoritmo usual

Preliminarmente, considere a operagdo de adi¢cdo. Sejam u e v dois nimeros naturais
com n digitos cada. A soma u + v tem n + 1 digitos e o algoritmo usual de adigdo
calcula v + v em tempo proporcional a n.

Considere agora o algoritmo usual de multiplicagio de dois ntimeros u e v com n di-
gitos cada. O algoritmo tem dois passos. O primeiro passo calcula todos os n produtos
de u por um digito de v (cada um desses produtos tem n + 1 digitos). O segundo passo
do algoritmo desloca para a esquerda, de um ntimero apropriado de casas, cada um
dos n produtos obtidos no primeiro passo e soma os n ntiimeros resultantes. O produto
u x v tem 2n digitos.

O primeiro passo do algoritmo consome tempo proporcional a n?. O segundo passo
também consome tempo proporcional a n?. Assim, o consumo de tempo do algoritmo
usual de multiplicagdo estd em ©(n?). O algoritmo ¢, portanto, quadratico.

Exercicios

6.1 Descreva o algoritmo usual de adigdo em pseudocddigo. O algoritmo deve receber ntime-
ros u e v com n digitos cada e devolver a soma u + v.

6.2 Descreva o algoritmo usual de multiplicagdo em pseudocédigo. O algoritmo deve receber
nameros u e v com n digitos cada e devolver o produto u x v.

6.3 Observagdes sobre o método de divisao e conquista

Sejam u e v dois niimeros com n digitos cada. Suponha, por enquanto, que n é par. Seja
p o numero formado pelos n/2 primeiros digitos de u e seja ¢ o nimero formado pelos

! Teria sido melhor dizer “tem no maximo n digitos”.



ANALISE DE ALGORITMOS 39

n/2 dltimos digitos de u. Assim,
u=p X 10”/2—|—q.
Defina r e s analogamente para v, de modo que v = r x 10"/2 4 s. Teremos ent&o
uxv =pxrx10"+(pxs+qgxr)x1024+qgxs. (6.1)

Esta expressao reduz a multiplicacdo de dois niimeros com n digitos cada a quatro
multiplica¢des (a saber, p por r, p por s, g por r e ¢ por s) de nimeros com n/2 digitos
cada.?

Se n for uma poténcia de 2, o truque pode ser aplicado recursivamente a cada uma
das quatro multiplicacdes menores. O resultado é o seguinte algoritmo recursivo, que
recebe niimeros naturais v e v com n digitos cada e devolve o produto u x v:

RASCUNHO (u, v, n) > n é poténcia de 2

1 sen=1

2 entdo devolva u x v

3 sendo m < n/2

4 p <+ |u/10™]

5 q < u mod 10™

6 r < |v/10™]

7 s < v mod 10™

8 pr < RASCUNHO (p, r, m)

9 gs <+ RASCUNHO (g, s, m)
10 ps < RASCUNHO (p, s, m)
11 qr < RASCUNHO (q, r, m)
12 uv < pr x 102™ + (ps + qr) x 10™ + ¢s
13 devolva uv

O algoritmo est4 correto. E claro que o algoritmo produz o resultado correto
se n = 1. Agora tome n > 2. Como m < n, podemos supor, por hipétese de indu-
¢do, que a linha 8 produz o resultado correto, ou seja, que pr = p x r. Analogamente,
podemos supor que gs = ¢ X s, ps = p X se qr = ¢ X r no inicio da linha 12. A linha 12
nao faz mais que implementar (6.1). Portanto, uv = u x v.

Desempenho. As linhas 4 a 7 envolvem apenas o deslocamento de casas deci-
mais, podendo portanto ser executadas em ndo mais que n unidades de tempo. As
multiplicagdes por 10" e 10™ na linha 12 também consomem no méximo n unidades
de tempo, pois podem ser executadas com um mero deslocamento de casas decimais.
As adigdes na linha 12 consomem tempo proporcional ao nimero de digitos de uv,
igual a 2n.

? Minha calculadora de bolso nao é capaz de exibir/armazenar nimeros que tenham mais que n di-
gitos. Para calcular o produto de dois ntimeros com n digitos cada, posso recorrer a equagdo (6.1): uso a
maquina para calcular os quatro produtos e depois uso ldpis e papel para fazer as trés adi¢des.
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Portanto, se denotarmos por T'(n) o consumo de tempo do algoritmo no pior caso,
teremos

T(n)=4T(n/2) +n. (6.2)

As quatro parcelas 7'(n/2) referem-se as linhas 8 a 11 e a parcela n refere-se ao consumo
das demais linhas. Segue dai (exercicio 6.3) que

T(n) estad em ©(n?).

Assim, o algoritmo RASCUNHO ndo é mais eficiente que o algoritmo usual de multipli-
cagao.

99998888
TTTT6666 v

9999 p

8888 ¢

777 r

6666 s
77762223 pr
59247408  gs

135775310 ps + qr

7777580112347408  uv

Figura 6.2: Multiplicacdo de u por v calculada pelo algoritmo RASCUNHO. Neste
exemplo temos n = 8. O resultado da operagéo é uv.

Exercicios

6.3 Mostre que a solugdo T'(n) da recorréncia (6.2) estd em O(n?). (Sugestdo: veja a segdo 3.3.)

6.4 Algoritmo de Karatsuba

Para tornar o algoritmo da se¢do anterior muito mais rapido, basta observar que os trés
nimeros de que precisamos do lado direito de (6.1) — a saber, p x 7, (p X s+ ¢ x 1) e
g X s — podem ser obtidos com apenas trés multiplica¢des. De fato,

PXS+gXTr = yYy—pXr—qgxs,
sendo y = (p+ q) x (r + s). Assim, a equagdo (6.1) pode ser substituida por

uxv =pxrx10"+(y—pxr—gxs)x10"?+qxs. (6.3)



ANALISE DE ALGORITMOS 41

(E bem verdade que (6.3) envolve duas adigdes e duas subtragdes adicionais, mas essas
operacdes consomem muito menos tempo que as multiplicacdes.) Se n ndo é par, basta
trocar n/2 por [n/2]: teremos u = p x 10"/?1 + ge v = r x 10["/2] + 5 e portanto

uxv =pxrx1022 L (y—pxr—gxs)x10M? 4 gxs.

Essa ¢é a ideia do algoritmo proposto por A.Karatsuba. Ele recebe niimeros naturais u
e v com n digitos cada e devolve o produto u x v:

KARATSUBA (u, v, n)

1 sen<3

2 entdo devolva u x v

3 sendo m < [n/2]

4 p < |u/10™|

5 q < v mod 10™

6 r < |v/10™]

7 s < v mod 10™

8 pr < KARATSUBA (p, r, m)

9 gs < KARATSUBA (q, s, m)
10 y < KARATSUBA (p+¢q, r+ s, m+1)
11 uv < pr x 10?™ + (y — pr — gs) x 10™ + gs
12 devolva uv

O algoritmo esta correto. A prova da corre¢do do algoritmo é andloga a prova
da corregao do algoritmo RASCUNHO. As instancias em que n vale 1, 2 ou 3 devem ser
tratadas na base da recursdo porque o algoritmo é aplicado, na linha 10, a uma instancia
de tamanho [n/2] + 1, e este nimero s6 é menor que n quando n > 3.

999988888  u
077766666 v

07769223 pr
5925807408  gs
98887 p+gq
67443 ]
6669235941 Y
735659310 Yy —pr—qs

077765801856807408  uv

Figura 6.3: Multiplicacdo de u por v calculada pelo algoritmo KARATSUBA. O resul-
tado da operacgdo é uv. Se u e v tivessem n digitos cada, pr e ¢s teriam n + 1 digitos
cada, y teria n + 2 (mais precisamente, s6 n + 1) digitos e uv teria 2n digitos.
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Desempenho. Seja 7'(n) o consumo de tempo do algoritmo KARATSUBA no pior
caso. Entao
T(n)=2T([n/2])+T([n/2]+1)+n. (6.4)

As duas parcelas T'([n/2]) e a parcela T'(|n/2]+1) se referem as linhas 8, 9 e 10 respecti-
vamente. A parcela n representa o consumo de tempo das demais linhas. Se tomarmos
T(1)=1,T(2) =2eT(3) =3, teremos T'(4) = 11, T(5) = 22, etc.

Felizmente ndo precisamos de uma solugdo exata da recorréncia (6.4). Para obter
uma solugdo aproximada, comecemos por restringir n as poténcias de 2 (o que elimina
os“| |”e”[]”) earemover o incomodo ”"+1”. Assim, obtemos a recorréncia

T(N)=3T(N/2)+ N (6.5)
para N = 21 22 93 . Essa recorréncia pode ser “desenrolada” da seguinte maneira:
T(N)=3T(N/2)+ N
=33T(N/4)+ N/2)+ N
=32T(N/2?) +3N/2+ N
= 33T (N/23) 4+ 32N/22 + 31 N/2! 439N /20
=3I T(N/2) + 357 N/297 372N /2972 ... 1 30N/2°

=3 (1) + 31N/ 4 37IN/2 2 .. 4 30N)20 (6.6)
=3IN/2 + 307 IN/2I7 4 3I7EN/2972 . 3O N)20 6.7)
=N ((3/2)) + (3/2) 1+ (3/2) 2+ -+ (3/2)")

=N ((3/2)"" —1)/((3/2) — 1) (6.8)
= 2N ((3/2)"" - 1)

=3/t 9N

= 3N'83 2N (6.9)

Na linha (6.6), tomamos j = lg N e T(1) = 1. Na linha (6.7), lembramos que 2/ = N.
Na linha (6.8), usamos a férmula da soma de uma progressao geométrica (exercicio 6.4).
Na linha (6.9), observamos que

3j _ (2lg3)j — (2j)lg3 — ng3 ]

O ntimero lg 3 fica entre 1.584 e 1.585 e portanto N'83 fica entre Nv/N e N2.

E interessante conferir (6.9) por indugdo em N. A férmula estd evidentemente cor-
reta quando N = 1. Suponha agora que N > 2 e que a férmula estd correta se trocarmos
“N” por “N/2”. Entdo,

1g3

N
T(N):3(3(%)lg3_2%)+]\r:32 — 9N = 3N'%3 _ 9N,

confirmando (6.9).

Embora a férmula 3N'83 — 2N esteja correta apenas quando N é poténcia de 2, a ex-
periéncia mostra que o termo dominante N'83 descreve corretamente o comportamento
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assint6tico de T'(IV) para todos os demais valores de IV (exceto os muito pequenos). Po-
demos, entéo, aceitar como fato que a solugdo T'(n) da recorréncia (6.4) estd em ©(n'83).
(Veja o exercicio 6.5.) Portanto, o consumo de tempo do algoritmo KARATSUBA no pior
caso esta em

O(n'#3) .

Como Ig3 < 1.6, o algoritmo KARATSUBA é assintoticamente mais rapido que o algo-
ritmo quadratico usual. Mas, em virtude da constante multiplicativa escondida sob a
notacdo O, essa superioridade s6 se manifesta quando n é maior que algumas centenas.

Exercicios

6.4 Verifique, por indugdo em j, a férmula da soma de uma progressdo geométrica: 70 + r! +
et = (P = 1) /(r = 1).

6.5 Mostre que a solugdo 7'(n) da recorréncia (6.4) estd em O(n'8?). (Sugestdo: inspire-se na
Secdo 3.3.) Siga o seguinte roteiro: (1) Mostre, por indugdo em n, que T'(n) é crescente, ou
seja, que T'(n) < T(n + 1) para todo n. (2) Mostre, a partir de (1) e (6.9), que T'(n) < 9n's3
para todon > 2. (3) Mostre, a partir de (1) e (6.9), que T'(n) > % n'e3 paratodon > 2. (Esse
método de célculo da classe assintética de uma recorréncia poderia ser chamado “método
da interpolagdo”.)

6.6 Compare os valores de ny/n, n'83 e n? para n = 100 e 1000.

6.5 Detalhes de implementacao

Para implementar os algoritmos que discutimos acima, é preciso representar cada na-
mero por um vetor de digitos, ou seja, um vetor U[1 .. n] cujos componentes pertencem
ao conjunto {0,1,...,9}. Um tal vetor representa o ntimero natural U[n] x 10"~ +
Uln—1] x 10" 2+ .- + U[2] x 10 + U[1].

Figura 6.4: Vetor U[1..9] que representa o niimero 999988888.

O algoritmo KARATSUBA recebe os vetores U[1..n] e V[1..n] que representam os
nimeros u e v respectivamente e devolve o vetor X[1..2n] que representa uv. Nas
linhas 4 e 5 do algoritmo, p é representado por U[m+1..n] e ¢ é representado por
U[l..m]. A implementagdo das linhas 6 e 7 é andloga. Nas linhas 8 e 9, pr é represen-
tado por um vetor PR[1..2m] e ¢s é representado por um vetor QS[1..2m)|.

Na linha 10, para calcular p + ¢ basta submeter U[m+1..n] e U[1..m] ao algo-
ritmo usual de adi¢do, que produz um vetor A[1..m+1]. Algo analogo vale para a
subexpressao r + s. O namero y é representado por um vetor Y[1..2m+1].
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Na linha 11, o valor de y — pr — ¢s é calculado pelo algoritmo usual de subtragao
(ndo é preciso cuidar de nimeros negativos pois y — pr — ¢gs > 0). Para calcular o
valor da expressdo pr x 10?™ + (y — pr — gs) x 10™ + gs, basta concatenar os vetores
PR[1..2m] e QS[1..2m]| que representam pr e ¢s respectivamente e somar o resultado
com y — pr — ¢s (deslocado de m posi¢des) usando o algoritmo usual de adigdo.

6.6 Observacdes sobre divisao e conquista

O algoritmo KARATSUBA é um bom exemplo do método da divisdo e conquista, que
j& encontramos nos Capitulos 3 e 4. O segredo do sucesso do método neste caso esta
no fato de que o processo de divisdo da instancia original (linhas 3 a 7 do algoritmo)
e 0 processo de combinagdo das solug¢des das instancias menores (linha 11) consomem
relativamente pouco tempo.

Notas bibliograficas

Este capitulo foi baseada na Segdo 7.1 do livro de Brassard e Bratley [2]. O assunto
também é discutido nos livros de Knuth [11], Dasgupta, Papadimitriou e Vazirani [4] e
Kleinberg e Tardos [10].

O algoritmo KARATSUBA foi publicado em 1962 pelos matemaéticos russos Anatolii
Karatsuba e Yurii Ofman. Veja o verbetes Multiplication algorithm e Karatsuba algorithm
na Wikipedia.

O célebre algoritmo de Strassen para multiplicagdo de matrizes usa as mesmas
ideias basicas do algoritmo de Karatsuba.


http://en.wikipedia.org/wiki/Karatsuba-Ofman_algorithm
http://en.wikipedia.org/wiki/Karatsuba_algorithm
http://en.wikipedia.org/wiki/Strassen_algorithm

Capitulo 7

Intervalos disjuntos

Imagine que vérios eventos (feiras, congressos, etc.) querem usar um certo centro de
convencdes. Cada evento gostaria de usar o centro durante um intervalo de tempo
que comega num dia a e termina num dia b. Dois eventos sdo compativeis se os seus
intervalos de tempo sdo disjuntos. A administracdo do centro quer atender o maior
nimero possivel de eventos que sejam mutuamente compativeis.

A figura 7.1 mostra um exemplo com oito eventos. Ha trés eventos mutuamente
compativeis, mas ndo ha quatro.

Figura 7.1: Cada linha horizontal representa o intervalo de tempo de um evento (o
menor tem 5 dias e o maior tem 26 dias). A cor mais escura identifica um conjunto de
eventos mutuamente compativeis.

Este capitulo ilustra vérias ideias e conceitos importantes: algoritmos gulosos, pré-
processamento, descri¢do de algoritmos em nivel alto de abstragao.

7.1 Formalizacao do problema

Um intervalo é um par (a,b) de ntimeros naturais tal que a < b. Esse intervalo re-
presenta o conjunto {a,a+1,...,b—1,b}. Diremos que a é a origem e b o término do
intervalo.

A origem e o término de um intervalo s serdo denotados por a(s) e b(s) respectiva-
mente. Dois intervalos s e s’ sdo compativeis se forem disjuntos, ou seja, se

b(s) < a(s') ou b(s) <a(s).
Diremos que um conjunto de intervalos é vidvel se os intervalos sdo compativeis dois

a dois.
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Problema dos intervalos disjuntos: Dado um conjunto S de intervalos, encon-
trar um subconjunto vidvel maximo de S.

Um subconjunto vidvel X de S é maximo se ndo existe outro maior, ou seja, se
|X| > |X'| para todo subconjunto vidvel X’ de S.

Exercicios

7.1 Qual a solucdo das instancias do problema dos intervalos disjuntos em que o conjunto S
de intervalos é vazio ou unitdrio?

7.2 Verifique que dois intervalos s e s’ sdo incompativeis se e somente se b(s) > a(s’) e b(s") >
a(s). Mostre também que s e s’ sdo incompativeis se e somente se existe um nimero ¢ tal
que a(s) <t <b(s)ea(s’) <t <b(s).

7.3 Considere o seguinte algoritmo iterativo: enquanto o conjunto S de intervalos ndo estiver
vazio, escolha qualquer intervalo s em .S, elimine de S todos os intervalos incompativeis
com s, e elimine s de S. Descreva esse algoritmo em pseudocédigo. O algoritmo resolve o
problema dos intervalos disjuntos?

7.4 Suponha que um subconjunto vidvel X de S tem a seguinte propriedade: nenhum dos su-
perconjuntos préprios de X é vidvel. E verdade que X é um subconjunto vidvel méximo?

7.5 E verdade que todo subconjunto vidvel médximo de um conjunto de intervalos contém um
intervalo que minimiza a diferenca b — a? E verdade que contém um intervalo de término
minimo? E verdade que contém um intervalo de origem minima?

7.2 A propriedade gulosa do problema

O problema dos intervalos disjuntos tem uma propriedade fundamental que chamare-
mos gulosa (pelas razdes indicadas abaixo). Para discutir a propriedade, precisamos do
seguinte conceito: um intervalo z tem término minimo em um conjunto Z de intervalos
sez € Zeb(z) <b(7) para todo 2z’ em Z. Eis a propriedade:

Todo intervalo de término minimo num conjunto S de intervalos pertence
a algum subconjunto vidvel maximo de S.

Prova da propriedade: Seja y um intervalo de término minimo em S, seja Z um
subconjunto vidvel maximo de S, e seja z um intervalo de término minimo em Z. E
claro que b(y) < b(z) e b(z) < a(z’) para todo 2z’ em Z — {z}. Logo, y é compativel com

todos os elementos de Z — {z} e portanto o conjunto

V= (Z - {z}) U{y}

é vidvel. Suponha agora, por um momento, que y estd em Z — {z}. Entdo, por um
lado, b(y) = b(z), e, por outro, b(y) < a(z) < b(z) pois y e z sdo compatives. Essa
contradi¢do mostra que y ndo estd em Z — {z}. Concluimos assim que Y tem a mesma
cardinalidade que Z e portanto é um subconjunto vidvel médximo de S. Isso prova a
propriedade, uma vez que Y contém y.
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7.3 Um algoritmo guloso

A propriedade gulosa do problema dos intervalos disjuntos leva a um algoritmo sur-
preendentemente simples:

INT-GULOSOR (5)

1 seS=10

2 entdo devolva ()

3 sendo seja y um intervalo de término minimo em S
4 S' <+ {se S:a(s)>bly)}

5 X' < INT-GULOSOR (5")

6 devolva X’ U {y}

Esse algoritmo é guloso porque escolhe, recursivamente, os intervalos mais “ape-
titosos” sem parecer se importar com o objetivo maior de maximizar um subconjunto
viavel.

O algoritmo estd correto. E claro que o algoritmo produz a solugdo correta
quando S é vazio. Suponha agora que S nado é vazio e que o algoritmo produz uma
solugdo correta ao receber qualquer subconjunto préprio de S. Como S’ é um subcon-
junto préprio de S (pois ndo contém y), podemos supor que, no fim da linha 5, X’ é um
subconjunto vidvel méximo de 5.

Todos os intervalos em S’ sdo compativeis com y. Assim, X' U {y} é vidvel. Para
mostrar que esse conjunto é maximo em S, basta mostrar que | X' U {y}| > |Y| para
algum subconjunto vidvel méximo Y de S.

De acordo com a propriedade gulosa, podemos supor que Y contém y. Como ve-
remos a seguir,

V—{y}cs. (7.1)

Para mostrar isso, tomemos um elemento arbitrario s de Y — {y} e verifiquemos que
s estd em S’. Como y e s sdo compativeis (uma vez que ambos pertencem ao conjunto
vidvel Y) temos b(s) < a(y) ou b(y) < a(s). A primeira alternativa ndo vale pois
a(y) < b(y) e b(y) < b(s) em virtude da maneira como y foi escolhido. Portanto, vale
a segunda alternativa, ou seja, b(y) < a(s). Isso mostra que s € S’ e assim encerra a
prova de (7.1).

Segue dai e da maximalidade de X’ em S’ que |Y — {y}| < |X'|. Logo, Y| <
| X" U {y}|, como queriamos mostrar. Portanto, X’ U {y} é, de fato, um subconjunto
vidvel maximo de S.

Versao iterativa. O algoritmo recursivo INT-GULOSOR pode ser reescrito em
modo iterativo como segue:
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INT-GULOSO (5)

0 S'«S

1 X<+0

2 enquanto S’ # () faca

3 seja y um intervalo de término minimo em 5’
4 X< XU{y

5 S« {se S :a(s) >by)}

6 devolva X

O algoritmo INT-GULOSO esta correto porque ndo passa de uma reformulagdo de
INT-GULOSOR, que ja provamos correto.

Exercicios

7.6 Resolva a seguinte instancia do problema dos intervalos disjuntos (a mesma da Tabela 7.1):

6 26 9 23 7 18 30 1
15 30 15 28 16 24 34 26

A primeira linha dé as origens dos intervalos e a segunda da os términos.

7.7 Dé uma prova da corregdo do algoritmo iterativo INT-GULOSO que ndo depende da corre-
¢do da versdo recursiva INT-GULOSOR. (Sugestdo: mostre que no inicio de cada iteragdo
valem os seguintes invariantes: (1) b(z) < a(s) para todo z em X e todo sem S’ e (2) X é
um subconjunto vidvel maximo de S — 5".)

7.4 Implemementacdao do algoritmo guloso

O algoritmo INT-GULOSO da sec¢do anterior estd escrito num nivel de abstracdo um
tanto alto. Assim, ndo fica claro como implementar as linhas 3 e 5 de maneira eficiente.

Uma implementacao eficiente de INT-GULOSO comega com um pré-processamento
que coloca o conjunto S de intervalos em ordem crescente de términos. Depois desse pré-
processamento, podemos supor que S = {s1,...,5,} €

b(s1) < b(s2) <--- < b(sp) - (7.2)
(Veja a figura 7.2.) Agora podemos reescrever o algoritmo como segue:

INTERVALOS-GULOSO (81,...,8,) > n > 1evale(7.2)
1 j+1

2 I+ {1}

3 parak < 2atén faca

4 se a(sy) > b(s;)

5 entdo [ < I U{k}
6 jk

7 devolva {s;:i €I}

(O algoritmo pode se restringir as instancias n > 1 pois a instancia n = 0 é trivial.)
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Figura 7.2: Intervalos da figura 7.1 em ordem crescente de término.

Desempenho. A andlise de desempenho de INTERVALOS-GULOSO é muito sim-
ples: o algoritmo gasta tempo essencialmente constante com cada um dos n intervalos
e portanto consome O(n) unidades de tempo.

E preciso levar em conta ainda o pré-processamento que estabelece a proprie-
dade (7.2). Rearranjar os intervalos em ordem crescente de término consome O(nlgn)
unidades de tempo (veja o Capitulo 3, por exemplo). Podemos dizer, portanto, que a
solucdo completa do problema dos intervalos disjuntos consome

O(nlgn)

unidades de tempo.

Exercicios

7.8 Analise a seguinte versdo alternativa do algoritmo INTERVALOS-GULOSO:

INTERVALOS-GULOSO (81, ..., 8y)

1 IT+0

2 j+«1

3 enquanto j < nfaga

4 I+ TU{j}

5 k+—j+1

6 enquanto k < n e a(sy) < b(s;) faga
7 k—k+1

8 Jjk

9 devolva{s;:i €I}

7.9 Reescreva o algoritmo dos intervalos disjuntos que os intervalos estdo em ordem crescente
de origens.

7.5 Observagdes sobre algoritmos gulosos

Para explicar o termo genérico “algoritmo guloso”, é preciso dizer antes o que é um
problema de otimizacdo. Um problema de otimizagio busca um conjunto de objetos'
de um dado tipo (intervalos, por exemplo) que seja 6timo num certo sentido (vidvel
maximo, por exemplo). Assim, uma solugdo 6tima® de uma instancia do problema é
um conjunto 6timo de objetos.

! Aqui, “objeto” é apenas um sindnimo de “coisa”.
2 A X Agl ” oz Z : : u“ PN
A expressdo “solucdo 6tima” é redundante; é mais correto dizer apenas “solugdo”. Estou usando a
expressdo redundante apenas para dar énfase.
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Um algoritmo guloso (= greedy algorithm) para um problema de otimizagdo constréi
uma solugdo gradualmente, escolhendo um novo objeto a cada passo. O objeto esco-
lhido é o melhor disponivel naquele passo, de acordo com algum critério estabelecido
a priori. Assim, uma solugdo é construida com objetos localmente 6timos.

A estratégia de um algoritmo guloso é semelhante ao de um montanhista que esco-
lhe sempre uma trilha ascendente na esperanga de chegar ao pico mais alto da cadeia
de montanhas.

Problemas de otimiza¢do que podem ser resolvidos por algoritmos gulosos sdo ra-
ros. Um problema desse tipo precisa ter a seguinte “propriedade gulosa”: qualquer
objeto que satisfaz o critério de escolha local pertence a alguma solucdo 6tima. Cada
instancia de um problema desse tipo tem, tipicamente, muitas solugdes 6timas diferen-
tes (todas igualmente boas).

Eis algumas caracteristicas tipicas de um algoritmo guloso:

e 0 algoritmo constréi uma solucdo 6tima global a partir de objetos escolhidos
por um critério local;

e 0 algoritmo é miope: enxerga apenas as informagdes disponiveis no passo cor-
rente;

o algoritmo nunca se arrepende nem volta atrds: cada um dos objetos escolhi-
dos fara parte da solugéo final;

o algoritmo tem aparéncia simples e inocente;

o algoritmo é muito rapido;

é dificil entender por que a solugdo produzida pelo algoritmo é 6tima.

Notas bibliograficas

O problema dos intervalos disjuntos é discutido no livro de Kleinberg e Tardos [10], no
livro de Cormen et al. [3], e no verbete Interval scheduling da Wikipedia.


http://en.wikipedia.org/wiki/Interval_scheduling

Capitulo 8

As linhas de um paragrafo

Um paragrafo de texto é uma sequéncia de palavras, sendo cada palavra uma sequén-
cia de caracteres. Queremos imprimir um pardgrafo em uma ou mais linhas consecuti-
vas de uma folha de papel de tal modo que cada linha tenha no maximo L caracteres.
As palavras do pardgrafo ndo devem ser quebradas entre linhas e cada duas palavras
consecutivas numa linha devem ser separadas por um espaco.

Para que a margem direita fique razoavelmente uniforme, queremos distribuir as
palavras pelas linhas de modo a minimizar a soma dos cubos dos espagos em branco
que sobram no fim de todas as linhas exceto a dltima.

8.1 O problema

Para simplificar a discussdo do problema, convém numerar as palavras do pardgrafo
em ordem inversa e confundir as palavras com os seus comprimentos. Diremos, pois,
que um pardgrafo é uma sequéncia ¢y, cp—1,. .., 2, c1 de nimeros naturais. Diremos
também que cada ¢; é uma palavra: ¢, é a primeira palavra do pardgrafo e ¢; é a tiltima.

Um trecho de um paragrafo c,,c,—1,...,c1 é qualquer sequéncia da forma
Cms Cm—1, - - -, C, comn > m > k > 1. Este trecho serd denotado por (m, k). O compri-
mento do trecho (m, k) é o nimero

c(myk) = cm+1l4+ema+1+--+14c¢.

Os préximos conceitos envolvem um ntmero natural L que chamaremos capacidade
de uma linha. Um trecho (m, k) é curto se ¢(m, k) < L. O defeito de um trecho curto
(m, k) é o nimero

(L — c(m, k))>.

Uma L-decomposi¢do do pardgrafo ¢, c,—1, ..., c; € uma subdivisdo do pardgrafo em
trechos curtos. Mais precisamente, uma L-decomposi¢do é uma sequéncia

(n,kg), (kg = Loky 1), (kyoy = L kg g), vvs (By — 1 ky) (By — 1,1)

de trechos curtos em que n > k; > kg—1 > -+ > ko > ki > 1. O defeito de uma
decomposicdo é a soma dos defeitos de todos os trechos da decomposi¢do exceto o
altimo. Uma decomposicado é étima se tem defeito minimo.

51
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Aaaa bb cccc d eee ff gggg iii
33 kkk. L111l mmm nn 00000—————

ppppp dg r sss ttt uu.

Aaaa bb cccc d eee ff gggg———-—
iii jj kkk. L1ll mmm nn 00oo0O—

ppppp 9dg r sss ttt uu.

Figura 8.1: Duas decomposi¢des do mesmo paragrafo. As linhas tém capaci-
dade L = 30 e os caracteres “~” representam os espagos em branco que contri-
buem para o defeito. O defeito da primeira decomposicdo é 0° + 5° = 125 e o da
segunda é 43 + 13 = 65.

aaa bbb--
e bbb ccc TCE

Figura 8.2: A direita temos uma decomposicio 6tima de um pardgrafo c3,cz,c;. A
capacidade das linhas é L = 9. Os caracteres “~” representam os espagos em branco
que contribuem para o defeito. No centro, temos uma decomposicdo 6tima do para-
grafo ¢y, cy. A esquerda, uma decomposicdo 6tima do paragrafo c;.

Problema da decomposi¢do de um pardgrafo: Dado um pardgrafo ¢, ¢,—1, . . .,
c¢1 e um nimero natural L, encontrar uma L-decomposicdo 6tima do paragrafo.

E claro que as instancias do problema em que ¢; > L para algum i nao tém solugao.

Exercicios

8.1 Tente explicar por que a defini¢do de defeito usa a terceira poténcia e ndo a primeira ou a
segunda.

8.2 Considere a seguinte heuristica “gulosa”: preencha a primeira linha até onde for possivel,
depois preencha o maximo possivel da segunda linha, e assim por diante. Mostre que esta
heuristica ndo resolve o problema.

8.3 Suponha que ¢; = 1 parai = n, ..., 1. Mostre que o defeito de uma decomposi¢do 6tima é
no maximo |2n/L]|.

8.2 A estrutura recursiva do problema

O problema da decomposi¢do de pardgrafos tem cardter recursivo, como passamos
a mostrar. Suponha que (n,k) é o primeiro trecho de uma decomposicdo 6tima do
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parédgrafo ¢, ¢,—1,...,c1. Se k > 2 entdo

a correspondente decomposicdo de c;_1, cx—2, . . ., c1 € 6tima.
Eis a prova desta propriedade: Seja = o defeito da decomposicdo de c_1,...,c; indu-
zida pela decomposicdo 6tima de ¢y, ..., c;. Suponha agora, por um momento, que o
parédgrafo c;_1,...,c1 tem uma decomposi¢do com defeito menor que z. Entdo a com-
binagdo desta decomposi¢do com o trecho (n, k) é uma decomposicdo de ¢y, ..., c; que

tem defeito menor que o minimo, o que é impossivel.
A propriedade recursiva pode ser representada por uma relagdo de recorréncia.

Seja X (n) o defeito de uma decomposicdo 6tima do paragrafo c,,cp—1,...,¢1. Se o
trecho (n, 1) é curto entdo X (n) = 0. Caso contrario,
X(n) = C(T%I;L ((L —c(n,k))* + X (k-1)), (8.1)

sendo o minimo tomado sobre todos os trechos curtos da forma (n, k).

A recorréncia poderia ser transformada facilmente num algoritmo recursivo. Mas
o cédlculo do min em (8.1) levaria o algoritmo a resolver as mesmas subinstancias vérias
vezes, 0 que é muito ineficiente.

8.3 Um algoritmo de programacao dinamica

Para usar a recorréncia (8.1) de maneira eficiente, basta interpretar X como uma ta-
bela X[1..n] e calcular X[n|, depois X[n—1], e assim por diante. Esta é a técnica da
programagdo dindmica. O seguinte algoritmo implementa esta ideia. Ele devolve o de-
feito minimo de um paragrafo ¢, c,—1, ..., c1 supondo n > 1, linhas de capacidade L
e ¢; < L para todo i:

DEFEITOMINIMO (c¢y, ..., c1, L)
1 param < 1atén faca

2 X[m] + o0

3 k+m

4 S Cm

5 enquanto k > 1e s < L faca

6 X" (L —35)3+ X[k—1]

7 se X' < X[m] entdo X |m] «+ X’
8 k+—k—1

9 §—s5+1+¢

10 se s < Lentdo X[m] < 0

11 devolva X|n]

(Nao ¢ dificil modificar o algoritmo de modo que ele produza uma decomposi¢do
6tima e ndo apenas o seu defeito.)

No inicio de cada iteracdo do bloco de linhas 6-9, o valor da variavel s é ¢(m, k). As
primeiras execugdes do processo iterativo descrito nas linhas 5-9 terminam tipicamente
com k = 1 e (m, k) é o tinico trecho da decomposigdo. As execugdes subsequentes do
mesmo bloco terminam com k& > 2 e portanto com s > L.
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O algoritmo esta correto. Na linha 1, imediatamente antes da comparagdo de m
com n, temos o seguinte invariante:

X[m — 1] é o defeito minimo do pardgrafo ¢;,—1,...,¢1,
X [m — 2] é o defeito minimo do pardgrafo ¢,,—2,...,c1,

*

X[1] é o defeito minimo do parédgrafo c; .

Este invariante vale vacuamente na primeira passagem pela linha 1. Suponha agora
que o invariante vale no inicio de uma iteragdo qualquer. A propriedade continua
valendo no inicio da iteracao seguinte, pois o bloco de linhas 2-10 calcula o defeito de
uma decomposigdo 6tima de paragrafo c,,, ¢yn—1, . . ., ¢1 usando a recorréncia (8.1).

No fim do processo iterativo temos m = n + 1 e portanto X [n] é o defeito minimo
do parédgrafo c,, ..., c1.

Desempenho. Adote n como tamanho da instancia (cy,...,c1, L) do problema.
Podemos supor que uma execugdo de qualquer linha do pseudocédigo consome uma
quantidade de tempo que ndo depende de n. Assim, o consumo de tempo é determi-
nado pelo nimero de execugdes das vérias linhas.

Para cada valor fixo de m, o bloco de linhas 6-9 é executado no maximo m — 1
vezes. Como m assume os valores 1,2, ..., n, o namero total de execu¢des do bloco de
linhas 6-9 ndo passa de in(n — 1). Portanto, o algoritmo consome

O(n?)

unidades de tempo no pior caso. No melhor caso (que acontece, por exemplo, quando
¢; > [L/2] para cada i), o algoritmo consome ©(n) unidades de tempo.

Exercicios

8.4 Modifique o algoritmo DEFEITOMINIMO para que ele devolva a descri¢do (kq, kq—1, ..., k1)
de uma decomposigdo 6tima do pardgrafo c,, ..., ¢; e ndo apenas o defeito da decomposi-
¢éo.

Notas bibliograficas

O problema que discutimos neste capitulo é proposto como exercicio nos livros de Cor-
men et al. [3], Parberry [17] e Parberry e Gasarch [18].



Capitulo 9

Mochila de valor maximo

Suponha dado um conjunto de objetos e uma mochila. Cada objeto tem um certo peso
e um certo valor. Queremos escolher um conjunto de objetos que tenha o maior valor
possivel sem ultrapassar a capacidade (ou seja, o limite de peso) da mochila. Este
célebre problema aparece em muitos contextos e faz parte de muitos problemas mais
elaborados.

9.1 O problema

Suponha dados ntiimeros naturais py, ..., pp € vy, ..., v,. Diremos que p; é o peso e v; € 0
valor de i. Para qualquer subconjunto S de {1,2,...,n}, sejam p(S) e v(S) os niimeros
Y ics Di € Y _icqv; respectivamente. Diremos que p(.S) é o peso e v(S) é o valor de S.

Em relagdo a um ntmero natural ¢, um subconjunto S de {1,...,n} é vidvel se
p(S) < c. Um subconjunto vidvel S* de {1,...,n} é 6timo se v(S*) > v(S) para todo
conjunto vidvel S.

Problema da mochila: Dados niimeros naturais p1, ..., pn, ¢, V1, ..., Uy, €NCON-
trar um subconjunto 6timo de {1,...,n}.

Uma solugdo da instancia (n, p, ¢, v) do problema é qualquer subconjunto 6timo

de {1,...,n}. Poderiamos ser tentados a encontrar uma solugdo examinando todos os
subconjuntos {1,...,n}. Mas esse algoritmo é inviavel, pois consome 2(2") unidades
de tempo.

9.2 A estrutura recursiva do problema

Seja S uma solucdo da instancia (n, p, ¢, v). Temos duas possibilidades, conforme n
esteja oundoem S. Sen ¢ S entdo S também é um solugdo da instancia (n — 1, p, ¢, v).
Sen € Sentdo S — {n} ésolugdode (n — 1, p, ¢ — pp, v).

Podemos resumir isso dizendo que o problema tem estrutura recursiva: toda solu-
¢do de uma instancia do problema contém solugdes de instancias menores.
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Se denotarmos por X (n, ¢) o valor de um solugdo de (n, p, ¢, v), a estrutura recur-
siva do problema pode ser representada pela seguinte recorréncia:

X(n,c) = max(X(n—1,¢), X(n—1,c—pn)+vn) . (9.1)
O segundo termo de max s6 faz sentido se ¢ — p, > 0, e portanto
X(n,c) = X(n—1,c¢) (9.2)

quando p, > c.
Poderiamos calcular X (n, ¢) recursivamente. Mas o algoritmo resultante é muito
ineficiente, pois resolve cada subinstdncia um grande ntiimero de vezes.

Exercicios

9.1 Escreva um algoritmo recursivo baseado na recorréncia (9.1-9.2). Calcule o consumo de
tempo do seu algoritmo no pior caso. (Sugestdo: para cada n, tome a instancia em que
¢ =nep; =v; = 1 paracada i. Mostre que o consumo de tempo T'(n) para essa familia de
instancias satisfaz a recorréncia 7'(n) = 2T'(n — 1) + 1.)

9.3 Algoritmo de programacao dindmica

Para obter um algoritmo eficiente a partir da recorréncia (9.1-9.2), é preciso armazenar
as solugdes das subinstancias numa tabela a medida que elas forem sendo obtidas,
evitando assim que elas sejam recalculadas. Esta é a técnica da programagdo dindmica,
que ja encontramos em capitulos anteriores.

Como c e todos o0s p; sdo nliimeros naturais, podemos tratar X como uma tabela
com linhas indexadas por 0..n e colunas indexadas por 0..c. Para cada i entre 0 e n
e cada b entre 0 e ¢, a casa X[i,b] da tabela serd o valor de uma solucdo da instancia
(4, p, b, v). As casas da tabela X precisam ser preenchidas na ordem certa, de modo
que toda vez que uma casa for requisitada o seu valor ja tenha sido calculado.

O algoritmo abaixo recebe uma instancia (n, p, ¢, v) do problema e devolve o valor
de uma solucéo da instancia:!

MOCHILAPD (n, p, ¢, v)

1 parab < 0até cfaca
2 X10,0] <0

entdo y < X[j —1,b—p;] +v;
sex <yentdoz <y

8 X[j,b] « x

9 devolva X|n,

3 para j < 1 até n faca
4 x4 X[j—1,b]
5 seb—p; >0

6

7

! E facil extrair da tabela X um subconjunto viavel de {1,...,n} que tenha valor X[n, c]. Veja o Exer-
cicio 9.4.
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0 1 2 3 4 5
P v 010 0 0 0 0 0
41 1500 110 0 0 0 500 500
2| 1400 210 0 400 400 500 500
1| [300 3 | 0 300 400 700 700 800
3| (450 4 | 0 300 400 700 750 850

Figura 9.1: Uma instancia do problema da mochila com n = 4 e ¢ = 5. A figura
mostra a tabela X[0..n,0..c| calculada pelo algoritmo MOCHILAPD.

O algoritmo estd correto. A cada passagem pela linha 1, imediatamente antes das
comparagdo de b com ¢, as b primeiras colunas da tabela estao corretas, ou seja,

X[i, a] é o valor de uma solucéo da instancia (i, p, a, v) (9.3)

para todo ¢ no intervalo 0. . n e todo a no intervalo 0 . . b—1. Para provar este invariante,
basta entender o processo iterativo nas linhas 3 a 8. No inicio de cada iteragdo desse
processo,

X1i, b] é o valor de uma solugdo da instancia (i, p, b, v) (9.4)

para todo ¢ no intervalo 0..j—1. Se o invariante (9.4) vale no inicio de uma iteragdo,
ele continua valendo no inicio da iteragdo seguinte em virtude da recorréncia (9.1-9.2).
Isto prova que (9.3) de fato vale a cada passagem pela linha 1.

Na ultima passagem pela linha 1 temos b = c+1 e portanto (9.3) garante que X [n, c|
é o valor de uma solugédo da instancia (n, p, ¢, v).

Desempenho. E razodvel supor que uma execucio de qualquer das linhas do
pseudocéddigo consome uma quantidade de tempo que ndo depende de n nem de c.
Portanto, basta contar o niimero de execugdes das vérias linhas.

Para cada valor fixo de b, o bloco de linhas 4-8 é executado n vezes. Como b varia
de 0 a ¢, o numero total de execugdes do bloco de linhas 4-8 é (¢ + 1)n. As demais
linhas sdo executadas no méximo ¢ + 1 vezes. Esta discussdo mostra que o algoritmo
consome

O(nc)

unidades de tempo. (Poderiamos ter chegado a mesma conclusdo observando que o
consumo de tempo do algoritmo é proporcional ao ntimero de casas da tabela X.)

O consumo de tempo de MOCHILAPD é muito sensivel as variagdes de c. Ima-
gine, por exemplo, que c e 0s elementos de p sdo todos multiplicados por 100. Como
isto constitui uma mera mudanga de escala, a nova instancia do problema é concei-
tualmente idéntica a original. No entanto, nosso algoritmo consumira 100 vezes mais
tempo para resolver a nova instancia.



58 FEOFILOFF

Observagoes sobre o consumo de tempo. Ao dizer que o consumo de tempo do
algoritmo é ©(nc), estamos implicitamente adotando o par de ntmeros (n,c) como
tamanho da instancia (n, p, ¢, v). No entanto, é mais razodvel dizer que o tamanho da
instancia é (n, [lgc]), pois ¢ pode ser escrito com apenas [lg | bits. E mais razoavel,
portanto, dizer que o algoritmo consome

O(n2'°)

unidades de tempo. Isto torna claro que o consumo de tempo cresce explosivamente
com lgc.

Gostariamos de ter um algoritmo cujo consumo de tempo ndo dependesse do valor
de ¢, um algoritmo cujo consumo de tempo estivesse em O(n?), ou O(n'?), ou O(n!).
(Um tal algoritmo seria considerado “fortemente polinomial”.) Acredita-se, porém,
que um tal algoritmo ndo existe.

Exercicios

9.2 Everdade que X[i, 0] = 0 para todo i depois da execugao do algoritmo MOCHILAPD?

9.3 Por que nosso enunciado do problema inclui instancias em que ¢ vale 0? Por que inclui
instancias com objetos de peso nulo?

9.4 Mostre como extrair da tabela X[0..n,0..c| produzida pelo algoritmo MOCHILAPD um
subconjunto 6timo de {1,...,n}.

9.5 Faga uma mudanga de escala para transformar o conjunto {0, 1, ..., ¢} no conjunto de ni-
meros racionais entre 0 e n. Aplique o mesmo fator de escala aos pesos p;. O algoritmo
MOCHILAPD pode ser aplicado a essa nova instancia do problema?

9.4 Instancias especiais do problema

Algumas colegdes de instancias do problema da mochila tém especial interesse pratico.
Se v; = p; para todo 7, temos o célebre problema subset sum, que pode ser apresentado
assim: imagine que vocé emitiu cheques de valores vy, ..., v, durante o més; se o banco
debitou um total de ¢ na sua conta no fim do més, quais podem ter sido os cheques
debitados?

Considere agora as instancias do problema da mochila em que v; = 1 para todo .
(Vocé pode imaginar que pj, ..., p, sdo os tamanhos de n arquivos digitais. Quantos
desses arquivos cabem num pen drive de capacidade ¢?) Esta colegdo de instancias
pode ser resolvida por um algoritmo “guloso” ébvio que é muito mais eficiente que
MOCHILAPD.

Notas bibliograficas

O problema da mochila é discutido na Secdo 16.2 do livro de Cormen et al. [3] e na
Segdo 8.4 do livro de Brassard e Bratley [2], por exemplo.

20 problema da mochila é NP-dificil. Veja o livro de Cormen et al. [3].



Capitulo 10

Mochila de valor quase maximo

O algoritmo de programagao dinamica para o problema da mochila (veja o Capitulo 9)
é lento. Dada a dificuldade de encontrar um algoritmo mais rdpido,’ faz sentido re-
duzir nossas exigéncias e procurar por uma solugdo quase 6tima. Um tal algoritmo
deve calcular um conjunto vidvel de valor maior que uma fragdo predeterminada (di-
gamos 50%) do valor méaximo.

10.1 O problema

Convém repetir algumas das defini¢des da Se¢do 9.1. Dados nuimeros naturais
Pi, ---, Pn, C €L, ..., U, ditemos que p; é o0 peso e v; é o valor de i. Para qualquer
subconjunto S de {1,...,n}, denotaremos por p(S) a soma ), g p; e diremos que S é

viavel se p(S) < c. O valor de S é o nimero v(S) := }_,. g v;- Um conjunto vidvel S* é
6timo se v(S*) > v(S) para todo conjunto vidvel S.

Problema da mochila: Dados niimeros naturais py, ..., pn, ¢, U1, ..., Up, €0CON-
trar um subconjunto viavel 6timo de {1,...,n}.

Todo objeto de peso maior que c pode ser ignorado e qualquer objeto de peso nulo
pode ser incluido em todos os conjuntos vidveis. Suporemos entdo, daqui em diante,
que

1<p;, <c (10.1)

para todo <.

10.2 Um algoritmo de aproximacao

O algoritmo que descreveremos a seguir tem carater “guloso” e da preferéncia aos obje-
tos de maior valor especifico. O valor especifico de um objeto i é o ntimero v;/p;. Para
simplificar a descri¢do do algoritmo, suporemos que os objetos sdo dados em ordem

1o problema é NP-dificil. Veja o livro de Cormen et al. [3].
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decrescente de valor especifico, ou seja, que
4 >Z>..> (10.2)

Nosso algoritmo recebe uma instancia do problema que satisfaz as condigdes (10.1)
e (10.2) e devolve um subconjunto vidvel X de {1,...,n} tal que

v(X) > 3v(87),

Z

sendo S* é um subconjunto viavel 6timo:

MOCHILAQUASEOTIMA (n, p, ¢, v)
X 0
s+ x+0
k+1
enquanto k <nes+p; < cfaca
X «— X U{k}
S s+ pg
T < T+ v
k+—k+1
sek>noux > v
entdo devolva X
sendo devolva {k}

—_ O 0 0NN Ul WIN -

_ =

O bloco de linhas 4-8 determina o maior k tal que p; + - - - 4+ px—1 < c. No inicio da
linha9, X ={1,...,k—1}, s =p(X) ex = v(X).

O algoritmo estd correto. No inicio da linha 9, é claro que X é vidvel. Se k > n
entdo X = {1,...,n} e o algoritmo adota X como soluc¢do. Nesse caso, é evidente que
v(X) > $v(9) para todo conjunto vidvel S, como prometido.

Suponha agora que k£ < n no inicio da linha 9. Gragas a hipétese (10.1), o conjunto
{k} é viavel e o algoritmo adota como solucdo o mais valioso dentre X e {k}. Resta
mostrar que

max (v(X),vx) > 3v(S)

para todo conjunto vidvel S. O primeiro passo da demonstragdo consiste na seguinte
observacgéo:
max (v(X),v) = L(0(X) +0p) = Lu(R),

sendo R := X U {k}. O segundo passo mostra que v(R) > v(S) qualquer que seja o
conjunto vidvel S:

v(R) —v(S)=v(R—-S)—v(S—R)
- ZiER—S Vi Zz‘eS—R vi

_ Yi o _ i
- ZiGRfS Di pi ZieSfR Di pi
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> % pR-5) — Ep(S—R) (10.3)
Pk Y25

:%mm—mm
Uk,

> (c—c) (10.4)

=0.

A relagdo (10.3) vale porque v;/p; > vi/pi, para todo i em R e v;/p; < vy /pi para todo ¢
no complemento de R. Ja (10.4) vale porque p(R) > ce p(S) < c.

Desempenho. Adote n (poderia igualmente ter adotado 2n + 1) como medida do
tamanho da instancia (n, p, ¢, v) do problema. Uma execugdo de qualquer das linhas
do pseudocédigo consome uma quantidade de tempo que ndo depende de n. O bloco
de linhas 5-8 é executado no maximo n vezes. Assim, o algoritmo todo consome

O(n)

unidades de tempo, tanto no pior quanto no melhor caso. O algoritmo propriamente
dito é, portanto, linear.

O pré-processamento necessdrio para fazer valer (10.1) e (10.2) pode ser feito em
tempo ©(nlgn) (veja o Capitulo 3). Portanto, o consumo de tempo do processo todo é

O(nlgn) .

Exercicios

10.1 Construa uma instancia do problema da mochila para a qual o algoritmo devolve {k} na
linha 11.

10.3 Observacoes sobre algoritmos de aproximacao

Um algoritmo rdpido cujo resultado é uma fracdo predeterminadada solucdo 6tima
é conhecido como algoritmo de aproximacao. O resultado do algoritmo MOCHILA-
QUASEOTIMA, por exemplo, é melhor que 50% do 6timo. Esse fator de aproximagao
pode parecer grosseiro, mas é suficiente para algumas aplicacdes que precisam de um
algoritmo muito rapido.

Outros algoritmos de aproximagdo para o problema da mochila tém fator de apro-
ximagdo bem melhor que 50%. O algoritmo de Ibarra e Kim (veja o livro de Fernan-
des et al. [8], por exemplo) garante um fator de aproximagdo tdo préximo de 100%
quanto o usudrio desejar. Como seria de se esperar, o consumo de tempo do algoritmo
é tanto maior quanto maior o fator de aproximacao solicitado. O algoritmo de Ibarra e
Kim é baseado numa variante de MOCHILAPD em que os papéis de p e v sdo trocados.
(Veja o Exercicio 9.5.)
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Notas bibliograficas

Algoritmos de aproximagdo para o problema da mochila sdo discutidos na Secao 13.2
do livro de Brassard e Bratley [2].



Capitulo 11

A cobertura de um grafo

Imagine um conjunto de salas interligadas por ttineis. Um guarda postado numa sala
é capaz de vigiar todos os ttneis que convergem sobre a sala. Queremos determinar o
numero minimo de guardas suficiente para vigiar todos os ttineis.

Se houver um custo associado com cada sala (este é o custo de manter um guarda
na sala), queremos determinar o conjunto mais barato de guardas capaz de manter
todos os ttineis sob vigilancia.

11.1 Grafos

Um grafo é um par (V, A) de conjuntos tal que A C (‘2/) Cada elemento de A é, por-
tanto, um par ndo ordenado de elementos de V. Os elementos de V' sdo chamados
vértices e os de A sdo chamados arestas.

Uma aresta {7, j} é usualmente denotada por ij. Os vértices i e j sdo as pontas
desta aresta.

11.2 O problema da cobertura

Uma cobertura de um grafo é um conjunto X de vértices que contém pelo menos uma
das pontas de cada aresta. Se cada vértice 7 tem um custo c;, o custo de uma cobertura
X é ontmero ¢(X) := ), x G-

Problema da cobertura: Dado um grafo cujos vértices tém custos (que sdo nu-
meros naturais), encontrar uma cobertura de custo minimo.

Poderiamos resolver o problema examinando todos os subconjuntos do conjunto
de vértices, mas um tal algoritmo é explosivamente lento: seu consumo de tempo
cresce exponencialmente com o nimero de vértices. Infelizmente, acredita-se que
ndo existem algoritmos substancialmente mais rdpidos para o problema, nem mesmo
quando todos os vértices tém custo unitério.!

1o problema da cobertura (de grafos) é NP-dificil. Veja o livro de Cormen et al. [3].
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Faz sentido, portanto, procurar por um bom algoritmo de aproximagdo, um algo-
ritmo rdpido que encontre uma cobertura cujo custo seja limitado por um miultiplo
predeterminado do 6timo. (Veja a Segao 10.3.)

T

Figura 11.1: Uma instancia do problema da cobertura. Encontre uma co-
bertura minima, supondo que todos os vértices tém custo 1.

Exercicios

11.1 Seja (V, A) um grafo. Ignore os custos dos vértices do grafo. Uma cobertura X desse grafo
é minima se ndo existe uma cobertura X' tal que |X’| < |X|. Uma cobertura X é minimal
se ndo existe uma cobertura X’ tal que X’ C X. Mostre que uma cobertura minimal pode
ser arbitrariamente maior que uma cobertura minima.

11.3 Um algoritmo de aproximacao

O seguinte algoritmo recebe um grafo (V, A) e um ntiimero natural ¢; para cada vértice ¢
e devolve uma cobertura X tal que ¢(X) < 2 ¢(X.), sendo X, uma cobertura de custo
minimo:

COBERTURABARATA (V, A, ¢)
para cada i em V faga
z; < 0
para cada ij em A faca
Yij < 0
para cada pg em A faga
e < min (¢, — zp, g — Tq)
Ypg < Ypg T €
Tp < Tpte
Tqg < Tgte
X0
para cada i em V faca
se x; = ¢; entdo X + X U {i}
devolva X

O O N ONUl kWD -

=
WN = O

O algoritmo atribui ndmeros naturais y as arestas. Vocé pode imaginar que y,, é
a quantia que a aresta pq paga a cada uma de suas pontas para convencer uma delas
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a fazer parte da cobertura. Um vértice p aceita participar da cobertura se 3, v, > cp,
sendo a soma feita sobre todas as arestas que tém ponta p. A regra do jogo é nunca
pagar mais que o necessdrio. Portanto, } _ ypq < ¢, para todo vértice p.

O algoritmo esta correto. No inicio de cada iteragdo do bloco de linhas 6-9, temos
0s seguintes invariantes:

i x; = Zj y;; paratodoiem V,
ii. ; < ¢ paratodoiemV,
iii. para toda aresta ij jd examinada tem-se x; = ¢; ou x; = c;.

Estas propriedades sdo obviamente verdadeiras no inicio da primeira iteracdo. No
inicio de cada iteracdo subsequente, o invariante i continua valendo, pois v, =) € x4
sdo acrescidos da mesma quantidade e. O invariante ii continua valendo, pois e <
cp — xp e e < ¢g — x4. O invariante iii continua valendo, pois e = ¢, — x, ou e = ¢4 — .

Os invariantes i e ii tém a seguinte consequéncia: no inicio de cada iteracdo do
bloco de linhas 6-9, temos

ZijeA yij < ¢(2) (11.1)

para qualquer cobertura Z. Para mostrar isso, basta observar que 4 vij <
doicz 2 Yij = Doiez Ti < D ey Ci- A primeira desigualdade vale porque toda aresta
tem pelo menos uma de suas pontas em Z. A igualdade seguinte vale em virtude do
invariante i. A tultima desigualdade decorre do invariante ii.

Agora observe que no fim do bloco de linhas 10-12 temos

o(X) <2 ZUGA?/U- (11.2)

De fato, como z; = ¢; para todo i em X, temos » ;e v ¢ = D ex Ti = D jex 2 Yij <
2 > ijea Yij- A segunda igualdade vale em virtude do invariante i. A tltima desigual-
dade é verdadeira pois cada aresta tem no maximo duas pontas em X.
Segue de (11.2) e (11.1) que, depois do bloco de linhas 10-12, para qualquer cober-
tura Z,
c(X)<2¢2).

Isto vale, em particular, se Z é uma cobertura de custo minimo. Como X é uma cober-
tura (em virtude do invariante iii), o algoritmo cumpre o que prometeu.

O fator de aproximagdo 2 pode parecer ser grosseiro, mas o fato é que ninguém
descobriu ainda um algoritmo eficiente com fator de aproximacéo 1.9 por exemplo.

Desempenho. Podemos supor que o grafo é dado da maneira mais crua possivel:
os vérticessdo 1, 2, ..., n e as arestas sdo listadas em ordem arbitraria.

Seja m o namero de arestas do grafo e adote o par (n,m) como tamanho de uma
instancia do problema. Podemos supor que uma execugdo de qualquer das linhas do
pseudocoddigo consome tempo que ndo depende de n nem de m. A linha 2 é executada
n vezes. A linha 4 é executada m vezes. A linha 12 é executada n vezes. O bloco de
linhas 6-9 é repetido m vezes. Assim, o consumo de tempo total do algoritmo estd em

O(n+m),
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tanto no pior quanto no melhor caso. O algoritmo é, portanto, linear.

11.4 Comentdarios sobre o método primal-dual

O algoritmo COBERTURABARATA é o resultado da aplicagdo do método primal-dual de
concepgdo de algoritmos. O primeiro passo do método (omitido acima) é escrever um
programa linear que represente o problema. As variaveis duais do programa linear sdo
as varidveis y do nosso algoritmo. A relagdo (11.1) é uma manifestacdo da dualidade
de programagcdo linear. (Veja o meu material [6] sobre o assunto.)

Os algoritmos do tipo primal-dual tém um certo carater “guloso”. No algoritmo
COBERTURABARATA, por exemplo, as arestas sdo examinadas em ordem arbitraria e as
linhas 8-9 do algoritmo aumentam o valor de x, e ; — 0 que torna mais provéavel a
inclusdo de p e ¢ em X — o maximo possivel sem se preocupar com o objetivo global
de minimizar o custo da cobertura X.

Exercicios

11.2 Considere as instancias do problema da cobertura em que todos os vértices tém o mesmo
custo. Dé um algoritmo de aproximagdo para essas instancias que seja mais simples que
COBERTURABARATA. O seu algoritmo deve produzir uma cobertura de tamanho nédo su-
perior ao dobro do 6timo.

11.5 Instancias especiais do problema

Um grafo é bipartido se seu conjunto de vértices admite uma biparti¢ao (U, W) tal que
toda aresta tem uma ponta em U e outra em W. (Portanto, U e W sdo coberturas.)

Existe um algoritmo muito elegante e eficiente para o problema da cobertura res-
trito a grafos bipartidos. (Veja a Se¢do 22.4 do livro de Sedgewick [19], por exemplo.)
O algoritmo consome O(nm) unidades de tempo no pior caso, sendo n o nimero de
vértices e m o nimero de arestas do grafo.

Notas bibliograficas

Este capitulo foi baseado no livro de Kleinberg e Tardos [10].



Capitulo 12

Conjuntos independentes em grafos

Considere a relagdo amigo-de entre os usudrios de um site de relacionamentos. Quere-
mos encontrar um conjunto maximo de usudrios que sejam amigos dois a dois.

Um problema da mesma natureza (mas computacionalmente mais facil) ja foi estu-
dado no Capitulo 7: encontrar um conjunto méximo de intervalos dois a dois disjuntos.

12.1 O problema

Um conjunto I de vértices de um grafo é independente se seus elementos sdo dois a
dois ndo vizinhos, ou seja, se nenhuma aresta do grafo tem ambas as pontas em /. Um
conjunto independente I é maximo se nao existe um conjunto independente I’ tal que
7] > [11.

Problema do conjunto independente: Encontrar um conjunto independente
maximo num grafo dado.

Conjuntos independentes sdo os complementos das coberturas (veja o Capitulo 11).
De fato, em qualquer grafo (V, A), se I é um conjunto independente entdao V' — I é uma
cobertura. Reciprocamente, se C' é uma cobertura entdo V' — C' é um conjunto indepen-
dente. Portanto, encontrar um conjunto independente maximo é computacionalmente
equivalente a encontrar uma cobertura minima. Nao se conhecem bons algoritmos
para esses problemas.

Apesar da relacdo de complementaridade, algoritmos de aproximacao para o pro-
blema da cobertura de grafos (como o que discutimos na Segdo 11.3) ndo podem ser
convertidos em algoritmos de aproximagdo para o problema do conjunto indepen-
dente. De fato, se uma cobertura minima num grafo de n vértices tiver apenas 100
vértices e se nosso algoritmo de aproximagao obtiver uma cobertura com 199 vértices,
o correspondente conjunto independente tera n — 199 vértices. Mas este ntimero ndo é
menor que uma percentagem fixa do tamanho de um conjunto independente maximo.

Discutiremos a seguir um algoritmo probabilistico muito simples, que fornece um
conjunto independente de tamanho esperado razoavelmente grande, embora modesto.
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Exercicios

12.1 Mostre que o problema dos intervalos disjuntos discutido no Capitulo 7 é um caso especial
(ou seja, uma colecdo de instancias) do problema do conjunto independente.

12.2 Um conjunto independente / em um grafo é maximal se ndo existe um conjunto indepen-
dente I’ no grafo tal que I’ O I. Mostre que um conjunto independente maximal pode ser
arbitrariamente menor que um conjunto independente maximo.

12.2 Um algoritmo probabilistico

Convém lembrar que todo grafo com n vértices tem entre 0 e (7)) arestas. Portanto, se

m é o nimero de arestas entdo 0 < 2m < n? —n. O algoritmo que discutiremos a seguir
produz um conjunto independente I cujo tamanho esperado é

n?/4m .

O resultado é intuitivamente razoavel: quanto mais denso o grafo, ou seja, quanto mais
préximo m de n?, menor o tamanho esperado de 1.

m n/2 n  2n  10n nyn/4 n2/4 (n?—n)/2
n?/4m | n/2 n/4 n/8 n/40 /n 1 n/(2n-2)

Figura 12.1: Comparagdo entre o nimero m de arestas e o tamanho esperado do
conjunto independente produzido pelo algoritmo CONJINDEPENDENTE.

O algoritmo recebe um grafo com vértices 1, 2, ..., n e conjunto A de arestas e
devolve um conjunto independente I tal que

o |I|>n/2 sem<n/2e
o E[|I|] > n?/4m sem >n/2,

sendo m := |A|. A expressdo E[z] denota o valor esperado de z.

CONJINDEPENDENTE (n, A)
1 parai <+ 1atén faca

2 X[i] <1

3 m<+ |A]

4 se2m>n

5 entdo parai < 1atén faga
6 r < RANDOM (2m — 1)
7 ser <2m-—mn

8 entdo X[i] < 0
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9 paracadaij em A faca
10 se X[i]=1eX[j]=1
11 entdo X|[i| + 0
12 devolva X[1..n]

O conjunto independente que o algoritmo devolve é representado pelo vetor bo-
oleano X indexado pelos vértices: i pertence ao conjunto independente se e somente
se X[i] = 1.

A rotina RANDOM é um gerador de ntiimeros aleatérios. Com argumento U, ela
produz um ndmero natural uniformemente distribuido no conjunto {0,1,2...,U}. (E
muito dificil obter nimeros verdadeiramente aleatérios, mas existem bons algoritmos
para gerar niimeros pseudoaleatérios.)

O algoritmo esta correto. O algoritmo tem duas fases. Na primeira fase (linhas
1-8), o algoritmo elimina vértices até que sobre um conjunto W. Se m < n/2, W éo
conjunto de todos os vértices. Caso contrario, os vértices sdo eliminados com proba-
bilidade 1 — n/2m, ou seja, permanecem em W na proporc¢do de n em cada 2m. (Se
m = 10n, por exemplo, sobra 1 vértice em cada 20. Se m = %n\/ﬁ, sobra 1 em cada /n.
Se m = n?/4, sobram cerca de 2 vértices apenas.)

E facil determinar o tamanho esperado de W uma vez que cada um dos n vértices
fica em W com probabilidade n/2m. Se w := |W| entdo

n n2

Ew =n—=—.

[v] 2m  2m

Considere agora o conjunto B das arestas que tém ambas as pontas em W. Como o
grafo tem m arestas e a probabilidade de uma ponta de aresta ficar em W é n/2m,

temos

2m
sendo b := | B].
Na segunda fase (linhas 9-11), o algoritmo elimina vértices de W de modo que
o conjunto restante I seja independente. Esta segunda fase do algoritmo remove no
maximo b vértices e portanto o tamanho esperado de [ é

n? n? n?

E(I|] > Ejw] —Ep] = — — — = — .

M) > Elw]-Ep) = ;- =
Se executarmos o algoritmo um bom niimero de vezes e escolhermos o maior dos

conjuntos independentes que resultar, temos uma boa chance de obter um conjunto

independente de tamanho ndo menor que n?/4m.

Desempenho. O algoritmo é linear. E razoavel supor que cada execucio da rotina
RANDOM consome uma quantidade de tempo que ndo depende de n nem de m. Assim,
o algoritmo consome

©(n+m)
unidades de tempo, sendo ©(n) unidades na primeira fase e ©(m) unidades na se-
gunda.
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12.3 Comentarios sobre algoritmos probabilisticos

Diz-se que um algoritmo é probabilistico ou aleatorizado se usa ntimeros aleatorios.
Cada execugdo de um tal algoritmo d4 uma resposta diferente e o algoritmo promete
que o valor esperado da resposta é suficientemente bom. Em geral, o algoritmo é exe-
cutado muitas vezes e o usudrio escolhe a melhor das respostas.

Alguns algoritmos (ndo é o caso do algoritmo CONJINDEPENDENTE acima) prome-
tem também que a resposta fornecida estd préxima do valor esperado com alta proba-
bilidade.

Os algoritmos probabilisticos ignoram, em geral, a estrutura e as peculiaridades da
instancia que estdo resolvendo. Mesmo assim, surpreendentemente, muitos algoritmos
probabilisticos produzem resultados bastante tteis.

Notas bibliograficas

O algoritmo deste capitulo é descrito, por exemplo, no livro de Mitzenmacher e Up-
fal [15]. Sobre algoritmos aleatorizados em geral, veja o verbete Randomized algorithm
na Wikipedia.


http://en.wikipedia.org/wiki/Randomized_algorithm

Capitulo 13

Busca em largura num grafo

Considere a relagdo amigo-de entre os usudrios de uma rede social. Digamos que dois
usudrios A e B estdo ligados se existe uma sucessdo de amigos que leva de A a B.

Suponha que queremos determinar todos os usudrios ligados a um dado usuadrio.
A melhor maneira de resolver esse problema é fazer uma busca num grafo (veja a
Secdo 11.1).

13.1 O problema do componente

Um caminho em um grafo é qualquer sequéncia (i1, i2, . . ., i,) de vértices tal que cada
ip € vizinho de i, para todo p > 2. Dizemos que um vértice estd ligado a outro se
existe um caminho que comeca no primeiro e termina no segundo. O conjunto de todos
os vértices ligados a um vértice v é o componente (do grafo) que contém v.

Problema do componente de grafo: Dado um vértice v de um grafo, encontrar
o conjunto de todos os vértices ligados a v.

Este é um dos mais basicos e corriqueiros problemas sobre grafos.

13.2 Busca em largura: versao preliminar

Usaremos o método da “busca em largura” para resolver o problema. Comegaremos
por escrever uma versao preliminar do algoritmo, em alto nivel de abstragéo.
Dizemos que dois vértices ¢ e j sdo vizinhos se ij é uma aresta. A vizinhanga de
um vértice i é o conjunto de todos os vizinhos de i e serd denotada por Z(7).
O seguinte algoritmo recebe um vértice v de um grafo representado por seu con-
junto V' de vértices e suas vizinhangas Z(i), i € V, e devolve o conjunto de todos os
vértices ligados a v.

71



72 FEOFILOFF

COMPONENTEPRELIM (V, Z, v)
P«
C + {v}
enquanto C' # () faga
seja ¢ um elemento de C'
para cada j em Z(i) faga
sej ¢ CUP
entdo C <~ CU {j}
C+ C—{i}
P+« PU{i}
devolva P

O O N ONUl b WDN -

—_
(@]

Vocé pode imaginar que os vértices em P sdo pretos, os vértices em C' sdo cinza e
todos os demais sdo brancos. Um vértice é branco enquanto néo tiver sido visitado. Ao
ser visitado, o vértice fica cinza e assim permanece enquanto todos os seus vizinhos
nao tiverem sido visitados. Quando todos os vizinhos forem visitados, o vértice fica
preto.

O algoritmo estd correto. Considere o processo iterativo no bloco de linhas 3-9.
A cada passagem pela linha 3, imediatamente antes da comparacao de C' com (), temos
0s seguintes invariantes:

i PNC =0,
ii.ve PUC,
iii. todo vérticeem P U C esta ligadoave
iv. toda aresta com uma ponta em P tem a outra pontaem P U C.

E evidente que estas propriedades valem no inicio da primeira iteragio. Suponha agora
que elas valem no inicio de uma iteracao qualquer. E claro que i e ii continuam valendo
no inicio da préxima iteragdo. No caso do invariante iii, basta verificar que os vértices
acrescentados a P U C durante esta iteragdo estdo todos ligados a v. Para isso, é sufici-
ente observar que ¢ estd ligado a v (invariante iii) e portanto todos os vértices em Z (i)
também estdo ligados a v.

Finalmente, considere o invariante iv. Por um lado, o tinico vértice acrescentado a
P durante a iteragao corrente é i. Por outro lado, ao final da iteragdo, todos os vizinhos
de 7 estdio em P U C. Assim, o invariante iv continua vélido no inicio da préxima
iteracdo.

No fim do processo iterativo, C' estd vazio. De acordo com os invariantes ii e iv,
todos os vértices de qualquer caminho que comeca em v estdo em P. Reciprocamente,
todo vértice em P estd ligado a v, de acordo com invariante iii. Portanto, P é o conjunto
de vértices ligados a v. Assim, ao devolver P, o algoritmo cumpre o que prometeu.

Desempenho. Na&o hd como discutir o consumo de tempo do algoritmo de ma-
neira precisa, pois ndo especificamos estruturas de dados que representem as vizinhan-
cas Z(i) e os conjuntos P e C.
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Podemos garantir, entretanto, que a execugdo do algoritmo termina depois de nao
mais que |V| iteragdes do bloco de linhas 4-9. De fato, no decorrer da execucdo do
algoritmo, cada vértice entra em C (linha 7) no médximo uma vez, faz o papel de ¢ na
linha 4 no maximo uma vez, é transferido de C para P (linhas 8 e 9) e portanto nunca
mais entra em C. Assim, o nimero de iteragdes ndo passa de |V|.

Exercicios

13.1 Um grafo é conexo se seus vértices estdo ligados dois a dois. Escreva um algoritmo que
decida se um grafo é conexo.

13.2 Escreva um algoritmo que calcule o niimero de componentes de um grafo.

13.3 Busca em largura: versao mais concreta

Podemos tratar agora de uma versao mais concreta do algoritmo COMPONENTEPRE-
LIM, que adota estruturas de dados apropriadas para representar os vérios conjuntos
de vértices.

Suponha que os vértices do grafo sdo 1, 2, ..., n. As vizinhangas dos vértices serdo
representadas por uma matriz Z com linhas indexadas pelos vértices e colunas indexa-
dasporl,?2,...,n — 1. Os vizinhos de um vértice i serdo

Zi, 1], Z[i,2], ..., Z[i,g[i]] ,

onde g[i] é o grau de i, ou seja, o nimero de vizinhos de i. (Na prética, usam-se listas
encadeadas para representar essas vizinhangas.) Observe que cada aresta ij aparece
exatamente duas vezes nesta representag¢do: uma vez na linha 7 da matriz Z e outra vez
na linha j.

Os conjuntos P e C da segdo anterior serdo representados por um vetor cor inde-
xado pelos vértices: corli] valerd 2 se i € P, valerd 1 se i € C e valerd 0 nos demais
casos. O conjunto C terd também uma segunda representacdo: seus elementos ficardo
armazenados num vetor Fa..b], que funcionard como uma fila com inicio a e fim b.
Isso permitird implementar de maneira eficiente o teste “C' # ()” na linha 3 de COMPO-
NENTEPRELIM, bem como a escolha de : em C na linha 4.

O algoritmo recebe um grafo com vértices 1, 2, ..., n, representado por seu vetor de
graus g e sua matriz de vizinhos Z e recebe um vértice v. O algoritmo devolve um vetor
cor[1..n| que representa o conjunto de vértices ligados a v (os vértices do componente
sd0 0s que tém cor 2).

COMPONENTE (n, g, Z, v)

1 parai< 1atén faca
2 cor[i] < 0

3 corfy] 1

4 a+b+1

5 F[b) v
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6 enquantoa < bfaga
7 i < Fla]
8 para h < 1 até g[i] faca
9 j <« Zli, h]
10 se cor[j] =0
11 entdo cor[j] + 1
12 b« b+1
13 Flb) « j
14 corli] < 2
15 a<a+1

16 devolva cor[l..n|

O algoritmo COMPONENTE esta correto pois o pseudocédigo nado faz mais que im-
plementar o algoritmo COMPONENTEPRELIM, que ja discutimos.

Desempenho. Seja m o ntimero de arestas do grafo. (Em termos dos pardmetros
do algoritmo, m é 3 >, g[i].) Adotaremos o par (n,m) como medida do tamanho de
uma instancia do problema.

Podemos supor que uma execugdo de qualquer das linhas do pseudocédigo con-
some uma quantidade de tempo que ndo depende de n nem de m. A linha 7 é executada
n vezes no pior caso, pois cada vértice do grafo faz o papel de i na linha 7 uma s6 vez ao
longo da execugdo do algoritmo. (Segue dai, em particular, que b < n.) Para cada valor
fixo de i, o bloco de linhas 9-13 é executado g[i] vezes. Segue dessas duas observacodes
que, no pior caso, o processo iterativo nas linhas 6-15 consome tempo proporcional a

soma
n .
E - gli] ,
1=

que vale 2m. O consumo desse processo iterativo esta, portanto, em O(m) no pior caso.
Como o consumo de tempo das linhas 1-5 estd em ©(n), o consumo de tempo total
do algoritmo estd em
O(n+m)

no pior caso. (No melhor caso, o vértice v ndo tem vizinhos e portanto o algoritmo
consome apenas O (n) unidades de tempo.)

Exercicios

13.3 Escreva um algoritmo que calcule um caminho de comprimento minimo dentre os que
ligam dois vértices dados de um grafo. (O comprimento de um caminho é o nimero de
arestas do caminho.)



Capitulo 14

Busca em profundidade num grafo

Este capitulo trata de um segundo algoritmo para o problema estudado no capitulo
anterior.

Problema do componente de grafo: Dado um vértice v de um grafo, encontrar
o conjunto de todos os vértices ligados a v.

O algoritmo que discutiremos a seguir usa o método da “busca em profundidade”.
A importancia do algoritmo transcende em muito o problema do componente. O algo-
ritmo serve de modelo para solucdes eficientes de véarios problemas mais complexos,
como o de calcular os componentes biconexos de um grafo, por exemplo.

14.1 Busca em profundidade

O seguinte algoritmo recebe um vértice v de um grafo e devolve o conjunto de todos os
vértices ligados a v. O conjunto de vértices do grafo é {1,...,n} e o conjunto de arestas
é representado pelas vizinhancgas Z(p), ja definidas na Segao 13.2.

COMPONENTE (n, Z, v)

1 parap <« 1aténfaca

2 cor[p] < 0

3 BUSCAEMPROFUNDIDADE (v)
4 devolva cor[l..n]

O vetor cor, indexado pelo vértices, representa a solugdo: um vértice p esta ligado
a v se e somente se cor[p] = 2.

O algoritmo COMPONENTE € apenas uma “casca” que repassa 0 servigo para a
rotina recursiva BUSCAEMPROFUNDIDADE. Do ponto de vista desta rotina, o grafo e o
vetor cor sdo varidveis globais (a rotina pode, portanto, consultar e alterar o valor das
variaveis).
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BUSCAEMPROFUNDIDADE (p)

5 corlp| + 2

6 paracada gem Z(p) faca

7 se cor[qg] =0

8 entdo BUSCAEMPROFUNDIDADE (q)

O vetor cor s6 tem dois valores: 0 e 2. Diremos que um vértice p é branco se
cor[p] = 0 e preto se cor[p| = 2. Diremos também que um caminho (veja Se¢do 13.1) é
branco se todos os seus vértices sdo brancos. A rotina BUSCAEMPROFUNDIDADE pinta
de preto alguns dos vértices que eram brancos. Assim, um caminho que era branco
quando a rotina foi invocada pode deixar de ser branco durante a execugdo da rotina.

Podemos dizer agora o que a rotina BUSCAEMPROFUNDIDADE faz. Ela recebe um
vértice branco p — que é vizinho de um vértice preto a menos que seja igual a v — e
pinta de preto todos os vértices que estejam ligados a p por um caminho branco. (A
rotina ndo altera as cores dos demais vértices.)

Agora que deixamos claro o problema que a rotina BUSCAEMPROFUNDIDADE re-
solve, é importante adotar uma boa definicdo de tamanho das instancias desse pro-
blema. O ntimero de vértices e arestas do grafo ndo dd uma boa medida do tamanho
da instancia, pois a rotina ignora boa parte do grafo. E bem mais apropriado dizer que
o tamanho da instancia é o nimero

Do 9@, (14.1)

onde X é o conjunto dos vértices ligados a p por caminhos brancos e g(z) := |Z(x)
grau do vértice x.

A rotina estd correta. A prova da corre¢do da rotina BUSCAEMPROFUNDIDADE é
uma indugdo no tamanho da instancia. Se o tamanho for 0, o vértice p ndo tem vizinhos.
Se o tamanho for 1, o tinico vértice em Z(p) é preto. Em qualquer desses casos, a rotina
cumpre o que prometeu.

Suponha agora que o tamanho da instancia é maior que 1. Seja B o conjunto de
vértices brancos no inicio da execugdo da rotina e seja X o conjunto dos vértices ligados
a p em B. Queremos mostrar que no fim do processo iterativo descrito nas linhas 6-8 o
conjunto dos vértices brancos é B — X.

Sejam qi, q2, ..., qr 0s elementos de Z(p) na ordem em que eles serdo examinados
nalinha 6. Paraj = 1,2, ..., k, seja Y; o conjunto dos vértices ligados a ¢g; em B — {p}.
Eclaroque X = {p} UY1U---UY;.

SeY;NY; # fentio Y; = Y;. De fato, se Y; e Y; tém um vértice em comum entdo
existe um caminho em B — {p} com origem ¢; e término em Y;. Portanto também existe
um caminho em B — {p} de ¢; a ¢j, donde ¢; € Y;. Segue dai que Y; C Y;. Um raciocinio
analogo mostra que Y; C Y.

O processo iterativo descrito nas linhas 6-8 pode ser reescrito como

6 paraj < 1aték faca
7 se cor[q;] =0
8 entdo BUSCAEMPROFUNDIDADE (g;)
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e isso permite formular o seguinte invariante: a cada passagem pela linha 6,
o conjunto dos vértices brancos é B — ({p} UY; U---UY;j_4) . (14.2)

Esta propriedade certamente vale no inicio da primeira iteragdo. Suponha agora que
ela vale no inicio de uma iteracdo qualquer. Se tivermos Y; = Y; para algum ¢ entre 1
e j—1 entdo, no inicio desta iteragdo, todos os vértices em Y; ja sdo pretos e a linha 8 ndo
é executada. Caso contrério, Y; é disjunto de Y7 U---UY;_; e portanto todos os vértices
em Y; estdo ligados a ¢; por caminhos em B — ({p} UY1U---UYj_1). Como 3 - g(y)
¢ menor que )y g(x), podemos supor, por hipétese de indugao, que a invocagao de
BUSCAEMPROFUNDIDADE na linha 8 com argumento ¢; produz o resultado prometido.
Assim, no fim desta iteragdo, o conjunto dos vértices brancos ¢ B — ({p}UY 1 U---UYj).
Isto prova que (14.2) continua valendo no inicio da préxima iteragdo.

No fim do processo iterativo, o invariante (14.2) garante que o conjunto de vértices
brancos é B — ({p}) UY1U---UY} ), ouseja, B— X. Logo, BUSCAEMPROFUNDIDADE
cumpre o que prometeu.

Desempenho. A andlise da correcdo da rotina BUSCAEMPROFUNDIDADE per-
mite concluir que o consumo de tempo da rotina é proporcional ao tamanho,
> zex 9(x), da instancia. Em particular, o consumo de tempo da linha 3 de Com-
PONENTE ndo passa de ) .y, g(z). Como esta soma é igual ao dobro do ntimero de
arestas do grafo, m, podemos dizer que a linha 3 de COMPONENTE consome

O(m)

unidades de tempo. No pior caso, o consumo é ©(m).
Se levarmos em conta o consumo de tempo das linhas 1-2 de COMPONENTE, tere-
mos um consumo total de
©(n+m)

unidades de tempo no pior caso.

Exercicios

14.1 Escreva e analise uma versdo ndo recursiva do algoritmo BUSCAEMPROFUNDIDADE.
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Apéndice A

Comparacao assintodtica de func¢oes

E desejavel exprimir o consumo de tempo de um algoritmo de uma maneira que nao
dependa da linguagem de programagao, nem dos detalhes de implementagdo, nem
do sistema operacional, nem do computador empregado. Para tornar isto possivel, é
preciso introduzir um modo grosseiro de comparar funcgdes. (Estou me referindo as
fun¢des — no sentido matematico da palavra — que exprimem a dependéncia entre o
consumo de tempo de um algoritmo e o tamanho de sua “entrada”.)

Essa comparagdo grosseira s6 leva em conta a “velocidade de crescimento” das
fungdes. Assim, ela despreza fatores multiplicativos (pois a fungdo 2n?, por exemplo,
cresce tdo rapido quanto 10n?) e despreza valores pequenos do argumento (a fungdo
n? cresce mais rdpido que 100n, embora n? seja menor que 100n quando n é pequeno).
Dizemos que esta maneira de comparar fungdes é assintética.

H4 trés tipos de comparacdo assintética: uma com sabor de “<”, outra com sabor
de “>”", e uma terceira com sabor de “=".

Neste apéndice, o conjunto dos ntimeros reais serd denotado por R e o conjunto
dos reais positivos serd denotado por R-.

A.1 Notacao O

Dadas fungoes F' e G de N em R~, dizemos que F' estd em O(G) se existem c e ny em N~
tais que
F(n) < c¢G(n)

para todo n > n,. A mesma coisa pode ser dita assim: existe c em N> tal que F'(n) <
c¢G(n) para todo n suficientemente grande. Em lugar de “F estd em O(G)”, podemos
dizer “F é O(G)”, "F € O(G)” eaté “F = O(G)".
Exemplo 1: 100n estd em O(n?), pois 100n < n -n = n? para todo n > 100.
Exemplo 2: 2n3+100n estd em O(n?). De fato, para todon > 1 temos 2n®+100n <
2n? 4+ 100n® < 102n3. Eis outra maneira de provar que 2n3 + 100n estd em O(n?): para
todo n > 10 tem-se 2n® 4+ 100n < 2n3 +n-n-n = 3n.

0.5n1.5

Exemplo 3: n!?® estd em O(n?), pois n!® <n = n? para todo n > 1.

79
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Exemplo 4: n?/10 ndo estd em O(n). Eis uma prova deste fato. Tome qualquer ¢
em N>. Para todon > 10c temos n?/10 = n - n/10 > 10c - n/10 = cn. Logo, ndo é
verdade que n?/10 < cn para todo n suficientemente grande.

Exemplo 5: 2n estd em O(2"). De fato, 2n < 2" para todon > 1, como provaremos
por indugdo em n. Prova: Se n = 1, a afirmacdo é verdadeira pois 2 - 1 = 2!. Agora
tome n > 2 e suponha, a titulo de hipétese de inducdo, que 2(n — 1) < 2"~!. Entdo
2n < 2(n+n—2) = 2(n—1)+2(n—1) < 2771 + 2771 = 27 como querfamos
demonstrar.

A seguinte regra da soma é util: se F' e F’ estdo ambas em O(G) entdo F + F’
também estd em O(G). Eis uma prova da regra. Por hipétese, existem ntmeros c
e ng tais que F(n) < ¢G(n) para todo n > n,. Analogamente, existem ¢ e ny, tais
que F'(n) < ¢ G(n) para todo n > n{. Entdo, para todo n > max(ny,n;), tem-se
F(n) + F'(n) < (¢ + ) G(n),

Exemplo 6: Como 2n3 e 100n estdo ambas em O(n?), a fungdo 2n® + 100n também
estd em O(n?).

Nossa defini¢do da notagao O foi formulada para fun¢des de N em R=, mas ela pode
ser estendida, da maneira 6bvia, a fun¢des que nédo estdo definidas, ou sdo negativas,
para valores pequenos do argumento.

Exemplo 7: Embora n? — 100n ndo esteja em R> quando n < 100, podemos dizer
que n? — 100n é O(n?), pois n? — 100n < n? para todo n > 100.

Exemplo 8: Embora Ign néo esteja definida quando n = 0, podemos dizer que Ign
estd em O(n). De fato, se tomarmos o logaritmo da desigualdade n < 2" do Exemplo 5,
veremos que lgn < n para todon > 1.

Exemplo 9: nlgn estd em O(n?). Segue imediatamente do Exemplo 8.

Exercicios

A.1 Critique a afirmagédo “n? — 100n estd em O(n?) para todo n > 100”.
A.2 Critique a afirmagdo “2n? + 100n estd em O(n?) para ¢ = 3 e todo n > 100”.
A.3 Mostre que Ign estd em O(n°%).

A.2 Notagio Omega

Dadas fungdes F' e G de N em R, dizemos que I estda em () se existe c em N~ tal
que

F(n) >

% G(n)

para todo n suficientemente grande. E claro que Q é “inversa” de O, ou seja, uma
funcdo F esta em Q(G) se e somente se GG estd em O(F).

Exemplo 10: n?® + 100n estd em Q(n?), pois n® + 100n > n? para todo n.
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A definicdo da notagdo 2 pode ser estendida, da maneira 6bvia, a fung¢des F ou G
que estao definidas e sdo nao negativas apenas para valores grandes de n.

Exemplo 11: n?* —2n é Q(n?). De fato, temos 2n < 3n? para todo n > 4 e portanto
n?—2n>n?— %nQ = %nz.
Exemplo 12: nlgn estd em Q(n). De fato, para todo n > 2 tem-se Ilgn > 1 e

portanto nlgn > n.

Exemplo 13: 100n ndo estd em (n?). Tome qualquer ¢ em N>. Para todo n >
100¢, tem-se 100 < n e portanto 100n < 1n2

Exemplo 14: n nao é (2"). Basta mostrar que para qualquer ¢ em N>~ tem-se
n < 12" para todo n suficientemente grande. Como todo ¢ é menor que alguma po-
téncia de 2, basta mostrar que, para qualquer k em N>, tem-se n < 27%2" para todo n
suficientemente grande. Especificamente, mostraremos que n < on—k paratodon > 2k.

A prova é por inducdo em n. Se n = 2k, temos k < 2k=1 conforme o Exemplo 5
com k no papel de n, e portanto n = 2k < 2 -2k~ = 2k = 2%k=F = on=k_ Agora tome
n > 2k + 1 e suponha, a titulo de hipétese de indugéo, que n — 1 < 2" =%, Entao
n<n+n—-2=n—-1+n-1=2-(n—1) <2.2"=% = 277k como queriamos
demonstrar.

Exercicios

A.4 Mostre que 2"~ ! esta em Q(2").
A.5 Mostre que lgn ndo é Q(n).

A.3 Notacao Teta

Dizemos que F estd em O(G) se F' estd em O(G) e também em §2(G), ou seja, se existem
ce d em N~ tais que

%G(n) < F(n) < ¢ G(n)

para todo n suficientemente grande. Se F' estd em O((G), diremos que F' é proporcional
a G, ainda que isto seja um abuso do sentido usual de “proporcional.”

Exemplo 15: Para qualquer a em RZ e qualquer b em R, a funcdo an? + bn estd
em O(n?).

Exercicios

A.6 Mostre que n(n +1)/2 e n(n — 1)/2 estdo em O(n?).

A4 Consumo de tempo de algoritmos

Seja A um algoritmo para um problema cujas instancias tém tamanho n. Se a funcao
que mede o consumo de tempo de A no pior caso estd em O(n?), por exemplo, podemos
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usar expressoes como
“ A consome O(n?) unidades de tempo no pior caso”

e “A consome tempo O(n?) no pior caso”. Podemos usar expressdes semelhantes com
2 ou © no lugar de O e com “melhor caso” no lugar de “pior caso”.

(Se A consome O(n?) unidades de tempo no pior caso, também consome O(n?) em
qualquer caso. Analogamente, se consome Q(n?) no melhor caso, também consome
Q(n?) em qualquer caso. Mas ndo podemos dispensar a cldusula “no pior caso” em
uma afirmagéo como “.A consome §2(n?) unidades de tempo no pior caso”.)

Linear, linearitmico, quadratico. Um algoritmo ¢é linear se consome ©(n) unida-
des de tempo no pior caso. E facil entender o comportamento de um tal algoritmo:
quando o tamanho da “entrada” dobra, o algorimo consome duas vezes mais tempo;
quando o tamanho é multiplicado por uma constante ¢, 0 consumo de tempo também
é multiplicado por c. Algoritmos lineares sdo considerados muito rdpidos.

Um algoritmo ¢é linearitmico (ou ene-log-ene) se consome O(nlgn) unidades de
tempo no pior caso. Se o tamanho da “entrada” dobra, o consumo dobra e é acrescido
de 2n; se o tamanho é multiplicado por uma constante ¢, o consumo é multiplicado
por c e acrescido de um pouco mais que cn.

Um algoritmo é quadrético se consome ©(n?) unidades de tempo no pior caso. Se
o tamanho da “entrada” dobra, o consumo quadruplica; se o tamanho é multiplicado

por uma constante ¢, o consumo é multiplicado por 2.

Polinomial e exponencial. Um algoritmo é polinomial se consome O(n*) unida-
des de tempo no pior caso, sendo £ um ntimero natural. Por exemplo, é polinomial
qualquer algoritmo que consome O(n!%) unidades de tempo. Apesar desse exemplo,
algoritmos polinomiais sdo considerados rapidos.

Um algoritmo é exponencial se consome 2(a") unidades de tempo no pior caso,
sendo ¢ um ndmero real maior que 1. Por exemplo, é exponencial qualquer algoritmo
que consome 2(1.1") unidades de tempo. Se n é multiplicado por 10, por exemplo, o
consumo de tempo de um tal algoritmo é elevado a poténcia 10. Algoritmos exponen-
ciais ndo sdo polinomiais.

Exercicios

A.7 Suponha que dois algoritmos, A e B, resolvem um mesmo problema. Suponha que o ta-
manho das instancias do problema é medido por um parametro n. Em quais dos seguintes
cendrios podemos afirmar que A é mais rdpido que B? Cendrio 1: No pior caso, A consome
O(Ign) unidades de tempo e B consome O(n?) unidades de tempo. Cenério 2: No pior
caso, A consome O(n?lgn) unidades de tempo e B consome (n?) unidades de tempo.
Cendrio 3: No pior caso, A consome O(n?) unidades de tempo e B consome Q(n?1gn)
unidades de tempo.



Apéndice B

Soluc¢ao de recorréncias

Ahabilidade de resolver recorréncias é importante para a analise do consumo de tempo
de algoritmos recursivos. Uma recorréncia é uma férmula que define uma fungdo, diga-
mos F, em termos dela mesma. Mais precisamente, define /'(n) em termos de F/(n—1),
F(n—2), F(n—3), etc.

Uma solugio de uma recorréncia é uma férmula que exprime F'(n) diretamente em
termos de n. Para as aplicagdes a andlise de algoritmos, uma férmula exata para F'(n)
ndo é necessdaria: basta mostrar que F' estd em O(G) para alguma fung¢do G definida
explicitamente em termos de n.

Neste apéndice, R denota o conjunto dos ndameros reais e R=. denota o conjunto
dos reais positivos.

B.1 Exemplo1

gconjunto dos ntimeros reais serd denotado por R. labelsec:recurrences:examplel0
Seja F' uma fun¢do de N em R=. Suponha que F'(1) = 1 e F' satisfaz a recorréncia

F(n)=2F(n—1)+1 (B.1)
para todo n > 2. Eis alguns valores da funcio: F(2) = 3, F(3) = 7, F(4) = 15. E fécil
“desenrolar” a recorréncia:

Fn)=2F(n—-1)+1
=202F(n—2)+1)+1
=4F(n—2)+3

=2Fn—j)+2 -1
=2 lp)y 2t — 1,

Concluimos assim que
F(n)=2"-1 (B.2)

para todo n > 1. (Nao temos informacgodes sobre o valor de F'(0).) Portanto, F' esta
em O(2").

83
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Exercicios

B.1 Confira a férmula (B.2) por indugdo em n.

B.2 Sejam q, b e ng trés ndmeros naturais e suponha que F(ny) = ae F(n) = 2F(n—1) + b
para todo n > ng. Mostre que F estd em ©(2").

B.2 Exemplo 2

Suponha que uma fun¢do F' de N em R= satisfaz a seguinte recorréncia:
Fn)=F(n—-1)+n (B.3)

para todo n > 2. Suponha ainda que F(1) = 1. Teremos, em particular, F'(2) = F(1) +
2=3eF(3)=F(2)+3=6.

A recorréncia pode ser facilmente “desenrolada”: F'(n) = F(n—1)+n = F(n—2) +
(n—-1)4+n=---=F(1)+24+3+---+(n—1)+n=1+243+---+(n—1)+n. Concluimos
assim que

F(n)=1(n*+n) (B.4)

para todo n > 1. (N&o temos informagdes sobre o valor de F'(0).) Portanto, F' esta
em O(n?).

Recorréncias semelhantes. O valor de F(1) tem pouca influéncia sobre o resul-
tado. Se tivéssemos F'(1) = 10, por exemplo, a férmula (B.4) seria substituida por
F(n) = £(n* 4+ n) + 9, e esta fungdo também estd em O(n?).

O ponto a partir do qual (B.3) comeca a valer também tem pouca influéncia sobre a
solucao da recorréncia. Se (B.3) valesse apenas a partir de n = 5, por exemplo, terfamos
F(n) = £(n* 4+ n) + F(4) — 10 no lugar de (B.4), e esta fungdo também estd em O(n?).

Exercicios

B.3 Confira (B.4) por inducdo em n.

B.4 Suponha que F satisfaz a recorréncia F(n) = F(n—1)+3n+2paran =2, 3,4, ... Mostre
que se F(1) = 1 entdo F(n) = 3n?/2 + Tn/2 — 4 para todo n > 2. Conclua que F est4
em O(n?).

B.5 Sejam a, b e c trés nlimeros naturais e suponha que F satisfaz as seguintes condigdes:
F(ng) =ae F(n) = F(n— 1) + bn + c para todo n > ng. Mostre que F estd em O(n?).

B.6 Suponha que F(n) = F(n — 1)+ 7 paran = 2, 3, 4, ... Mostre que se F(1) = 1 entdo
F(n) = Tn — 6 para todo n > 1. Conclua que F' estd em O(n).

B.3 Exemplo 3
Seja F' uma fungdo que leva N em R=. Suponha que F satisfaz a recorréncia

F(n) =2F([n/2])+n (B.5)
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para todo n > 2. (Nao faz sentido trocar “|n/2|” por “n/2” pois n/2 ndo estd em N
quando n é impar.) Suponha ainda que F(1) = 1 (e portanto F'(2) = 4, F(3) = 5, etc.)

E mais facil entender (B.5) quando n é uma poténcia de 2, pois nesse caso |n,/2] se
reduz an/2. Sen = 2/, temos

F(2)=2F(2 Y+
=22F(2072) 4 212971 4 97
= 2°F(2773) 4 222972 4 21271 | 97
=2/ F(20) + 20712l ... 272772 4 2l9i—1 4 9097
= 2720 99719l ... 4 929572 4 9loi—1 4 909
=(j+1)
= j2I + 27 (B.6)

Para ter certeza, podemos conferir esta férmula por indugdo em j. Se j = 1, temos
F(27) =4=(j +1)2/. Agora tome j > 2. De acordo com (B.5), F(2/) = 2F(2/~1) + 2J.
Por hipétese de indugao, F'(2/~1) = 27715, Logo, F(27) = 2-2/71j +27 = 27§+ 27, como
querfamos mostrar.

Como 2/ = n, a expressdo (B.6) pode ser reescrita assim:

F(n)=nlgn+n (B.7)

quando n é poténcia de 2. Embora esta formula s6 se aplique as poténcias de 2, po-
demos usé-la para obter cotas superior e inferior vélidas para todo n suficientemente
grande. O primeiro passo nessa diregdo é verificar que F' é estritamente crescente, ou
seja, que

F(n) < F(n+1) (B.8)

para todo n > 1. A prova é uma inducdo em n. Sen = 1, temos F(n) = 1 < 4 =
F(n +1). Agora tomen > 2. Sen é par entdo F(n) < F'(n) +1 =2F(3)+n+1=
2F(|%H]) + n+ 1 = F(n + 1), em virtude de (B.5). Agora suponha n impar. Por
hipétese de inducdo, F(251) < F(252 + 1) = F(™EL). Logo, por (B.5),

F(n)=2F") +n <2F(™ ) +n < 2F(2) +n+1=F(n+1).

Mostramos assim que F' é estritamente crescente.
Agora podemos calcular uma boa cota superior para F' a partir de (B.7). Mostrare-
mos que
F(n) <6nlgn (B.9)

para todo n > 2. Tome o tnico j em N tal que 2/ < n < 2/7!. Em virtude de (B.8),
F(n) < F(27t1). Em virtude de (B.6), F(2/*!) = (j + 2)2/*! < 352/*! = 652/. Como
j <lgn, temos 6527 < 6nlgn.
Uma boa cota inferior para F' também pode ser calculada a partir de (B.7): mostra-
remos que
F(n) > gnlgn (B.10)
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para todo n > 2. Tome o tnico j em N tal que 2/ < n < 2/l Em virtude de (B.8)
e (B.6), temos F(n) > F(27) = (j + 1)2/ = 3(j + 1)27*1. Comolgn < j + 1, temos
1+ 127 > Inlgn.

De (B.9) e (B.10), concluimos que F' estd em ©(nlgn).

Recorréncias semelhantes. O ponto n a partir do qual a recorréncia (B.5) co-
meca a valer, bem como os valores de F'(1), F(2), ..., F(nyo — 1), tétm pouca influéncia
sobre a solugdo da recorréncia: quaisquer que sejam esses valores iniciais, /' estard em
©(nlgn). Se (B.5) vale apenas para n > 3, por exemplo, teremos nlgn + %n no
lugar de (B.7).

A parcela n na expressao 2F (|n/2|)+n também pode ser ligeiramente alterada sem
que F saia de O(nlgn). Assim, quaisquer que sejam ¢ > 0 e d, se F'(n) = 2F(|n/2]) +
cn + d entdo F estd em O(nlgn).

Finalmente, podemos trocar “2F(|n/2])” por “2F([n/2])” ou até mesmo por
“F(|n/2]) + F([n/2])” sem que F saia de ©(nlgn).

Mas o fator 2 que multiplica “F(|n/2])” é critico: se este fator for alterado, a fungao
F deixara de pertencer a ©(nlgn).

Exercicios

B.7 Suponha que um funcdo F' de N em R= satisfaz a recorréncia F'(n) = F(|n/2]) + 1 para
todo n > 2. Mostre que F estd em O(Ign).

B.8 Seja F uma fun¢do de N em R= tal que F'(n) = 2F(|n/2]) + 1 para todo n > 2. Mostre que
F estd em O(n).

B.9 Seja F' um fun¢do de N em R= tal que F'(n) = 4F(|n/2]) + n quando n > 2. Mostre que
F estd em O(n?). (Sugestdo: mostre que n? < F(n) < 8n? para todo n suficientemente
grande.)

B.4 Exemplo 4
Seja F' um fung¢do de N em R=. Suponha que
F(n) =3F([n/2])+n (B.11)

para todo n > 2. Suponha ainda que F'(1) = 1. Para comegar a entender o comporta-
mento de F, considere os valores de n que sdo poténcias de 2. Quando n = 27, temos

F(20) =3F(2971) 427
=32F(272) + 3l 2
= 33F(2073) + 3%2972 - 31201 4 9
=3 F@2% +3 12 ... 4372772 4 3loi—1 4 3097
= 3720 437719t ... 1 320072 1 gloi=1 4 309
=27 ((3/2) +(3/2) 1 + -+ (3/2)* + (3/2)' + (3/2)")
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i (3/2)+ =1
3/2—1
— 2j+1((3/2)j+1 o 1)
=3+t _gifl (B.12)

=2

Observe que 3/ = (2!83)7 = (2/)!83 = ple3, (A titulo de curiosidade, g 3 fica entre 1.584
e 1.585.) Portanto, a férmula (B.12) pode ser reescrita assim:

F(n) = 3n'%3 — 2n

para toda poténcia n de 2. Embora esta férmula s6 valha para as poténcias de 2, po-
demos usé-la para obter cotas superior e inferior vdlidas para todo n suficientemente
grande. A primeira providéncia nessa direcdo é certificar-se de que F' é estritamente
crescente:

F(n) < F(n+1)

paratodon > 1. A prova é andloga a de (B.8). Agora estamos em condig¢des de calcular
uma boa cota superior para F:
F(n) < 9n's? (B.13)

para todon > 1. Tome j em N tal que 2/ < n < 2771, Como F é estritamente crescente,
(B.12) garante que F(n) < F(2/*!) = 342 — 2742 < 37+2 = 9. (2/)183 < 9n'#3, como
querfamos mostrar. Também podemos calcular uma boa cota inferior:

F(n) > in's? (B.14)

paratodon > 1. Tome j em N tal que 2/ < n < 2971, Como F é crescente, (B.12) garante
que F(n) > F(27) = 3/t1 20t =304+ 2.3/ —2.20 > 3/ = 1371 = 1 (27+1)le3 > 1ples,
como queriamos demonstrar.

As relagdes (B.13) e (B.14) mostram que F estd em ©(n'83).

Recorréncias semelhantes. Se (B.11) valesse apenas quando n > ng, a fungdo F
continuaria em ©(n'83) quaisquer que fossem os valores de F'(|ngo/2]), F(|no/2] + 1),
cor, F(ng —1).

Além disso, F continuard em O(n'$3) se (B.11) for substituida por F(n) =
3F(|n/2]) + cn + d, quaisquer que sejam ¢ > 0 e d. Também continuard em ©(n'83) se
“3F(|n/2])” for trocado por “2F(|n/2]) + F([n/2])” ou até mesmo por “2F(|n/2]) +
F([n/2] +1)".

Exercicios

B.10 Confira a formula (B.12) por indugdo em j.
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B.5 Teorema mestre

O seguinte teorema da a solugdo de muitas recorréncias semelhantes as das Se¢des B.3
e B.4. Sejam a, k e c nimeros em N~, N e R= respectivamente. Seja ' uma funcdo de N
em R~ tal que

F(n) =aF () +cnt (B.15)
paran = 2!, 22,23, ... Suponha ainda que F é assintoticamente crescente, ou seja, que
existe ny tal que F'(n) < F(n+ 1) para todo n > n;. Nessas condigdes,

selga > k entdo F estd em O(n'8?), (B.16)
selga = k entdo F estd em O(n*1gn), (B.17)
selga < k entdo F estd em O(n"). (B.18)

(Recorréncias como (B.15) aparecem na andlise de algoritmos baseados no método
da divisdo e conquista: dada uma instancia de tamanho n, divida a instdncia em a
partes de tamanho n/2, resolva essas subinstancias, e combine as solugdes em tempo
limitado por en®))

Generalizacdo. O teorema pode ser generalizado como segue. Sejama > 1,b > 2,
k > 0emnp > 1 ntmeros em N e seja ¢ um nimero em R=. Seja F' é uma funcdo de N
em R tal que
n
b
paran = nobt, nob?, ngb?, . .. Suponha ainda que F' é assintoticamente crescente. Nessas
condicoes,

F(n)=aF()+ cn® (B.19)

selga/lgb > k entdo F estd em O(n'e/18b), (B.20)
selga/lgh = k entdo F estd em O(n*1gn), (B.21)
selga/lgh < k entdo F estd em O(n"). (B.22)

A prova deste teorema pode ser encontrada na Segdo 4.7 do livro de Brassard e
Bratley [2] e na Secdo 4.4 do livro de Cormen et al. [3].

Exemplo A. Seja ¢ um ndmero em R= e seja ' uma func¢do de N em R= tal que
F(n) = F(|n/2]) + 2F([n/2]) + cn para todo n > 2. Nessas condicdes, F' é cres-
cente e portanto (B.16) garante que F estd em ©(n'#?). (Compare com o resultado da
Secdo B.4.)

Exemplo B. Sejam a e k nimeros em N tais que a > 2* e seja ¢ um ndmero em R=>.
Seja F' é uma fungdo de N em R> tal que F(n) = aF(|n/2]) + cn” para todon > 1.
Nessas condigdes, F' é crescente e portanto (B.16) garante que F estd em ©(n'8%).
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Notas bibliograficas

Este capitulo foi baseada na Sec¢do 4.7 do livro de Brassard e Bratley [2]. Veja também o
verbete Master theorem na Wikipedia.


http://en.wikipedia.org/wiki/Master_theorem
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Posfacio

O texto fez uma modesta introdugdo a Analise de Algoritmos usando material dos
excelentes livros citados na bibliografia. Embora tenha tratado apenas de problemas
e algoritmos muito simples, espero que este minicurso possa guiar o leitor que queira
analisar os seus proprios algoritmos.

O tratamento de algoritmos probabilisticos foi muito superficial e muitos outros
assuntos ficaram de fora por falta de espago. Assim, ndo foi possivel discutir a anélise
de tipos abstratos de dados, como filas de prioridades e estruturas union/find. A andlise
amortizada (muito atil para estimar o consumo de tempo dos algoritmos de fluxo em
redes, por exemplo) foi igualmente ignorada. Finalmente, ndo foi possivel mencionar
a teoria da complexidade de problemas e a questdao P=NP.
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