
Uma Introdução Su
inta aAlgoritmos de AproximaçãoMar
elo Henriques de CarvalhoUniversidade Federal do Mato Grosso do SulMár
ia Rosana CerioliUniversidade Federal do Rio de JaneiroRi
ardo DahabUniversidade Estadual de CampinasPaulo Feo�lo�Cristina Gomes FernandesCarlos Eduardo FerreiraUniversidade de São PauloKatia Silva GuimarãesUniversidade Federal de Pernambu
oFlávio Keidi MiyazawaUniversidade Estadual de CampinasJosé Coelho de Pina Jr.José Augusto R. SoaresYoshiko WakabayashiUniversidade de São Paulomaio de 2001



ii



Prefá
ioO desenvolvimento de algoritmos de aproximação e de provas deinaproximabilidade é uma das linhas de pesquisa que mais têm 
res
idona área de otimização 
ombinatória e teoria da 
omputação. O objetivodeste texto é apresentar su
intamente uma visão sistemáti
a das té
ni
asutilizadas no projeto de algoritmos de aproximação e dar uma idéia doslimites intrínse
os da aproximabilidade.Ainda que os tópi
os 
obertos neste texto possam ser en
ontradosem outros livros [Ho
97, MPS98, ACG+99, Vaz01℄, o presente texto sejusti�
a pela es
assez de material em língua portuguesa. Além disso,a seleção de tópi
os e a profundidade 
om que 
ertos assuntos foramtratados aqui são, para nosso 
onhe
imento, inéditas.Este texto é su
into no sentido de que se limita a apresentar os algo-ritmos e suas análises, sem se alongar 
om 
omentários e exemplos. Mas
ada 
apítulo 
ontém notas bibliográ�
as e uma variedade de exer
í
iosque 
omplementam o texto. Esperamos que apesar de su
into, o livrotenha um 
aráter didáti
o e seja útil tanto aos que pro
uram uma intro-dução à área quanto aos que queiram estudar esse fas
inante tema maisprofundamente.O assunto tem muitos pré-requisitos (teoria dos grafos, programa-ção linear, teoria das probabilidades, 
omplexidade 
omputa
ional), quepro
uramos 
obrir 
ompa
tamente em apêndi
es. Re
omendamos queo leitor re
orra aos apêndi
es somente na medida do ne
essário, 
om aajuda do índi
e.Os 
apítulos 1 e 2 apresentam as de�nições bási
as, um históri
o daárea e os primeiros algoritmos de aproximação para alguns problemas
lássi
os de otimização 
ombinatória. Isoladamente, esses dois 
apítulosformam uma introdução ao assunto.iii



iv Prefá
ioOs 
apítulos de 3 a 5 apresentam os métodos baseados em progra-mação linear. A seção 3.1 e o 
apítulo 4 tratam de algoritmos simples,
uja análise depende apenas de 
on
eitos e resultados bási
os de progra-mação linear. Ao leitor que tenha 
onhe
imento super�
ial no assunto,re
omendamos a leitura do apêndi
e C. A seção 3.2 des
reve um algo-ritmo não-trivial 
uja análise é longa e elaborada, ainda que não envolva
on
eitos avançados. O 
apítulo 5 apresenta uma té
ni
a elegante e so-�sti
ada, derivada do método primal-dual de programação linear, que seapóia no 
on
eito de folgas 
omplementares.O 
apítulo 6 dis
ute algoritmos probabilísti
os por meio de um exem-plo simples mas instrutivo. Um dos algoritmos apresentados neste 
apí-tulo utiliza programação linear. A
reditamos que o 
onteúdo do 
apítuloseja a
essível a qualquer leitor que 
onheça os 
on
eitos de variável ale-atória e esperança, e tenha noções bási
as de programação linear.No 
apítulo 7, sobre programação semide�nida, des
revemos umaté
ni
a so�sti
ada e relativamente re
ente que tem sido apli
ada 
omsu
esso a diversos problemas. Este 
apítulo usa todas as ferramentasapresentadas nos 
apítulos anteriores: generaliza a té
ni
a de relaxaçõeslineares e usa um tipo de arredondamento probabilísti
o bem mais so-�sti
ado que os vistos no 
apítulo 6. O 
apítulo requer maturidade efamiliaridade 
om os vários 
on
eitos envolvidos.O 
apítulo 8 des
reve a 
lassi�
ação geral de problemas de otimiza-ção do ponto de vista da aproximabilidade. Também dis
ute a posiçãoque os diversos problemas tratados no texto o
upam nesta 
lassi�
ação.Este 
apítulo pode ser lido à parte pelos interessados em teoria da 
om-putação.Este livro pode ser adotado em dis
iplinas de �nal da graduação oude pós-graduação. Alguns dos problemas no 
apítulo 2, e talvez umaou duas demonstrações de inaproximabilidade do 
apítulo 8, podem serusados 
omo um tópi
o em uma dis
iplina de graduação de análise dealgoritmos. As de�nições bási
as e dois ou três exemplos devem sersu�
ientes para dar uma idéia dos objetivos da área. Uma dis
iplinadedi
ada ex
lusivamente a algoritmos de aproximação tem 
omo pré-requisitos noções de teoria dos grafos, programação linear e teoria de
omplexidade de algoritmos. O 
onteúdo 
ompleto do livro é adequadopara uma dis
iplina de pós-graduação 
om duração de um semestre. Nagraduação, pode-se optar, dependendo da maturidade e interesse dosalunos, por não 
obrir o material da seção 3.2 e do 
apítulo 7, e 
obrirapenas par
ialmente o 
apítulo 8. Uma versão preliminar do livro foiutilizada, durante o primeiro semestre de 2001, em uma dis
iplina de



Prefá
io vgraduação na UFRJ e em dis
iplinas de pós-graduação na USP e naUNICAMP.O livro tem 11 autores, provenientes de 
in
o universidades espa-lhadas por três regiões do país: UFMS (1 autor), UFPE (1 autora),UFRJ (1 autora), UNICAMP (2 autores) e USP (6 autores). Todosparti
ipam do Projeto ProNEx Complexidade de Estruturas Dis
retas(http://www.ime.usp.br/�yoshi/pronex/), 
oordenado por YoshiharuKohayakawa, e a elaboração do livro fez parte das atividades do Projeto.Quatro dos autores atuaram 
omo editores, 
uidando da 
oordenação edos detalhes de edição. Com tantos envolvidos, é quase impossível 
hegara um 
onsenso sobre qualquer questão espe
í�
a. Pode-se dizer que 
adaparágrafo do texto desagrada algum dos autores; esperamos, ao menos,que não desagrade a todos os leitores! Os autores reuniram-se algumasvezes para dis
utir o texto, mas boa parte da interação e da redaçãoa
onte
eu via internet. Foi um período de trabalho 
oletivo intenso.Manteremos em http://www.ime.usp.br/d

/livros/aprox/ umaerrata do livro e um endereço eletr�ni
o para onde podem ser enviadasas 
omuni
ações de erros, dúvidas e sugestões.Este não é o primeiro texto em língua portuguesa sobre o assunto:Katia S. Guimarães, uma das autoras desse livro, apresentou um 
ursosobre o assunto [Gui98℄ na XVII Jornada de Atualização em Informáti
a,em 1997. Aquele material serviu 
omo versão ini
ial para duas seções dopresente livro.Agrade
emos a Celina M. H. Figueiredo (UFRJ), Sulamita Klein(UFRJ) e Luerbio Faria (UERJ) pela sua 
ontribuição 
om uma pri-meira versão da seção 2.3. Agrade
emos aos alunos que leram e 
riti-
aram versões preliminares de alguns 
apítulos. Somos gratos tambémao Projeto ProNEx Complexidade de Estruturas Dis
retas pelo suporte�nan
eiro para os en
ontros que se �zeram ne
essários. Em espe
ial,agrade
emos ao 
oordenador do projeto pelo in
entivo e pela disposiçãoem responder questões té
ni
as sobre algoritmos probabilísti
os. Agra-de
emos também à Comissão Organizadora do 23o	 Colóquio Brasileirode Matemáti
a pela oportunidade.Esperamos que os leitores se divirtam e aprendam tanto quanto osautores enquanto es
reviam o livro!Rio de Janeiro, São Paulo e Campinas, maio de 2001M.R.C., P.F., C.G.F e F.K.M.editores
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Capítulo 1IntroduçãoProblemas de otimização têm o objetivo de en
ontrar um ponto óti-mo (mínimo ou máximo) de uma função de�nida sobre um 
erto domínio.Os problemas de otimização 
ombinatória têm domínio �nito. Emboraos elementos do domínio possam, em geral, ser fa
ilmente enumerados, aidéia ingênua de testar todos os elementos na bus
a pelo melhor mostra-se inviável na práti
a pois o domínio é tipi
amente muito grande.Como exemplos 
lássi
os de problemas de otimização 
ombinatóriapodemos 
itar o problema do 
aixeiro viajante, o problema da mo
hila,o problema da 
obertura mínima por 
onjuntos, o problema da �ores-ta de Steiner e o problema da satisfatibilidade máxima. Todos surgemnaturalmente em apli
ações práti
as, tais 
omo o projeto de redes detele
omuni
ação e de 
ir
uitos VLSI, o empa
otamento de objetos em
ontainers, a lo
alização de 
entros distribuidores, o es
alonamento eroteamento de veí
ulos, et
. Outras áreas de apli
ação in
luem a estatís-ti
a (análise de dados), a e
onomia (matrizes de entrada/saída), a físi
a(estados de energia mínima), a biologia mole
ular (alinhamento de DNAe proteínas, inferên
ia de padrões), et
.O desenvolvimento de algoritmos de aproximação surgiu em respos-ta à di�
uldade 
omputa
ional de muitos dos problemas de otimização
ombinatória: em termos té
ni
os, muitos são NP-difí
eis. Nessa situ-ação, é razoável sa
ri�
ar a otimalidade em tro
a de uma aproximaçãode boa qualidade que possa ser e�
ientemente 
al
ulada. Esse 
ompro-misso entre perda de otimalidade e ganho em e�
iên
ia é o paradigmados algoritmos de aproximação. Convém observar que um algoritmo deaproximação não é simplesmente uma heurísti
a: ele garante en
ontrar,e�
ientemente, um elemento do domínio 
ujo valor guarda uma relaçãopré-estabele
ida 
om o valor ótimo.1



2 IntroduçãoNo iní
io da dé
ada de 70, Garey, Graham e Ullman [GGU72℄,bem 
omo Johnson [Joh74℄, formalizaram o 
on
eito de algoritmode aproximação. O 
on
eito já estava implí
ito em um trabalho deGraham [Gra66℄ sobre um problema de es
alonamento em máquinas pa-ralelas e em um trabalho de Erd®s [Erd67℄ sobre grafos bipartidos. Nadé
ada de 90, o estudo de algoritmos de aproximação passou a re
eberum tratamento mais sistemáti
o, 
om a formalização e o uso de té
ni
ase ferramentas apli
áveis a toda uma gama de problemas.É importante men
ionar também o apare
imento de 
ertos resulta-dos negativos de aproximabilidade: para alguns problemas, aproximar étão difí
il quanto resolver. Em termos mais té
ni
os, alguns problemasnão admitem algoritmos de aproximação 
om razão melhor que um 
ertolimiar, a menos que P = NP. As teorias nessa direção foram impulsiona-das na dé
ada de 90 pelas des
obertas de Arora et al. [ALM+92, Aro95℄,que provaram resultados desse tipo para vários problemas usando 
ara
-terizações probabilísti
as da 
lasse NP.O desenvolvimento de algoritmos de aproximação e de provas deinaproximabilidade é uma das linhas de pesquisa que mais 
res
eu ul-timamente na área de otimização 
ombinatória e teoria da 
omputa-ção. Esta observação en
ontra respaldo na grande quantidade de artigosde pesquisa que surgiram nos últimos anos (veja nossa lista de referên-
ias bibliográ�
as). Vários livros sobre o assunto também foram pu-bli
ados re
entemente: Ausiello et al. [ACG+99℄, Ho
hbaum [Ho
97℄,Mayr et al. [MPS98℄ e Vazirani [Vaz01℄. Outro indí
io da eferves-
ên
ia da área é a grande quantidade de teses de doutorado 
on-
luídas na dé
ada de 90, algumas introduzindo teorias revolu
ionári-as [Aro94, Blu91, Kan92, Tre96, Wil93℄.1.1 Problemas de otimizaçãoUm problema de otimização tem três ingredientes prin
ipais: um
onjunto de instân
ias1 (instan
es), um 
onjunto Sol(I) de soluçõesSol(I) viáveis (feasible solutions) para 
ada instân
ia I, e uma função queatribui um número val(S) a 
ada solução viável S. O número val(S) éval(S) o valor de S. Quando o 
onjunto Sol(I) das soluções viáveis asso
iadoa uma instân
ia I é vazio, dizemos que a instân
ia é inviável; 
aso
ontrário, a instân
ia é viável.1 É uma pena que o uso tenha imposto a tradução in
orreta instân
ia para o termoinglês instan
e.



1.2 Algoritmos de aproximação 3Um problema de minimização está interessado nas soluções viá-veis de valor mínimo, enquanto um problema de maximização estáinteressado nas soluções viáveis de valor máximo.2 Quando uma dessasalternativas � mínimo ou máximo � está subentendida, dizemos sim-plesmente valor ótimo e problema de otimização. Uma solução viável
ujo valor é ótimo é 
hamada solução ótima (optimal solution). O valorde qualquer das soluções ótimas de uma instân
ia I será denotado poropt(I). Portanto, opt(I)opt(I) := val(S�) ;onde S� é uma solução ótima de I. É 
laro que esse número só estáde�nido se a instân
ia I é viável.A título de exemplo, eis um problema de otimização bem 
onhe
ido:en
ontrar um 
ir
uito hamiltoniano de 
usto mínimo em um grafo 
om
ustos nas arestas. Uma instân
ia desse problema 
onsiste em um gra-fo G e uma função 
 que asso
ia um número não-negativo a 
ada arestade G. O 
onjunto das soluções viáveis de uma instân
ia (G; 
) é o 
on-junto de todos os 
ir
uitos hamiltonianos de G. O valor de um 
ir
uitohamiltoniano C é val(C) :=Pe2C 
e.1.2 Algoritmos de aproximaçãoConsidere um problema de otimização em que val(S) � 0 para todasolução viável S de qualquer instân
ia do problema. Seja A um algoritmoque, para toda instân
ia viável I do problema, devolve uma solução viávelA(I) de I. Se o problema é de minimização eval(A(I)) � � opt(I) (1.1)para toda instân
ia I, dizemos que A é uma �-aproximação para oproblema. O fator � é um número que pode depender de I. Dizemos que� é uma razão de aproximação (approximation fa
tor) do algoritmo.É 
laro que � � 1, uma vez que o problema é de minimização. No 
asode problema de maximização, basta refazer a de�nição 
omval(A(I)) � � opt(I)2 A expressão �valor da solução� pode ser tro
ada por �
usto da solução� no 
a-so de problemas de minimização e por �peso da solução� no 
aso de problemas demaximização.



4 Introduçãono lugar de (1.1). É 
laro que nesse 
aso 0 < � � 1. Um algoritmode aproximação (approximation algorithm) é uma �-aproximação paraalgum �. Uma 1-aproximação para um problema de otimização é umalgoritmo exato para o problema.Observe que um algoritmo A é uma �-aproximação para um pro-blema de minimização (maximização) se � é uma delimitação superior(inferior) para a razão entre val(A(I)) e opt(I) para uma instân
ia arbi-trária I do problema. Como o valor de opt(I) é em geral tão difí
il de
al
ular quanto uma solução ótima do problema, para demonstrar queum algoritmo é uma �-aproximação é essen
ial, 
omo veremos, ter boasdelimitações para o valor de opt(I).A 
ada instân
ia I de um dado problema está asso
iado um númeronatural hIi que 
hamamos tamanho da instân
ia. (Podemos imaginarque as instân
ias, bem 
omo as soluções viáveis, são 
adeias de 
ara
-teres; nesse 
aso, hIi é o 
omprimento da 
adeia de 
ara
teres I.) Umalgoritmo A para o problema é polinomial se existe um polin�mio p talque o 
onsumo de tempo do algoritmo é limitado por p(hIi) para 
adainstân
ia I. O 
on
eito de algoritmo polinomial deve ser entendido 
o-mo uma formalização da idéia de algoritmo e�
iente. Se um problema éNP-difí
il então é improvável que exista um algoritmo polinomial exatopara o problema.1.3 Notação bási
aAqui estabele
emos algumas 
onvenções bási
as de notação. Dadauma função 
 que asso
ia um número a 
ada elemento e de um 
onjunto�nito E, denotamos o valor de 
 em e por 
e. Para qualquer sub
onjuntoF de E, denotamos por 
(F ) a soma dos valores de 
 nos elementos de F :
( ) 
(F ) := Pf2F 
f :Essa 
onvenção vale, em parti
ular, quando 
 é um vetor indexado por E.Os 
onjuntos dos números inteiros, ra
ionais e reais são denotadospor Z, Q e R, respe
tivamente. Os sub
onjuntos desses 
onjuntos queZ, Q, R 
ontêm somente os números não-negativos são indi
ados por um ���; osque 
ontêm somente os positivos são indi
ados por um �>�. Assim, porexemplo, o 
onjunto dos ra
ionais não-negativos é denotado por Q � e oQ� dos ra
ionais positivos por Q > .Q> Para outras 
onvenções de notação, envolvendo grafos, vetores e ma-trizes, programação linear, probabilidades e 
omplexidade 
omputa
io-nal, 
onsulte, se ne
essário, os apêndi
es A, B, C, D e E respe
tivamente.



Capítulo 2Algoritmos Clássi
osNeste 
apítulo des
revemos algoritmos de aproximação para quatrodos mais 
élebres problemas de otimização 
ombinatória. Estes estãoentre os primeiros algoritmos de aproximação men
ionados na literatura.Cada um deles foi desenvolvido de forma independente, em função das
ara
terísti
as estruturais do problema em questão.2.1 Es
alonamentoUm problema bastante 
onhe
ido nos 
ontextos de produção indus-trial e de sistemas opera
ionais é o de es
alonamento (s
heduling) detarefas em máquinas. Estamos interessados em uma das versões maissimples do problema: dadas m máquinas idênti
as e n tarefas 
om tem-pos de exe
ução pré-determinados, en
ontrar uma atribuição das tarefasàs máquinas que minimize o tempo máximo de operação de qualqueruma das máquinas (makespan).Formalmente, o problema do es
alonamento em máquinasidênti
as (multipro
essor s
heduling problem) 
onsiste no seguinte:Problema Es
alonamento (m;n; t): Dados inteiros positivosm, n e um tempo ti em Q � para 
ada i em f1; : : : ; ng, en-
ontrar uma partição fM1; : : : ;Mmg de f1; : : : ; ng que minimizemaxj t(Mj).De a
ordo 
om nossa 
onvenção de notação, t(Mj) := Pi2Mj ti.Dizemos que uma partição de f1; : : : ; ng em m blo
os é um es
alona-mento e que o número maxj t(Mj) é o 
usto do es
alonamento. Comessa terminologia, o problema pode ser formulado 
omo: dados m, n e t,5



6 Algoritmos Clássi
osM1 t1 t6 t7M2 t2 t5M3 t3 t4t1 t2 t3 t4 t5 t6 t74 2 1 5 9 2 6Figura 2.1: Exemplo de es
alonamento 
om 7 tarefas em 3 máqui-nas. A duração da tarefa i é ti. O 
ritério de Graham produz o es-
alonamento ff1; 6; 7g; f2; 5g; f3; 4gg, representado na �gura. Esse es-
alonamento tem 
usto t1 + t6 + t7 = 12. Um outro es
alonamento éff1; 7g; f2; 4; 6g; f3; 5gg, que tem 
usto t3 + t5 = 10.en
ontrar um es
alonamento de 
usto mínimo.Este problema é NP-difí
il mesmo para duas máquinas, ou seja,quando m = 2 [GJ79℄. O primeiro algoritmo de aproximação para oproblema foi des
rito e analisado por Graham [Gra66℄ e usa um 
ritériomuito simples: alo
ar as tarefas uma a uma, destinando 
ada tarefa àmáquina menos o
upada. Por esse 
ritério, a es
olha da máquina quevai re
eber determinada tarefa não depende dos tempos das tarefas queainda não foram atribuídas a nenhuma máquina. Veja um exemplo na�gura 2.1.Algoritmo Es
alonamento-Graham (m;n; t)1 para j de 1 a m faça Mj  ;2 para i de 1 a n faça3 seja k uma máquina tal que t(Mk) é mínimo4 Mk  Mk [ fig5 devolva fM1; : : : ;MmgClaramente, ao �nal, fM1; : : : ;Mmg é uma partição de f1; : : : ; ng,ou seja, um es
alonamento. Há duas delimitações simples para o 
ustoopt(m;n; t) de um es
alonamento ótimo: o tempo da tarefa mais longa



2.1 Es
alonamento 7e o 
usto que obteríamos se pudéssemos distribuir as tarefas por igualentre as m máquinas. Em fórmulas,opt(m;n; t) � maxi ti e opt(m;n; t) � 1mPni=1 ti : (2.1)No exemplo da �gura 2.1, o segundo es
alonamento apresentado é ótimo,já que 1mPi ti = 9;666 : : : Essas delimitações são usadas na análise doalgoritmo.O 
aso em que n < m pode ser resolvido de maneira simples,atribuindo-se uma tarefa a 
ada máquina, assim no seguinte teoremanos restringimos ao 
aso em que n � m.Teorema 2.1 : O algoritmo Es
alonamento-Graham é uma2-aproximação polinomial para o Es
alonamento (m;n; t),quando n � m.Demonstração: Seja � o valor de t(Mk) imediatamente antes da exe-
ução da linha 4 do algoritmo em uma iteração qualquer. É 
laro que� � t(Mj) para todo j e, portanto, em virtude de (2.1),� � 1mPmj=1 t(Mj) � 1mPni=1 ti � opt(m;n; t) :Assim, imediatamente depois da exe
ução da linha 4 do algoritmo, temost(Mk) = �+ti � 2 opt(m;n; t), pois ti � opt(m;n; t) de a
ordo 
om (2.1).Essa delimitação vale no �m de 
ada iteração e portanto apli
a-se a 
adauma das máquinas. Logo, no �m da última iteração,maxj t(Mj) � 2 opt(m;n; t) :Quanto ao tempo de exe
ução, é fá
il ver que o algoritmo 
onsome tempopolinomial em n, já que m � n. Assim, o algoritmo é polinomial. 2Conforme já observamos, o algoritmo pro
essa os dados sem 
onhe-
imento prévio da sua totalidade. Várias situações reais demandam essetipo de abordagem, entre elas o es
alonamento de tarefas em pro
essa-dores e a alo
ação de páginas na memória primária de 
omputadores.Algoritmos para tais apli
ações devem ser rápidos e forne
er soluçõesviáveis 
ujo valor seja próximo do valor ótimo. O algoritmo Es
alona-mento-Graham possui estas 
ara
terísti
as e é 
on
eitualmente muitosimples. Esse foi o primeiro algoritmo de aproximação de que se temnotí
ia, o que o torna um mar
o nessa teoria.
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os2.2 Cobertura por 
onjuntosO segundo problema que vamos dis
utir é uma abstração de váriosproblemas que são abordados ao longo deste texto.Dada uma 
oleção �nita S de 
onjuntos �nitos, dizemos que umasub
oleção T de S 
obre um 
onjunto �nito E se todo elemento de Eperten
e a algum 
onjunto de T. Neste 
aso, dizemos também que Té uma 
obertura de E. O problema da 
obertura mínima por
onjuntos (minimum set 
over problem) 
onsiste no seguinte:Problema MinCC (E; S; 
): Dados um 
onjunto �nito E, uma
oleção �nita S de 
onjuntos �nitos que 
obre E e um 
usto 
Sem Q � para 
ada S em S, en
ontrar uma 
obertura T de E queminimize 
(T).A exigên
ia de que S 
ubra E é inó
ua: ela apenas ex
lui as ins-tân
ias inviáveis do problema. Chamamos o número 
(T) de 
usto da
obertura T. Assim, o problema 
onsiste em en
ontrar uma 
oberturade 
usto mínimo.O MinCC é NP-difí
il mesmo quando 
ada 
onjunto em S não temmais que três elementos [GJ79℄. Uma estratégia gulosa simples para oproblema 
onsiste em sele
ionar repetidamente o 
onjunto em S que émais �promissor� em termos de 
usto 
om relação ao número de elemen-tos ainda não 
obertos que ele 
ontém. Essa estratégia dá origem aoseguinte algoritmo, proposto por Chvátal [Chv79℄, que apresentamos emsua versão re
ursiva.Algoritmo MinCC-Chvátal (E; S; 
)1 se E = ;2 então devolva ;3 senão seja Z em S tal que 
Z=jZ \Ej é mínimo4 E0  E n Z5 S0  fS 2 S : S \E0 6= ; g6 seja 
0 a restrição de 
 a S07 T0 MinCC-Chvátal (E0; S0; 
0)8 devolva fZg [ T0Claramente o algoritmo devolve uma 
obertura de E. Há uma boadelimitação inferior para o valor ótimo do problema MinCC (E; S; 
)



2.2 Cobertura por 
onjuntos 9rela
ionada ao algoritmo a
ima. Para mostrá-la, suponha que Z é umelemento de S tal que 
Z=jZ \Ej � 
S=jS\Ej para todo S em S. Então,para qualquer 
obertura T de E,
ZjZ \Ej jEj � 
ZjZ \EjPS2T jS \Ej� PS2T 
SjS \Ej jS \Ej= PS2T 
S= 
(T) :Segue daí que opt(E; S; 
) � jEj 
ZjZ \Ej : (2.2)A seguir, mostramos que o algoritmo MinCC-Chvátal é uma Hn-apro-ximação, onde n := jEj e Hn é o número harm�ni
o: HnHn := 1 + 12 + 13 + � � �+ 1n :Teorema 2.2 : O algoritmo MinCC-Chvátal é uma Hn-apro-ximação polinomial para o MinCC (E; S; 
), onde n := jEj.Demonstração: A prova de que o algoritmo é uma Hn-aproximaçãoé por indução em jEj. Se jEj = 0, então o algoritmo devolve o 
onjuntovazio, que é uma 
obertura de 
usto mínimo. Agora, suponha que jEj >0, e portanto jSj > 0. Adote as abreviaturas n := jEj e k := jZ\Ej, ondeZ é o 
onjunto es
olhido na linha 3 do algoritmo. Como jE0j = n� k <jEj, podemos supor que a 
oleção T0 produzida na linha 7 do algoritmoé uma 
obertura de E0 e que 
0(T0) � Hn�k opt(E0; S0; 
0). Além disso,opt(E0; S0; 
0) � opt(E; S; 
), uma vez que toda 
obertura de E 
ontémuma 
obertura de E0 formada por 
onjuntos de S0. Com isso, em virtudede (2.2),
(fZg [ T0) == 
Z + 
0(T0)� kn opt(E; S; 
) +Hn�k opt(E; S; 
)� � 1n + 1n� 1 + � � �+ 1n� k + 1 +Hn�k� opt(E; S; 
)= Hn opt(E; S; 
) :Ademais, o algoritmo é polinomial, já que 
onsome tempo O(jEjjSj). 2
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osO algoritmo MinCC-Chvátal pode produzir 
oberturas de 
ustoarbitrariamente próximo de Hn opt(E; S; 
), onde n := jEj. Mais pre
i-samente, para 
ada " positivo, existe uma instân
ia do problema para aqual o algoritmo produz uma 
obertura de 
usto Hn opt(E; S; 
)=(1+"):basta tomar E := f1; : : : ; ng, S := fE; f1g; : : : ; fngg, 
E := 1+" e
fig := 1=i para 
ada i. Uma 
obertura de 
usto mínimo é fEg e o 
ustodesta 
obertura é 1+". Por outro lado, o algoritmo MinCC-Chvátalproduz a 
obertura ff1g; : : : ; fngg, 
ujo 
usto é Hn.Assintoti
amente, o algoritmoMinCC-Chvátal tem a melhor razãopossível para o problema MinCC, pois sabe-se [RS97℄ que Hn � 1+ lnne existe uma 
onstante positiva � para a qual não existe algoritmo
om razão de aproximação menor que � lnn, 
om n = jEj, para oMinCC (E; S; 
), a menos que P = NP. Veremos mais sobre isso no
apítulo 8.2.3 Mo
hilaNesta seção tratamos de um outro problema de otimização bem 
o-nhe
ido: o problema da mo
hila (knapsa
k problem). Esse problematem importantes apli
ações, 
omo por exemplo o 
arregamento ótimo de
ontainers. Podemos enun
iá-lo da seguinte maneira.Problema Mo
hila (m;n; v; w): Dados um número m em Q � ,um número n em Z>, um número vi em Z� e um número wi emQ � para 
ada i em f1; : : : ; ng, en
ontrar um sub
onjunto S def1; : : : ; ng que maximize v(S) sob a restrição w(S) � m.Os números vi e wi podem ser interpretados 
omo valor e peso res-pe
tivamente de um objeto i. O número m pode ser interpretado 
omoa 
apa
idade de uma mo
hila, ou seja, o peso máximo que a mo
hila
omporta. O objetivo do problema é então en
ontrar uma 
oleção deobjetos a mais valiosa possível que respeite a 
apa
idade da mo
hila.1Uma abordagem de programação dinâmi
a [CLR92℄ resolve o proble-ma Mo
hila: basta 
onstruir uma tabela W onde Wij é o peso mínimode um sub
onjunto de f1; : : : ; ig 
ujo valor é pelo menos j:Wij := min fw(S) : S � f1; : : : ; ig e v(S) � j g :1 Convém não 
onfundir o problema Mo
hila 
om a sua variante fra
ioná-ria [CLR92℄, que permite es
olher qualquer fração de um objeto.



2.3 Mo
hila 11Aqui i varia de 0 a n e j de 0 ao valor ótimo opt(m;n; v; w) do problemamais 1. Se não há sub
onjunto de f1; : : : ; ig de valor pelo menos j, entãoWij =1. Abaixo, segue o algoritmo e, na �gura 2.2, um exemplo.Algoritmo Mo
hila-Exato (m;n; v; w)1 para i de 0 a n faça Wi0  02 j  03 repita4 j  j + 15 W0j  16 para i de 1 a n faça7 se vi � j8 então Wij  min fWi�1;j ; wig9 senão Wij  min fWi�1;j ; wi +Wi�1;j�vig10 até que Wnj > m11 seja S um sub
onjunto de f1; : : : ; ng12 
om w(S) =Wn;j�1 e v(S) � j � 113 devolva SW 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 100 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 0 4 4 1 1 1 1 1 1 1 12 0 2 4 6 1 1 1 1 1 1 13 0 1 1 1 3 5 7 1 1 1 14 0 1 1 1 2 3 3 3 5 7 95 0 1 1 1 2 3 3 3 5 7 9Figura 2.2: Apli
ação do algoritmoMo
hila-Exato à instân
iam = 7, n = 5, v = (2; 1; 3; 4; 1), w = (4; 2; 1; 2; 2) do problemaMo
hila. A �gura exibe a tabela W que o algoritmo 
al
ula. Ovalor ótimo dessa instân
ia é 9 e existem duas soluções ótimas:f1; 3; 4g e f2; 3; 4; 5g.As linhas 7 a 9 são fá
eis de entender. Suponha que S é um 
onjuntode peso mínimo dentre os que estão in
luídos em f1; : : : ; ig e têm valorpelo menos j. Se i 62 S então S é um 
onjunto de peso mínimo dentre osque estão in
luídos em f1; : : : ; i�1g e têm valor pelo menos j. Se i 2 S
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osentão S nfig é um 
onjunto de peso mínimo dentre os que estão in
luídosem f1; : : : ; i�1g e têm valor pelo menos j�vi. (Se vi � j então S = fig.)Para justi�
ar a 
ondição de parada na linha 10, observe que Wnj �Wnk para todo k � j, uma vez que todo sub
onjunto S de f1; : : : ; ngque satisfaz v(S) � k também satisfaz v(S) � j. Assim, se Wnj > m,então Wnk > m para todo k > j e, portanto, podemos interromper os
ál
ulos.Infelizmente, o número de exe
uções das linhas 3 a 10 pode não serpolinomial em hvi. Por exemplo, se n = 1 e m > v1, esse número é v1+1enquanto que hv1i = O(log v1). A bem da verdade, o problemaMo
hilaé NP-difí
il [GJ79℄. Podemos dizer entretanto que o algoritmo Mo
hi-la-Exato 
onsome tempo propor
ional ao número de 
omponentes damatriz W . Esse número é limitado por (n+ 1)(�v + 1), onde�v :=Pi :wi�m vi ;já que o valor ótimo do problema Mo
hila (m;n; v; w) não ultrapassa�v (
om �v = 0 se todo wi > m). Não é difí
il veri�
ar que as linhas 11a 12 podem ser exe
utadas em tempo O(n+�v). Assim o 
onsumo totalde tempo do algoritmo Mo
hila-Exato é O(n(�v + 1)).Esquema de aproximaçãoSeja " um número ra
ional no intervalo aberto (0; 1). Vamos veragora 
omo usar oMo
hila-Exato para obter uma (1�")-aproximaçãopolinomial para o problema Mo
hila. O seguinte algoritmo, propostopor Ibarra e Kim [IK75℄, faz uma mudança de es
ala nos valores deuma instân
ia (m;n; v; w) do problema, obtendo uma outra instân
iapara a qual o algoritmo Mo
hila-Exato 
onsome tempo polinomialem m;n; hvi e hwi.Algoritmo Mo
hila-IK" (m;n; v; w)1 se wi > m para todo i2 então devolva ;3 senão # maxi :wi�m vi# 4 � "#=n� 5 para i de 1 a n faça ui  bvi=�
6 S  Mo
hila-Exato (m;n; u;w)7 devolva S



2.3 Mo
hila 13Na linha 5 do algoritmo, bx
 é o maior inteiro que não ex
ede x. bx
Como S é uma solução ótima do problema Mo
hila (m;n; u;w),temos que Pi2S wi � m, ou seja, S é uma solução viável do problemaMo
hila (m;n; v; w).O valor do objeto mais valioso 
ujo peso não ex
ede a 
apa
idadeda mo
hila, que é o número #, é uma delimitação inferior para o valorótimo do problema: opt(m;n; v; w) � # : (2.3)Essa delimitação é usada na análise do algoritmo.Teorema 2.3 : O algoritmo Mo
hila-IK" é uma (1�")-apro-ximação polinomial para o problema Mo
hila.Demonstração: O 
onjunto S na linha 6 do algoritmo é uma soluçãoótima do problema Mo
hila(m;n; u;w). Se S� é uma solução ótima doMo
hila(m;n; v; w), entãoPi2S vi � � Pi2S ui� � Pi2S� ui (2.4)� � Pi2S� (vi� � 1) (2.5)= v(S�)� � jS�j� v(S�)� �n= v(S�)� "#� (1� ") opt(m;n; v; w) : (2.6)A desigualdade (2.4) vale pois S é uma solução ótima do problema Mo-
hila(m;n; u;w). Já (2.5) vale pois ui > vi=� � 1 para todo i em S�.Finalmente, (2.6) vale por (2.3).Quanto ao tempo de exe
ução do algoritmo, temos o seguinte. Alinha 6 
onsome tempo O(n(�u + 1)), onde �u := Pi :wi�m ui. Masui � vi=� � n=", para todo i tal que wi � m. Assim �u � n2=" eportanto o Mo
hila-IK" 
onsome tempo O(n3="). 2Note que o algoritmo Mo
hila-IK" é um esquema que nos for-ne
e, para 
ada " ra
ional no intervalo (0; 1), uma (1�")-aproximaçãoque 
onsome tempo polinomial em n=" para resolver a instân
ia Mo-
hila (m;n; v; w). Assim, Mo
hila-IK" é 
onhe
ido um esquema deaproximação plenamente polinomial (fully polynomial-time approximati-on s
heme) (
apítulo 8).
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os2.4 Caixeiro viajanteNesta seção, abordamos um problema que surge em várias apli
açõespráti
as, 
omo a perfuração de pla
as de 
ir
uito impresso e a determina-ção de rotas de transporte de 
usto mínimo. Informalmente, o problema
onsiste em determinar uma rota de 
omprimento mínimo que passe exa-tamente uma vez em 
ada um dos pontos de um 
onjunto dado.É 
onveniente formalizar o problema na linguagem de teoria dos gra-fos (apêndi
e A). Em parti
ular, 
onvém re
orrer ao 
on
eito de 
ir
uitohamiltoniano: um 
ir
uito que 
ontém todos os vérti
es do grafo. O pro-blema do 
aixeiro viajante (traveling salesman problem), denotadopor TSP, é de�nido da seguinte maneira:Problema TSP (G; 
): Dados um grafo G e um 
usto 
e em Q �para 
ada aresta e, determinar um 
ir
uito hamiltoniano C queminimize 
(C).Esse é talvez o mais famoso problema de otimização 
ombinatória,em parte graças às 
onexões 
om vários outros problemas de otimização.Ele é NP-difí
il mesmo se 
e 2 f1; 2g para toda aresta e [GJ79℄. Alémdisso, não se 
onhe
e um algoritmo de aproximação 
om razão 
ons-tante para o problema, 
onforme veremos no 
apítulo 8. Nesta seção,nos restringimos a um 
aso parti
ular do TSP que admite algoritmo deaproximação 
om razão 
onstante.Caixeiro viajante métri
oSuponha que o grafo G é 
ompleto e temos um 
usto 
ij asso
iado a
ada par ij de vérti
es. Dizemos que os 
ustos satisfazem a desigual-dade triangular se 
ik � 
ij + 
jk (2.7)para quaisquer três vérti
es i, j e k. O TSP restrito ao 
onjunto deinstân
ias (G; 
) em que G é 
ompleto e 
 satisfaz a desigualdade tri-angular é 
onhe
ido 
omo problema do 
aixeiro viajante métri
o eserá denotado aqui por TSPM. O problema é NP-difí
il [GJ79℄.TSPM Dis
utimos a seguir dois algoritmos de aproximação para o TSPM.A estratégia utilizada pelos dois algoritmos tem quatro passos: (1) 
ons-truir uma árvore geradora T de G; (2) a
res
entar novas arestas a Tpara obter um novo grafo T 0 
ujos vérti
es têm grau par; (3) obter um
i
lo euleriano P em T 0; e (4) obter um 
ir
uito hamiltoniano em G apartir de P . A diferença entre os dois algoritmos está apenas na políti
a



2.4 Caixeiro viajante 15adotada para a
res
entar novas arestas à árvore T .Chamamos o número 
(S) de 
usto de S, onde S pode ser um 
ir-
uito, um 
i
lo, uma árvore, um 
aminho ou um 
onjunto de arestas.O passo 1 da estratégia envolve uma árvore geradora de 
usto mí-nimo (minimum-
ost spanning tree). Uma árvore geradora de 
usto mí-nimo dá uma boa delimitação inferior para o valor ótimo do problemaTSPM (G; 
): se removemos uma aresta de um 
ir
uito hamiltoniano te-mos uma árvore geradora de 
usto não superior ao do 
ir
uito. Portanto,opt(G; 
) � 
(T ) : (2.8)Existem algoritmos simples e e�
ientes [BM76, CLR92℄ para 
onstruiruma árvore geradora de 
usto mínimo em um grafo 
onexo. Vamosdesignar por MST um algoritmo qualquer desse tipo. O 
onsumo de MSTtempo do algoritmo é O(n2), onde n é o número de vérti
es do grafo.A operação a que se refere o passo 2 pode ser formalizada da seguintemaneira. Para qualquer 
onjunto F de pares não-ordenados de vérti
esde T , seja T + F o multigrafo (VT ; ET :[ F ), onde ET :[ F denota o T + Fmulti
onjunto que tem duas 
ópias de 
ada elemento de ET \ F (apên-di
e A). Como o grafo subja
ente é 
ompleto, 
ada aresta do multigrafoT + F tem um 
usto bem de�nido.Um 
i
lo euleriano em um grafo ou multigrafo T 0 é qualquer 
i-
lo que 
ontém todas as arestas de T 0. Um multigrafo 
onexo T 0 temum 
i
lo euleriano se e somente se 
ada um de seus vérti
es tem graupar [BM76℄. São bem 
onhe
idos os algoritmos [AHU74℄ que 
onstroemum 
i
lo euleriano em um multigrafo 
onexo sem vérti
es de grau ímpar.Para os propósitos do passo 3, vamos designar por Euler um algoritmo Eulerqualquer desse tipo. O 
onsumo de tempo do algoritmo é propor
ionalao número de arestas do multigrafo.O passo 4 da estratégia transforma um 
i
lo gerador, ou seja, um 
i
loque 
ontém todos os vérti
es do multigrafo, em um 
ir
uito hamiltoniano.O pro
edimento é simples: basta extrair uma subseqüên
ia maximalsem vérti
es repetidos da seqüên
ia (v0; v1; : : : ; vm) de vérti
es do 
i
logerador. Isso pode ser realizado pelo seguinte pro
edimento: Atalho1 w0  v02 n 03 para i de 1 a m faça4 se vi =2 fw0; : : : ; wng5 então n n+ 16 wn  vi
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osComo o grafo é 
ompleto, a seqüên
ia (w0; w1; : : : ; wn; w0) de�ne um
ir
uito. O 
ir
uito 
ontém todos os vérti
es do grafo, pois o 
i
lo dado
ontém todos os vérti
es. Cada par (wj ; wj+1) de vérti
es 
onse
utivosno 
ir
uito é ligado por um segmento (vi; vi+1; : : : ; vi+p) do 
i
lo. Graçasà desigualdade triangular (2.7), o 
usto da aresta wjwj+1 não é maiorque o 
usto do segmento. Portanto, o 
usto do 
ir
uito resultante C nãoé maior que o do 
i
lo dado P :
(C) � 
(P ) : (2.9)Denotamos por Atalho (short-
ut) o pro
edimento que a
abamos dedes
rever. O tempo gasto pelo pro
edimento é propor
ional ao númerode arestas do 
i
lo dado e portanto ao número de arestas do grafo.Algoritmo de Rosenkrantz, Stearns e LewisNo algoritmo des
rito a seguir, o multigrafo T 0 (passo 2 da estratégia)é obtido por meio da dupli
ação de 
ada uma das arestas da árvoregeradora T . O algoritmo apare
e em um artigo de Rosenkrantz, Stearnse Lewis [RSL77℄.Algoritmo TSPM-RSL (G; 
)1 T  MST (G; 
)2 T 0  T +ET3 P  Euler (T 0)4 C  Atalho (P )5 devolva CEvidentemente, todo vérti
e de T 0 tem grau par e, portanto, T 0 temum 
i
lo euleriano. O algoritmo Euler determina um tal 
i
lo. Como o
onjunto de vérti
es de T 0 é VG, o 
i
lo euleriano P é gerador. O 
ir
uitoC devolvido por Atalho na linha 4 é, então, um 
ir
uito hamiltonianode G.Teorema 2.4 : O algoritmo TSPM-RSL é uma 2-aproximaçãopolinomial para o TSPM.Demonstração: Como P é um 
i
lo euleriano em T +ET , temos que
(P ) = 2 
(T ). Então, por (2.8) e (2.9),
(C) � 
(P ) = 2 
(T ) � 2 opt(G; 
) :



2.4 Caixeiro viajante 17A linha 1 do algoritmo 
onsome tempo O(jVGj2). As demais linhas 
on-somem tempo O(jVGj), pois o número de arestas de T 0 é menor que 2jVGj.Em suma, o algoritmo é polinomial. 2Algoritmo de Christo�desUm emparelhamento (mat
hing) em um grafo é um 
onjunto dearestas sem extremos em 
omum (ou seja, 
ada vérti
e perten
e a nomáximo uma das arestas do emparelhamento). Um emparelhamentoM é perfeito se 
ada vérti
e do grafo perten
e a uma aresta de M . Oalgoritmo de Edmonds [LP86℄, que denotaremos por Edmonds, en
ontra Edmondsum emparelhamento perfeito de 
usto mínimo em tempo O(n3), onde né o número de vérti
es do grafo.O algoritmo de Christo�des [Chr76℄ a
res
enta à árvore geradora Tum emparelhamento perfeito no subgrafo de G induzido pelos vérti
esque têm grau ímpar em T .Algoritmo TSPM-Christofides (G; 
)1 T  MST (G; 
)2 seja I o 
onjunto dos vérti
es de grau ímpar de T3 M  Edmonds (G[I℄; 
)4 T 0  T +M5 P  Euler (T 0)6 C  Atalho (P )7 devolva CComo M é um emparelhamento perfeito em G[I℄, todo vérti
e deT +M tem grau par e, portanto, o multigrafo T 0 na linha 4 tem um 
i
loeuleriano. O 
i
lo é gerador pois T é geradora. Na linha 6 do algoritmo,C é um 
ir
uito hamiltoniano de G.Teorema 2.5 : O algoritmo TSPM-Christofides é uma 32 -aproximação polinomial para o TSPM.Demonstração: Pre
isamos mostrar que C tem 
usto no máximo32 opt(G; 
). De a
ordo 
om (2.9), temos que 
(C) � 
(P ). Por ou-tro lado, 
(P ) = 
(T 0) = 
(T ) + 
(M). Usando (2.8), temos que
(C) � 
(T ) + 
(M) � opt(G; 
) + 
(M): Portanto, para 
on
luir que



18 Algoritmos Clássi
os
(C) � 32 opt(G; 
), basta mostrar queopt(G; 
) � 2 
(M) : (2.10)Seja C� uma solução ótima para o TSPM. Sejam u1; u2; : : : ; u2k os vér-ti
es de I na ordem em que apare
em em C�. Como G é 
ompleto, aseqüên
ia D := (u1; u2; : : : ; u2k; u1) é um 
ir
uito em G[I℄. Em outraspalavras, D pode ser obtido de C� pela substituição de 
ada segmen-to de C� que liga ui a ui+1 pela aresta uiui+1 de G. A desigualdadetriangular (2.7) garante que 
(D) � 
(C�). Além disso, 
omo D tem
omprimento par, ED é a união de dois emparelhamentos perfeitos emG[I℄ mutuamente disjuntos, digamos M 0 e M 00. Logo,2 
(M) � 
(M 0) + 
(M 00) = 
(D) � 
(C�) = opt(G; 
) ;sendo que a primeira desigualdade vale porqueM é um emparelhamentoperfeito de 
usto mínimo. Isso 
ompleta a prova de (2.10).A linha 3 
onsome tempo O(jVGj3), enquanto que as demais linhas
onsomem tempo O(jVGj2). Portanto, o algoritmo é polinomial. 2Proposto em 1976, TSPM-Christofides é ainda o melhor algorit-mo de aproximação 
onhe
ido para o TSPM. O algoritmo TSPM-RSLpode ser uma boa alternativa em 
ertas 
ir
unstân
ias: ele 
onsome me-nos tempo que o TSPM-Christofides e é bem mais simples, pois nãoenvolve a determinação de um emparelhamento perfeito de 
usto míni-mo.Exer
í
ios2.1 Mostre que o algoritmo Es
alonamento-Graham (m;n; t) temrazão de aproximação 2 � 1m . Para 
ada m, exiba uma instân
iapara a qual o algoritmo produz um es
alonamento que atinge talrazão em relação ao ótimo.2.2 Considere a variante do algoritmo de Graham que 
olo
a as tarefasem ordem não-de
res
ente de tempo antes de 
omeçar o pro
es-so de es
alonamento. Mostre que essa variante é uma 4=3-aproxi-mação polinomial para o Es
alonamento. Exiba uma instân
ia(m;n; t) para a qual o algoritmo produz um es
alonamento de 
usto43 opt(m;n; t).2.3 Es
reva uma versão iterativa do algoritmo MinCC-Chvátal.



Exer
í
ios 192.4 O problema da 
obertura máxima (maximum 
overage pro-blem) 
onsiste no seguinte:Problema MaxCC (E;w; S; k): Dados um 
onjunto �nitoE, um peso we em Q � para 
ada e em E, uma 
oleção Sde sub
onjuntos de E e um inteiro não-negativo k � jSj,en
ontrar uma sub
oleção T de B tal que jTj = k e w(ST)é máximo.Este problema é NP-difí
il [GJ79℄. Mostre que o algoritmo gulosoque es
olhe a 
ada passo um 
onjunto que 
obre o sub
onjunto maispesado de elementos des
obertos é uma (1 � (1�k�1)k)-aproxima-ção polinomial para o problema. Lembre-se de que 1� (1�k�1)k >1� e�1, onde e é a base dos logaritmos naturais, e 
on
lua que essealgoritmo é uma 0;63-aproximação para o MaxCC.2.5 Construa instân
ias do MinCC 
om 
ustos unitários, ou seja, ins-tân
ias (E; S; 
) 
om 
S = 1 para todo S em S, para as quais o
usto da 
obertura produzida pelo algoritmo MinCC-Chvátal po-de 
hegar arbitrariamente perto de Hn opt(E; S; 
), onde n := jEj.2.6 Lembre-se que lnx é a primitiva da função 1=x. Deduza daí queHn � 1 + lnn. Con
lua que o algoritmo MinCC-Chvátal éuma O(log n)-aproximação polinomial para o MinCC (E; S; 
), on-de n := jEj > 1.2.7 Rees
reva o algoritmo Mo
hila-Exato (m;n; v; w) de modo que�que mais evidente que as linhas 11 e 12 do algoritmo podem serexe
utadas em tempo O(n+ �v), onde �v :=Pi :wi�m vi .2.8 Considere o seguinte algoritmo guloso para o problema da mo
hila:sele
ione um a um os objetos j 
ujo valor de vj=wj é máximo atéque a 
apa
idade da mo
hila seja atingida ou todos os objetos jáforam 
onsiderados. Mostre que este algoritmo não tem razão deaproximação 
onstante, ou seja, exiba uma família de instân
ias(m;n; v; w) do problema para as quais a razão entre o valor dasolução produzida pelo algoritmo e opt(m;n; v; w) é arbitrariamentepequena.2.9 O problema do empa
otamento unidimensional (bin pa
kingproblem) 
onsiste no seguinte:Problema Empa
otamento (n; 
): Dados um inteiro po-sitivo n e, para 
ada i em f1; : : : ; ng, um número ra
ional
i no intervalo fe
hado [0; 1℄, en
ontrar uma partição B de
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osf1; : : : ; ng tal que 
(B) � 1 para todo B em B e jBj sejamínimo.Este problema é NP-difí
il no sentido forte [GJ79℄. Mostre que oalgoritmo abaixo é uma 2-aproximação polinomial para o Empa-
otamento. Exiba uma instân
ia (n; 
) para a qual o algoritmoproduz uma partição B tal que jBj = 2opt(n; 
).Algoritmo Empa
otamento-Next-Fit (n; 
)1 k  12 Bk  ;3 para i de 1 a n faça4 se 
i � 1� 
(Bk)5 então Bk  Bk [ fig6 senão k  k + 17 Bk  fig8 devolva fB1; : : : ; Bkg2.10 Construa uma família de instân
ias (G; 
) do TSPM para as quais o
usto do 
ir
uito hamiltoniano obtido pelo algoritmo TSPM-RSLpode ser arbitrariamente próximo de 2 opt(G; 
). Construa umafamília de instân
ias (G; 
) do TSPM para as quais o 
usto do
ir
uito hamiltoniano obtido pelo algoritmo de Christo�des podeser arbitrariamente próximo de 32 opt(G; 
).2.11 Considere as três seguintes variantes do TSPM. Na primeira, bus-
amos um 
aminho hamiltoniano de 
usto mínimo no grafo dado.Na segunda, queremos um 
aminho hamiltoniano de 
usto mínimodentre os que 
omeçam em um dado vérti
e s. Na ter
eira, que-remos um 
aminho hamiltoniano de 
usto mínimo dentre os que
omeçam em um dado vérti
e s e terminam em um dado vérti
e t.Modi�que o algoritmo de Christo�des para que ele seja um algorit-mo de aproximação 
om razão menor que 2 para 
ada uma destasvariantes.2.12 Mostre que os algoritmos TSPM-RSL e TSPM-Christofides po-dem produzir péssimos resultados se apli
ados a instân
ias do TSPque não satisfazem a desigualdade triangular.Notas bibliográ�
asA primeira versão desse 
apítulo teve por base o livro editado porHo
hbaum [Ho
97℄, o livro de Cormen et al. [CLR92℄, o texto de Gui-marães [Gui98℄, as notas de aula de Williamson [Wil98℄ e o relatório
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as 21té
ni
o de Christo�des [Chr76℄. O exer
í
io 2.4 foi extraído do livro deVazirani [Vaz01℄.Para o problema do es
alonamento em máquinas idênti
as, Ho
h-baum e Shmoys [HS88℄ obtiveram um esquema de aproximação polino-mial, ou seja, uma (1+")-aproximação polinomial para todo número ra-
ional positivo " �xo. O algoritmo des
rito no exer
í
io 2.2 foi propostopor Graham [Gra69℄. O algoritmo apresentado na seção 2.1 é 
onhe-
ido 
omo list s
heduling. Diversas variantes do problema são dis
uti-das na literatura. Uma boa amostra dessas variantes e suas apli
açõesen
ontra-se no livro de Bru
ker [Bru98℄ e no livro editado por Chrétienneet al. [CJLL95℄.O problema da 
obertura mínima por 
onjuntos, no 
aso espe
ialem que todos os 
ustos são unitários, foi estudado primeiramente porJohnson [Joh74℄, que apresentou uma (1 + lnn)-aproximação, onde n éo número de elementos no 
onjunto que se quer 
obrir. Lovász [Lov75℄,estudando 
oberturas em hipergrafos, obteve esse mesmo resultado. Oalgoritmo MinCC-Chvátal apli
ado a essas instân
ias espe
iais 
oin
i-de 
om esse algoritmo.Um esquema de aproximação plenamente polinomial para o problemada mo
hila, que 
onsome menos tempo e espaço do que os anteriormente
onhe
idos, foi re
entemente obtido por Kellerer [KP99℄. O problema damo
hila tem diversas variantes (
om pre
edên
ia, não-linear, esto
ásti
a,multidimensional). O livro de Martello e Toth [MT90℄ é uma ex
elenteresenha do estado-da-arte para muitas dessas variantes. Entre outras
oisas, o livro apresenta resultados 
omputa
ionais sobre implementaçõesde vários algoritmos exatos e de aproximação e 
ontém um disquete 
omos 
ódigos das implementações.O TSP é 
onsiderado um problema 
entral na área de otimização
ombinatória. O livro editado por Lawler et al. [LLRS90℄, 
om 
ontri-buições de diversos autores, forne
e uma resenha uni�
ada, 
ompleta eatualizada até 1985. Uma resenha mais re
ente, devida a Jünger, Rei-nelt e Rinaldi [JRR95℄, dis
ute várias té
ni
as, 
on
entrando-se naque-las que têm se mostrado mais e�
azes para resolver instân
ias do TSPque surgem na práti
a. Dentre essas, desta
amos a heurísti
a de Lin eKernighan [LK73℄ e os métodos bran
h-and-
ut, que baseiam-se em umpoliedro asso
iado ao TSP [ABCC98℄.A bibliote
a TSPLIB, mantida por Reinelt [Rei00℄, é uma 
oletâ-nea de instân
ias do TSP de diversos tamanhos e tipos. Ela é usadaem estudos 
omparativos da e�
iên
ia e e�
á
ia de novas heurísti
as ealgoritmos de aproximação para o TSP.
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osUm esquema de aproximação polinomial para a versão eu
lidiana doTSP em dimensão �xa foi obtido por Arora [Aro98℄ e, logo em seguida,independentemente, por Mit
hell [Mit99℄. Um algoritmo de aproximaçãopara o problema do 
aminho hamiltoniano de 
usto mínimo, nos mol-des do algoritmo de Christo�des, foi projetado por Hoogeveen [Hoo91℄(exer
í
io 2.11). Arora et al. [AGK+98℄ apresentaram um esquema deaproximação polinomial para o TSPM restrito a grafos planares.O so�sti
ado algoritmo de Edmonds [Edm65a, Edm65b, LP86℄ paraen
ontrar um emparelhamento perfeito de 
usto mínimo é um mar
ona teoria algorítmi
a dos grafos e está ligado às origens da teoria de
omplexidade (apêndi
e E).



Capítulo 3Método PrimalVimos no 
apítulo anterior que té
ni
as bem 
onhe
idas de projetode algoritmos, 
omo a programação dinâmi
a e o método guloso, podemresultar em bons algoritmos de aproximação. Neste 
apítulo e nos pró-ximos três, mostramos 
omo programação linear (apêndi
e C) pode serusada na 
riação de bons algoritmos de aproximação.Programação linear é uma ferramenta útil pois existem bons algo-ritmos para resolver programas lineares. Além disso, ela pode forne
erboas delimitações para o valor ótimo do problema em questão e, 
omojá vimos, tais delimitações são essen
iais para a análise da qualidade dasolução produzida por um algoritmo de aproximação.Para 
riar um algoritmo de aproximação baseado em programaçãolinear, ne
essitamos de um programa linear que seja uma relaxação doproblema de otimização: 
ada solução viável do problema 
ombinatóriodeve 
orresponder a uma solução viável do programa linear.3.1 Té
ni
a do arredondamentoUma té
ni
a simples mas às vezes e�
az é a do arredondamento.Esta té
ni
a 
onsiste em arredondar uma solução ótima de um progra-ma linear que represente o problema original. A té
ni
a pode dar bonsresultados não só 
om programas lineares, 
omo veremos no 
apítulo 7.Nesta seção, vamos apli
ar a té
ni
a do arredondamento ao problema da
obertura mínima por 
onjuntos, já dis
utido na seção 2.2.
23



24 Método PrimalProblema MinCC (E; S; 
): Dados um 
onjunto �nito E, uma
oleção �nita S de 
onjuntos �nitos que 
obre E e um 
usto 
Sem Q � para 
ada S em S, en
ontrar uma 
obertura T de E queminimize 
(T).Para apli
ar a té
ni
a do arredondamento, pre
isamos formular umprograma linear que represente oMinCC. Considere o seguinte programalinear: en
ontrar um vetor x indexado por S queminimize 
xsob as restrições PS : e2S xS � 1 para 
ada e em E ;xS � 0 para 
ada S em S : (3.1)Neste programa, tem-se uma variável xS para 
ada S em S e, para 
adae em E, uma restrição que 
orresponde à exigên
ia de que e seja 
o-berto. O programa linear (3.1) é limitado, pois 
x � 0 para qualquersolução viável x de (3.1), e é viável já que o vetor 
ara
terísti
o de Ssatisfaz as restrições de (3.1). Assim, pelo teorema forte da dualidade(teorema C.3, apêndi
e C), o programa (3.1) tem uma solução ótima ra-
ional. Como o vetor 
ara
terísti
o de qualquer 
obertura de E é viávelem (3.1), temos a seguinte delimitação inferior para o valor ótimo doproblema MinCC (E; S; 
): opt(E; S; 
) � 
x̂ (3.2)para toda solução ótima x̂ de (3.1).Se todos os 
omponentes de uma solução ótima x̂ são inteiros, a sub-
oleção fS 2 S : x̂S > 0g é uma solução ótima doMinCC, ou seja, é uma
obertura de E de 
usto mínimo. Em geral, porém, vários 
omponentesde x̂ são fra
ionários. Ao arredondarmos os valores desses 
omponentesde maneira apropriada, podemos obter uma 
obertura de E. A seguir,analisamos uma possível maneira de realizar este arredondamento.Para 
ada e em E, seja fe a freqüên
ia de e em S, isto é, o númerode elementos de S aos quais e perten
e. Seja � a maior das freqüên
ias.� Como S 
obre E, temos que � > 0. O próximo algoritmo, projetadopor Ho
hbaum [Ho
82℄, es
olhe um 
onjunto S em S para fazer parte da
obertura se e somente se o valor da variável x̂S é pelo menos 1=�.



3.2 Té
ni
a métri
a 25Algoritmo MinCC-Ho
hbaum (E; S; 
)1 seja x̂ uma solução ótima ra
ional de (3.1)2 para 
ada e em E faça fe  jfS 2 S : e 2 Sgj3 �  maxe2E fe4 T fS 2 S : x̂S � 1=�g5 devolva TA 
oleção T é uma 
obertura, 
omo passamos a mostrar. Cada e emE perten
e a no máximo � 
onjuntos de S. Este fato, juntamente 
oma restrição PS : e2S xS � 1, garante que x̂S � 1=� para algum S que
ontém e. Portanto, T 
ontém algum S que 
ontém e, ou seja, T é uma
obertura de E.Teorema 3.1 : O algoritmo MinCC-Ho
hbaum é uma �-apro-ximação polinomial para o MinCC (E; S; 
), onde � é o númeromáximo de vezes que um elemento de E apare
e em 
onjuntosde S.Demonstração: O 
usto da 
obertura T produzida pelo algoritmo é
(T) = PS2T 
S � � PS2T 
S x̂S � � 
x̂ � � opt(E; S; 
) ;onde a primeira desigualdade vale pois � x̂S � 1 para todo S em T e aúltima vale por (3.2).O programa linear (3.1) tem jSj variáveis e jEj restrições (as restri-ções xS � 0 são implí
itas) e, portanto, o tamanho do sistema (3.1) é(jSj + 1)jEj + h
i. Como programas lineares podem ser resolvidos emtempo polinomial (fato C.4), a linha 1 do algoritmo pode ser exe
uta-da em tempo polinomial. As demais linhas 
laramente também podemser exe
utadas em tempo polinomial em jEj e jSj. Assim, o algoritmo épolinomial. 23.2 Té
ni
a métri
aComo na seção anterior, usaremos uma solução ótima x̂ de um pro-grama linear asso
iado ao problema 
ombinatório. Desta vez, x̂ é umvetor indexado pelas arestas de um grafo e 
ada 
omponente x̂e seráinterpretado 
omo o 
omprimento da aresta e.Vamos des
rever a apli
ação dessa té
ni
a ao problema do multi
ortemínimo. Dados um grafo G e um 
onjunto K de pares de vérti
es,



26 Método Primaldizemos que um 
aminho de s a t é um K-
aminho se fs; tg 2 K. Um
onjunto M de arestas é um K-multi
orte se não existe K-
aminho nografo G�M . O problema do multi
orte mínimo (minimum multi
utproblem) 
onsiste no seguinte:Problema MinMCut (G;K; 
): Dados um grafo G, um 
on-junto K de pares de vérti
es e um 
usto 
e em Q � para 
adaaresta e, en
ontrar um K-multi
orte M que minimize 
(M).Há um bem 
onhe
ido algoritmo polinomial [AMO93℄ para o 
asoem que jKj = 1. Para o 
aso em que jKj = 2, também existe umalgoritmo polinomial [Hu63, Ita78℄. Dahlhaus et al. [DJP+94℄ mostraramque o problema é NP-difí
il mesmo quando restrito às instân
ias emque jKj = 3.Denote por P o 
onjunto de todos os K-
aminhos e 
onsidere o se-P guinte problema de programação linear: en
ontrar um vetor x indexadopor EG que minimize 
xsob as restrições x(EP ) � 1 para 
ada P em P ;xe � 0 para 
ada e em EG : (3.3)O vetor 
ara
terísti
o de EG é viável em (3.3) e 
x � 0 para qualquersolução viável x de (3.3). Portanto, de a
ordo 
om o teorema forte dadualidade, o programa (3.3) tem uma solução ótima ra
ional. A relaçãoentre este programa e o MinMCut é simples: o vetor 
ara
terísti
o dequalquer K-multi
orte é viável em (3.3) e portantoopt(G;K; 
) � 
x̂ (3.4)para qualquer solução ótima x̂ de (3.3).O algoritmo abaixo foi 
on
ebido por Garg, Vazirani e Yannaka-kis [GVY96℄ e forne
e a melhor razão de aproximação 
onhe
ida parao MinMCut. Ele supõe que K 6= ;; em 
aso 
ontrário, o problema étrivial.Algoritmo MinMCut-GVY (G;K; 
)1 seja x̂ uma solução ótima ra
ional de (3.3)2 k  jKjk 3 M  Central (G; k;K; 
; x̂)4 devolva M



3.2 Té
ni
a métri
a 27O algoritmo Central, que detalhamos adiante, produz um K-multi
orte M tal que 
(M) � (4 ln 2k) 
x : (3.5)Teorema 3.2 : O algoritmo MinMCut-GVY é uma (4 ln 2k)-aproximação polinomial para o MinMCut (G;K; 
), sendo k :=jKj > 0.Demonstração: Em virtude de (3.5) e (3.4), o 
usto 
(M) do multi-
orte M que o algoritmo devolve satisfaz
(M) � (4 ln 2k) 
x̂ � (4 ln 2k) opt(G;K; 
) :O número de restrições do programa (3.3) pode ser exponen
ial em jVGj.Ainda assim, a linha 1 do algoritmo MinMCut-GVY pode ser exe
u-tada em tempo polinomial em hGi + h
i, já que temos um algoritmo deseparação (apêndi
e C) para (3.3): interprete xe 
omo 
omprimento daaresta e, 
al
ule um 
aminho de 
omprimento mínimo de s a t para 
adafs; tg em K. Se algum destes 
aminhos, digamos P , tiver 
omprimentomenor que 1, o vetor x não satisfaz a restrição de (3.3) 
orrespondentea P . Do 
ontrário, x satisfaz todas as restrições de (3.3). Esse algorit-mo de separação 
onsome tempo polinomial em hGi (use o algoritmo deDijkstra [AMO93℄, por exemplo) e portanto a linha 1 do algoritmo podeser exe
utada em tempo polinomial em hGi + h
i.A solução x̂ é ra
ional e hx̂i é limitado por um polin�mio em hGi (fa-to C.4). Como mostraremos ao analisar o algoritmo Central, a linha 3
onsome tempo polinomial em hGi+ h
i+ hx̂i e portanto polinomial emhGi+ h
i. Assim, podemos 
on
luir que o algoritmo MinMCut-GVY épolinomial. 2Algoritmo 
entralO algoritmo Central re
ebe um grafo G, um inteiro k � 1, um
onjunto K de no máximo k pares de vérti
es, um vetor ra
ional 
 e umvetor ra
ional não-negativo x tal que x(EP ) � 1 para todoK-
aminho P .Dado o 
aráter re
ursivo do algoritmo, é ne
essário re�nar a espe
i�
a-ção (3.5): o algoritmo Central produz um K-multi
orte M tal que
(M) � (2 ln 2k)(1 + 1k jKj) 
x : (3.6)Para obter um tal multi
orte, Central 
al
ula uma partição (S; T ) de ST



28 Método PrimalVG que separe os dois vérti
es de algum par em K de modo a man-ter 
(Æ(S)) razoavelmente pequeno. A partição (S; T ) induz a partição(A; Æ(S); B) de EG, onde A é o 
onjunto das arestas que têm ambos osA extremos em S e B é o 
onjunto das arestas que têm ambos os extremosB em T . O algoritmo é então apli
ado, re
ursivamente, ao grafo (VG; B).Para des
rever o algoritmo Central, pre
isamos de alguma nota-ção. Para quaisquer vérti
es s e u, seja x(s; u) := minP x(EP ), ondex(s; u) o mínimo é tomado sobre todos os 
aminhos P de s a u (é 
laro quex(s; u) = 1 se não existe 
aminho de s a u). Podemos interpretarx(s; u) 
omo a distân
ia de s a u. Para qualquer número �, denotamospor V (s; �) o 
onjunto de todos os vérti
es à distân
ia no máximo � de s,V (s; �) ou seja, V (s; �) := fv 2 VG : x(s; v) � �g :Imagine que as arestas do grafo são tubos, sendo xe o 
omprimento e
e a área da se
ção transversal do tubo e. Com essa interpretação emmente, denote por #(s; �) o volume da parte da tubulação que dista no#(s; �) máximo � de s:#(s; �) := 
AxA +Puv2Æ(S); u2S 
uv(�� x(s; u)) ;onde S := V (s; �) e 
A e xA são as restrições de 
 e x, respe
tivamente,ao 
onjunto de arestas A := EG[S℄. É 
laro que #(s; �) � 
x qualquerque seja �.Agora estamos prontos para des
rever o algoritmo Central.Algoritmo Central (G; k;K; 
; x)1 se K = ;2 então devolva ;3 senão se 
x = 04 então devolva fe 2 EG : xe > 0g5 senão sejam s e t os extremos de um K-
aminho6 seja v1; : : : ; vn uma ordenação dos vérti
es7 tal que x(s; v1) � � � � � x(s; vn)8 para i de 1 a n faça pi  x(s; vi)pi 9 j  1 +maxfi : pi = 0g10 enquanto #(s; pj) > ((2k)2pj � 1) 1k 
x11 faça j  j + 112 S  V (s; pj�1)



3.2 Té
ni
a métri
a 2913 T  VG n S14 B  EG[T ℄15 GB  (VG; B) GB16 KB  K n ffs0; t0g : S separa s0 de t0g17 MB  Central (GB ; k;KB ; 
B ; xB)18 devolva Æ(S) [MBNa linha 16, dizemos que S separa s0 de t0 se S 
ontém exatamenteum de s0 e t0. Na linha 17, os vetores 
B e xB são as restrições de 
 e xa B, respe
tivamente.No �m da linha 9, temos 2 � j � n pois p1 = x(s; s) = 0 e pn �x(s; t) � 1. Após as linhas 10 e 11, 
omo pn � 1 e k � 1,((2k)2pn � 1) 1k 
x � ((2k)2 � 1) 1k 
x > (2k � 1) 1k 
x � 
x � #(s; pn) :Na linha 17, as 
ondições de apli
abilidade do algoritmo Central estãosatisfeitas: jKB j � jKj � k, xB é não-negativo e xB(EP ) � 1 para todoKB-
aminho P em GB .Lema 3.3 : Ao �m da linha 12 do algoritmo Central, temosque 
(Æ(S)) � (2 ln 2k)�
AxA + 
Æ(S)xÆ(S) + 1k 
x� ;onde 
A e xA são as restrições de 
 e x ao 
onjunto A := EG[S℄enquanto 
Æ(S) e xÆ(S) são as restrições de 
 e x a Æ(S).Demonstração: É pre
iso veri�
ar que, após as linhas 10 e 11,pj�1 < pj ; (3.7)#(s; pj�1) � ((2k)2pj�1 � 1) 1k 
x e (3.8)#(s; pj) � ((2k)2pj � 1) 1k 
x : (3.9)Como já vimos a
ima, 2 � j � n após as linhas 10 e 11. Suponha poisque j = 2. Então, em virtude da linha 9, temos que pj�1 = p1 = 0 < pj.Além disso, ainda supondo j = 2, temos que#(s; pj�1) = #(s; p1) = #(s; 0) = 0 = ((2k)0 � 1) 1k 
x ;enquanto que #(s; pj) � ((2k)2pj � 1) 1k 
x em virtude das linhas 10 e 11.Agora analisemos o 
aso em que j > 2. Claramente, (3.8) e (3.9) valemem virtude das linhas 10 e 11. Disso segue que pj�1 6= pj. Como pj�1 �pj, pelas linhas 6 e 7, temos que (3.7) vale.



30 Método PrimalAgora prosseguimos 
om a prova do lema. De (3.8) e (3.9) temosque #(s; pj) + 1k
x#(s; pj�1) + 1k
x � (2k)2(pj�pj�1) : (3.10)Tomando-se o logaritmo natural do lado esquerdo de (3.10) edesenvolvendo-o, obtemosln (#(s; pj) + 1k 
x)� ln (#(s; pj�1) + 1k 
x) == Z pjpj�1 dd� ln (#(s; �) + 1k
x) d�= Z pjpj�1 
(Æ(S))#(s; �) + 1k
x d� ;pois a derivada de #(s; �) + 1k 
x em relação a � no intervalo (pj�1; pj) é
(Æ(S)). Fazendo-se o mesmo 
om o lado direito de (3.10), obtemos2(pj � pj�1) ln 2k = Z pjpj�1(2 ln 2k) d� :Como o logaritmo é uma função 
res
ente, 
on
luímos de (3.10) queZ pjpj�1 
(Æ(S))#(s; �) + 1k 
x d� � Z pjpj�1(2 ln 2k) d� :Então, para algum � no intervalo (pj�1; pj), que não é vazio em virtudede (3.7), temos que 
(Æ(S))=(#(s; �) + 1k 
x) � (2 ln 2k).Para 
on
luir o lema, resta mostrar que #(s; �) � 
AxA+ 
Æ(S)xÆ(S).Para isso, note que, para todo uv em Æ(S) 
om u em S, temos quex(s; v) > � e x(s; v) � x(s; u) + xuv, donde � � x(s; u) < xuv. ComoS = V (s; pj�1) = V (s; �), segue que#(s; �) = 
AxA +Puv2Æ(S); u2S 
uv(�� x(s; u))� 
AxA +Puv2Æ(S) 
uvxuv= 
AxA + 
Æ(S)xÆ(S) ;
omo queríamos demonstrar. 2Finalmente, estamos preparados para apresentar a análise do algo-ritmo Central.
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a 31Teorema 3.4 : O algoritmo Central (G; k;K; 
; x) produz umK-multi
orte M tal que
(M) � (2 ln 2k)(1 + 1k jKj)
x (3.11)e 
onsome tempo polinomial em hGi + h
i+ hxi.Demonstração: Vamos 
omeçar provando que, após a exe
ução daslinhas 10 e 11, pj�1 < 12 : (3.12)Para isso, seja h o menor natural tal que ph � 12 . Tal h existe e émaior que 1 já que pn � x(s; t) � 1 e p1 = 0. Como #(s; ph) � 
x e(2k)2ph � 1 � k, pois k � 1 e ph � 12 , então #(s; ph) � ((2k)2ph � 1) 1k
x.Assim, j � h depois da exe
ução da linha 11 e, 
omo ph�1 < 12 pelaes
olha de h e porque p1 = 0, a desigualdade (3.12) vale.Agora vamos veri�
ar que o 
onjunto devolvido pelo algoritmo é defato um K-multi
orte. Se K = ;, então o 
onjunto vazio que o algoritmodevolve é um multi
orte. Se 
x = 0, o 
onjunto fe 2 EG : xe > 0g éum K-multi
orte: 
omo x(EP ) � 1 para todo K-
aminho P , todo K-
aminho tem pelo menos uma aresta e 
om xe > 0. Suponha agora queK 6= ; e 
x > 0. Neste 
aso, o algoritmo devolve M := Æ(S) [MB ;podemos supor, por hipótese de indução, que MB é um KB-multi
orteno grafo GB . Vamos veri�
ar que M é um K-multi
orte em G. Paraquaisquer dois vérti
es u e v em S,x(u; v) � x(u; s) + x(s; v) < 1 ; (3.13)pois distân
ias satisfazem a desigualdade triangular e vale (3.12). Supo-nha agora que P é um K-
aminho em G. Como x(EP ) � 1, a desigual-dade (3.13) garante que P tem pelo menos um extremo fora de S. SeP tem um vérti
e em S, então também tem pelo menos uma aresta emÆ(S). Se P não tem vérti
es em S, então também é um KB-
aminho e,portanto, tem pelo menos uma aresta em MB . Logo, Æ(S) [MB é umK-multi
orte.Se K = ; ou 
x = 0, 
laramente (3.11) vale. Suponha então queK 6= ; e 
x > 0. Neste 
aso, o algoritmo devolve M := Æ(S) [MB .Como fs; tg está em K mas não em KB , temos jKB j < jKj. Isso garanteo su
esso da re
ursão na linha 17 e, portanto, (3.11) vale 
om MB , 
B ,xB e KB no lugar de M , 
, x e K. Disso, e do lema 3.3, 
on
luímos que
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(Æ(S) [MB) == 
(Æ(S)) + 
B(MB)� (2 ln 2k)(
AxA + 
Æ(S)xÆ(S) + 1k
x+ (1 + 1k jKB j)
B xB)= (2 ln 2k)(
AxA + 
Æ(S)xÆ(S) + 
B xB + 1k
x+ 1k jKB j
B xB)= (2 ln 2k)(
x+ 1k
x+ 1k jKB j
B xB) (3.14)� (2 ln 2k)(
x+ 1k
x+ 1k (jKj � 1)
B xB) (3.15)� (2 ln 2k)(1 + 1k jKj)
x : (3.16)Como no lema 3.3, A := EG[S℄. A igualdade (3.14) vale pois (A; Æ(S); B)é uma partição de EG e portanto 
AxA + 
Æ(S)xÆ(S) + 
B xB = 
x. Adesigualdade (3.15) vale pois jKB j � jKj�1. Finalmente, a desigualdade(3.16) vale pois 
B xB � 
x.Quanto ao tempo de exe
ução do algoritmo Central, não é difí-
il ver que as linhas 1 a 16 
onsomem tempo polinomial em hGi, jKje hxi. Em espe
ial, as linhas 10 e 11 do algoritmo 
onsomem tempoO(jVGj). Com estas informações, é fá
il mostrar, por indução em jKj,que o algoritmo 
onsome tempo polinomial em hGi+ h
i+ hxi. 2Exer
í
ios3.1 Mostre que o algoritmoMinCC-Ho
hbaum não tem uma razão deaproximação menor que o número máximo de vezes, �, que um ele-mento de E apare
e em 
onjuntos de S. Em outras palavras, exibauma instân
ia (E; S; 
) do problemaMinCC para a qual o algoritmodevolve uma 
obertura de 
usto não inferior a � opt(E; S; 
),3.2 O problema da 
obertura mínima por vérti
es (minimumvertex 
over problem) 
onsiste no seguinte:Problema MinCV (G; 
): Dados um grafo G e um 
usto
v em Q � para 
ada vérti
e v, en
ontrar um 
onjunto S devérti
es que 
ontenha pelo menos um dos extremos de 
adauma das arestas de G e minimize 
(S).Esse problema pode ser visto 
omo um 
aso parti
ular do MinCC.Es
reva uma versão espe
ializada do MinCC-Ho
hbaum para oMinCV. Qual a menor razão de aproximação do algoritmo?3.3 Considere a variante do MinCC (E; S; 
), 
onhe
ida 
omo proble-ma da multi
obertura mínima por 
onjuntos (minumum set
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as 33multi
over problem), em que 
ada elemento e de E tem asso
iado aele um número re em Z> e a 
oleção almejada deve 
onter re 
on-juntos que 
ontenham e. Des
reva uma Hn-aproximação, n := jEj,para esta variante do MinCC.3.4 Compare o algoritmo MinCC-Ho
hbaum 
om o algoritmoMinCC-Chvátal. Qual tem melhor razão de aproximação?3.5 Aplique a té
ni
a do arredondamento ao problemaMo
hila, intro-duzido no 
apítulo 2, demonstrando a melhor razão de aproximaçãoque vo
ê puder para o algoritmo obtido.Notas bibliográ�
asA primeira versão deste 
apítulo baseou-se no livro editado por Ho-
hbaum [Ho
97℄. O exer
í
io 3.3 foi tirado do livro de Vazirani [Vaz01℄.Srinivasan [Sri99℄ obteve um outro algoritmo para o MinCC usan-do um tipo de arredondamento probabilísti
o (
apítulo 6). O problemada multi
obertura por 
onjuntos, apresentado no exer
í
io 3.3, foi 
on-siderado e analisado por Rajagopalan e Vazirani [RV99℄. Para váriosoutros problemas [CKR00, Shm98℄, a té
ni
a de arredondamento temdemonstrado bons resultados.Leighton e Rao [LR99℄ introduziram a té
ni
a métri
a em seu ar-tigo sobre o problema do multi�uxo uniforme(uniform multi
ommodity�ow problem). Garg, Vazirani e Yannakakis [GVY96℄, baseando-se naabordagem feita por Leighton e Rao, obtiveram um algoritmo que é es-sen
ialmente o que apresentamos na seção 3.2.Té
ni
as métri
as são usadas em vários trabalhos [AR98, CKR00,ENRS95, KRAR95, LLR95℄. Alguns re
orrem, de uma maneira muitoso�sti
ada, a propriedades métri
as de 
ertas imersões no Rd , às ve-zes 
ombinadas 
om té
ni
as probabilísti
as. O leitor interessado pode
onsultar a resenha de Shmoys [Ho
97℄, onde resultados nessa linha sãoapresentados.O algoritmo que resolve o MinMCut (G;K; 
) quando jKj = 1baseia-se no teorema do �uxo máximo e 
orte mínimo [AMO93, FF56℄.Uma variante desse teorema vale no 
aso em que jKj = 2 [Hu63, Ita78℄ e,
omo 
onseqüên
ia, há um algoritmo polinomial também para este 
aso.O MinMCut é NP-difí
il também quando restrito a árvores biná-rias 
om 
ustos unitários [CFR98, DJP+94℄. Para árvores, há uma 2-aproximação polinomial [GVY97℄ (exer
í
io 5.15). Uma �-aproximação
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om � 
onstante e menor que 2 para o 
aso das árvores resol-veria um problema bem-
onhe
ido e em aberto há anos: o de en
ontrarum algoritmo de aproximação 
om razão menor que 2 para o problemaMinCV da 
obertura mínima por vérti
es (exer
í
io 8.3).Uma variante muito interessante do MinMCut é 
onhe
ida 
omomultiterminal-
ut ou multiway-
ut : dados um grafo G, um 
onjunto Lde vérti
es e um 
usto 
e em Q � para 
ada aresta e, en
ontrar um
onjunto de arestas de 
usto mínimo 
uja remoção deixa 
ada vérti
e deL em um 
omponente diferente. Dahlhaus et al. [DJP+94℄ mostraramque o problema é NP-difí
il mesmo quando jLj = 3. (Esta variante podeser reduzida ao MinMCut se substituirmos o 
onjunto L pelo 
onjuntode todos os pares de vérti
es em L. Disso segue queMinMCut (G;K; 
)é NP-difí
il quando jKj = 3.) Eles projetaram também uma (2�2=jLj)-aproximação polinomial para esse problema. Atualmente a melhor razãode aproximação 
onhe
ida para esse problema é 1;3438 [KKS+99℄.



Capítulo 4Método DualNeste 
apítulo des
revemos 
omo obter algoritmos de aproximaçãopara um problema de otimização usando o dual de um programa linearque representa o problema em questão. Esta estratégia de projeto dealgoritmos de aproximação é 
hamada de método dual.4.1 Cobertura por vérti
esO problema que vamos usar para apresentar o método é o problemada 
obertura mínima por vérti
es. Dado um grafo G, uma 
oberturapor vérti
es é um 
onjunto de vérti
es 
om pelo menos um dos extremosde 
ada aresta. O problema da 
obertura mínima por vérti
es(vertex 
over problem) 
onsiste no seguinte:Problema MinCV (G; 
): Dados um grafo G e um 
usto 
v emQ � para 
ada vérti
e v, en
ontrar uma 
obertura por vérti
es Sque minimize 
(S).O problema é NP-difí
il mesmo quando o grafo é 
onexo, planar etem grau máximo 4 [GJ79℄. Para este e outros problemas semelhantes,o método dual se apli
a de forma simples e direta. A sua simpli
idadenão o impede de ser e�
az: o método dual produz o melhor algoritmo deaproximação 
onhe
ido para o MinCV.O método 
onsiste em obter uma solução ótima do dual de uma rela-xação linear do problema original e, a partir desta solução, produzir umaresposta para o problema original. Considere, pois, a seguinte relaxação
35



36 Método Duallinear do MinCV: en
ontrar um vetor x indexado por VG queminimize 
xsob as restrições xu + xv � 1 para 
ada uv em EG ;xv � 0 para 
ada v em VG : (4.1)O dual deste programa é en
ontrar um vetor y indexado por EG quemaximize y(EG)sob as restrições y(Æ(v)) � 
v para 
ada v em VG ;ye � 0 para 
ada e em EG : (4.2)O programa (4.1) é viável pois o vetor 
ara
terísti
o de VG satisfaz asrestrições. O programa (4.2) é viável pois o vetor nulo satisfaz as restri-ções. Assim, pelo teorema forte da dualidade (teorema C.3, apêndi
e C),o programa (4.2) tem solução ótima ra
ional. Além disso, o vetor 
ara
-terísti
o de qualquer 
obertura por vérti
es é viável em (4.1) e, portanto,temos que opt(G; 
) � 
x̂ = ŷ(EG) ; (4.3)para qualquer solução ótima x̂ de (4.1) e qualquer solução ótima ŷde (4.2).Uma vez obtida uma solução ótima ŷ de (4.2), es
olha todos os vér-ti
es de G 
uja restrição em (4.2) é satisfeita 
om igualdade por ŷ. Éfá
il justi�
ar essa estratégia a partir das 
ondições de folgas 
omple-mentares (
ondição C.5) para (4.1) e (4.2): se x̂ é uma solução ótimado programa (4.1) então todo vérti
e v tal que x̂v > 0 é es
olhido. Oalgoritmo resultante foi proposto por Ho
hbaum [Ho
82℄ originalmentepara o MinCC, que generaliza o MinCV.Algoritmo MinCV-Ho
hbaum (G; 
)1 seja ŷ uma solução ótima ra
ional de (4.2)2 C  fv 2 VG : ŷ(Æ(v)) = 
vg3 devolva CA prova do teorema abaixo é semelhante à prova do lema das folgas
omplementares (lema C.2).Teorema 4.1 : O algoritmo MinCV-Ho
hbaum produz uma
obertura por vérti
es.Demonstração: Seja C o 
onjunto devolvido pelo algoritmo. Denotepor dv a folga na restrição em (4.2) que 
orresponde ao vérti
e v, ou seja,
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í
ios 37dv := 
v � ŷ(Æ(v)). Considere uma aresta arbitrária f = ij e seja " :=minfdi; djg. Queremos mostrar que " = 0. De�na _yf := ŷf +" e _ye := ŷepara toda aresta e distinta de f . Note que _y(Æ(v)) = ŷ(Æ(v)) � 
v, paratodo vérti
e v distinto de i e j. Além disso, para v em fi; jg, temos que_y(Æ(v)) = ŷ(Æ(v)) + " � 
v . Isso signi�
a que _y é viável em (4.2). Comoŷ é uma solução ótima de (4.2) e _y(EG) = ŷ(EG) + ", temos que " = 0.Portanto, uma das restrições em (4.2) que 
orrespondem aos vérti
es i ej não tem folga. Assim, C é uma 
obertura por vérti
es. 2A qualidade da solução produzida por este algoritmo é atestada peloseguinte teorema.Teorema 4.2 : O algoritmo MinCV-Ho
hbaum é uma 2-apro-ximação polinomial para o MinCV.Demonstração: Ao �nal do algoritmo, C é tal que
(C) = Pv2C 
v = Pv2C ŷ(Æ(v)) � 2 ŷ(EG) � 2 opt(G; 
) :A primeira desigualdade vale pois, para 
ada aresta e = ij, a variável ŷeapare
e no máximo duas vezes na soma: uma vez se i está em C e outrase j está em C. A segunda desigualdade vale por (4.3).O programa linear (4.2) tem jEGj variáveis e jVGj restrições. Assim,a linha 1 do algoritmo pode ser exe
utada em tempo polinomial emhGi+h
i (fato C.4). Claramente os demais passos do algoritmo podem serexe
utados em tempo polinomial em hGi+ h
i. Podemos então 
on
luirque o MinCV-Ho
hbaum é polinomial. 2A melhor razão de aproximação 
onhe
ida para o MinCV é 2, ouseja, não se 
onhe
e um algoritmo para o MinCV melhor, em termos derazão de aproximação, que o MinCV-Ho
hbaum.Exer
í
ios4.1 Mostre que o algoritmoMinCV-Ho
hbaum não tem uma razão deaproximação menor que 2, ou seja, apresente uma instân
ia (G; 
)do MinCV para a qual o algoritmo devolva uma 
obertura porvérti
es S em que 
(S) = 2 opt(G; 
).4.2 Mostre que o algoritmo MinCV-Ho
hbaum é diferente do algo-ritmo sugerido no exer
í
io 3.2, ou seja, exiba uma instân
ia do



38 Método Dualproblema onde os algoritmos produzem (ou podem produzir) 
o-berturas diferentes.4.3 Aplique o método dual ao problema da 
obertura mínima por 
on-juntos (MinCC), de�nido na seção 2.2. Mostre que o algoritmoresultante é uma �-aproximação, onde � é o número máximo de
onjuntos em que um elemento apare
e.4.4 Considere o problema da 
obertura mínima por arestas (mi-nimum edge 
over problem):Problema MinCA (G; 
): Dados um grafo G e um 
usto
e em Q � para 
ada aresta e, en
ontrar um 
onjunto S dearestas tal que todo vérti
e perten
e a alguma aresta de Se 
(S) é mínimo.O MinCA é um 
aso parti
ular �fá
il� do MinCC: existe um algo-ritmo polinomial que o resolve [Law76℄. Mostre que o método dualdá uma �-aproximação polinomial para oMinCA, onde � é o graumáximo em G.4.5 Dê uma prova alternativa do teorema 2.2 que use o dual do pro-grama (3.1). Mais pre
isamente, en
ontre uma solução viável dodual do programa (3.1) 
ujo valor é igual ao da 
obertura produzi-da pelo algoritmo MinCC-Chvátal. Disso e do teorema fra
o dadualidade (lema C.1), deduza o teorema 2.2.Notas bibliográ�
asComo já men
ionamos, o problema da 
obertura mínima por vér-ti
es (MinCV) é um 
aso espe
ial do problema da 
obertura mínimapor 
onjuntos (MinCC). Este último foi extensivamente investigado porHo
hbaum [Ho
82℄ que apresentou, 
omo vimos no 
apítulo 3, uma �-aproximação polinomial para o problema. Aqui, � é o número máximode vezes que um elemento de E apare
e em 
onjuntos de S, quando se
onsidera uma instân
ia (E; S; 
).Além da abordagem primal, vista no 
apítulo 3, Ho
hbaum apre-sentou uma �-aproximação para o MinCC baseado na formulação dual.Esse algoritmo é essen
ialmente uma generalização do que dis
utimospara o MinCV. Mais re
entemente, Ho
hbaum [Ho
97℄ es
reveu umaresenha 
ompleta sobre algoritmos produzidos pelos métodos primal edual para vários problemas de 
obertura. Hall e Ho
hbaum [HH86℄ ob-
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as 39tiveram algoritmos, baseados tanto no método primal quanto no dual,para o problema da multi
obertura mínima por 
onjuntos (exer
í
io 3.3).A prova alternativa da razão de aproximação do MinCC-Chvátalsugerida no exer
í
io 4.5 deve-se a Chvátal [Chv79℄ e Lovász [Lov75℄.O esquema de aproximação polinomial de Ho
hbaum e Shmoys[HS87, HS88℄ para o Es
alonamento, men
ionado nas notas do 
a-pítulo 2, usa uma abordagem que eles 
hamaram de dual approximation.Essa abordagem difere do método dual aqui des
rito. Ela 
onsiste emen
ontrar soluções duais super-ótimas (inviáveis, portanto) que são então
onvertidas em boas soluções viáveis.
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Capítulo 5Método Primal-DualEste 
apítulo apresenta o método primal-dual 
lássi
o e uma gene-ralização dele que tem sido usada 
om bastante su
esso no projeto dealgoritmos de aproximação: o método de aproximação primal-dual.O método primal-dual reduz, apoiando-se nas 
ondições de folgas
omplementares, um problema de programação linear a uma seqüên
ia deproblemas de viabilidade, poten
ialmente mais simples. Nas apli
açõesdo método em otimização 
ombinatória, esses problemas de viabilidadesão muitas vezes outros problemas de otimização 
ombinatória para osquais são 
onhe
idos algoritmos e�
ientes, não raro puramente 
ombina-tórios. Por algoritmo puramente 
ombinatório entenda-se um algoritmosem uma referên
ia explí
ita a algum algoritmo de programação linear,
omo os que vimos nos 
apítulos 3 e 4.Neste 
apítulo, mostramos os algoritmo obtidos da apli
ação do mé-todo de aproximação primal-dual ao problema da transversal mínima eao problema da �oresta de Steiner.5.1 Método primal-dual 
lássi
oSejam M e N os 
onjuntos de índi
es de linhas e 
olunas de umamatriz A. Sejam ainda b um vetor indexado porM e 
 um vetor indexadopor N . Considere o seguinte problema de programação linear, que serádenotado por P(A; b; 
): en
ontrar um vetor x indexado por N que P(A; b; 
)minimize 
xsob as restrições (Ax)i � bi para 
ada i em M ;xj � 0 para 
ada j em N : (5.1)41



42 Método Primal-DualO 
onjunto das soluções viáveis do problema P(A; b; 
) será denotado porX(A; b). O problema P(A; b; 
) é viável se e somente se X(A; b) não éX(A; b) vazio. O dual do problema P(A; b; 
) 
onsiste em en
ontrar um vetor yindexado por M quemaximize ybsob as restrições (yA)j � 
j para 
ada j em N ;yi � 0 para 
ada i em M : (5.2)Será usada a abreviatura D(A; 
; b) para denotar esse programa linear eD(A; 
; b) Y (A; 
) para representar o 
onjunto de suas soluções viáveis. O problemaY (A; 
) D(A; 
; b) é viável se e somente se Y (A; 
) não é vazio. Dizemos queD(A; 
; b) é o programa dual e P(A; b; 
) é o programa primal.Dois vetores x e y, indexados porM eN respe
tivamente, têm folgas
omplementares se, para 
ada índi
e j em N , tem-se quexj = 0 ou (yA)j = 
je, para 
ada índi
e i em M , tem-se queyi = 0 ou (Ax)i = bi :O lema das folgas 
omplementares (lema C.2, apêndi
e C) a�rma que,para todo x emX(A; b) e todo y em Y (A; 
), tem-se 
x = yb se e somentese as folgas de x e y são 
omplementares.A idéia geral do método primal-dual é a seguinte. O método é itera-tivo e no iní
io de 
ada iteração tem-se um vetor y viável no programadual. Cada iteração 
onsiste na pro
ura por um vetor x viável no progra-ma primal que tem folgas 
omplementares às de y. Se um tal vetor x éen
ontrado, o método pára, pois x e y são soluções ótimas dos programasprimal e dual, respe
tivamente. Se um tal vetor x não é en
ontrado, ométodo modi�
a y para obter um novo vetor z viável no programa duale 
omeça uma nova iteração 
om z no papel de y.O método primal-dual re
ebe um sistema (A; b; 
) tal que Y (A; 
)não é vazio e devolve: (1) vetores x em X(A; b) e y em Y (A; 
) tais que
x = yb, ou (2) um vetor y0 em Y (A; 0) tal que y0 b > 0.Cada iteração do método 
omeça 
om um vetor y em Y (A; 
). Noiní
io da primeira iteração, y é um elemento qualquer de Y (A; 
). Cadaiteração 
onsiste no seguinte. SejamI(y) := fi 2M : yi = 0g e J(y) := fj 2 N : (yA)j = 
jg :I(y)J(y)



5.1 Método primal-dual 
lássi
o 43Considere o problema restrito primal a seguir, denotado porRP(A; b; y): en
ontrar um vetor x indexado por N tal que RP( )(Ax)i � bi para 
ada i em I(y) ;(Ax)i = bi para 
ada i em M n I(y) ;xj � 0 para 
ada j em J(y) ;xj = 0 para 
ada j em N n J(y) : (5.3)Este é um problema de viabilidade: trata-se de en
ontrar x que satisfazas restrições (5.3). Suponha que o problema RP(A; b; y) é viável e sejax uma de suas soluções. Um tal vetor x está em X(A; b) e tem folgas
omplementares às de y, donde 
x = yb. Nesta situação o métodopára após devolver os vetores x e y que, de a
ordo 
om o teorema fra
oda dualidade (lema C.1, apêndi
e C), são soluções ótimas do problemaP(A; b; 
) e D(A; 
; b), respe
tivamente.Se o problema RP(A; b; y) é inviável então, pelo lema de Farkas (le-ma C.5, apêndi
e C), o seguinte problema de viabilidade tem solução:en
ontrar um vetor y0 indexado por M tal quey0 b > 0 ;(y0A)j � 0 para 
ada j em J(y) ;y0i � 0 para 
ada i em I(y) : (5.4)Esse problema é 
hamado de problema restrito dual e será denotadopor RD(A; b; y). RD( )Seja y0 uma solução do problema RD(A; b; y). Se, para todo núme-ro positivo �, o vetor y + �y0 está em Y (A; 
), então o programa linearD(A; 
; b) é ilimitado e o método pára após devolver y0, vetor de invi-abilidade para P(A; b; 
). Caso 
ontrário, o método 
omeça uma novaiteração 
om y + �y0 no papel de y, onde � é o maior número tal quey + �y0 está em Y (A; 
). Abaixo en
ontra-se a des
rição do método.Método Primal-Dual (A; b; 
)1 seja y um vetor em Y (A; 
)2 enquanto RP(A; b; y) não tem solução faça3 seja y0 uma solução do RD(A; b; y)4 se y + �y0 2 Y (A; 
) para todo � positivo5 então devolva y06 senão seja � o maior número tal que y + �y0 2 Y (A; 
)7 y  y + �y08 seja x uma solução do RP(A; b; y)9 devolva x e y



44 Método Primal-Dual5.2 Método de aproximação primal-dualO método de aproximação primal-dual é semelhante ao método 
lás-si
o, 
om a diferença que o método pára assim que en
ontra soluçõesviáveis dos problemas P(A; b; 
) e D(A; 
; b) su�
ientemente próximasdas soluções ótimas. Esta proximidade será medida através de folgasaproximadas.Sejam � e � dois números tais que 0 < � � 1 � �. Dizemos que x ey têm folgas �-aproximadas no primal se, para 
ada índi
e j em N ,tem-se que xj = 0 ou (yA)j � �
j :Dizemos que x e y têm folgas �-aproximadas no dual se, para 
adaíndi
e i em M , tem-se queyi = 0 ou (Ax)i � �bi :O lema a seguir é uma generalização do lema das folgas 
omplementares.Lema 5.1 (das folgas aproximadas): Se os vetores não-negati-vos x e y satisfazem as 
ondições de folgas �-aproximadas noprimal e �-aproximadas no dual, então � 
x � � yb.Demonstração: Em virtude das folgas aproximadas,� 
x � (yA)x = y (Ax) � � yb ;onde a primeira desigualdade segue da não-negatividade de x e a segundada não-negatividade de y. 2Uma 
onseqüên
ia imediata do lema das folgas aproximadas é o se-guinte. Para todo x em X(A; b) e y em Y (A; 
) satisfazendo as 
ondiçõesde folgas �-aproximadas no primal e �-aproximadas no dual, tem-se que
x � (�=�) 
x̂ e yb � (�=�) ŷ b ;onde x̂ e ŷ são soluções ótimas de P(A; b; 
) e D(A; 
; b), respe
tivamente.O método de aproximação primal-dual re
ebe um sistema (A; b; 
)tal que Y (A; 
) não é vazio e dois números � e � tais que 0 < � � 1 � �e devolve: (1) vetores x em X(A; b) e y em Y (A; 
) tais que � 
x � � ybou (2) um vetor y0 em Y (A; 0) tal que y0 b > 0.Cada iteração do método 
omeça 
om um vetor y em Y (A; 
). Noiní
io da primeira iteração, y é um elemento qualquer de Y (A; 
). Cadaiteração 
onsiste no seguinte. Sejam



5.2 Método de aproximação primal-dual 45I(y) I(y) := fi 2M : yi = 0g e J(y; �) := fj 2 N : (yA)j � �
j g : J(y; �)Considere o seguinte problema restrito aproximado primal: en
on-trar um vetor x indexado por N tal que(Ax)i � bi para 
ada i em M ;(Ax)i � �bi para 
ada i em M n I(y) ;xj � 0 para 
ada j em J(y; �) ;xj = 0 para 
ada j em N n J(y; �) :Será usada a abreviatura RAP(A; b; y; �; �) para denotar esse problema. RAP( )Se o problema RAP(A; b; y; �; �) é viável, então, pelo lema das folgasaproximadas, x é um vetor em X(A; b) tal que � 
x � � yb e o métododevolve x e y. Caso 
ontrário, pelo lema de Farkas, o seguinte problemarestrito aproximado dual, denotado por RAD(A; b; y; �), é viável: RAD( )en
ontrar um vetor y0 indexado por M tal quey0 b > 0 ;(y0A)j � 0 para 
ada j em J(y; �) ;y0i � 0 para 
ada i em I(y) :Seja y0 uma solução do problema RAD(A; b; y; �). Se para todo númeropositivo � tem-se que y + �y0 está em Y (A; 
), então o programa linearD(A; 
; b) é ilimitado e o método pára após devolver y0, vetor de invia-bilidade para P(A; b; 
). Caso 
ontrário, seja � o maior número tal quey+�y0 está em Y (A; 
). O método 
omeça um nova iteração 
om y+�y0no papel de y. Abaixo en
ontra-se a des
rição do método.Método Aproximação-Primal-Dual (A; b; 
; �; �)1 seja y um vetor em Y (A; 
)2 enquanto RAP(A; b; y; �; �) não tem solução faça3 seja y0 uma solução do RAD(A; b; y; �)4 se y + �y0 2 Y (A; 
) para todo � positivo5 então devolva y06 senão seja � o maior número tal que y + �y0 2 Y (A; 
)7 y  y + �y08 seja x uma solução do RAP(A; b; y; �; �)9 devolva x e ySuponha que o método pare após devolver os vetores x e y. É fá
ilveri�
ar que x está em X(A; b), que y está em Y (A; 
) e que os vetores x e



46 Método Primal-Dualy têm folgas �-aproximadas no primal e �-aproximadas no dual. Donde,pelo lema das folgas aproximadas, tem-se � 
x � � yb. Assim, o vetor yé um 
erti�
ado da qualidade de x 
omo solução viável de P(A; b; 
), jáque 
x � (�=�) yb � (�=�) ŷ b = (�=�) 
x̂ ;onde x̂ e ŷ são soluções ótimas de P(A; b; 
) e D(A; 
; b), respe
tivamente.Da mesma forma, o vetor x 
erti�
a que yb � (�=�) ŷ b.5.3 Transversal mínimaSeja S uma 
oleção �nita de sub
onjuntos de um 
onjunto �nito E.Um sub
onjunto T de E é uma transversal de S se T \ S é não-vaziopara 
ada S em S. O problema da transversal mínima (hitting setproblem) 
onsiste no seguinte:Problema MinTC (E; S; 
): Dados um 
onjunto �nito E, uma
oleção �nita S de sub
onjuntos de E e um 
usto 
e em Q � para
ada e em E, en
ontrar uma transversal T de S que minimize
(T ).Diversos problemas 
ombinatórios são 
asos parti
ulares doMinTC; vejaos exer
í
ios no �m do 
apítulo. Às vezes, dizemos que 
(T ) é o 
ustoda transversal T . Com isso, o problema 
onsiste em en
ontrar umatransversal de S de 
usto mínimo.O seguinte programa linear é uma relaxação de MinTC (E; S; 
):en
ontrar um vetor x indexado por E queminimize 
xsob as restrições x(S) � 1 para 
ada S em S ;xe � 0 para 
ada e em E : (5.5)De fato, o vetor 
ara
terísti
o x de qualquer transversal T é um vetorviável de (5.5) de 
usto 
(T ). O 
orrespondente programa dual 
onsisteem en
ontrar um vetor y indexado por S quemaximize y(S)sob as restrições PS : e2S yS � 
e para 
ada e em E ;yS � 0 para 
ada S em S : (5.6)Tome � := maxS2S jSj e seja y uma solução viável do problema (5.6).�



5.3 Transversal mínima 47Sejam aindaI(y) := fS 2 S : yS = 0g e J(y) := fe 2 E :PS : e2S yS � 
eg :O problema restrito aproximado relativo a y, asso
iado ao proble-ma (5.5), 
onsiste em en
ontrar um vetor x indexado por E tal quex(S) � 1 para 
ada S em S ;x(S) � � para 
ada S em S n I(y) ;xe � 0 para 
ada e em J(y) ;xe = 0 para 
ada e em E n J(y) :Podemos tro
ar S por J(y) \ S nas duas primeiras desigualdades por
ausa da última igualdade. Assim, esse problema pode ser rees
rito
omo x(J(y) \ S) � 1 para 
ada S em S ;x(J(y) \ S) � � para 
ada S em S n I(y) ;xe � 0 para 
ada e em J(y) ;xe = 0 para 
ada e em E n J(y) : (5.7)Se o vetor 
ara
terísti
o x de J(y) é viável em (5.7), então J(y) éuma transversal de S. Se J(y) não é uma transversal é evidente que osistema (5.7) é inviável. Esta observação é su�
iente para obter umasolução viável do seguinte problema restrito aproximado dual: en
ontrarum vetor y0 indexado por S tal quey0(S) > 0 ;PS : e2S y0S � 0 para 
ada e em J(y) ;y0S � 0 para 
ada S em I(y) : (5.8)Se J(y)\R é vazio para algum R, então o vetor 
ara
terísti
o y0 de fRgé uma solução de (5.8).O algoritmo resultante da apli
ação do método de aproximaçãoprimal-dual ao MinTC é devido a Bar-Yehuda e Even [BYE81℄ e foioriginalmente 
on
ebido para o problema da 
obertura mínima por vér-ti
es. O algoritmoMinTC-BE re
ebe um 
onjunto �nito E, uma 
oleçãoS de sub
onjuntos não-vazios de E e um 
usto 
e em Q � para 
ada eem E e devolve uma transversal J de S tal que 
(J) � � opt(E; S; 
). Ades
rição do algoritmo supõe que 
ada sub
onjunto de S não é vazio, eportanto o problema MinTC(E; S; 
) é viável.



48 Método Primal-DualAlgoritmo MinTC-BE (E; S; 
)1 J  fe 2 E : 
e = 0g2 para 
ada S em S faça yS  03 enquanto existe R em S tal que J \R = ; faça4 seja y0 o vetor 
ara
terísti
o de fRg5 seja � o maior número tal que6 PS : e2S (y + �y0)S � 
e para 
ada elemento e de R7 seja f um elemento de R tal que PS : f2S (y + �y0)S = 
f8 y  y + �y09 J  J [ ffg10 devolva JTeorema 5.2 : O algoritmo MinTC-BE é uma �-aproximaçãopolinomial para o MinTC (E; S; 
), onde � := maxS2S jSj.Demonstração: Durante a exe
ução do algoritmo, y é uma soluçãoviável do programa linear (5.6). É evidente que o 
onjunto J devolvidopelo algoritmo é uma transversal de S. Ademais, pela es
olha de �, é
laro que jJ\Sj � � para 
ada S em S. Logo, se x é o vetor 
ara
terísti
ode J e x̂ é uma solução ótima de (5.5), então
(J) = 
x � � yb � � 
x̂ � � opt(E; S; 
) ;onde a primeira desigualdade segue do lema das folgas aproximadas e asegunda do teorema fra
o da dualidade.Temos que jJ j 
res
e a 
ada exe
ução da linha 9, donde o númerode exe
uções das linhas 3 a 9 do algoritmo é no máximo jEj. Ademais,a exe
ução de 
ada linha 
onsome tempo O(jEjjSj). 2A transversal J devolvida pelo algoritmo pode não ser minimal. É
on
ebível que exista uma transversal propriamente 
ontida em J de
usto menor que 
(J). Um pós-pro
essamento simples pode extrair de Juma transversal minimal. Um tal pós-pro
essamento é louvável do pontode vista práti
o, mas não resulta em uma melhor razão de aproximaçãopara o algoritmo MinTC-BE.A próxima seção trata de um problema que é um 
aso parti
ular doMinTC. O método de aproximação primal-dual apli
ado a este problemaparti
ular resultará em um algoritmo que, embora semelhante em muitosaspe
tos ao algoritmo desta seção, tem uma razão de aproximação subs-tan
ialmente melhor. Esta melhora se deve em parte à liberdade que o



5.4 Floresta de Steiner 49método deixa para que estruturas espe
iais sejam exploradas para, porexemplo, determinar os parâmetros � e � e es
olher o vetor y0. Curio-samente, 
omo será visto, o mesmo pós-pro
essamento que é inoperantepara o algoritmo MinTC-BE é 
ru
ial para o algoritmo da próxima se-ção; este fen�meno é 
ompreensível tendo em vista a maior estrutura da
oleção S.5.4 Floresta de SteinerSeja G um grafo e R uma 
oleção de sub
onjuntos de VG. UmaR-�oresta de G é qualquer �oresta geradora1 F de G tal que todoelemento de R está 
ontido em algum 
omponente de F . Quando R estásubentendida, dizemos simplesmente que F é uma �oresta de Steinerde G. Se R tem um só elemento, o 
on
eito de �oresta de Steiner reduz-seao de árvore de Steiner: uma árvore (não ne
essariamente geradora)de G 
ujo 
onjunto de vérti
es 
ontém o úni
o 
onjunto em R.O problema da �oresta de Steiner (Steiner forest problem) 
on-siste no seguinte:Problema MinFS (G; 
;R): Dados um grafo G, um 
usto 
eem Q � para 
ada aresta e e uma 
oleção R de sub
onjuntos deVG, en
ontrar uma R-�oresta F que minimize 
(F ).Podemos dizer que 
(F ) é o 
usto da �oresta F . Assim, o problema
onsiste em en
ontrar uma �oresta de Steiner de 
usto mínimo.O problema MinFS é NP-difí
il, mesmo quando restrito a árvoresde Steiner, ou seja, mesmo quando a 
oleção R 
ontém um só 
onjun-to [GJ79℄.Dada uma instân
ia (G; 
;R) do problema, adotamos as abreviaturasV := VG e E := EG e dizemos que um sub
onjunto S de V é ativo seR \ S 6= ; e R n S 6= ; :para algum R em R. A 
oleção de todos os 
onjuntos ativos será denotadapor S. É fá
il veri�
ar que uma �oresta geradora F de G é uma R-�oresta Sse e somente se ÆF (S) 6= ; para todo S em S : (5.9)1 A rigor, não há ne
essidade de exigir que a �oresta seja geradora; mas essa
ondição é 
onveniente.



50 Método Primal-DualPortanto, toda �oresta de Steiner é uma transversal da 
oleção de todosos 
ortes da forma Æ(S) 
om S em S. Um sub
onjunto de V que nãoperten
e a S é inativo. É 
laro que uma �oresta geradora F é umaR-�oresta se e somente se VT é inativo para 
ada 
omponente T de F .O seguinte programa linear é uma relaxação de MinFS (G; 
;R):en
ontrar um vetor x indexado por E queminimize 
xsob as restrições x(Æ(S)) � 1 para 
ada S em S ;xe � 0 para 
ada e em E : (5.10)Dada uma �oresta de Steiner F , é evidente que o vetor 
ara
terísti
o deEF é uma solução viável de (5.10). Portanto, se x̂ é uma solução ótimade (5.10) então 
x̂ � opt(G; 
;R).O dual do programa (5.10) 
onsiste em en
ontrar um vetor y inde-xado pela 
oleção S dos sub
onjuntos ativos de V quemaximize y(S)sob as restrições PS : e2Æ(S) yS � 
e para 
ada e em E ;yS � 0 para 
ada S em S : (5.11)Se y é uma solução viável de (5.11) e x̂ é uma solução ótima de (5.10)então y(S) � 
x̂, de a
ordo 
om o teorema fra
o da dualidade. Portanto,y(S) � opt(G; 
;R) : (5.12)Essa delimitação inferior de opt(G; 
;R) é fundamental para o 
ál
ulo darazão de aproximação do algoritmo que dis
utimos mais abaixo, devidoa Goemans e Williamson [GW95a℄.Considere agora as 
ondições de folgas aproximadas. A 
ondição defolgas 1-aproximadas no primal exige quePS : e2Æ(S) yS = 
e sempre que xe > 0 (5.13)e a 
ondição de folgas 2-aproximadas no dual exige quex(Æ(S)) � 2 sempre que yS > 0 : (5.14)Se soubéssemos en
ontrar uma solução viável x de (5.10) e uma soluçãoviável y de (5.11) que satis�zessem as duas 
ondições de folgas apro-ximadas, teríamos uma 2-aproximação para o MinFS. Sabemos 
omosatisfazer a 
ondição (5.13), mas não sabemos 
omo satisfazer (5.14).Ainda assim, é possível obter uma 2-aproximação se respeitarmos a 
on-dição (5.14) em um 
erto sentido �médio�.



5.4 Floresta de Steiner 51Des
rição do algoritmoNo iní
io de 
ada iteração, temos uma �oresta geradora F de G eum vetor y indexado por S. O vetor y é viável em (5.11) e o par (F; y)satisfaz a 
ondição de folgas 1-aproximadasPS : e2Æ(S) yS = 
e para 
ada e em F ; (5.15)que 
orresponde a (5.13). Em 
ada iteração, dizemos que um 
omponenteT de F é ativo se VT 2 S, e inativo em 
aso 
ontrário. Denotamos porSF a 
oleção dos 
onjuntos de vérti
es dos 
omponentes ativos de F . SFAbusando um pou
o da terminologia, dizemos que SF é a 
oleção dos
omponentes ativos de F . Cada elemento S de SF viola a restriçãox(Æ(S)) � 1 de (5.10), onde x é o vetor 
ara
terísti
o de F ; isso sugereque devemos a
res
entar à F alguma das arestas de Æ(S). Qualqueraresta desse tipo liga dois 
omponentes distintos de F . Dizemos queuma tal aresta é externa à F . Devemos, então, es
olher uma arestaexterna e a
res
entá-la à F . Resta es
lare
er 
omo es
olher essa aresta.Como o programa dual (5.11) tem o objetivo de maximizar a somadas variáveis yS, pro
uramos aumentar uniformemente os valores dasvariáveis yS 
om S em SF de modo a não violar as restrições do programadual. Esse aumento gradativo de alguns 
omponentes de y pára quandoa restrição P yS � 
e 
orrespondente a alguma aresta externa e forsatisfeita 
om igualdade. A aresta e é então a
res
entada à �oresta F .O pro
esso iterativo pára quando F não tem 
omponentes ativos.O algoritmo devolve então uma R-�oresta minimal de F , ou seja, uma�oresta F1 tal que, para 
ada aresta e, a �oresta F1 � e tem algum
omponente ativo.A seguir, des
revemos o algoritmo formalmente, ainda que de ma-neira pou
o detalhada. O algoritmo supõe que a instân
ia (G; 
;R) éviável, ou seja, que 
ada 
onjunto em R está 
ontido em algum 
ompo-nente de G.Algoritmo MinFS-GW (G; 
;R)1 F  (V; ;)2 para 
ada S em S faça yS  03 enquanto SF 6= ; faça4 seja y0 o vetor 
ara
terísti
o de SF5 seja � o maior número tal que6 PS : e2Æ(S) (y + �y0)S � 
e para 
ada aresta externa e



52 Método Primal-Dual7 seja f uma aresta externa tal que PS : f2Æ(S) (y + �y0)S = 
f8 y  y + �y09 F  F + f10 F0  F11 seja F1 uma R-�oresta minimal de F012 devolva F1A 
ardinalidade da 
oleção S não é limitada por uma função poli-nomial de jV j (por exemplo, jSj pode ser da ordem de 2jV j=2). Assim, onúmero de 
omponentes do vetor y não será polinomial. É possível 
on-tornar essa di�
uldade se registrarmos apenas os 
omponentes não-nulosde y. O número total de tais 
omponentes é limitado por um polin�mioem jV j; de fato, o número de iterações não supera jV j, o número de 
om-ponentes que assumem valores não-nulos em 
ada iteração é limitado porjSF j e jSF j < jV j.2 Vale a mesma observação para o vetor y0 na linha 4,indexado por S e de�nido por y0S = 1 se e somente se S 2 SF .O 
ál
ulo de � nas linhas 5 e 6 pode ser organizado da seguintemaneira. Para 
ada vérti
e v, seja d(v) :=PS:v2S yS. Para 
ada arestauv externa a F , de�na �uv :=1 se uv liga dois 
omponentes inativos deF , de�na �uv := 
e � d(u) � d(v) se uv liga um 
omponente ativo de Fa um 
omponente inativo, e de�na �uv := 12(
e � d(u)� d(v)) se uv ligadois 
omponentes ativos. Finalmente, adote � := mine �e, 
om o mínimotomado sobre todas as arestas externas.Deixamos a 
argo do leitor a des
rição polinomial do algoritmoMinFS-GW. É possível implementá-lo de modo que seu 
onsumo detempo seja O(jV j2 log jV j) [GW95a℄.Lema 5.3 : O algoritmo MinFS-GW admite uma implementa-ção polinomial. 2Análise do algoritmoNo iní
io de 
ada iteração, F é uma �oresta geradora de G. Ao�nal do pro
esso iterativo, a �oresta F0 não tem 
omponentes ativos eportanto é uma R-�oresta. A �oresta F1 que o algoritmo devolve tambémé uma R-�oresta.2 O número de 
omponentes não-nulos de y é limitado por 2jV j�1 (exer
í
io 5.17).
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Figura 5.1: A �gura representa uma instân
ia (G; 
; fR1; R2; R3g) doMinFS.O grafo G é 
ompleto e tem 9 vérti
es. As arestas estão implí
itas; o 
usto 
ede 
ada aresta e é a distân
ia eu
lidiana entre os extremos de e. Os elementosde R1, R2 e R3 estão representados por triângulos, losangos e quadrados.
Figura 5.2: A �gura mostra o iní
io da segunda iteração do algoritmoMinFS-GW. Os 
ír
ulos representam 
omponentes ativos. O raio de 
ada 
ír
ulo S épropor
ional ao valor da variável dual yS .

Figura 5.3: Situação no iní
io da quarta iteração. As arestas da�oresta F são indi
adas por linhas sólidas. (Continua na próxima�gura.)Antes de delimitar 
(F1), é pre
iso estabele
er uma relação funda-mental entre F1 e a 
oleção SF dos 
omponentes ativos de F em umaiteração arbitrária do algoritmo.
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io de 
ada iteração, vale a desigualdadePS2SF jÆF1(S)j � 2jSF j ;onde F1 é a �oresta de Steiner que o algoritmo devolve.Demonstração: Digamos que o grau em F1 de um 
omponente S de Fé o número de arestas de F1 em Æ(S), ou seja, jÆF1(S)j. Os 
omponentesde F de grau 1 em F1 são todos ativos: para qualquer 
omponente Sde F , se jÆF1(S)j = 1 então S 2 SF : (5.16)Para provar essa a�rmação, tome um 
omponente S de F tal que ÆF1(S)
ontém uma úni
a aresta, digamos uw; ajuste a notação de modo queu 2 S. Sejam U e W os 
onjuntos de vérti
es dos 
omponentes deF1 � uw que 
ontêm u e w respe
tivamente. Como uw é a úni
a arestade F1 em Æ(S), temos U � S e W � V n S. Como F1 é uma R-�orestaminimal, existe R em R tal queR � U [W; R \ U 6= ; e R \W 6= ; :Segue daí que R\S 6= ; e R n S 6= ;. Assim, S está em S e portanto emSF . Isso 
on
lui a prova de (5.16).Seja ZF o 
onjunto de todos os 
omponentes inativos de F 
ujo grauZF em F1 não é nulo, ou seja, todos os 
omponentes inativos S para osquais jÆF1(S)j � 1. Digamos que dois elementos S e S0 de SF [ ZF sãoadja
entes se existe uma aresta de F1 
om um extremo em S e outroem S0. Esse 
on
eito de adja
ên
ia de�ne um grafo, digamos H, sobre oH 
onjunto de vérti
es SF [ZF . Como F e F1 são subgrafos de F0, qualquer
ir
uito em H 
orresponderia, de maneira natural, a um 
ir
uito em F0,o que é impossível, pois F0 é uma �oresta. Portanto, H é uma �oresta.Segue daí imediatamente que PS2VH jÆH(S)j = 2jEH j � 2(jVH j � 1),donde PS2SF[ZF jÆF1(S)j � 2(jSF j+ jZF j � 1) :Em virtude de (5.16), temos que jÆF1(S)j � 2 para 
ada S em ZF .Portanto,PS2SF jÆF1(S)j = PS2SF[ZF jÆF1(S)j �PS2ZF jÆF1(S)j� 2(jSF j+ jZF j � 1)� 2jZF j< 2jSF j :Poderíamos interpretar essa desigualdade dizendo que o grau médio dosvérti
es ativos do grafo H não é maior que 2. 2
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Figura 5.4: Situação no iní
io da quinta iteração.

Figura 5.5: Iní
io da sexta iteração.
Figura 5.6: Iní
io da sétima iteração.Vamos mostrar agora que o 
usto da �oresta de Steiner produzidapelo algoritmo difere do 
usto de uma �oresta de Steiner ótima por umfator inferior a 2.Teorema 5.5 : O algoritmo MinFS-GW é uma 2-aproximaçãopara o MinFS.Demonstração: Como já observamos no iní
io da presente seção, osubgrafo F1 que o algoritmo devolve é uma R-�oresta. No iní
io de 
adaiteração, vale a desigualdadePS2S jÆF1(S)j yS � 2y(S) ; (5.17)
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Figura 5.7: Fim da última iteração. As linhas indi
am as arestas da�oresta F0.

Figura 5.8: As linhas indi
am a �oresta �nal F1.
omo passamos a mostrar. É evidente que a desigualdade é válida noiní
io da primeira iteração, quando y = 0. Suponha agora que a de-sigualdade seja válida no iní
io de uma iteração qualquer. Durante aiteração, yS é a
res
ido de � se e somente se S 2 SF . Portanto, o ladoesquerdo de (5.17) é a
res
ido dePS2SF jÆF1(S)j�enquanto o lado direito é a
res
ido de 2jSF j�. O lema 5.4 garante queo in
remento do lado esquerdo não é maior que o do lado direito. Por-tanto a desigualdade (5.17) vale no iní
io da iteração seguinte. Issoprova (5.17).No �m do pro
esso iterativo, o vetor y é viável no programa (5.11).Além disso, a 
ondição (5.15) de folgas 1-aproximadas vale 
om F0 nopapel de F e portanto também 
om F1 no papel de F :PS : e2Æ(S) yS = 
e para 
ada e em F1 :Para mostrar que o algoritmo é uma 2-aproximação, resta apenas veri�-
ar que 
(F1) � 2 opt(G; 
;R):
(F1) = Pe2F1 
e



Exer
í
ios 57= Pe2F1PS : e2Æ(S) yS= PS2S jÆF1(S)j yS (5.18)� 2 y(S) (5.19)� 2 opt(G; 
;R) : (5.20)A linha (5.18) segue da anterior por mera reorganização da soma. Adesigualdade (5.19) segue de (5.17). Finalmente, a desigualdade (5.20)é 
onseqüên
ia da delimitação inferior (5.12). 2Exer
í
ios5.1 Utilize o lema de Farkas para mostrar que exatamente um dos pro-blemas RP(A; b; y) e RD(A; b; y) é viável.5.2 Seja y um vetor em Y (A; 
) e y0 um vetor tal que y + �y0 está emY (A; 
) para todo � positivo. Mostre que y0 está em Y (A; 0). Con-
lua que o vetor y0 devolvido na linha 5 dos métodos Primal-Dual
lássi
o e Aproximação-Primal-Dual é um vetor de inviabilida-de de P(A; b; 
) e que D(A; 
; b) é ilimitado.5.3 Como � pode ser 
al
ulado na linha 6 dos métodos Primal-Dual
lássi
o e Aproximação-Primal-Dual? Con
lua que � é positi-vo.5.4 Como determinar, na linha 4 dos métodos Primal-Dual 
lássi
oe Aproximação-Primal-Dual, se y + �y0 está em Y (A; 
) paratodo � positivo?5.5 Considere o método Aproximação-Primal-Dual. Mostre queum dos problemas restritos aproximados é viável. Ambos problemaspodem ser simultaneamente viáveis?5.6 Seja y um vetor em Y (A; 
) e x uma solução de RAP(A; b; y; �; �).Mostre que x e y têm folgas �-aproximadas no primal e �-aproxi-madas no dual. Con
lua que � 
x � � yb.5.7 Veri�que que o método Primal-Dual 
lássi
o é o métodoAproximação-Primal-Dual para � = 1 = �.5.8 Formule o problema do 
aminho mínimo 
omo um problemada transversal mínima equivalente.



58 Método Primal-DualProblema MinPath (G; s; t; 
): Dados um grafo G, doisvérti
es s e t de G e um 
usto 
e em Q � para 
ada arestae, en
ontrar um 
aminho P de s a t de 
usto mínimo.5.9 Formule o problema da árvore geradora mínima 
omo um pro-blema da transversal mínima equivalente.Problema MST (G; 
): Dados um grafo G e um 
usto 
eem Q � para 
ada aresta e, en
ontrar uma árvore geradorade 
usto mínimo.5.10 Dados um 
onjunto T de vérti
es e um 
onjunto F de arestas deum grafo G, dizemos que F é uma T -junção se T é o 
onjuntodos vérti
es de grau ímpar do grafo G[F ℄. Formule o problemada T -junção mínima 
omo um problema da transversal mínimaequivalente.Problema MinTJ (G;T; 
): Dados um grafo G, um sub-
onjunto T de VG tal que jT j é par e um 
usto 
e em Q �para 
ada aresta e, en
ontrar uma T -junção F que minimize
(F ).5.11 Formule o problema do 
orte mínimo 
omo um problema datransversal mínima equivalente.Problema MinCut (G; 
): Dados um grafo G e um 
usto
e em Q � para 
ada aresta e, en
ontrar um 
orte R queminimize 
(R).5.12 Para 
ada um dos problemas nos quatro exer
í
ios anteriores, des-
reva um algoritmo que, dados um grafo G e um sub
onjunto Tde EG, de
ide se T é uma transversal da respe
tiva 
oleção S. O
onsumo de tempo de 
ada algoritmo deve ser polinomial em hGi enão deve depender de jSj.5.13 Mostre que o programa linear (5.5) é uma relaxação linear doMinTC (E; S; 
).5.14 Formule o problema da 
obertura mínima por vérti
es (MinCV)
omo um problema da transversal mínima MinTC (E; S; 
) equiva-lente. Mostre que o algoritmo MinTC-BE é uma 2-aproximaçãopolinomial para o MinCV.5.15 Formule o problema do multi
orte mínimo (MinMCut) 
omo umproblema da transversal mínimaMinTC (E; S; 
) equivalente. Mos-tre que, se as linhas a seguir são inseridas entre as linhas 9 e 10



Notas bibliográfi
as 59do algoritmo MinTC-BE, então o algoritmo resultante é uma 2-aproximação polinomial para o MinMCut quando restrito a árvo-res [GVY97℄.9a sejam f1; : : : ; fk os elementos de J , na ordem em que9b foram in
luídos em J9
 para i de k até 1 faça9d se J n ffig é uma transversal então J  J n ffig5.16 No problema MinFS(G; 
;R), não há perda de generalidade se su-pusermos que G é 
ompleto e os 
ustos satisfazem a desigualdadetriangular. Dis
uta essa a�rmação.5.17 Uma 
oleção L de sub
onjuntos de um 
onjunto �nito X é laminarse L1 � L2 ou L1 � L2 ou L1 \ L2 = ; para 
ada par (L1; L2) deelementos de L. Mostre que se L é laminar então jLj � 2jXj � 1.Mostre que no algoritmo MinFS-GW a 
oleção fS 2 S : yS > 0g élaminar.5.18 Mostre que a razão de aproximação do algoritmo MinFS-GW (G; 
;R) é 2� 2=n, onde n := jVGj.5.19 Exiba uma instân
ia do problema MinFS para a qual o algoritmoMinFS-GW produz uma árvore de Steiner de 
usto essen
ialmenteigual ao dobro do ótimo.5.20 Aplique o algoritmo MinFS-GW ao problema da árvore geradoramínima (exer
í
io 5.9). Mostre que ele se 
omporta 
omo o algo-ritmo de Kruskal [CLR92℄ (e portanto produz uma árvore geradoramínima).5.21 Es
reva o algoritmo MinFS-GW de maneira mais detalhada. Emparti
ular, es
reva uma implementação que, para uma instân
ia(G; 
;R), 
onsuma tempo polinomial em hGi.Notas bibliográ�
asEste 
apítulo foi es
rito 
om base nos livros de S
hrijver [S
h86℄,Papadimitriou e Steiglitz [PS82℄, Ho
hbaum [Ho
97℄ e no artigo de Go-emans e Williamson [GW95a℄.O livro de Papadimitriou e Steiglitz [PS82℄ apresenta diversos algo-ritmos 
ombinatórios 
lássi
os que podem ser entendidos 
omo uma mí-mi
a do método primal-dual, in
luindo o algoritmo de Dijkstra [Dij59℄



60 Método Primal-Dualpara en
ontrar 
aminhos de 
usto mínimo, o algoritmo de Ford e Ful-kerson [FF56℄ para en
ontrar um �uxo máximo, algoritmos primal-dual para o problema do �uxo de 
usto mínimo, o método húngaro deKuhn [Kuh55℄ para en
ontrar um emparelhamento de 
usto máximo emum grafo bipartido, e o algoritmo de Edmonds [Edm65a℄ para en
ontrarum emparelhamento de 
usto máximo em um grafo.O primeiro algoritmo de aproximação genuinamente primal-dual, ouseja, o primeiro a usar uma solução dual viável para obter, iterativa-mente, uma solução aproximada do problema primal, foi o algoritmo deBar-Yehuda e Even [BYE81℄ para o problema da 
obertura mínima porvérti
es. Trata-se, essen
ialmente, do algoritmo des
rito na seção 5.3. Aanálise dessa abordagem apare
e em um artigo de Ho
hbaum [Ho
82℄,que obteve um algoritmo 
om a mesma razão de aproximação usando ométodo dual.A primeira 2-aproximação para o problema da �oresta de Stei-ner foi obtida por Agrawal, Klein e Ravi [AKR95℄. Esse traba-lho introduziu modi�
ações poderosas no método primal-dual bási-
o, e 
om isso deu um grande impulso às pesquisas sobre problemasde projetos de redes (network design problems), 
omo atestam os di-versos algoritmos de aproximação primal-dual obtidos por essa épo-
a [AG94, GGW98, GGP+94, GW95a, Rav94, RW95, WGMV95℄. Se-gundo Goemans e Williamson [Ho
97℄, esse trabalho de Agrawal, Kleine Ravi foi o primeiro a fazer uso altamente so�sti
ado do método primal-dual para projetar algoritmos de aproximação.O problema da �oresta de Steiner pode ser 
lassi�
ado 
omo umproblema de projeto de redes. Esse tipo de problema 
onsiste em exigirum 
erto grau de 
onexão entre 
ertos pares de vérti
es de um grafo. O
on
eito de funções próprias uni�
a vários desses problemas: o proble-ma da �oresta de Steiner, o problema do 
aminho mínimo, o problemada 
onexão ponto-a-ponto, o problema da T -junção mínima, o proble-ma do emparelhamento perfeito de peso mínimo, et
. Usando apenasas propriedades que 
ara
terizam funções próprias, Goemans e Willi-amson [GW95a, Ho
97℄ mostraram que todos esses problemas admitemuma 2-aproximação polinomial.O melhor resultado que se 
onhe
e para o problema da árvore deSteiner é uma 1;55-aproximação que não se baseia em programação line-ar, obtido re
entemente por Robins e Zelikovsky [RZ00℄.Experimentos 
omputa
ionais realizados 
om alguns algoritmos deaproximação obtidos pelo método primal-dual mostram que eles têmbom desempenho na práti
a. Segundo Goemans e Williamson [WG94℄,



Notas bibliográfi
as 61a 2-aproximação para o problema do emparelhamento perfeito de pesomínimo em que os 
ustos satisfazem a desigualdade triangular en
ontrasoluções a 2% do ótimo na maioria dos 
asos (em mais de 1400 expe-rimentos, o resultado nun
a foi pior do que 4%). Os mesmos autoresrelatam bons resultados práti
os para o problema da �oresta de Steinere alguns outros problemas de redes.Gabow, Goemans e Williamson [GGW98℄ obtiveram uma implemen-tação mais e�
iente de vários algoritmos para problemas de projetos deredes, in
luindo o problema da �oresta de Steiner. Finalmente, há váriostrabalhos re
entes [CRW01, GVY97, JMVW99, JV00, GW98, RV99℄ arespeito de métodos de aproximação primal-dual, indi
ando que se tratade um tema de interesse atual e aparentemente muito promissor.
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Capítulo 6Algoritmos Probabilísti
osNeste 
apítulo vamos supor que temos à nossa disposição um gera-dor de bits aleatórios (random bits generator), ou seja, um algoritmoideal Rand que re
ebe um número ra
ional � no intervalo fe
hado [0; 1℄, Randdevolve 1 
om probabilidade � e 0 
om probabilidade 1 � �. Existemimplementações aproximadas do algoritmo Rand (veja Knuth [Knu98℄).Um algoritmo que utiliza Rand é 
hamado de probabilísti
o (ran-domized). O 
omportamento de um algoritmo probabilísti
o dependenão apenas da instân
ia do problema mas também dos números devolvi-dos por Rand. Dizemos que um algoritmo probabilísti
o é polinomialse existe um polin�mio p tal que, para toda instân
ia I do problema,o número de 
hamadas ao algoritmo Rand e o 
onsumo de tempo dasdemais operações são limitados por p(hIi).Vamos generalizar a de�nição de algoritmos de aproximação (se-ção 1.2) para englobar algoritmos probabilísti
os. Considere um algo-ritmo probabilísti
o A para um problema de otimização. Para qualquerinstân
ia I do problema, seja XI a variável aleatória (apêndi
e D) 
ujovalor é o valor da solução produzida por A para esta instân
ia1. Di-zemos que A é uma �-aproximação probabilísti
a para o problemaem questão se E[XI ℄ � � opt(I) no 
aso de problema de maximizaçãoe E[XI ℄ � � opt(I) no 
aso de problema de minimização. No presente
apítulo, � é um número que não depende de I, embora em geral � possa1 Os algoritmos abordados neste 
apítulo, para 
ada instân
ia do problema, provo-
am um número �xo t de 
hamadas de Rand, que não depende dos valores devolvidospor Rand, sendo que a i-ésima 
hamada de Rand tem 
omo parâmetro sempre ummesmo número, digamos �i. Denotando por 
 o 
onjunto f0; 1g, seja Pi a medida deprobabilidade sobre 
 dada por Pi(1) = �i e Pi(0) = 1��i. O espaço de probabilidadeno qual XI está de�nida neste 
aso é o espaço produto (
;P1)� � � � � (
;Pt).63
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osser uma função de I. Dizemos que � é uma razão de aproximaçãoesperada de A.Vamos mostrar que, em 
ertas 
ondições, uma �-aproximação pro-babilísti
a A pode ser usada para produzir, 
om alta probabilidade, so-luções aproximadas do problema. Suponha que o problema é de minimi-zação e que a variável aleatória XI não assume valores negativos (esseé o 
aso na grande maioria dos problemas 
ombinatórios). Para 
ada "positivo, a desigualdade de Markov (lema D.1, apêndi
e D) garante quePr[XI � (�+ ")opt(I)℄ � E[XI ℄(�+")opt(I) � � opt(I)(�+")opt(I) = ��+" :Para um dado � no intervalo aberto (0; 1), seja k := dlog� �e, onde� = ��+" . Suponha que A é apli
ado k vezes à instân
ia I e es
olhao resultado de menor valor. Se YI é esse menor valor2, então Pr[YI �(� + ")opt(I)℄ � �. Para � pequeno, este esquema produz, portanto,
om probabilidade alta (pelo menos 1��), uma solução viável 
om valormenor que (�+ ")opt(I).O mesmo ra
io
ínio pode ser apli
ado a problemas de maximização,desde que se 
onheça uma delimitação superior para o valor ótimo doproblema.6.1 Satisfatibilidade máximaVamos usar o problema da satisfatibilidade máxima para exempli-�
ar algoritmos probabilísti
os. Para de�nir o problema, pre
isamosintroduzir alguma notação.Suponha dado um 
onjunto �nito V de objetos que 
hamamos va-riáveis. Uma 
láusula booleana sobre V , ou simplesmente 
láusula,é um par ordenado de sub
onjuntos de V disjuntos, um dos quais pelomenos não é vazio. Se C é uma 
láusula, denotamos o primeiro 
ompo-nente de C por C1 e o segundo por C0. Em terminologia tradi
ional, C0é o 
onjunto das variáveis �
omplementadas� e C1 é o 
onjunto das variá-veis �não-
omplementadas�. O número de variáveis em uma 
láusulaC é jC1j+ jC0j.2 YI é uma variável aleatória. Denotando por (
0;P0) o espaço de probabilidadede XI , o espaço no qual YI está de�nida é o produto (
0;P0) � � � � � (
0;P 0) de k
ópias de (
0;P0).



6.1 Satisfatibilidade máxima 65Uma valoração das variáveis de V é um vetor x indexado por V
om valores em f0; 1g. Uma valoração x satisfaz uma 
láusula C sexv = 1 para algum v em C1 ou xv = 0 para algum v em C0.Vejamos um exemplo. Suponha que V = fa; b; 
; dg e sejam C, De E as 
láusulas (fa; dg; fbg), (f
g; fa; bg) e (;; fb; 
; dg). Na notaçãotradi
ional, a 
oleção fC;D;Eg seria denotada por fa _ d _ �b; 
 _ �a _ �b;�b _ �
 _ �dg.O problema da satisfatibilidade máxima (maximum satis�abi-lity problem), denotado pela sigla MaxSat, 
onsiste no seguinte:Problema MaxSat (V;C): Dada uma 
oleção C de 
láusulassobre um 
onjunto V de variáveis, en
ontrar uma valoração x deV que satisfaça o maior número possível de 
láusulas de C.O problema é NP-difí
il mesmo quando 
ada 
láusula em C tem duasvariáveis [GJ79℄.Algoritmo de JohnsonEis um algoritmo probabilísti
o para o problema MaxSat. O algo-ritmo é atribuído a Johnson [Joh74℄. Ele é tão simples que ignora C:Algoritmo MaxSat-Johnson (V )1 para 
ada v em V faça2 _xv  Rand (12 )3 devolva _xNo algoritmo a
ima, o número de 
hamadas a Rand e o 
onsumode tempo das demais operações é O(jV j). Seja XC a variável aleatória XC
ujo valor é o número de 
láusulas de C satisfeitas por uma valoraçãoproduzida por MaxSat-Johnson (V ). O espaço de probabilidade deXC é o espaço produto (
;P) � � � � � (
;P), onde (
;P) apare
e jV jvezes no produto, 
 é o 
onjunto f0; 1g e P é a medida de probabilidadesobre 
 dada por P(1) = P(0) = 12 .Teorema 6.1 : Se (V;C) é uma instân
ia do problema MaxSatna qual 
ada 
láusula tem pelo menos k variáveis eXC é a variávelaleatória a
ima de�nida, entãoE[XC℄ � �1� 12k� opt(V;C) :
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osDemonstração: Para 
ada 
láusula C, de�na uma variável aleatóriaZC da seguinte maneira: ZC := 1 se a valoração produzida pelo algorit-mo satisfaz C e ZC := 0 em 
aso 
ontrário. Como C tem pelo menosk variáveis e no algoritmo _xv é 0 
om probabilidade 1=2, a probabili-dade do evento [ZC=0℄ é no máximo 1=2k e a probabilidade do evento[ZC=1℄ é pelo menos 1�1=2k. Portanto, 
omo XC é a soma das variáveisaleatórias ZC ,E[XC℄ = E[PC ZC ℄ = PC E[ZC ℄ � (1� 12k )jCje 
on
luímos a prova do teorema, já que opt(V;C) � jCj. 2Como todas as 
láusulas em C têm pelo menos uma variável, pode-mos apli
ar o teorema a
ima a (V;C) 
om k = 1 e 
on
luir o seguinteresultado.Teorema 6.2 : O algoritmo MaxSat-Johnson é uma 0;5-aproximação probabilísti
a polinomial para o MaxSat.Algoritmo do arredondamento probabilísti
oDes
revemos a seguir um algoritmo de aproximação para o proble-maMaxSat que envolve o �arredondamento probabilísti
o� (randomizedrounding) de uma solução ótima de um programa linear. O arredon-damento probabilísti
o de um número � do intervalo aberto (0; 1)
onsiste em arredondar � �para 
ima� 
om probabilidade � e �para bai-xo� 
om probabilidade 1� �.Considere o seguinte problema de programação linear: dada uma
oleção C de 
láusulas sobre um 
onjunto V , en
ontrar um par (x; z) devetores, 
om x indexado por V e z indexado por C, quemaximize PC2C zCsob as restriçõesPv2C0 (1� xv) +Pv2C1 xv � zC para 
ada C em C ;0 � zC � 1 para 
ada C em C ;0 � xv � 1 para 
ada v em V : (6.1)Note a seguinte relação entre este programa linear e o problemaMaxSat.Suponha que temos uma solução ótima x� doMaxSat (V;C). Para 
ada
láusula C em C, faça z�C := 1 se x� satisfaz C e z�C := 0 em 
aso
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ontrário. É 
laro então que o par (x�; z�) é uma solução viável de (6.1)e o valor dessa solução é igual ao número de 
láusulas de C satisfeitaspor x�. Portanto, o programa linear (6.1) é uma relaxação do problemaMaxSat (V;C) e PC ẑC � opt(V;C) ; (6.2)para qualquer solução ótima (x̂; ẑ) de (6.1).O seguinte algoritmo de arredondamento probabilísti
o, desenvolvidopor Goemans e Williamson [GW94℄, é um algoritmo de aproximação parao MaxSat.Algoritmo MaxSat-GW (V;C)1 seja (x̂; ẑ) uma solução ótima ra
ional de (6.1)2 para 
ada v em V faça3 _xv  Rand (x̂v)4 devolva _xO algoritmo a
ima pode ser implementado de modo que a exe
uçãoda linha 1 
onsuma tempo limitado por um polin�mio em jV j e jCj,e produza uma solução ótima ra
ional (x̂; ẑ) 
om o tamanho de x̂ e ẑlimitados por um polin�mio em jV j e jCj (fato C.4, apêndi
e C). Como,além disso, o número de 
hamadas a Rand é jV j, o algoritmo MaxSat-GW é um algoritmo probabilísti
o polinomial.Teorema 6.3 : Se (V;C) é uma instân
ia do problema MaxSatna qual 
ada 
láusula tem no máximo k variáveis, 
om k � 1,e XC é a variável aleatória3 
ujo valor é o número de 
láusu-las de C satisfeitas por uma valoração produzida pelo algoritmoMaxSat-GW (V;C), entãoE[XC℄ � �1� (1� 1k )k� opt(V;C) :Demonstração: Para 
ada 
láusula C, de�na ZC da maneira usual:ZC vale 1 se a valoração produzida pelo algoritmo satisfaz C e 0 em 
aso
ontrário. A probabilidade de que ZC seja 0 é o produto de termos daforma x̂v, para v em C0, e (1 � x̂v), para v em C1. Se t é o número de3 O espaço de probabilidade é (
;P1) � � � � � (
;PjV j), onde 
 = f0; 1g e Pi édado por Pi(1) = x̂i e Pi(0) = 1� x̂i para 
ada i em V .



68 Algoritmos Probabilísti
osvariáveis de C então t � 1 ePr[ZC=1℄ = 1�Qv2C0 x̂vQv2C1 (1� x̂v)� 1� ((t� ẑC)=t)t (6.3)= 1� (1� ẑC=t)t� (1� (1� 1=t)t)ẑC (6.4)� (1� (1� 1=k)k)ẑC : (6.5)Para justi�
ar (6.3), note que a média geométri
a de números não-negativos não ultrapassa a sua média aritméti
a. Disso temos queQv2C0 x̂vQv2C1 (1� x̂v) � ((Pv2C0 x̂v +Pv2C1 (1� x̂v))=t)t= ((t�Pv2C0 (1� x̂v)�Pv2C1 x̂v)=t)t� ((t� ẑC)=t)t :Para veri�
ar (6.4), 
onsidere a função f(z) := 1 � (1 � z=t)t. Observeque f é 
�n
ava no intervalo fe
hado [0; 1℄, pois f 0(z) � 0 e f 00(z) � 0nesse intervalo. Então, 
omo f(0) = 0, temos que f(z) � z f(1), que setraduz em (6.4). Finalmente, (6.5) vale pois (1 � 1=t)t é 
res
ente parat � 1 e, por hipótese, t � k.Podemos agora 
al
ular o valor esperado de XC:E[XC℄ = E[PC ZC ℄= PC E[ZC ℄= PC Pr[ZC=1℄� PC(1� (1� 1=k)k)ẑC� (1� (1� 1=k)k) opt(V;C) ;onde a última desigualdade segue de (6.2). 2Como (1 � 1=k)k é não passa de 1=e para todo k � 1, onde e é abase dos logaritmos naturais, temos que (1� 1=k)k < 1=e < 0;37. Dessefato, e do teorema anterior, é imediato o seguinte resultado.Teorema 6.4 : O algoritmo MaxSat-GW é uma 0;63-aproxi-mação probabilísti
a polinomial para o MaxSat. 2Algoritmo 
ombinadoO teorema 6.1 permite deduzir uma razão de aproximação melhor doalgoritmoMaxSat-Johnson quando todas as 
láusulas têm pelo menos



6.2 Desaleatorização 69duas variáveis. Já para o algoritmo MaxSat-GW obtêm-se resultadosmelhores quando as 
láusulas têm no máximo duas variáveis, pelo te-orema 6.3. Pare
e razoável, portanto, 
ombinar os dois algoritmos. Oalgoritmo abaixo deve-se a Goemans e Williamson [GW94℄ também.Algoritmo MaxSat-Combinado-GW (V;C)1 _x MaxSat-Johnson (V )2 �x MaxSat-GW (V;C)3 seja _s o número de 
láusulas de C satisfeitas por _x4 seja �s o número de 
láusulas de C satisfeitas por �x5 se _s � �s6 então devolva _x7 senão devolva �xTeorema 6.5 : O algoritmo MaxSat-Combinado-GW é uma0;75-aproximação probabilísti
a polinomial para o MaxSat.Demonstração: Seja Ck a 
oleção das 
láusulas de C que têm exata-mente k variáveis. Sejam XC, _XC e �XC variáveis aleatórias 
ujos valo-res são o número de 
láusulas de C satisfeitas por uma valoração pro-duzida por MaxSat-Combinado-GW (V;C), MaxSat-Johnson (V )e MaxSat-GW (V;C), respe
tivamente. Note que XC � 12( _XC + �XC).Se re�zermos as partes apropriadas das demonstrações dos teoremas 6.1e 6.3 temosE[XC℄ � E[12( _XC + �XC)℄= 12(E[ _XC℄ +E[ �XC℄)� 12 PkPC2Ck ((1� 2�k) + (1� (1� k�1)k)ẑC)� 12 PkPC2Ck (1� 2�k + 1� (1� k�1)k)ẑC� 12 PkPC2Ck 32 ẑC (6.6)� 34 opt(V;C) : (6.7)onde a desigualdade (6.6) pode ser 
on
luída analisando-se os 
asosk = 1, k = 2 e k � 3 e (6.7) vale em virtude de (6.2). 26.2 DesaleatorizaçãoEm muitos 
asos, é possível 
onverter um algoritmo de aproxima-ção probabilísti
o em um determinísti
o 
om uma razão de aproximação
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osigual à razão esperada do algoritmo probabilísti
o. Isso pode ser fei-to através do método das esperanças 
ondi
ionais [AS92, ES74, Spe87℄.Para apli
á-lo, pre
isamos saber 
al
ular e�
ientemente 
ertas esperan-ças 
ondi
ionais, que dependem do problema em fo
o. É esse o 
ernedo pro
esso de desaleatorização de um algoritmo probabilísti
o por es-se método. Ilustramos o método apli
ando-o ao algoritmo MaxSat-Johnson. Obtemos 
omo resultado a seguinte 0;5-aproximação polino-mial determinísti
a, que utiliza um pro
edimento EspCond, detalhadoposteriormente.Algoritmo MaxSat-Johnson-Desaleatorizado (V;C)1 D C2 para 
ada v em V faça3 se EspCond (v; 1;D) � EspCond (v; 0;D)4 então _xv  15 para 
ada C em D faça6 se v 2 C17 então D D n fCg8 senão C0  C0 n fvg9 senão _xv  010 para 
ada C em C faça11 se v 2 C012 então D D n fCg13 senão C1  C1 n fvg14 devolva _xNo algoritmo a
ima, D é um multi
onjunto (um 
onjunto em que 
a-da elemento apare
e 
om uma 
erta multipli
idade). No iní
io de 
adaiteração, D 
ontém, além de pares f;; ;g, que 
hamaremos de pseudo-
láusulas, apenas as 
láusulas de C que a �valoração par
ial� _x do algo-ritmo ainda não satisfez. Ademais, de 
ada 
láusula de C em D, forameliminadas as variáveis 
ujos valores _x já �xou.O pro
edimento auxiliar EspCond re
ebe uma variável v, um ele-mento i de f0; 1g e um multi
onjunto D de 
láusulas e pseudo-
láusulas.Seja XD a variável aleatória 
ujo valor é o número de 
láusulas em D, le-vando em 
onta a multipli
idade, satisfeitas por uma valoração produzidapelo algoritmo MaxSat-Johnson (V ). Se i = 1 então o pro
edimentodevolve o valor esperado de XD sob a 
ondição que _xv=1 no algoritmo



6.2 Desaleatorização 71MaxSat-Johnson. Este valor esperado é denotado por E[XDj _xv=1℄.Se i = 0 então o pro
edimento devolve E[XDj _xv=0℄, que é de�nido demaneira análoga.Pro
edimento EspCond (v; i;D)1 esp  02 para 
ada C em D faça3 k  jC1j+ jC0j4 se v 2 Ci5 então esp  esp + 16 senão se v 2 C1�i7 então esp  esp + (1� 2�k+1)8 senão esp  esp + (1� 2�k)9 devolva espTeorema 6.6 : O algoritmo MaxSat-Johnson-Desaleato-rizado é uma 0;5-aproximação polinomial para o MaxSat.Demonstração: Seja XC a variável aleatória 
ujo valor é o númerode 
láusulas em C satisfeitas por uma valoração produzida pelo algorit-mo MaxSat-Johnson (V ). Como, no algoritmo MaxSat-Johnson,_xv = 1 
om probabilidade 1=2 e _xv = 0 
om probabilidade 1=2, te-mos que E[XC℄ = 12E[XCj _xv=1℄ + 12E[XCj _xv=0℄, e disso 
on
luímos queE[XC℄ não ultrapassa o maior entre as duas esperanças 
ondi
ionais,E[XCj _xv=1℄ e E[XCj _xv=0℄. Logo, E[XC℄ � E[XCj _xv1 ℄, onde o últimotermo denota o valor esperado de XC sob a 
ondição que, no algorit-mo MaxSat-Johnson, atribua-se a _xv1 o mesmo valor atribuído noalgoritmo MaxSat-Johnson-Desaleatorizado. Uma vez �xado ovalor de _xv1 , o mesmo ra
io
ínio vale para as demais variáveis e, disso,
on
luímos queE[XC℄ � E[XCj _xv1 ℄ � E[XCj _xv1 ; _xv2 ℄ � : : : � E[XCj _xv1 ; : : : ; _xvn ℄ :O último termo é o número de 
láusulas de C satisfeitas pela valoração _xproduzida pelo algoritmoMaxSat-Johnson-Desaleatorizado. Essenúmero é pelo menos 0;5 opt(V;C), pois E[XC℄ � 0;5 opt(V;C).Quanto ao tempo de exe
ução do algoritmo, basta observar que opro
edimento EspCond (v; i;D) 
onsome tempo O(jV j). Disso, é fá-
il 
on
luir que o algoritmo MaxSat-Johnson-Desaleatorizado épolinomial. 2
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osÉ um pou
o surpreendente que desaleatorizações produzam, mesmosem levar em 
onta 
omo as variáveis aleatórias se distribuem em torno dovalor esperado, um algoritmo 
om razão de aproximação igual à razãoesperada do algoritmo probabilísti
o. No 
aso do algoritmo a
ima, opro
edimento para o 
ál
ulo das esperanças 
ondi
ionadas é bem simples.Em outros problemas, esses 
ál
ulos podem ser bastante 
ompli
ados,inviabilizando o pro
esso de desaleatorização.6.3 Geradores de números aleatóriosUma maneira mais geral de de�nir algoritmos probabilísti
os partede um gerador de números aleatórios no intervalo [0; 1). Nessa de�ni-ção alternativa, substitui-se o algoritmo Rand por um algoritmo idealRandUni que devolve um número real aleatório 
om distribuição uni-RandUni forme no intervalo [0; 1) (apêndi
e D). Existem implementações aproxi-madas desse algoritmo Rand [Knu98℄.Os 
on
eitos introduzidos no iní
io deste 
apítulo (algoritmo de apro-ximação probabilísti
o, algoritmo probabilísti
o polinomial, et
.) podemser naturalmente adaptados a esta outra de�nição. Em parti
ular, os al-goritmos vistos neste 
apítulo são probabilísti
os polinomiais também dea
ordo 
om esta nova de�nição, pois é fá
il implementar Rand(�) 
omuma 
hamada a RandUni: o algoritmo Rand devolve 1 se o númerodevolvido por RandUni for menor que � e devolve 0 em 
aso 
ontrário.Por outro lado, não se sabe, em geral, 
onverter um algoritmo que
hama RandUni um número polinomial de vezes em um que 
hamaRand um número polinomial de vezes. Por isso é razoável dizer que estanova de�nição é uma generalização da original. A desvantagem da novade�nição é que ela requer manipulação números reais.Exer
í
ios6.1 Considere o seguinte algoritmo para o MaxSat (V;C).AlgoritmoMaxSat-CaraCoroa (V )1 b Rand( 12 )2 para 
ada v em V faça _xv  b3 devolva _xMostre que o algoritmo a
ima é uma 0;5-aproximação probabilísti
apolinomial para o MaxSat.



Exer
í
ios 736.2 Inspire-se no algoritmo MaxSat-Johnson e projete uma 0;5-apro-ximação probabilísti
a polinomial para o problema do 
orte má-ximo:Problema MaxCut (G;w): Dado um grafo G e um pesowe em Q � para 
ada aresta e de G, en
ontrar um 
orte Rque maximize w(R).Apresente uma versão desaleatorizada do seu algoritmo.6.3 Projete uma 0;5-aproximação probabilísti
a polinomial para a se-guinte variante do MaxCut (exer
í
io 6.2), que denotamos porMaxkCut: dados um grafo G, um peso we em Q � para 
ada ares-ta e e um inteiro k � 2, determinar uma partição de VG em k partesque maximize a soma do peso das arestas 
om extremos em partesdistintas da partição.6.4 Projete uma 0;5-aproximação probabilísti
a polinomial para o pro-blema da 
obertura máxima (exer
í
io 2.4). Mostre que a versãodesaleatorizada deste algoritmo é exatamente o algoritmo gulososugerido no exer
í
io 2.4.6.5 Es
reva uma versão desaleatorizada do algoritmo MaxSat-GW.Apresente-a da forma mais simples que puder omitindo, se possível,todos os vestígios �probabilísti
os� do algoritmo original. Prove,sem usar argumentos probabilísti
os, que o algoritmo obtido é uma0;63-aproximação para MaxSat.6.6 Considere o seguinte algoritmo probabilísti
o para o MaxSat:AlgoritmoMaxSat-Combinado-Probabilísti
o (V;C)1 b Rand ( 12 )2 se b = 03 então _x MaxSat-Johnson (V )4 senão _x MaxSat-GW (V;C)5 devolva _xProve que esse algoritmo é uma 0;5-aproximação probabilísti
a po-linomial para o MaxSat. Es
reva e 
omente a versão desaleatori-zada deste algoritmo. O que muda se alterarmos o 12 da linha 1 doalgoritmo para um outro valor no intervalo (0; 1)?6.7 Considere a seguinte versão ponderada do MaxSat. Além do 
on-junto V e da 
oleção C de 
láusulas sobre V , é dado também umpeso wC em Q � para 
ada 
láusula C em C; o problema 
onsiste emen
ontrar uma valoração que maximize a soma dos pesos das 
láu-
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ossulas satisfeitas. Modi�que os três algoritmos apresentados neste
apítulo, bem 
omo suas análises, para oMaxSat ponderado. Querazão de aproximação tem 
ada um dos algoritmos modi�
ados?6.8 Considere o seguinte algoritmo para o Es
alonamento (se-ção 2.1): es
olha aleatoriamente a próxima tarefa a ser es
alonadae aplique o 
ritério de Graham. Estime o valor esperado da soluçãoassim obtida.Notas bibliográ�
asA dis
ussão do algoritmo MaxSat-GW é um resumo de um arti-go de Goemans e Williamson [GW94℄; resumos semelhantes apare
emno livro de Motwani e Raghavan [MR95b℄ e no livro editado por Ho
h-baum [Ho
97℄. Os exer
í
ios 6.1, 6.3 e 6.4 foram extraídos do livro deVazirani [Vaz01℄.O livro de Motwani e Raghavan [MR95b℄ é um texto abrangentesobre algoritmos probabilísti
os, 
om muitos exer
í
ios e problemas depesquisa.O algoritmo MaxSat-Johnson é atribuído a Johnson [Joh74℄, em-bora este tenha es
rito a versão não-probabilísti
a do algoritmo. A pri-meira 0;75-aproximação polinomial para o MaxSat deve-se a Yannaka-kis [Yan94℄. Zwi
k [Zwi99℄ projetou um algoritmo de aproximação paraum 
aso parti
ular do MaxSat e 
onje
turou, baseando-se em experi-mentos númeri
os, que seu algoritmo é uma 0;797-aproximação para oproblema. Re
entemente, Asano e Williamson [AW00℄ projetaram uma0;784-aproximação, 
ombinando vários algoritmos 
onhe
idos para o pro-blema [GW94, FG95, KZ97℄. No momento, esse é o melhor algoritmode aproximação 
onhe
ido para o MaxSat. Utilizando o algoritmo deZwi
k [Zwi99℄, Asano e Williamson obtêm uma 0;833-aproximação parao MaxSat, desde que a 
onje
tura de Zwi
k seja 
on�rmada.A té
ni
a de arredondamento probabilísti
o foi introduzida porRaghavan e Thompson [RT87, Rag88℄ e vem sendo apli
ada 
om bas-tante su
esso a vários problemas [BTV99, CKR00, Fei99, JV00℄.O método das esperanças 
ondi
ionais apare
e impli
itamente em umartigo de Erd®s e Selfridge [ES73℄. A 
onexão 
om algoritmos polinomiaisdeterminísti
os foi feita por Spen
er [Spe87℄.Uma outra té
ni
a bem su
edida de desaleatorização de algorit-mos probabilísti
os foi desenvolvida por Luby [Lub86℄ e por Alon etal. [ABI86℄. Uma su
essão de 
hamadas ao algoritmo Rand produz



Notas bibliográfi
as 75uma seqüên
ia de bits aleatórios. Podemos imaginar então que, alémdos dados do problema, um algoritmo probabilísti
o re
ebe uma seqüên-
ia de bits aleatórios, de 
omprimento 
onveniente. Freqüentemente,basta que os bits nessa seqüên
ia sejam k-mutuamente independentes.Para expli
ar este 
on
eito, denote por b1; : : : ; bn os bits produzidos porn 
hamadas de Rand. Dizemos que b1; : : : ; bn são k-mutuamente in-dependentes se, para qualquer subseqüên
ia bi1 ; : : : ; bik de b1; : : : ; bn, aprobabilidade de que bi1 ; : : : ; bik 
oin
ida 
om qualquer das 2k seqüên
i-as de k bits é 2�k. Enquanto independên
ia plena requer um espaço deprobabilidade 
omposto de 2n vetores binários, pode-se 
onstruir espaçosde probabilidade 
om nk=2 vetores binários 
ujos bits são k-mutuamenteindependentes. Se k é 
onstante, um algoritmo probabilísti
o pode serdesaleatorizado da seguinte forma: exe
uta-se o algoritmo para 
adaum dos vetores neste espaço de probabilidade e devolve-se a melhor dassoluções produzidas. Isso resulta em um algoritmo polinomial, determi-nísti
o, e 
om razão de aproximação igual à razão esperada do algoritmoprobabilísti
o original. Para saber mais sobre isso, veja o artigo de Chore Goldrei
h [CG89℄, bem 
omo o relatório té
ni
o de Luby e Wigder-son [LW95℄.A respeito de geradores de números pseudo-aleatórios, veja os livrosde Johnson [Joh87℄, Devroye [Dev86℄ e Knuth [Knu98℄. Knuth des
reveimplementações aproximadas do algoritmo RandUni que forne
em nú-meros pseudo-aleatórios satisfatórios em tempo probabilísti
o 
onstante:o tempo esperado de exe
ução de tais implementações é limitado poruma 
onstante.
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Capítulo 7Programação Semide�nidaComo vimos nos últimos 
apítulos, relaxações lineares são muitousadas na obtenção de algoritmos de aproximação para problemas deotimização 
ombinatória. A utilização de relaxações lineares deve-se àsua simpli
idade e à existên
ia de algoritmos e�
ientes para resolver pro-gramas lineares. Neste 
apítulo, utilizamos outra 
lasse de relaxações �os programas semide�nidos � para a qual também existem bons al-goritmos. Vamos ilustrar esse método apli
ando-o ao problema do 
ortemáximo.7.1 Corte máximoO problema do 
orte máximo (maximum 
ut problem), denotadopor MaxCut, é de�nido 
omoProblema MaxCut (G;w): Dados um grafo G e um peso weem Q � para 
ada aresta e, en
ontrar um 
orte R que maximizew(R).Chamamos o número w(R) de peso do 
orte R. Assim, MaxCut 
on-siste em en
ontrar um 
orte de peso máximo.O problema é NP-difí
il, mesmo quando restrito às instân
ias emque wij = 1 para toda aresta ij e o grau de 
ada vérti
e de G nãoex
ede 3 [GJ79℄.O problema pode ser formulado da seguinte maneira: dados G e w
omo a
ima, en
ontrar um vetor x indexado por V quemaximize 12 Pij2E wij(1� xixj)sob as restrições xixi = 1 para 
ada i em V ; (7.1)77



78 Programação Semidefinidaonde V := VG e E := EG. Veri�quemos que esse programa é apenasuma reformulação do MaxCut. Suponha que x é uma solução viávelde (7.1), e portanto xi 2 f�1; 1g para 
ada i. Tome S := fi : xi = 1g.É 
laro que 1 � xixj = 2 se ij 2 Æ(S) e 1� xixj = 0 em 
aso 
ontrário.Portanto, 12 Pij2E wij(1� xixj) = w(Æ(S)) : (7.2)Suponha agora que S é um 
onjunto de vérti
es e de�na o vetor x porxi := 1 se i 2 S e xi := �1 em 
aso 
ontrário. Esse vetor é viávelem (7.1) e satisfaz a relação (7.2). Diante disso, 
on
luímos queopt(G;w) = 12 Pij2E wij(1� x�ix�j) (7.3)para qualquer solução ótima x� de (7.1).O problema (7.1) é um programa quadráti
o: ele pro
ura um ve-tor que maximize uma função quadráti
a sujeita a restrições quadráti-
as. Obviamente não sabemos resolver este programa quadráti
o e�
i-entemente, do 
ontrário teríamos um algoritmo exato polinomial para oMaxCut. Consideremos então uma relaxação de (7.1).Relaxação vetorialUma relaxação vetorial de (7.1) 
onsiste em tro
ar 
ada 
omponentede x por um vetor, e portanto tro
ar x por uma matriz. Mais pre
i-samente, uma relaxação vetorial é o seguinte problema: en
ontrar umamatriz real Y indexada por1 V � V quemaximize 12 Pij2E wij(1� (Y Y >)ij)sob as restrições (Y Y >)ii = 1 para 
ada i em V : (7.4)Diz-se que a relaxação (7.4) é vetorial pois suas in
ógnitas são vetores:as linhas da matriz Y . A relação entre (7.4) e (7.1) é fá
il per
eber:
ada 
omponente xi de x 
orresponde à linha Yi? de Y e 
ada restriçãoxixi = 1 
orresponde à restrição (Y Y >)ii = 1, que poderia ser es
rita
omo Yi?Yi? = 1.É fá
il per
eber a relação entre as soluções de (7.4) e (7.1). Con-sidere uma solução viável x de (7.1). Seja k um vérti
e qualquer e Y1 Em prin
ípio, o 
onjunto de índi
es de 
olunas de Y , digamos N , poderia serdiferente de V . Se jN j = 1, por exemplo, os programas (7.4) e (7.1) seriam idênti
os.Mas, aparentemente [Lov01℄, o problema (7.4) é NP-difí
il se jN j é 
onstante emrelação a jV j.



7.1 Corte máximo 79a matriz de�nida por Y?k = x e Y?i = 0 para 
ada i diferente de k.É evidente que (Y Y >)ij = Yi?Yj? = xixj para 
ada i e 
ada j. Emparti
ular, (Y Y >)ii = xixi = 1 e portanto Y é viável em (7.4). Ade-mais, Pij wij(1 � (Y Y >)ij) =Pij wij(1� xixj). Assim, para qualquersolução ótima Ŷ de (7.4) e qualquer solução ótima x� de (7.1), tem-sePij wij(1�x�ix�j) �Pij wij(1�(Ŷ Ŷ >)ij). A relação (7.3) garante entãoa delimitação superioropt(G;w) � 12 Pij2E wij(1� (Ŷ Ŷ >)ij) : (7.5)Resta dis
utir a existên
ia de uma solução ótima do programa ve-torial (7.4). O 
onjunto das soluções viáveis de (7.4) é um sub
onjuntofe
hado e limitado do espaço de todos os vetores reais indexados porV �V . O 
onjunto é fe
hado pois é a interse
ção dos 
onjuntos fe
hadosdeterminados por 
ada restrição de (7.4). O 
onjunto é limitado, poispara qualquer Y viável tem-se kY k2 = Pi Yi?Yi? = Pi(Y Y >)ii = jV j.Como Pij wij(1 � (Y Y >)ij) é função 
ontínua de Y , o programa (7.4)tem solução ótima.Algoritmo de Goemans e WilliamsonO seguinte algoritmo probabilísti
o, devido a Goemans e William-son [GW95b℄, utiliza uma solução ótima do programa vetorial (7.4) paraobter uma solução viável do problema MaxCut.O algoritmo de Goemans e Williamson depende de um algoritmo que
hamamos RandEsfera: ele produz um ponto aleatório 
om distribui- RandEsferação uniforme na esfera unitária, que é o 
onjunto de todos os vetoresreais r indexados por V tais que krk = 1. Por exemplo, 
ada linha dequalquer matriz Y que satisfaz as restrições de (7.4) é um ponto dessaesfera.Algoritmo MaxCut-GW (G;w)1 seja Ŷ uma solução ótima de (7.4)2 s RandEsfera(V )3 S  f i 2 V : sŶi? > 0 g4 devolva Æ(S)Antes de 
al
ular uma razão de aproximação do algoritmo, é pre
isoestabele
er o seguinte lema.
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Figura 7.1: Uma �fatia� de uma esfera no R3 .Lema 7.1 : Para os objetos S e Ŷ de�nidos pelo algoritmo e paraquaisquer dois vérti
es i e j de G,Pr[ ij 2 Æ(S) ℄ � 1� ar

os ((Ŷ Ŷ >)ij) :Demonstração: Adote as abreviaturas ŷ e ẑ para os vetores Ŷi? e Ŷj?,respe
tivamente. Claramente,Pr[ ij 2 Æ(S) ℄ = Pr[ sŷ > 0 e sẑ � 0 ℄ +Pr[ sŷ � 0 e sẑ > 0 ℄ :O primeiro termo do lado direito é a probabilidade de que s pertença àregião da esfera unitária na interse
ção dos semi-espaços fr : r ŷ > 0g efr : r ẑ � 0g. Tal região é a �fatia� da esfera (veja a �gura 7.1) de ânguloigual ao ângulo entre os vetores ŷ e ẑ, que denotamos por �. Graçasà distribuição uniforme (apêndi
e D), a probabilidade de tal região épropor
ional à área da região, e portanto propor
ional ao ângulo �:Pr[ sŷ > 0 e sẑ � 0 ℄ = �2� :De forma semelhante, podemos 
on
luir que Pr[ sŷ � 0 e sẑ > 0 ℄ =�=2�, terminando assim a prova do lema, já que � = ar

os(ŷ ẑ). 2Alguns 
ál
ulos elementares mostram que (veja �gura 7.2), para todox no intervalo [�1; 1℄,1� ar

os(x) � 0;878 12(1� x) : (7.6)



7.1 Corte máximo 81
00;2

0;81
�1 �0;5 0 0;5 1

0;60;4
Figura 7.2: Grá�
o das funções f(x) := 1� ar

os(x) e g(x) :=0;878 12 (1� x). Veri�
a-se que f(x) � g(x) no intervalo [�1; 1℄.Teorema 7.2 : Se X é a variável aleatória2 
ujo valor é o pesode um 
orte produzido pelo pelo algoritmo MaxCut-GW (G;w)então E[X℄ � 0;878 opt(G;w) :Demonstração: Em virtude do lema 7.1 e de (7.6), temos queE[X℄ = Pij2E wij Pr[ ij 2 Æ(S) ℄� Pij2E wij 1� ar

os ((Ŷ Ŷ >)ij)� 0;878 12Pij2E wij(1� (Ŷ Ŷ >)ij)� 0;878 opt(G;w) ; (7.7)onde (7.7) segue de (7.5). 2O algoritmoMaxCut-GW supõe um modelo de 
omputação (apên-di
e E) muito mais poderoso e menos realista que o dos 
apítulos ante-riores: o modelo é 
apaz de manipular números reais arbitrários e supõeque 
ada operação aritméti
a 
onsome uma quantidade de tempo quenão depende dos valores dos operandos. Veremos na próxima seção quea linha 1 do algoritmo MaxCut-GW pode ser exe
utada em tempopolinomial em hGi + hwi no modelo de 
omputação que estamos ado-tando. A linha 2 envolve uma exe
ução do algoritmo RandEsfera,2 O espaço de probabilidades é de�nido pela distribuição uniforme sobre a esferaunitária (exemplo D.3).



82 Programação Semidefinidaque é probabilísti
o polinomial (seção 6.3), pois pode ser implementado
om O(jV j) 
hamadas à função RandUni. A linha 3 
onsome tempoO(jV j2). Assim, o algoritmo é probabilísti
o polinomial.Teorema 7.3 : O algoritmo MaxCut-GW é uma 0;878-apro-ximação probabilísti
a polinomial para o MaxCut. 27.2 Programas semide�nidosUm programa vetorial 
onsiste no seguinte: dada uma matriz Windexada por V � V , uma matriz A indexada por M � (V � V ) e umvetor b indexado por M , en
ontrar uma matriz Y indexada por V � Vque minimize Pij2V�V Wij(Y Y >)ijsob as restrições Pij2V�V Akij(Y Y >)ij = bk para 
ada k em M :Vamos denotar esse programa vetorial por PV(W;A; b). É fá
il per
eberPV( ) que o problema (7.4) é uma instân
ia de PV.Como mostraremos a seguir, qualquer programa PV pode ser re-solvido3 em tempo polinomial, no modelo de 
omputação que estamosadotando. O algoritmo dos elipsóides (men
ionado no apêndi
e C em
onexão 
om programas lineares) pode ser usado para resolver progra-mas não-lineares 
ujo 
onjunto das soluções viáveis seja fe
hado e 
on-vexo4 [GLS93, S
h86℄. O 
onjunto das soluções viáveis do programavetorial PV(W;A; b) não é 
onvexo, mas o programa pode ser 
onverti-do, 
omo veremos em seguida, em um programa semide�nido equivalente
ujo 
onjunto das soluções viáveis é 
onvexo.Dizemos que uma matriz quadrada X é positiva semide�nida, oque denotamos por X � 0, se X = Y Y > para alguma matriz quadradaX � 0 real Y . Um programa semide�nido 
onsiste no seguinte: dada umamatriz W indexada por V �V , uma matriz A indexada porM�(V �V )e um vetor b indexado por M , en
ontrar uma matriz X indexada por3 Mais pre
isamente, é possível en
ontrar uma solução �aproximada� 
om qualquerpre
isão pre�xada.4 Um 
onjunto Y de vetores é 
onvexo se, para quaisquer y e y0 em Y e qualquer� no intervalo fe
hado [0; 1℄, o vetor �y+(1��)y0 está em Y. O 
on
eito de 
onjunto
onvexo de matrizes é análogo.



7.3 Considerações práti
as 83V � V que minimize PijWijXijsob as restrições Pij AkijXij = bk para 
ada k em M eX � 0 :Denotamos esse problema por PSD(W;A; b). Se o 
onjunto das soluções PSD( )viáveis de PSD(W;A; b) for limitado, o problema tem solução ótima.5Há uma 
orrespondên
ia simples entre soluções viáveis doPV(W;A; b) e soluções viáveis do PSD(W;A; b). Se X é uma soluçãoviável do PSD(W;A; b), então a equação Y Y > = X de�ne uma matriz Yque é solução viável do PV(W;A; b); e re
ipro
amente. Em parti
ular, seX é uma solução ótima do PSD(W;A; b), então Y é uma solução ótimado PV(W;A; b).Existem algoritmos elementares (apêndi
e B) que determinam, pa-ra qualquer matriz positiva semide�nida X, uma matriz real Y tal queY Y > = X. Assim, é possível resolver um programa vetorial da seguintemaneira: obtenha uma solução ótima X do programa semide�nido; 
al-
ule uma matriz Y tal que Y Y > = X; essa Y é uma solução ótima doproblema vetorial.O 
onjunto das soluções viáveis de qualquer programa semide�nido é
onvexo e fe
hado. Ademais, o programa semide�nido derivado doMax-Cut (bem 
omo os programas derivados de muitos outros problemas deotimização 
ombinatória) é limitado e assim pode ser resolvido em tem-po polinomial por meio do algoritmo dos elipsóides, desde que tenhamosum algoritmo de separação apropriado. Um tal algoritmo de separação éparte do algoritmo de de
omposição de matrizes positivas semide�nidasa que aludimos a
ima: se a matriz simétri
a X dada não é positiva se-mide�nida, o algoritmo exibe uma violação da restrição X � 0, ou seja,um vetor real y para o qual yXy < 0.7.3 Considerações práti
asNeste 
apítulo usamos, até agora, um modelo de 
omputação pou
orealista. O algoritmo MaxCut-GW pode ser 
onvertido, de maneiraóbvia, em um algoritmo �aproximado� para um modelo de 
omputação5 Via de regra, as soluções ótimas não são ra
ionais, mesmo que W , A e b sejamra
ionais.



84 Programação Semidefinidamais realista: basta exe
utar todos os 
ál
ulos 
om alguma pre
isão �ni-ta. (Determinar uma pre
isão dos 
ál
ulos que produza razão de aproxi-mação próxima de 0;878 não é tarefa fá
il.) O algoritmo RandEsferapode também ser implementado [Joh87, Dev86, Knu98℄ de maneira apro-ximada a partir de um gerador de números aleatórios 
om distribuiçãouniforme no intervalo [0; 1) (exer
í
ios D.3 e D.4, apêndi
e D).O algoritmo dos elipsóides, bem 
omo qualquer outro algoritmo usa-do para resolver programas semide�nidos, forne
e apenas soluções apro-ximadas de tais programas. Isso é inevitável, já que as soluções ótimasde PSD(W;A; b) podem ter 
omponentes irra
ionais [Goe97℄. O algorit-mo dos elipsóides pode ser usado para produzir [GLS93℄, para qualquer" positivo, uma matriz X que satisfaz, a menos de ", as restrições dePSD(W;A; b).Exer
í
ios7.1 Veri�que que o 
onjunto das soluções viáveis do programa vetori-al (7.4) não é, em geral, 
onvexo.7.2 Es
reva o programa semide�nido 
orrespondente a (7.4). Veri�queque o 
onjunto das soluções viáveis deste programa semide�nido é
onvexo.7.3 Veri�que que o 
onjunto das soluções viáveis do programa semide-�nido 
orrespondente a (7.4) é fe
hado e limitado.7.4 Des
reva um programa vetorial 
uja solução ótima tem valor irra-
ional.7.5 Prove a desigualdade (7.6).7.6 A restrição doMaxSat (
apítulo 6) a instân
ias (V;C) em que 
ada
láusula em C tem exatamente duas variáveis é 
onhe
ida 
omoMax2Sat. Formule o Max2Sat 
omo um programa quadráti
o.7.7 Formule o MaxkCut (exer
í
io 6.3) 
omo um programa quadráti-
o. Exiba uma relaxação vetorial deste programa e uma relaxaçãosemide�nida dele.7.8 Considere o problema MaxCut 
om a seguinte restrição adi
ional:são dados dois 
onjuntos de vérti
es S1 e S2 e queremos um 
orte depeso máximo que deixe os vérti
es de S1 em um mesmo 
omponen-te e separe quaisquer dois vérti
es em S2. Formule esse problema
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as 85
omo um programa quadráti
o e exiba uma relaxação vetorial dele.Mostre que o algoritmoMaxCut-GW pode ser adaptado para esseproblema, 
onservando a mesma razão de aproximação esperada.Notas bibliográ�
asA apresentação desse 
apítulo inspirou-se no artigo de Goemans eWilliamson [GW95b℄, nas notas de aula de Williamson [Wil98℄, no Hand-book of Combinatori
s [GGL95℄ e no texto de Lovász [Lov01℄. Os exer-
í
ios 7.6, 7.7 e 7.8 foram extraídos do livro do Vazirani [Vaz01℄.Programação semide�nida e suas apli
ações à otimização 
ombina-tória são dis
utidas por Deza e Laurent [DL97℄ e por Lovász [Lov01℄.Antes do apare
imento do algoritmo MaxCut-GW, a melhor razãode aproximação 
onhe
ida para o problema MaxCut era 0;5 (algoritmode Erd®s [Erd67℄, exer
í
io 6.2). Karlo� [Kar96℄ apresentou uma famíliade instân
ias (G;w) do MaxCut para as quais o algoritmo MaxCut-GW produz 
ortes de peso arbitrariamente próximo de 0;878 opt(G;w).Mahajan e Ramesh [MR95a℄ mostraram 
omo desaleatorizar o algoritmoMaxCut-GW. A desaleatorização é bem mais 
omplexa que aquelaapresentada no 
apítulo 6.Goemans e Williamson apli
aram o método de programação se-mide�nida a vários problemas [GW95b℄. Eles obtiveram uma 0;758-aproximação para oMaxSat, uma 0;878-aproximação para oMax2Sat,de�nido no exer
í
io 7.6, e uma 0;796-aproximação para a versão doMaxCut em grafos orientados, 
onhe
ida por MaxDiCut.Feige e Goemans [FG95℄ obtiverem uma 0;931-aproximação parao Max2Sat e uma 0;859-aproximação para o MaxDiCut. Karlo�e Zwi
k [KZ97℄ propuseram uma 0;875-aproximação para o problemaMax3Sat, análogo ao Max2Sat.Skutella [Sku98℄ apli
ou programação semide�nida a uma variante doproblema Es
alonamento, dis
utido na seção 2.1. Karger, Motwanie Sudan [KMS98℄ apresentaram uma (n1�3=(k+1) log1=2 n)-aproximaçãopara o problema de 
oloração de vérti
es em grafos 
om n vérti
es e nú-mero 
romáti
o é no máximo k. Vários outros trabalhos re
entes [AK98,BKRV98, CS98, CRW01, FJ97, GW01, Hal00, KG98, Sku99, Zwi99℄também usam programação semide�nida.De a
ordo 
om Alizadeh [Ali95℄, métodos de pontos interiores po-dem ser mais e�
ientes que o algoritmo dos elipsóides na resolução deprogramas semide�nidos. Mais informações sobre programação semide-
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ontradas no livro de Wolkowi
z, Saigal e Vanden-berghe [WSV00℄.



Capítulo 8InaproximabilidadePor que alguns problemas de otimização pare
em ser mais difí
eisde aproximar do que outros? Como podemos medir ou 
omprovar estesdiferentes graus de di�
uldade? O presente 
apítulo trata de questõesdesse tipo.Cook [Coo71℄ mostrou que a 
lasse NP 
ontém problemas 
ompletos,ou seja, problemas que são pelo menos tão difí
eis quanto qualquer ou-tro problema na 
lasse. Estes são os 
hamados problemas NP-
ompletos(apêndi
e E). Logo após, Karp [Kar72℄ apresentou uma grande 
ole-ção de problemas NP-
ompletos, que in
luía vários problemas de de
isão
orrespondentes a problemas de otimização 
ombinatória bem 
onhe
i-dos. É 
rença geral que não existem algoritmos polinomiais para resolverproblemas NP-
ompletos, ou seja, a
redita-se que P 6= NP.Assim 
omo problemas de de
isão são 
lassi�
ados 
onforme a sua di-�
uldade 
omputa
ional, problemas de otimização são 
lassi�
ados 
on-forme o seu grau de aproximabilidade por algoritmos polinomiais. Neste
apítulo são de�nidas as 
lasses PO, FPTAS, PTAS, APX e NPO deproblemas de otimização.Nos 
apítulos anteriores foram estudados diversos algoritmos deaproximação para vários problemas NP-difí
eis. Para nenhum dos pro-blemas estudados foi apresentada evidên
ia de que não existem algorit-mos 
om melhor razão de aproximação. Neste 
apítulo mostramos que,freqüentemente, a di�
uldade em se obter uma melhor razão de aproxi-mação está intrinse
amente ligada à questão �P 6= NP?�. Apresentamosresultados de inaproximabilidade que têm tipi
amente a seguinte forma:se existe uma �-aproximação polinomial para �, então P = NP,onde � é um problema de otimização. Um tal resultado indi
a que a87



88 Inaproximabilidadeexistên
ia de uma �-aproximação polinomial para � é improvável. Poroutro lado, apesar de não se a
reditar que este seja o 
aso, se P = NPentão, em parti
ular, existe um algoritmo exato polinomial para 
adaproblema tratado no presente texto e toda a dis
ussão sobre algoritmosde aproximação perde parte de seu sentido.8.1 Classes de problemas de otimizaçãoUm problema de otimização tem três ingredientes, a saber, um
onjunto de instân
ias, um 
onjunto Sol(I) de soluções viáveis de 
adaSol(I) instân
ia I e uma função val que asso
ia a 
ada instân
ia I e soluçãoS em Sol(I) um valor ra
ional não-negativo val(I; S). Se o problema éval(I; S) de minimização o objetivo é en
ontrar, para qualquer instân
ia dada,uma solução viável de valor mínimo. Se o problema é de maximizaçãoo objetivo é en
ontrar uma solução viável de valor máximo. Em suma,um problema de otimização � 
onsiste no seguinte:Problema �(I): Dada uma instân
ia I, en
ontrar S em Sol(I)que minimize (maximize) val(I; S).Uma solução ótima para um problema de otimização é uma soluçãoviável que maximize ou minimize, dependendo do 
aso, o valor da funçãoval. Denotamos por opt(I) o valor de uma solução ótima da instân
ia I.A 
lasse de problemas NPO, que é a extensão de NP a problemas deNPO otimização, é formada pelos problemas de otimização para os quais:� existe uma função polinomial p tal que hSi � p(hIi) para todainstân
ia I do problema e toda solução viável S de I;� existe um algoritmo polinomial que de
ide se uma dada palavra éuma representação válida de uma instân
ia do problema;� existe um algoritmo polinomial que de
ide se um dado objeto ésolução viável de uma dada instân
ia do problema;� existe um algoritmo polinomial que 
al
ula val(I; S), dados I e S.Denotamos pela sigla PO o 
onjunto dos problemas em NPO paraPO os quais existe um algoritmo exato polinomial. Esta é, portanto, umaextensão da 
lasse P a problemas de otimização. A 
lasse APX é for-APX mada pelos problemas em NPO para os quais existe uma �-aproximaçãopolinomial para alguma 
onstante �.



8.1 Classes de problemas de otimização 89Um esquema de aproximação (approximation s
heme) para umproblema de otimização é um algoritmo A que re
ebe um número ra
ionalpositivo " e uma instân
ia I e devolve uma solução viável A("; I) 
omum erro relativo de no máximo ", ou seja,(1� ") opt(I) � val(I;A("; I)) � (1 + ") opt(I) :No 
aso de problema de maximização, somente a desigualdade esquerdaé relevante; ela só faz sentido para " no intervalo (0; 1). Se o problemaé de minimização, somente a desigualdade direita interessa.1 Dizemosque A é um esquema de aproximação polinomial (polynomial-timeapproximation s
heme) se o algoritmo A("; �) é polinomial para todo "�xo. Ademais, quando a quantidade de tempo 
onsumida pelo algoritmoA é limitada por p(hIi; 1=") para alguma função polinomial p, então Aé esquema de aproximação plenamente polinomial (fully polynomial-time approximation s
heme). Para o problema da mo
hila (Mo
hila),tratado no 
apítulo 2, o algoritmo Mo
hila-IK" é um esquema de apro-ximação plenamente polinomial.2A 
lasse PTAS é 
omposta pelos problemas em NPO que possuem PTASum esquema de aproximação polinomial e a 
lasse FPTAS, pelos que FPTASadmitem um esquema de aproximação plenamente polinomial. Das de-�nições, segue imediatamente quePO � FPTAS � PTAS � APX � NPO :Como será observado na próxima seção, se alguma das in
lusões a
imanão for estrita, então P = NP. Por outro lado, se P = NP, entãoPO = NPO.Como pode ser veri�
ado, todos os problemas de otimização estu-dados ao longo do presente texto estão em NPO. Assim, os algoritmosde aproximação vistos distribuem esses problemas nas 
lasses de�nidasa
ima. Com ex
eção do teorema 8.2, todos os teoremas a seguir estão,essen
ialmente, demonstrados nos 
apítulos anteriores.Teorema 8.1 : O problema Mo
hila está em FPTAS. 2Teorema 8.2 (Ho
hbaum e Shmoys [HS88℄): O problema Es-
alonamento está em PTAS. 21 Se o problema é de maximização e " está �xo, temos uma (1� ")-aproximação.Se o problema é de minimização, temos uma (1 + ")-aproximação.2 A quantidade de tempo 
onsumida pelo algoritmo Mo
hila-IK" é propor
ionala n3=", onde n é o número de objetos.



90 InaproximabilidadeTeorema 8.3 : Os problemas Empa
otamento, MaxCut,MaxSat, MinCV, MinFS e TSPM estão em APX. 2Teorema 8.4 : Os problemas MinCC, MinMCut, MinTC eTSP estão em NPO. 28.2 NP-
ompletude e inaproximabilidadeNesta seção, mostramos que a di�
uldade em obter-se uma melhorrazão de aproximação para alguns problemas tratados ao longo do textoé herdada da teoria de NP-
ompletude e da 
lássi
a questão �P 6= NP?�.Teorema 8.5 : Se APX = NPO, então P = NP.Demonstração: Pelo teorema 8.4, o problema TSP está em NPO.Logo, é su�
iente mostrar o seguinte teorema de Sahni e Gonzalez [SG76℄:se o problema TSP está em APX, então P = NP.Seja A uma �-aproximação polinomial para o TSP, onde � é uma
onstante. Utilizando A, pode-se 
riar um algoritmo polinomial queresolve o problema do 
ir
uito hamiltoniano, denotado por PCH. O al-goritmo é o seguinte. Dado um grafo G, instân
ia arbitrária do PCH,
onstrua a instân
ia (K; 
) do TSP, onde K é o grafo 
ompleto 
om 
on-junto VG de vérti
es e 
usto 
e = 1 se a aresta e está em G e 
e = � jVGjse e não está em G. Uma solução viável da instân
ia (K; 
) do TSPé um 
ir
uito hamiltoniano em K e o valor da solução viável é o 
ustodo 
ir
uito. Aplique o algoritmo A à instân
ia (K; 
). A exe
ução doalgoritmo 
onsome uma quantidade de tempo limitada por uma funçãopolinomial de hGi.Se G é hamiltoniano então opt(K; 
) = jVGj e, se G não é hamiltoni-ano, então opt(K; 
) > � jVGj. Donde, val((K; 
); A(K; 
)) � � jVGj se esomente se G é hamiltoniano. A existên
ia de um tal algoritmo polino-mial mostra que PCH está em P. Como PCH é NP-
ompleto [Kar72℄,temos que P = NP. 2Teorema 8.6 : Se PTAS = APX, então P = NP.Demonstração: Pelo teorema 8.3, o problema Empa
otamento es-tá em APX. Portanto, basta provar que se o problema Empa
otamentoestá em PTAS, então P = NP.Seja A um esquema de aproximação polinomial para o problema
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ompletude e inaproximabilidade 91Empa
otamento. Utilizando o algoritmo3 A(1=3; �), pode-se projetarum algoritmo polinomial o problema da partição (partition).Problema Partição (n; v): Dados um inteiro positivo n e,para 
ada i em f1; : : : ; ng, um número vi em Q � , de
idir se existeuma partição fB1; B2g de f1; : : : ; ng tal que v(B1) = v(B2).O algoritmo polinomial para Partição é muito simples. Dada uma ins-tân
ia arbitrária (n; v) do problema, 
al
ule � := (Pi vi)=2. Podemossupor que � 6= 0 e que vi � � para todo i. Seja 
i := vi=� para 
a-da i. Utilize o algoritmo A(1=3; �) para resolver Empa
otamento(n; 
).Isso tudo 
onsome uma quantidade de tempo limitada por uma funçãopolinomial de hni+ hvi.Se a resposta a Partição(n; v) é sim então o valor ótimo opt(n; 
)de Empa
otamento(n; 
) é 2; 
aso 
ontrário é pelo menos 3. Comoval((n; 
); A(1=3; (n; 
))) é um número inteiro eval((n; 
); A(1=3; (n; 
))) � (1 + 1=3) opt(n; 
) = (4=3) opt(n; 
) ;a resposta do problema Partição(n; v) é sim se e somente seval((n; 
); A(1=3; (n; 
))) = 2. Logo, o algoritmo proposto resolve Par-tição em tempo polinomial. Como Partição é NP-
ompleto [Kar72℄,temos que P = NP. 2Se I é uma instân
ia de um problema, então Max(I) é de�nido 
o- Max(I)mo o maior número inteiro em valor absoluto que o
orre em I; de�naMax(I) := 0 se nenhum número inteiro o
orre em I (MaxSat é umexemplo em que isso o
orre). Estamos supondo que os números ra
io-nais são representados 
omo quo
iente entre dois números inteiros. As-sim, por exemplo, se o número 3=17 o
orre em I temos que Max(I) � 17.Teorema 8.7 (Garey e Johnson [GJ78℄): Seja � um problemade otimização NP-difí
il no sentido forte tal que val(I; S) é umnúmero inteiro não-negativo para toda instân
ia I e todo S emSol(I). Seja ainda p(n;m) uma função polinomial tal queopt(I) � p(hIi;Max(I))para toda instân
ia I de �. Se � está em FPTAS, então P = NP.3 Na prova, 1=3 pode ser substituído por qualquer ra
ional no intervalo (0; 1=2).



92 InaproximabilidadeDemonstração: Suponha que � é um problema de minimização (ar-gumentos simétri
os se apli
am a problemas de maximização) e seja Aum esquema de aproximação plenamente polinomial para �. Utilizan-do o esquema A, pode-se projetar um algoritmo pseudopolinomial pararesolver o problema �, provando assim que P = NP.Dada uma instân
ia I, 
ompute " := 1=(p(hIi;Max(I))+1) e apliqueo algoritmo A aos argumentos " e I. Em uma quantidade de tempolimitada por uma função polinomial em hIi e 1=", e portanto em tempopseudopolinomial, o algoritmo A devolve um elemento A("; I) em Sol(I)que satisfaz val(I;A("; I)) � (1 + ") opt(I) ; ou seja,val(I;A("; I)) � opt(I) � " opt(I)= opt(I)p(hIi;Max(I)) + 1< 1 ;para toda instân
ia I. Como val(I;A("; I)) e opt(I) são inteiros,val(I;A("; I)) = opt(I). Ou seja, o algoritmo pseudopolinomial projeta-do resolve � exatamente. Como � é NP-difí
il no sentido forte, temosque P = NP. 2No teorema 8.7, a hipótese dos valores das soluções viáveis seremnúmeros inteiros é apenas aparentemente restritiva. Todos os problemasformulados ao longo do texto envolvem números ra
ionais. Entretanto,
ada um desses problemas pode ser reformulado 
omo um problema emque os valores das soluções viáveis são números inteiros e que é polino-mialmente equivalente ao problema original. Mais ainda, um algoritmode aproximação para um dos problemas pode ser transformado em umalgoritmo de mesma razão de aproximação para o outro. Considere, porexemplo, a reformulação abaixo do problema Es
alonamento.Problema Es
alonamentoInt (m;n; t): Dados inteiros posi-tivos m e n e um tempo ti em Z� para 
ada i em f1; : : : ; ng,en
ontrar uma partição fM1; : : : ;Mmg de f1; : : : ; ng que mini-mize maxj t(Mj).Os problemas Es
alonamento e Es
alonamentoInt são polinomi-almente equivalentes. Ademais, uma �-aproximação polinomial para umdos problemas pode ser transformada em uma �-aproximação polinomi-al para o outro. Logo, pelo teorema 8.2, Es
alonamentoInt tambémestá em PTAS.



8.3 Completude para problemas de otimização 93As hipóteses prin
ipais do teorema 8.7 são que as soluções viáveisde � têm valor inteiro �não muito grande� e que � é NP-difí
il no sen-tido forte. Estas hipóteses se apli
am a vários problemas vistos nestetexto, tais 
omo, MaxSat, MaxCut, MinCV e o re
ém de�nido Es-
alonamentoInt, que estão em APX. Desta forma, se algum dessesproblemas admitir um esquema de aproximação plenamente polinomial,então P = NP. Como, em parti
ular, Es
alonamentoInt está emPTAS, então é improvável que existam esquemas de aproximação plena-mente polinomiais para todos os problemas em PTAS.Teorema 8.8 : Se FPTAS = PTAS, então P = NP. 2ComoMo
hila é um problema NP-difí
il que está em FPTAS, entãoé improvável que existam algoritmos polinomiais para todos os problemasem FPTAS.Teorema 8.9 : Se PO = FPTAS, então P = NP. 2Finalmente, o teorema a seguir mostra que, 
om ex
eção do teore-ma 8.7, vale a re
ípro
a de 
ada teorema visto nesta seção.Teorema 8.10 : Se P = NP, então PO = NPO. 2Uma prova do teorema 8.10 pode ser en
ontrada em Ausiello, Cres-
enzi, Gambosi, Kann, Mar
hetti-Spa

amela e Protasi [ACG+99℄.8.3 Completude para problemas de otimizaçãoInformalmente, problemas 
ompletos de uma 
erta 
lasse são aque-les pelo menos tão difí
eis quanto qualquer outro da 
lasse. Para a
lasse NP isto signi�
a que um algoritmo polinomial para um problemaNP-
ompleto pode ser transformado em um algoritmo polinomial pararesolver qualquer outro problema em NP. Portanto, se algum problemaNP-
ompleto está em P, então P = NP. O 
on
eito de 
ompletude podeser estendido para problemas de otimização. Da mesma maneira que foi
onveniente para a 
lasse NP utilizar uma redução que preserva polino-mialidade, para problemas de otimização é ne
essário um tipo de reduçãoque, além da polinomialidade, preserve também a razão de aproximação.Con
retamente, usaremos uma redução que preserva a existên
ia de umesquema de aproximação polinomial.Uma AP-redução de um problema de otimização � a um problema



94 Inaproximabilidadede otimização �0 é um terno (f; g; �) em que f e g são algoritmos e � éum número ra
ional positivo tais que:(AP1) f re
ebe um número ra
ional positivo Æ e uma instân
ia I de�, e devolve uma instân
ia f(Æ; I) de �0;(AP2) g re
ebe um número ra
ional positivo Æ, uma instân
ia I de � eum elemento S0 em Sol(f(Æ; I)), e devolve g(Æ; I; S0) em Sol(I);(AP3) para todo número ra
ional positivo Æ, os algoritmos f(Æ; �) eg(Æ; �; �) são polinomiais; e(AP4) para toda instân
ia I de �, todo número ra
ional positivo Æ, etodo S0 em Sol(f(Æ; I)), vale que se(1� Æ) opt(f(Æ; I)) � val(f(Æ; I); S0) � (1 + Æ) opt(f(Æ; I)) ;então (1� �Æ) opt(I) � val(I; g(Æ; I; S0)) � (1 + �Æ) opt(I) :Será usada a notação � �AP �0 para denotar a existên
ia de uma AP-�AP redução de � a �0. Dizemos que � pode ser AP-reduzido a �0 signi�-
ando que � �AP �0.Teorema 8.11 : Se �1 �AP �2 e �2 �AP �3, então �1 �AP�3. 2Teorema 8.12 : Se � está em NPO, �0 está em APX e � �AP�0, então � está em APX. 2O próximo teorema mostra que AP-redução preserva a existên
ia deum esquema de aproximação polinomial.Teorema 8.13 : Se � está em NPO, �0 está em PTAS e � �AP�0, então � está em PTAS.Demonstração: Seja A0 um esquema de aproximação polinomial para�0 e seja (f; g; �) uma AP-redução de � a �0. Utilizando o esquema A0 eos algoritmos f e g será 
riado um esquema de aproximação polinomialA para �. O algoritmo A abaixo re
ebe um número ra
ional positivo "e uma instân
ia I de � e devolve S em Sol(I) 
om erro relativo de nomáximo ".



8.3 Completude para problemas de otimização 95Algoritmo A ("; I)1 Æ  "=�2 I 0  f(Æ; I)3 S0  A0(Æ; I 0)4 S  g(Æ; I; S0)5 devolva S
PSfrag repla
ements I I 0S S0

f(Æ; I)
g(Æ; I; S0) A0(Æ; I 0)A("; I)

De (AP3) e do fato de A0 ser um esquema de aproximação polinomial,segue que, para todo ", o algoritmo A("; �) é polinomial. As propriedades(AP1) e (AP2) e a de�nição de esquema de aproximação garantem queI 0 é uma instân
ia de �0, que S0 está em Sol(I 0) = Sol(f(Æ; I)), que Sestá em Sol(I), e que(1� Æ) opt(I 0) � val(I 0; S0) = val(f(Æ; I); S0) � (1 + Æ) opt(f(Æ; I)) :Logo, de (AP4), tem-se que(1� ") opt(I) � val(I; S) � (1 + ") opt(I) ;já que � Æ = ". Em suma, A("; �) é um algoritmo polinomial que re
ebeuma instân
ia I de � e devolve uma solução viável A("; I) 
om errorelativo de no máximo ", 
omo desejado. Como � está em NPO, tem-seque � está em PTAS. 2Um problema � em APX é APX-
ompleto se 
ada problema emAPX pode ser AP-reduzido a �. O primeiro problema que se demonstrouser APX-
ompleto foi MaxSat.Teorema 8.14 (Papadimitriou e Yannakakis [PY91℄, Khanna,Motwani, Sudan e Vazirani [KMSV99℄): O problema MaxSaté APX-
ompleto. 2Um problema �, não ne
essariamente em APX, é APX-difí
il sea existên
ia de um esquema de aproximação polinomial para � impli-
a em P = NP. Assim, por exemplo, MaxSat é APX-difí
il, já que,pelos teorema 8.6 e 8.13, a existên
ia de um esquema de aproximaçãopolinomial para qualquer problema APX-
ompleto impli
a em P = NP.Note que, se PTAS 6= APX, então todo problema APX-
ompleto estáem APX n PTAS.Teorema 8.15 : Os problemas Empa
otamento, MaxCut,MaxSat, MinCC, MinCV, MinFS, MinMCut, MinTC,TSPM e TSP são APX-difí
eis. 2



96 InaproximabilidadeUm problema � em NPO é NPO-
ompleto se 
ada problema emNPO pode ser AP-reduzido a �. Observe que se APX 6= NPO, entãotodo problema NPO-
ompleto está em NPO n APX.Teorema 8.16 (Orponen e Mannila [OM87℄): O problemaTSP é NPO-
ompleto. 28.4 Limiares de aproximaçãoO limiar de aproximação (approximation threshold) de um pro-blema de minimização é o maior limitante inferior de todos os � para osquais existe uma �-aproximação polinomial para o problema. No 
aso deproblema de maximização tro
a-se, na de�nição a
ima, maior limitanteinferior por menor limitante superior.É 
laro que se P = NP então o limiar de aproximação de todo pro-blema em NPO é 1. Na tabela 8.1 são apresentadas, sob a hipótese deP 6= NP, delimitações para os limiares de aproximação de problemasabordados nesse texto.problema limiar de aproximaçãoMo
hila = 1 [IK75℄ (o problema está em FPTAS)Es
alonamento = 1 [HS88℄ (o problema está em PTAS)Empa
otamento � 3=2 [GJ79℄MaxCut � 16=17 [Hås97℄MaxSat � 7=8 [Hås97℄MinCV � 7=6 [Hås97℄TSPM � 131=130 [EK00℄MinCC (E; S; 
) > " log jEj, para alguma 
onstante " > 0 [RS97℄MinTC (E; S; 
) > " log jEj, para alguma 
onstante " > 0(equivalente ao MinCC [ADP80℄)TSP (G; 
) > f(hG; 
i), para toda função f 
omputávelem tempo polinomial [SG76℄Tabela 8.1: Limiares de aproximação de alguns problemas.Exer
í
ios8.1 Veri�que que os problemas Es
alonamento, Empa
otamento,MaxCut,MaxSat,Mo
hila,MinCC,MinCV,MinFS,MinM-Cut, MinTC, TSPM, e TSP estão em NPO.



Exer
í
ios 978.2 Prove que o problema Es
alonamento (m;n; t) 
om apenas duasmáquinas (ou seja, 
om m = 2) é NP-difí
il.8.3 Uma estrela é uma árvore em que no máximo um dos vérti
estem grau maior que 1. O problema MinMCut é NP-difí
il mesmoquando restrito a estrelas, ou seja, mesmo para instân
ias (G;S; 
)em que G é uma estrela. Des
reva uma redução do MinCV parao MinMCut em estrelas. O que se pode dizer sobre algoritmos deaproximação para estes dois problemas?8.4 Cada problema de otimização pode ser asso
iado de maneira naturala um problema de de
isão sobre o mesmo 
onjunto de instân
i-as. Se � é um problema de minimização, o problema de de
isãoasso
iado éProblema �D (I; 
): Dados uma instân
ia I e um nú- �Dmero ra
ional 
, de
idir se existe S em Sol(I) tal queval(I; S) � 
.Em 
aso de � ser um problema de maximização, basta tro
arval(I; S) � 
 por val(I; S) � 
 na de�nição de �D. Mostre quese � está em NPO, então �D pode ser reduzido a �.8.5 Asso
iado a 
ada problema de otimização � temos o seguinte pro-blema de valoração:Problema �V (I): Dada uma instân
ia I de �, 
al
ular �Vopt(I).Mostre que se � é um problema em NPO, então �V está em NPOe �V pode ser reduzido a �.8.6 Mostre que se � é um problema em NPO, então �D e �V são poli-nomialmente equivalentes [ACG+99℄.8.7 Seja � um problema de minimização em NPO tal que �D(�; 
) é NP-
ompleto para algum 
 �xo. Mostre que se existe uma ((
 +1)=
)-aproximação polinomial para �, então P = NP. Baseado neste fato,o que se pode dizer sobre o problema Empa
otamento?8.8 Mostre que os problemas Empa
otamento e Empa
otamen-toInt, de�nido a seguir, são polinomialmente equivalentes e queuma �-aproximação polinomial para um deles pode ser transforma-da em uma �-aproximação polinomial para o outro.Problema Empa
otamentoInt (
; n; v): Dados inteiros
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 e n e, para 
ada i em f1; : : : ; ng, um núme-ro inteiro vi em f0; : : : ; 
g, en
ontrar uma partição B def1; : : : ; ng tal que v(B) � 
 para todo B em B e jBj sejamínimo.8.9 Mostre que os problemas Es
alonamento e Es
alonamen-toInt são polinomialmente equivalentes e que uma �-aproximaçãopolinomial para um dos problemas pode ser transformada em uma�-aproximação polinomial para o outro.8.10 Veri�que que os problemas Empa
otamentoInt, Es
alonamen-toInt, MaxSat, MaxCut e MinCV satisfazem as hipóteses doteorema 8.7.8.11 Prove o teorema 8.11.8.12 Prove o teorema 8.12.8.13 Mostre que se existe uma f(hG; 
i)-aproximação polinomial para oTSP(G; 
), então P = NP, onde f é uma função 
omputável emtempo polinomial.Notas bibliográ�
asA apresentação deste 
apítulo baseou-se nos livros de Ausiello etal. [ACP95℄ e de Papadimitriou [Pap94℄, bem 
omo no texto de Ste-ger [Ste01℄ e no livro de Garey e Johnson [GJ75℄.Logo após a de�nição das 
lasses P e NP, já se sabia que a obtençãode aproximações para 
ertos problemas de otimização é tão difí
il quantoa obtenção da solução exata [GJ79℄:se, para alguma 
onstante �, existe um algoritmo polinomial Atal que opt(I) � val(I;A(I)) � � para toda instân
ia I do pro-blema Mo
hila, então P = NP.Considerando as 
lasses de 
omplexidade de�nidas neste 
apítulo, o te-orema a
ima mostra que o melhor que se pode a�rmar do problemaMo
hila é que ele está em FPTAS, já que é improvável que o problemaesteja em PO.Como vimos, usando de�nições que surgiram posteriormente, o teo-rema de Sahni e Gonzalez [SG76℄ p�de ser es
rito na demonstração doteorema 8.5 
omo: se TSP está em APX, então P = NP.



Notas bibliográfi
as 99Para outros problemas, resultados similares apare
eram de formaisolada, indi
ando a impossibilidade de 
ertas aproximações. Papadi-mitriou e Yannakakis [PY91℄ de�niram duas 
lasses de problemas deotimização: as 
lasses MAXNP e MAXSNP. Eles de�niram a 
hamada MAXNPMAXSNPL-redução entre problemas de otimização e provaram a existên
ia de pro-blemas 
ompletos para a 
lasse MAXSNP. A 
ara
terísti
a dessas 
lassesé que se existir um esquema de aproximação polinomial para um pro-blema 
ompleto de uma das 
lasses, esse algoritmo pode ser adaptadopara obter um esquema de aproximação polinomial para todos os outrosproblemas nessa 
lasse. Como 
orolário dos resultados relativos a provasveri�
áveis probabilisti
amente, Arora, Lund, Motwani, Sudan e Sze-gedy [ALM+92℄ mostraram que se os problemas 
ompletos para a 
lasseMAXSNP podem ser arbitrariamente aproximados, então P = NP. Hou-gardy, Prömel e Steger [HPS94℄, Kohayakawa e Soares [KS95℄, e Mayr,Prömel e Steger [MPS98℄ apresentaram um tratamento formal de pro-vas veri�
áveis probabilisti
amente e resultados de inaproximabilidadederivados de tais provas.Mais re
entemente, Ausiello, Cres
enzi e Protasi [ACP95℄ de�niramde forma diferente 
lasses de problemas de otimização e respe
tivas redu-ções que se mostraram, de alguma forma, equivalentes às men
ionadasa
ima [KMSV99℄. Essas de�nições são as usadas no presente texto.É sabido que o problema MinMCut é APX-dí�
il [DJP+94℄; en-tretanto, não se sabe se ele é APX-
ompleto, ou seja, não se sabe seMinMCut está em APX.Papadimitriou e Vempala [PV00℄ anun
iaram re
entemente que, soba hipótese de P 6= NP, o limiar de aproximação do TSPM não é inferiora 129=128.Um 
ompêndio de problemas de otimização, 
om indi
ação da 
lassede 
omplexidade a que perten
em, pode ser en
ontrado em Cres
enzi eKann [CK00℄. Este 
ompêndio faz parte do livro de Ausiello, Cres
enzi,Gambosi, Kann, Mar
hetti-Spa

amela e Protasi [ACG+99℄.
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Apêndi
e ATeoria dos GrafosEste apêndi
e é um resumo da terminologia e notação bási
as dateoria dos grafos. A notação é 
onsistente 
om a de textos 
lássi-
os [BM76, Die00℄ sobre o assunto.Um grafo é um par (V;E), onde V é um 
onjunto �nito arbitrárioe E um 
onjunto de pares não-ordenados1 de elementos de V . Os ele-mentos de V são 
hamados vérti
es e os de E são arestas (edges). Sevw é uma aresta, os vérti
es v e w são os extremos da aresta. Doisvérti
es v e w de um grafo são adja
entes se existe uma aresta 
omextremos v e w. Se 
ada vérti
e é adja
ente a todos os outros, então ografo é 
ompleto.O 
onjunto de vérti
es de um grafo G é denotado por VG e o 
onjunto VGde arestas por EG. Se G é 
ompleto, então jEGj = 12n(n � 1), onde EGn := jVGj. O tamanho (veja apêndi
e E) de um grafo G é o númerohGi := jVGj+ jEGj. hGiCortes e grausPara qualquer 
onjunto X de vérti
es de um grafo G, denotamospor ÆG(X), ou simplesmente por Æ(X), o 
onjunto de todas as arestas Æ(X)que têm um extremo em X e outro em VG n X. Um 
orte (
ut) équalquer 
onjunto da forma Æ(X), onde X é um sub
onjunto de VG.Um 
onjunto X de vérti
es separa um vérti
e x de outro y se x 2 Xenquanto y 2 VG n X. Nessas 
ondições, dizemos também que o 
orteÆ(X) separa x de y.1 Um par não-ordenado é um 
onjunto 
om exatamente dois elementos. Um parnão-ordenado 
omo fv; wg é denotado, indiferentemente, por vw ou wv.101



102 Teoria dos GrafosSe v é um vérti
e, es
revemos Æ(v) no lugar de Æ(fvg). O númerojÆ(v)j é o grau de v. A soma dos graus de todos os vérti
es de um grafoé igual ao dobro do número de arestas: Pv2VG jÆ(v)j = 2jEGj.Um vérti
e é isolado se tem grau 0. O grau máximo em G é onúmero �(G) := maxv jÆ(v)j.� SubgrafosUm grafo H é subgrafo de um grafo G se VH � VG e EH � EG. Seuma das in
lusões é própria, H é subgrafo próprio de G. Se VH = VG,dizemos que H é um subgrafo gerador (spanning subgraph) de G.Para qualquer 
onjunto F de arestas de G, denotamos por G� F oG� F subgrafo gerador de G 
ujo 
onjunto de arestas é EG n F . Se F = ffg,podemos es
rever G� f .Dizemos que H é um subgrafo induzido de G se EH é o 
onjuntode todas as arestas de G que têm ambos os extremos em VH . O subgrafoinduzido de G que tem X por 
onjunto de vérti
es é denotado por G[X℄.G[X℄ Para qualquer sub
onjunto Y de VG, denotamos por G � Y o grafoG� Y G[VG n Y ℄. Se Y = fyg, podemos es
rever G� y.O subgrafo de G induzido por um sub
onjunto F de EG é o grafo(V (F ); F ), onde V (F ) é o 
onjunto de todos os vérti
es que são extremode algum elemento de F . Podemos denotar esse subgrafo por G[F ℄.G[F ℄ Se F é um 
onjunto de pares não-ordenados de elementos de VG,denotamos por G+F o grafo (VG; EG [F ) de G. Se F = ffg, podemosG+ F es
rever G+ f .Passeios, 
i
los, 
aminhos e 
ir
uitosUm passeio (walk) é uma seqüên
ia (v0; e1; v1; e2; v2; : : : ; ek; vk) emque v0; : : : ; vk são vérti
es e 
ada ei é uma aresta 
om extremos vi�1e vi. Dizemos que v0 é a origem e que vk é o término do passeio. Parasimpli�
ar, podemos omitir as arestas e representar um passeio por suaseqüên
ia de vérti
es, (v0; v1; : : : ; vk). O passeio é fe
hado se vk = v0 eaberto em 
aso 
ontrário.Uma trilha é um passeio 
ujas arestas são distintas duas a duas, ouseja, um passeio sem arestas repetidas. Um 
aminho (path) é um passeio
ujos vérti
es são distintos dois a dois, ou seja, um passeio sem vérti
esrepetidos. A origem e o término do 
aminho são os seus extremos.Um 
i
lo (
y
le) é uma trilha fe
hada 
om pelo menos três arestas.



103Um 
ir
uito é um 
i
lo (v0; v1; : : : ; vk) tal que vi 6= vj sempre que i < j,ex
eto se i = 0 e j = k.Um passeio é gerador se 
ontém todos os vérti
es do grafo. É 
laroque a de�nição se apli
a, em parti
ular, a trilhas, 
aminhos, 
i
los e
ir
uitos. Um 
aminho gerador é também 
onhe
ido 
omo 
aminhohamiltoniano. Analogamente, um 
ir
uito gerador é 
onhe
ido 
omo
ir
uito hamiltoniano.O 
onjunto de arestas de um 
aminho ou 
ir
uito C é denotadopor EC . O 
omprimento de um 
aminho ou 
ir
uito C é jEC j, ou seja, ECo número de arestas de C.Conexão e 
omponentesUm grafo é 
onexo se, para todo par (v; w) de seus vérti
es, existeum passeio 
om origem v e término w. É 
laro que um grafo G é 
onexose e somente se ÆG(X) 6= ; para todo sub
onjunto não vazio e próprio Xde VG.Um 
omponente de um grafo G é qualquer subgrafo 
onexo ma-ximal2 de G. Às vezes 
onvém 
onfundir um 
omponente 
om o seu
onjunto de vérti
es.Florestas e árvoresUma �oresta é um grafo sem 
i
los. Se F é uma �oresta, entãojEF j = jVF j � 
(F ), onde 
(F ) é o número de 
omponentes de F .Uma árvore (tree) é uma �oresta 
onexa. Portanto, 
ada 
omponen-te de uma �oresta é uma árvore. Se T é uma árvore, então jET j = jVT j�1.Para qualquer par (x; y) de vérti
es em uma árvore, existe um e um só
aminho de x a y.Uma �oresta geradora de um grafo G é qualquer subgrafo geradorde G que seja uma �oresta, isto é, qualquer �oresta F tal que VF = VGe EF � EG. Uma árvore geradora (spanning tree) de um grafo G équalquer subgrafo gerador de G que seja uma árvore. Todo grafo 
onexotem uma árvore geradora.2 Um subgrafo H de G é maximal 
om relação a uma dada propriedade se Hnão é subgrafo próprio de um outro subgrafo H 0 de G que tenha a propriedade emquestão. Subgrafos minimais são de�nidos de maneira análoga.



104 Teoria dos GrafosGrafos bipartidosUma biparti
ão de um grafo G é qualquer partição fX;Y g de VGtal que Æ(X) = EG. Um grafo admite uma bipartição se e somente senão tem 
ir
uito de 
omprimento ímpar [BM76℄. Um grafo bipartido(bipartite graph) é um grafo munido de uma bipartição.Grafos planaresUm grafo é planar se for isomorfo a um mapa. Mais pre
isamente,um grafo G é planar se existe um mapa (V;E) e uma bijeção de  de VGem V tal que, para todo par (v; w) de vérti
es de G, tem-se vw 2 EG see somente se algum elemento de E tem extremos  (v) e  (w).Ummapa é um par (V;E) onde (1) V é um 
onjunto �nito de pontosdo plano, (2) todo elemento de E é um ar
o entre dois elementos de V ,(3) elementos diferentes de E têm diferentes 
onjuntos de extremos, (4) ointerior de um elemento de E não 
ontém elementos de V nem pontosque pertençam a outro elemento de E.Um ar
o é a união de um número �nito de segmentos de reta noplano que seja homeomorfa ao intervalo fe
hado [0; 1℄ da reta; as imagensde 0 e 1 sob esse homeomor�smo são os extremos do ar
o.MultigrafosÀs vezes, 
onvém admitir a existên
ia de arestas múltiplas em umgrafo, ou seja, a existên
ia de várias �
ópias� de uma mesma aresta. Di-zemos nesse 
aso que temos um multigrafo. Mais expli
itamente, ummultigrafo 
onsiste em um 
onjunto �nito V e um multi
onjunto3 E depares não-ordenados de elementos de V . A terminologia e notação de�ni-das para grafos se estendem aos multigrafos 
om as devidas adaptações.Assim, por exemplo, o grau de um vérti
e é a somas das multipli
idadesdas arestas que nele in
idem. Outro exemplo: 
i
los e 
ir
uitos podemter apenas duas arestas (mas não menos que isso).Custos e pesosSuponha que 
 é uma função que asso
ia um número 
e a 
ada arestae de um grafo. Para qualquer 
onjunto F de arestas do grafo, denotamos3 Um multi
onjunto pode ter mais de uma 
ópia de 
ada um de seus elementos; onúmero de 
ópias é a multipli
idade do elemento.



105por 
(F ) a soma dos 
f para f em F : 
( )
(F ) :=Pf2F 
f :Se F = ;, então 
(F ) = 0. Se H é um subgrafo do grafo em questão,de�nimos 
(H) 
omo 
(EH ). Se 
e é interpretado 
omo 
usto da aresta e,dizemos que 
(F ) é o 
usto de F e 
(H) o 
usto de H. Algo análogoa
onte
e quando 
e é interpretado 
omo peso da aresta e.
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Apêndi
e BVetores e MatrizesUm vetor é uma função que leva um 
onjunto �nito arbitrário � o
onjunto de índi
es � em um 
onjunto de números reais. Se o 
onjuntode índi
es de um vetor x é N , dizemos que x está de�nido sobre N oué indexado por N . Se x é um vetor sobre um 
onjunto N e j é umelemento de N então xj denota o 
omponente j de x, isto é, o valor dafunção x em j. Se Q é um sub
onjunto de N então xQ denota a restrição xQde x a Q, ou seja, o vetor 
ujo 
omponente q é xq para 
ada q em Q.Se todos os 
omponentes são números ra
ionais, dizemos que o vetoré ra
ional. Se forem todos inteiros, dizemos que o vetor é inteiro. Comonossos interesses são 
omputa
ionais, quase todos os vetores do textosão ra
ionais (a ex
eção �
a no 
apítulo 7, que trata de programaçãosemide�nida).Um vetor x é nulo se xj = 0 para 
ada índi
e j; o vetor nulo serádenotado por 0 qualquer que seja o seu 
onjunto de índi
es. Se x e ysão vetores sobre um mesmo 
onjunto de índi
es e xj � yj para 
ada j,dizemos que x � y. A relação � é de�nida de modo análogo. x � yx � 0O vetor 
ara
terísti
o de um sub
onjunto P de N é um vetor xsobre N tal que xi = 1 se i 2 P e xi = 0 em 
aso 
ontrário.MatrizesUma matriz é uma função que leva o produto 
artesiano de dois
onjuntos �nitos em um 
onjunto de números reais. Se uma matriz Atem domínio M �N , dizemos que M é o 
onjunto de índi
es de linhas eN o 
onjunto de índi
es de 
olunas de A. Dizemos também que A é umamatriz sobre M �N ou indexada por M �N . Se i e j são elementos deM e N , respe
tivamente, então Aij denota o 
omponente (i; j) de A, ou107



108 Vetores e Matrizesseja, o valor de A em (i; j).Uma linha de A é um vetor sobre N : a linha i de A é o vetor 
ujo
omponente j é Aij para 
ada j em N . A 
oluna j de A é de�nidaanalogamente. A 
oluna j de A será denotada por AMj ou A?j e a linhaA?j i por AiN ou Ai?.Ai? Se P e Q são sub
onjuntos deM e N , respe
tivamente, então APQ éAPQ a restrição de A a P �Q, ou seja, a matriz sobre P �Q 
ujo 
omponente(p; q) vale Apq para 
ada p em P e 
ada q em Q.Dizemos que a matriz é ra
ional se todos os seus 
omponentes sãora
ionais e inteira se todos os seus 
omponentes são inteiros.A transposta de uma matriz A sobre M �N é a matriz A> sobreA> N �M de�nida por A>ij = Aji. Portanto, a linha i de A> é a 
oluna ide A. É 
laro que a transposta de A> é A. Uma matriz A é simétri
ase A> = A.Uma matriz é quadrada se seus 
onjuntos de índi
es de linhas e
olunas são iguais. É 
laro que toda matriz simétri
a é quadrada. Umamatriz D é diagonal se for quadrada e se Dij = 0 sempre que i 6= j. Éevidente que toda matriz diagonal é simétri
a.Uma matriz identidade é uma matriz diagonal I tal que Iii = 1para 
ada i. Matrizes identidade são denotadas por I, quaisquer queI sejam seus 
onjuntos de índi
es.ProdutosPara quaisquer vetores x e y sobre um mesmo 
onjunto N , o produto(interno) de x por y é o númeroxy := Pj2N xjyj :É óbvio que xy = yx. Por exemplo, se y é o vetor 
ara
terísti
o de umsub
onjunto Q de N , então xy é a soma Pq2Q xq, que 
onven
ionamosdenotar por x(Q).Suponha agora que A é uma matriz sobre M �N . O produto de Apor um vetor x sobre N é o vetor Axsobre M 
ujo 
omponente i é o produto da linha i de A por x, ou seja,o número Pj Aijxj . O produto de um vetor y sobre M por A é o vetoryA
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ujo 
omponente j é o número Pi yiAij . Em suma, (Ax)i = Pj Aijxje (yA)j =Pi yiAij , ou seja, yA é uma 
ombinação linear das linhas deA enquanto Ax é uma 
ombinação linear das 
olunas de A.É evidente que yA = A>y. É menos evidente, mas não menos ver-dadeira, a propriedade asso
iativa y (Ax) = (yA)x, ou seja, a inversãoda ordem das somas:Pi yi(Pj Aijxj) =Pj (Pi yiAij)xj :Para qualquer matriz A sobre L�M e qualquer matriz B sobreM�N , o produto de A por B é a matrizABsobre L � N 
ujo 
omponente (i; k) é o produto de vetores Ai?B?k. Éevidente que (AB)> = B>A>. É menos evidente que (AB)C = A(BC),desde que 
ada produto faça sentido.Uma matriz quadrada A é inversível se existe uma matriz B talque AB = BA = I. Uma tal matriz B é inversa de A.Normas e tamanhosDenotamos por kxk a norma do vetor x. Assim, kxk := pxx. kxkEsse número pode ser interpretado 
omo o 
omprimento geométri
o dovetor x.O tamanho de um número inteiro é o número de 
ara
teres (diga-mos dígitos de
imais) na representação do número (veja apêndi
e E). Otamanho de um número inteiro � é denotado por h�i. O tamanho de h�ium número ra
ional 
om numerador � e denominador � é a soma dostamanhos de � e �. O tamanho de �=� é denotado por h�=�i. h�=�iO tamanho de um vetor ou matriz ra
ionais é a soma dos tamanhosde seus 
omponentes. É 
laro que o tamanho de uma matriz não é inferiorao número de 
omponentes da matriz. O tamanho de uma matriz A édenotado por hAi. hAiO tamanho de um 
onjunto de vetores e matrizes ra
ionais é asoma dos tamanhos dos elementos do 
onjunto. Assim, o tamanho deum sistema (A; b; 
) é hAi+ hbi+ h
i.Essas de�nições de tamanho são 
asos parti
ulares do 
on
eito geralde tamanho a que se refere a seção 1.2 e o apêndi
e E.



110 Vetores e MatrizesMatrizes positivas semide�nidasA 
ara
terização de matrizes positivas semide�nidas que des
revemosa seguir é usada no 
apítulo 7.Uma matriz quadrada X é positiva semide�nida se existe umamatriz quadrada Y tal que X = Y Y > :É 
laro que toda matriz positiva semide�nida é simétri
a. O seguintelema 
ara
teriza tais matrizes.Lema B.1 : Para toda matriz simétri
a X vale uma e apenasuma das seguintes alternativas: existe uma matriz quadrada Ytal que X = Y Y > ou existe um vetor y tal que yXy < 0.A prova do lema depende de alguns 
on
eitos que passamos a de�nir.Uma matriz quadrada é elementar se 
oin
ide 
om a identidade nadiagonal e em todas as 
olunas, ex
eto talvez uma. Mais pre
isamente,uma matriz E indexada por M �M é elementar se existe m em M talque Emm = 1 e E?j = I?j para 
ada j distinto de m. Toda matrizelementar E é inversível e sua inversa, digamos H, também é elementar:Hmm = 1 e Him = �Eim para 
ada i distinto de m e H?j = I?j para
ada j distinto de m.Um produto de matrizes elementares é qualquer matriz da for-ma E(1) � � � E(p), onde 
ada E(i) é uma matriz elementar indexada porM �M . Se H(i) é a inversa de E(i) para 
ada i então o produto dematrizes elementares H(p) � � � H(1) é a inversa de E(1) � � � E(p).Demonstração de B.1: A prova de que apenas uma das alternativasvale é simples: se X = Y Y > entãoyXy = y(Y Y >)y = (yY )(Y >y) = (yY )(yY ) � 0 :Para provar que uma das alternativas vale, vamos des
rever um algoritmoque re
ebe qualquer matriz simétri
a X e devolve uma matriz real Y talque X = Y Y > ou um vetor y tal que yXy < 0.Para qualquer matriz simétri
a X indexada por M �M e qualquerm em M tal que Xmm 6= 0, é fá
il determinar uma matriz elementar Etal que a matriz simétri
a Z := EXE> tem a seguinte estrutura:Zmm = Xmm e Zmj = Zjm = 0



111P M n P�2 0 0 0 0 0P 0 0 0 0 0 00 0 3 0 0 00 0 0 0M n P 0 0 0 00 0 0 0Figura B.1: Estrutura da matriz Z.para 
ada j distinto de m. Basta tomar 
omo E a matriz elementarde�nida por Emm = 1, Eim = �Xim=Xmm para 
ada i distinto de m eE?j = I?j para 
ada j distinto de m.Segue daí que para qualquer matriz simétri
a X indexada porM�Mexiste um produto F de matrizes elementares tal que a matriz simétri
aZ := FXF>tem a seguinte estrutura: existe um sub
onjunto P de M tal que ZPP éuma matriz diagonal, ZP;MnP = 0 e, para 
ada m em M n P , Zmm = 0mas Zm? 6= 0. (Veja �gura B.1.)Se P = M e Zpp � 0 para 
ada p em P então Z é diagonal eX = GZG>, onde G é a inversa de F . Portanto,X = Y Y > ;onde Y = G _Z e _Z é a matriz diagonal de�nida por _Zpp = pZpp.Suponha agora que Zmm < 0 para algum m em M . Seja u o ve-tor de�nido por um = 1 e ui = 0 para 
ada i distinto de m. Então(uF )X (uF ) = u(F XF>)u = uZu = Zmm < 0. Em suma,yXy < 0 ;para y = uF . Finalmente, suponha que P 6= M e seja m um elementode M n P . Então Zmm = 0 mas Zmj 6= 0 para algum j. Seja u ovetor de�nido da seguinte maneira: uj = 1, ui = 0 para i distintode m e j e um é es
olhido de modo que 2umZmj + Zjj < 0. Então(uF )X (uF ) = uZu < 0 e portantoyXy < 0 ;para y = uF . 2



112 Vetores e MatrizesConvém observar que a matriz Y no lema B.1 poderá não ser ra
ionalmesmo que a matriz X seja ra
ional.
Algoritmo PosSemidef (X)1 Z  X2 F  G I3 para m de 1 a n faça4 se Zmm 6= 05 então E  H  I6 para i de 1 a n faça Eim  �Zim=Zmm7 para i de 1 a n faça Him  �Eim8 Emm  Hmm  19 Z  EZE>10 F  EF11 G GH � F G = GF = I12 para m de 1 a n faça13 se Zmm < 014 então u 015 um  116 devolva uF17 se Zmm = 018 então j  119 enquanto j � n e Zmj = 0 faça j  j + 120 se j � n21 então u 022 uj  123 um  �Zjj=2Zmj24 se Zmj > 025 então um  um � 126 senão um  um + 127 devolva uF28 para i de 1 a n faça Zii  pZii29 devolva GZFigura B.2: O algoritmo PosSemidef re
ebe uma matriz quadradaX indexada por f1; : : : ; ng � f1; : : : ; ng e devolve uma matriz quadradaY tal que X = Y Y > ou um vetor y tal que yXy < 0. Se a matrizX é ra
ional, o vetor y é ra
ional e a matriz Y é ra
ional ex
eto pelaraiz quadrada na linha 28. Nessas 
ondições, o 
onsumo de tempo doalgoritmo é polinomial, ex
eto pela raiz quadrada.



Apêndi
e CProgramação LinearEste apêndi
e é um resumo da terminologia e de alguns fatos bási-
os de programação linear [Pad99, Chv83, S
h86, Feo01℄. Veja nossas
onvenções de notação no apêndi
e B.Problema de programação linearUm problema de programação linear, ou programa linear, ousimplesmente pl, 
onsiste no seguinte: Dada uma matriz A indexadapor M � N , um vetor b indexado por M , um vetor 
 indexado por Ne partições1 fM1;M2;M3g e fN1; N2; N3g de M e N respe
tivamente,en
ontrar um vetor x indexado por N queminimize 
xsob as restrições (Ax)i � bi para 
ada i em M1 ;(Ax)i = bi para 
ada i em M2 ;(Ax)i � bi para 
ada i em M3 ;xj � 0 para 
ada j em N1 ;xj � 0 para 
ada j em N3 : (C.1)Usaremos a abreviatura P(A; b; 
) para denotar esse pl; a seqüên
ia de P(A; b; 
)
onjuntos M1;M2;M3; N1; N2; N3 �
a subentendida nessa notação. Em-bora o pl tenha sido formulado 
omo um problema de minimização, nossade�nição in
lui, impli
itamente, problemas de maximização, uma vez queminimizar 
x é o mesmo que maximizar �
x.1 Ao 
ontrário da de�nição usual, qualquer das partes de nossas partições podeser vazia. 113



114 Programação LinearA tradição impõe uma terminologia que, infelizmente, desrespeita osigni�
ado da palavra �solução�. Assim, uma solução viável (feasiblesolution) do problema é qualquer vetor x que satisfaz as restrições; euma solução ótima é qualquer solução viável x que minimize 
x.O 
onjunto de todas as soluções viáveis do problema P(A; b; 
) serádenotado por X(A; b). Se X(A; b) é vazio, dizemos que o problema éX(A; b) inviável (infeasible). Caso 
ontrário, o problema é viável (feasible).Dizemos que o problema é limitado (bounded) se existe um número !tal que 
x � ! para todo x em X(A; b); 
aso 
ontrário, o problema éilimitado (unbounded). É 
laro que problemas inviáveis e ilimitados nãotêm solução ótima.DualidadeHá uma importante relação de dualidade entre pls. O dual do plP(A; b; 
) é o pl P(�A>;�
;�b), onde A> é a transposta de A e os
onjuntos de índi
es são N1; N2; N3;M1;M2;M3. É 
laro que esse pltambém pode ser es
rito assim: en
ontrar um vetor y indexado por Mque maximize ybsob as restrições (yA)j � 
j para 
ada j em N1 ;(yA)j = 
j para 
ada j em N2 ;(yA)j � 
j para 
ada j em N3 ;yi � 0 para 
ada i em M1 ;yi � 0 para 
ada i em M3 : (C.2)Convém usar uma notação espe
í�
a para o dual: o pl (C.2) será deno-D(A; 
; b) tado por D(A; 
; b) e seu 
onjunto de soluções viáveis por Y (A; 
).Y (A; 
) Em dis
ussões sobre um par dual de pls, é 
omum dizer que umdeles � digamos (C.1) � é �o primal� e o outro � digamos (C.2) �é �o dual�. Adotada essa 
onvenção, 
ada 
omponente de um vetor xindexado por N é uma �variável primal� e 
ada 
omponente de um vetory indexado por M é uma �variável dual�.Problemas 
an�ni
osSe M1 = M e N1 = N , o problema P(A; b; 
) se reduz a en
ontrarum vetor x que minimize 
xsob as restrições Ax � b ;x � 0 : (C.3)



115Diz-se, às vezes, que esse é o pl 
an�ni
o primal, pois qualquer pl éequivalente a um pl que tem essa forma, e portanto qualquer algoritmoque resolva o pl 
an�ni
o primal poderia ser usado para resolver um pl ar-bitrário. É 
laro que poderíamos enun
iar (C.3), sem notação matri
ial,dizendo minimize Pj 
jxjsob as restrições Pj Aijxj � bi para 
ada i ;xj � 0 para 
ada j :O dual do pl (C.3) 
onsiste em en
ontrar um vetor y quemaximize ybsob as restrições yA � 
 ;y � 0 : (C.4)Pode-se dizer que esse é o pl 
an�ni
o dual.Lema da dualidadeHá uma relação fundamental entre as soluções viáveis de um pl e assoluções viáveis de seu dual.Lema C.1 (da dualidade): Para todo x em X(A; b) e todo y emY (A; 
) tem-se 
x � yb.Demonstração: Se M1 = M e N1 = N então as restrições de (C.3)e (C.4) garantem as desigualdades 
x � (yA)x = y (Ax) � yb. A pri-meira vale porque 
 � yA e x � 0; a última, porque y � 0 e Ax � b. Ademonstração do 
aso geral é 
on
eitualmente análoga mas tipogra�
a-mente indigesta: em virtude das restrições de (C.1) e (C.2),
x = 
N1 xN1 + 
N2 xN2 + 
N3 xN3� (yA)N1 xN1 + (yA)N2 xN2 + (yA)N3 xN3= (yM1AM1N1 + yM2AM2N1 + yM3AM3N1)xN1 +(yM1AM1N2 + yM2AM2N2 + yM3AM3N2)xN2 +(yM1AM1N3 + yM2AM2N3 + yM3AM3N3)xN3= yM1 (AM1N1 xN1 +AM1N2xN2 +AM1N3xN3) +yM2 (AM2N1 xN1 +AM2N2xN2 +AM2N3xN3) +yM3 (AM3N1 xN1 +AM3N2xN2 +AM3N3xN3)= yM1 (Ax)M1 + yM2 (Ax)M2 + yM3 (Ax)M3



116 Programação Linear� yM1 bM1 + yM2 bM2 + yM3 bM3= yb ;onde AM1N1 , por exemplo, denota a restrição de A a M1 �N1. 2O lema é às vezes 
hamado, um tanto pomposamente, de teoremafra
o da dualidade. Ele leva à seguinte observação, óbvia mas impor-tante: para tornar evidente que um 
erto vetor x em X(A; b) é soluçãoótima do problema P(A; b; 
), basta exibir um vetor y em Y (A; 
) tal que
x = yb :Com isso, estaremos mostrando também que y é solução ótima do pro-blema D(A; 
; b). Eis outra 
onseqüên
ia do lema C.1: para mostrar queo problema P(A; b; 
) é limitado, basta exibir um elemento de Y (A; 
).Folgas 
omplementaresA demonstração do lema C.1 sugere o seguinte 
on
eito. Dois vetoresx e y, indexados por M e N respe
tivamente, têm folgas 
omplemen-tares (
omplementary sla
kness) se, para 
ada j em N1 [N3, temosxj = 0 ou (yA)j = 
j (C.5)e, para 
ada i em M1 [M3, temosyi = 0 ou (Ax)i = bi : (C.6)Há quem diga que (C.5) dá as �
ondições de folgas 
omplementares pri-mais� e (C.6) as de �folgas 
omplementares duais�.Lema C.2 (das folgas 
omplementares): Para todo x emX(A; b) e todo y em Y (A; 
), tem-se 
x = yb se e somente se asfolgas de x e y são 
omplementares.Demonstração: A demonstração do lema C.1 deixa 
laro que 
x = ybse e somente se 
x = (yA)x e y (Ax) = yb. Mas 
x = (yA)x equivalea (C.5) e y (Ax) = yb equivale a (C.6). 2Teorema da dualidadeO teorema da dualidade dá as 
ondições em que um pl tem soluçãoótima e garante que as soluções ótimas do pl e de seu dual têm o mesmovalor:



117Teorema C.3 (da dualidade): Para qualquer sistema (A; b; 
),se o problema P(A; b; 
) é viável e limitado então tem solução óti-ma; mais espe
i�
amente, existem x em X(A; b) e y em Y (A; 
)tais que 
x = yb. Se A, b e 
 forem ra
ionais então podemossupor que x e y também são ra
ionais.Esse teorema, também 
onhe
ido 
omo teorema forte da dualidade,pode ser resumido da seguinte maneira: a menos que os dois pls sejaminviáveis, minx 
x = maxy ybpara x variando em X(A; b) e y em Y (A; 
). Esta identidade vale mesmoquando um dos pls é inviável, desde que estejamos dispostos a dizer quemin 
x = +1 quando o pl primal é inviável, que max yb = +1 quandoo pl dual é ilimitado, et
.Algoritmos de programação linearO 
élebre algoritmo Simplex resolve qualquer par dual de pro-gramas lineares. Ao re
eber um sistema ra
ional (A; b; 
) e os 
onjun-tos M1;M2;M3; N1; N2; N3 de índi
es, o Simplex de
ide se os problemasP(A; b; 
) e D(A; 
; b) são viáveis e em 
aso a�rmativo produz soluçõesótimas ra
ionais, x e y, dos dois programas lineares. Cada 
omponentedesses vetores tem numerador e denominador limitados superiormentepelo tamanho do sistema (A; b; 
).Embora o Simplex seja e�
iente em média, seu 
onsumo de temponão é limitado por uma função polinomial do número de 
omponentesdo sistema (A; b; 
). O 
onsumo de tempo não é limitado nem mesmopor uma função polinomial do tamanho de (A; b; 
).Mas existem algoritmos, muito diferentes do Simplex, 
apazes deresolver qualquer pl em tempo polinomial.2 O primeiro algoritmo dessetipo foi publi
ado por Kha
hiyan [Kha79, PS82, S
h86, GLS93℄ e �
ou
onhe
ido 
omo algoritmo dos elipsóides (ellipsoid method). (Outrafamília de algoritmos polinomiais, 
onhe
idos 
omométodos de pontosinteriores, apare
eu mais tarde [Kar84, Gon89, Gon92℄.) Para resolvero problema P(A; b; 
), esse algoritmo 
onsome uma quantidade de tempolimitada por um polin�mio no tamanho de (A; b; 
).2 Esses algoritmos são polinomiais mas não fortemente polinomiais. Veja apêndi-
e E.



118 Programação LinearFato C.4 : Existe um algoritmo polinomial que, ao re
eber umsistema ra
ional (A; b; 
), de
ide se o problema P(A; b; 
) temsolução e, em 
aso a�rmativo, devolve uma solução ótima ra
i-onal x. O tamanho de x é limitado por 2hAi + 2hbi. O 
on-sumo de tempo do algoritmo é limitados por um polin�mio emhAi+ hbi+ h
i.Programação linear e algoritmos de separaçãoMuitos problemas 
ombinatórios podem ser representados, de manei-ra aproximada, por problemas da forma P(A; b; 
), 
om A, b e 
 ra
ionais.Numa tal 
lasse de programas lineares, o número de linhas de A podeser uma função exponen
ial do número de 
olunas. Digamos que � é� o tamanho da maior linha de (A; b), ou seja, � := maxifhAi?i + hbiig.Mesmo que o número de linhas de A não seja limitado por um polin�mioem � , é possível resolver o problema P(A; b; 
) em tempo limitado porum polin�mio em � e h
i se dispusermos de um bom algoritmo para oseguinteProblema da separação: De
idir se um dado vetor x está emX(A; b) e, em 
aso negativo, determinar uma restrição violada,ou seja, uma linha i tal que (Ax)i < bi.Suponha que temos um bom algoritmo para esse problema, isto é, umalgoritmo 
ujo 
onsumo de tempo é limitado por um polin�mio em �e hxi.3 Gröts
hel, Lovász e S
hrijver mostraram [GLS93, S
h86℄ que umtal algoritmo de separação pode ser 
ombinado 
om o algoritmo doselipsóides de modo a resolver o problema P(A; b; 
) em tempo limitadopor uma função polinomial de � e h
i apenas.Suponha agora que o problema de otimização 
ombinatória que deuorigem a P(A; b; 
) tem tamanho �. Se � e h
i são limitados por umpolin�mio em � e temos um bom algoritmo de separação (veja o exer
í-
io C.3) então o problema P(A; b; 
) pode ser resolvido em tempo limitadopor um polin�mio em �.3 O 
onsumo de tempo não depende, portanto, do número de linhas do sistema.Veja o exer
í
io C.3.



119Problemas de viabilidadeO problema da viabilidade 
onsiste em en
ontrar um vetor viáveldo problema P(A; b; 
), ou seja, en
ontrar um elemento de X(A; b). É
laro que o problema pode não ter solução. Para 
erti�
ar a inexistên
iade solução, basta exibir um vetor de inviabilidade, isto é, um vetory0 em Y (A; 0) tal que y0 b > 0 (veja exer
í
io C.4).Lema C.5 (de Farkas): Para qualquer sistema (A; b; 
), o 
on-junto X(A; b) é vazio se e somente se existe um vetor y0 emY (A; 0) tal que y0 b > 0.O problema da viabilidade equivale ao 
aso em que 
 = 0 no problemaP(A; b; 
); e esse 
aso é, às vezes, 
omputa
ionalmente mais simples queo 
aso geral. O método primal-dual, des
rito no 
apítulo 5, tira pro-veito dessa observação para propor um pro
edimento de resolução deprogramas lineares.Exer
í
iosC.1 Transforme um programa linear arbitrário num programa 
an�ni
oequivalente.C.2 Muitos problemas 
ombinatórios envolvem vetores não-negativos be 
 e uma matriz A sem 
omponentes negativos e sem linhas nulas.Veri�que que, nesse 
aso, os problemas (C.3) e (C.4) são viáveis. Oteorema da dualidade garante então que ambos os problemas têmsolução ótima.C.3 Sejam s e t dois vérti
es de um grafo G e seja S a 
oleção de todosos sub
onjuntos de VG que 
ontêm s mas não 
ontêm t. (O númerode tais sub
onjuntos é, tipi
amente, uma função exponen
ial donúmero jVGj). Seja A a matriz de in
idên
ia de S, isto é, a matrizindexada por S � EG 
ujos 
omponentes são de�nidos da seguintemaneira: para 
ada S em S e 
ada e em EG, o 
omponente (S; e)de A vale 1 se e 2 Æ(S) e vale 0 em 
aso 
ontrário. Agora 
onsidereo problema de de
idir se um dado vetor não-negativo x indexadopor EG satisfaz as restrições Ax � 1 ; (C.7)onde 1 denota o vetor 
ujos 
omponentes são todos iguais a 1. Es-bo
e um algoritmo para o problema. O algoritmo deve re
eber o
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es s e t e um vetor ra
ional não-negativo x e deve de-volver 1 se (C.7) estiver satisfeita e 0 em 
aso 
ontrário. O 
onsumode tempo de seu algoritmo deve ser limitado por um polin�mio emhGi + hxi. Sugestão: Limite-se, numa primeira versão, ao 
aso emque os 
omponentes de x estão todos em f0; 1g.C.4 Seja y0 um elemento de Y (A; 0) tal que y0 b > 0. Mostre que X(A; b)é vazio. Mostre também que se Y (A; 
) não é vazio então o problemaD(A; 
; b) é ilimitado. Prove a�rmações análogas depois de tro
aros papéis de X(A; b) e Y (A; 
).



Apêndi
e DTeoria das ProbabilidadesNeste apêndi
e resumimos os 
on
eitos usados nas análises probabi-lísti
as apresentadas nos 
apítulos 6 e 7.Espaços dis
retos de probabilidadeUma medida dis
reta de probabilidade sobre um 
onjunto 
é uma função P : 
 ! [0; 1℄ para a qual P(
) := P!2
 P(!) = 1.Um espaço dis
reto de probabilidade é um par (
;P) onde 
 é um
onjunto �nito e não-vazio e P é uma medida dis
reta de probabilidadesobre 
.Variáveis aleatóriasUma variável aleatória sobre 
 é uma função X : 
 !f�1; : : : ; �ng, onde 
ada �i é um número real. Um evento é o 
on-junto X�1(S) para algum sub
onjunto S de f�1; : : : ; �ng. Tradi
ional-mente, um evento X�1(S) é denotado por [X 2 S℄ ou simplesmentepor [X = x℄, se S = fxg. De forma análoga, podemos usar a notação[X 6= x℄, [X < x℄, [X � x℄, [X > x℄ e [X � x℄.A probabilidade do evento [X 2 S℄ é o número P(X�1(S)), denotadopor Pr[X2S℄. A esperança (ou valor esperado) da variável aleatória X Pr[ ℄E[ ℄é o número E[X℄ :=Pni=1 �iPr[X=�i℄ :Lema D.1 (desigualdade de Markov): Se (
;P) é um espaçodis
reto de probabilidade e X é uma variável aleatória sobre 

ujos valores são todos não-negativos, entãoPr[X��℄ � 1� E[X℄121



122 Teoria das Probabilidadespara todo número positivo �.Demonstração: Se f�1; : : : ; �ng é o 
onjunto de valores de X, entãoE[X℄ =Pi �iPr[X=�i℄ �P�i�� �Pr[X=�i℄ = �Pr[X��℄ : 2Às vezes é útil rees
rever a desigualdade de Markov assim:Pr[X��E[X℄℄ � 1� .Espaço produtoSejam P1; : : : ;Pn medidas dis
retas de probabilidade sobre 
. Comoé usual, denotamos por 
n o 
onjunto de todas as n-uplas (!1; : : : ; !n)
n de elementos de 
. Seja P : 
n ! [0; 1℄ a função de�nida porP((!1; : : : ; !n)) := Qni=1 Pi(!i). Tal P é uma medida dis
reta de proba-bilidade sobre 
n. O espaço dis
reto de probabilidade (
n;P) é 
hamadode espaço produto e denotado por (
;P1)� � � � � (
;Pn).Espaços 
ontínuos de probabilidadeA generalização da de�nição de medida de probabilidade para os
hamados espaços 
ontínuos é intuitiva. Infelizmente, sua formalizaçãodepende de alguns 
on
eitos não-triviais. Vale ressaltar que espaços 
on-tínuos de probabilidade são usados apenas no 
apítulo 7.Uma 
oleção F de sub
onjuntos de um 
onjunto 
 é uma �-álgebrade 
 se ; 2 F, 
nA 2 F para todo A em F e SiAi 2 F para toda famíliaA1; A2; : : : de 
onjuntos de F. Para uma 
oleção B de sub
onjuntos deum 
onjunto 
, a �-álgebra gerada por B é a interse
ção de todas as�-álgebras que 
ontêm B. (Veja os exer
í
ios D.1 e D.2.)Seja F uma �-álgebra de 
. Uma função P : F! [0; 1℄ é F-aditivase, para toda família A1; A2; : : : de 
onjuntos de F,P(SiAi) =Pi P(Ai) :Dizemos que P é umamedida 
ontínua de probabilidade sobre (
;F)se P é F-aditiva e P(
) = 1.Um espaço 
ontínuo de probabilidade é um terno (
;F;P) on-de F é uma �-álgebra de um 
onjunto 
 e P é uma medida 
ontínuade probabilidade sobre (
;F). É fá
il 
on
luir do 
ontexto se estamostratando de medidas ou espaços 
ontínuos ou dis
retos; assim, o adjetivopode ser omitido.



123Os 
on
eitos de�nidos para espaços dis
retos de probabilidade (even-to, variável aleatória, esperança, et
.) se estendem naturalmente a espa-ços 
ontínuos de probabilidade.Nos próximos exemplos, fA denota a função 
ara
terísti
a de umsub
onjunto A de 
, ou seja, a função tal que fA(!) = 1 se ! 2 A efA(!) = 0 se ! 62 A.Exemplo D.2 : Seja 
 o intervalo [0; 1) e F a �-álgebra geradapela 
oleção de todos os intervalos da forma [a; b) 
om 0 � a <b < 1. Se, para todo 
onjunto A em F,P(A) := Z
 fA(x) dx ;então (
;F;P) é um espaço de probabilidade.1Exemplo D.3 : Seja 
 a esfera unitária em Rn 
entrada na ori-gem, isto é, o 
onjunto fx 2 Rn : kxk=1g. Para quaisquer y e zem 
, 
onsidere a �fatia� F (y; z) := fx 2 
 : xy > 0 e xz � 0gda esfera. Seja F a �-álgebra gerada pelo 
onjunto fF (y; z) :y; z 2 
g. A área �n := R
 f
(x) dx de 
 depende da paridadede n: �2k = 2�k(k � 1)! e �2k+1 = 2k+1�k(2k � 1)!! ;onde (2k � 1)!! := (2k � 1)(2k � 3)(2k � 5) � � � (3)(1). SeP(A) := 1�n Z
 fA(x) dxpara todo 
onjunto A em F, então (
;F;P) é um espaço deprobabilidade.1Distribuição uniforme 
ontínuaAqui vamos nos restringir a sub
onjuntos de Rn , pois isso é su�
ientepara os 
asos tratados no texto e simpli�
a a de�nição.1 A função P : 2
 ! [0; 1℄, de�nida de maneira similar sobre a 
oleção 2
 de todosos sub
onjuntos de 
, não é 2
-aditiva. Na verdade, não existe função P : 2
 ! [0; 1℄que seja 2
-aditiva. Por isso, pre
isamos de �-álgebras.



124 Teoria das ProbabilidadesSe 
 é um sub
onjunto de Rn e F é uma �-álgebra de 
, 
hama-mos de distribuição uniforme 
ontínua (ou simplesmente distribui-ção uniforme) qualquer medida de probabilidade 
ontínua P sobre (
;F)de�nida por P(A) := R
 fA(x) dxR
 f
(x) dxpara todo 
onjunto A em F. As medidas de probabilidade apresentadasnos exemplos D.2 e D.3 são exemplos de distribuições uniformes.Distribuição normalA distribuição normal sobre R é de�nida porP(A) := 1p2� Z
 e�x2=2 dxpara todo 
onjunto A na �-álgebra usual de R, que é de�nida de maneiraanáloga à do exemplo D.2.Exer
í
iosD.1 A 
oleção de todos os sub
onjuntos de um 
onjunto 
 é uma �-álgebra de 
.D.2 Prove que a interse
ção de duas �-álgebras sobre um 
onjunto 
é uma �-álgebra. Prove que a interse
ção de in�nitas �-álgebrassobre um 
onjunto 
 é uma �-álgebra.D.3 Se u e v são variáveis aleatórias independentes 
om distribuiçãouniforme no intervalo [0; 1), então x := 
os(2�v)p�2 lnu é umavariável aleatória 
om distribuição normal.D.4 Se x1; : : : ; xn são variáveis aleatórias independentes 
om distribui-ção normal, então o vetor s 
om 
omponentes s1; : : : ; sn de�nidaspor si := xipx21 + � � �+ x2ntem distribuição uniforme na esfera unitária.



Apêndi
e EComplexidadeComputa
ionalEste apêndi
e de�ne a terminologia e os fatos bási
os de 
omple-xidade 
omputa
ional usados no texto. Um tratamento 
ompleto doassunto pode ser en
ontrado, por exemplo, nos livros de Aho, Hop
rofte Ullman [AHU74℄, Cormen, Leiserson e Rivest [CLR92℄, Garey e John-son [GJ79℄, Knuth [Knu68℄, Papadimitriou [Pap94℄ e Papadimitriou eSteiglitz [PS82℄.PalavrasPara resolver um problema usando um 
omputador é ne
essário des-
rever os dados do problema por meio de uma seqüên
ia de 
ara
teres.Qualquer seqüên
ia de 
ara
teres será 
hamada de uma palavra.Não é difí
il representar números inteiros, números ra
ionais, vetores,matrizes, grafos, et
. por meio de palavras. Por exemplo, o grafo 
omfa; b; 
; dg 
omo 
onjunto de vérti
es e ffa; bg; fa; 
g; fa; dg; fb; 
g; f
; dgg
omo 
onjunto de arestas pode ser representado pela palavra({a,b,
,d},{{a,b},{a,
},{a,d},{b,
},{
,d}}) :Um vetor ra
ional 
 indexado por um 
onjunto �nito E pode ser repre-sentado por uma seqüên
ia de pares (e; 
e), onde e é um elemento de E.Por exemplo, a palavra(({a,b},-2),({a,
},12),({a,d},0),({b,
},3/2),({
,d},7))
odi�
a um vetor indexado pelo 
onjunto das arestas do grafo a
ima.O tamanho de uma palavra w, denotado por hwi, é o número de hwi125
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ional
ara
teres usados em w (
ontando-se multipli
idades). Essa de�nição éum 
aso 
on
reto do 
on
eito geral de tamanho a que se refere a seção 1.2.Em geral, não fazemos distinção entre um objeto e uma palavra que orepresenta. Para os nossos propósitos, não há mal em subestimar otamanho de um objeto.1 Assim, não é ne
essário 
ontar rigorosamenteos 
ara
teres `{', `}', `(', `)' e `,' dos exemplos anteriores. O tamanhode um vetor reduz-se então à soma dos tamanhos de seus 
omponentes,ou seja, h
i =Peh
ei.O tamanho dos números inteiros e ra
ionais mere
e espe
ial atenção.O tamanho de um inteiro � é essen
ialmente2 log j�j. Analogamente, se� é um número inteiro e � é um número inteiro não nulo então o tamanhodo ra
ional �=� é, essen
ialmente, log j�j + log j�j.ProblemasInformalmente, um problema é uma questão ou tarefa. Exemplosde problemas são: o problema do 
ir
uito hamiltoniano (Hamiltoni-PCH an 
ir
uit problem), denotado pela sigla PCH e o problema da árvoregeradora mínima (minimum spanning tree problem), denotado pelaMST sigla MST.Problema PCH (G): Um dado grafo G possui um 
ir
uito ha-miltoniano?Problema MST (G; 
): Dados um grafo G e um 
usto 
e emQ � para 
ada aresta e, en
ontrar uma árvore geradora de 
ustomínimo.Cada 
onjunto espe
í�
o de dados de um problema de�ne uma ins-tân
ia do problema. Assim, qualquer grafo de�ne uma instân
ia doproblema PCH e qualquer grafo 
om 
ustos asso
iados às suas arestas éuma instân
ia do problema MST. O tamanho de uma instân
ia é otamanho de uma palavra que representa a instân
ia.Um problema que pede uma resposta do tipo sim ou não é 
hamadode problema de de
isão. Já um problema que pro
ura um elementode um 
onjunto de soluções viáveis que seja melhor possível em relação1 Como veremos adiante, nossas estimativas serão feitas �a menos de fatores 
ons-tantes� e portanto não fará diferença dizer que o tamanho de uma palavra é, digamos,metade do número de 
ara
teres.2 Mais pre
isamente, o tamanho de � é dlog(j�j + 1)e.



127a algum 
ritério é um problema de otimização. Os problemas PCHe MST são exemplos de problemas de de
isão e otimização, respe
tiva-mente.Algoritmos e modelo de 
omputaçãoUm algoritmo3 é uma seqüên
ia �nita de instruções ou operaçõesque resolve um problema.Um modelo de 
omputação é uma des
rição abstrata e 
on
ei-tual (não ne
essariamente realista) de um 
omputador que será usadopara exe
utar um algoritmo. Um modelo de 
omputação espe
i�
a asoperações elementares que um algoritmo pode exe
utar e o 
ritérioempregado para medir a quantidade de tempo que 
ada operação 
onso-me. Exemplo de operações elementares típi
as são operações aritméti
asentre números e 
omparações.O modelo de 
omputação RAM (random a

ess ma
hine) [CR73℄ RAMbaseia-se na manipulação de 
ara
teres. Esse modelo é 
apaz de exe
u-tar operações envolvendo números ra
ionais. No 
ritério logarítmi
oo 
onsumo de tempo de 
ada operação depende do tamanho dos operan-dos (logarithmi
 
ost 
riterion). Por exemplo, a multipli
ação de doisnúmeros � e � 
onsome essen
ialmente h�i h�i unidades de tempo.Um outro 
ritério para medir o 
onsumo de tempo, aparentementemenos realista, é o 
ritério uniforme, que supõe que 
ada operaçãoelementar 
onsome uma quantidade de tempo 
onstante (uniform 
ost
riterion), ou seja, o 
onsumo de tempo de 
ada operação elementarindepende do tamanho dos operandos. Este modelo é equivalente aoanterior se o tamanho dos operandos for limitado por uma função poli-nomial do tamanho da instân
ia do problema. Este 
ritério de 
onsumode tempo 
onstante por operação elementar, juntamente 
om operandosde tamanho limitado, é empregado em todo o texto, ex
eto no 
apítulo 7.Finalmente, é pre
iso men
ionar um modelo de 
omputação que éútil, embora não seja realista e fuja de nossa 
onvenção sobre repre-sentação de objetos por palavras. Esse modelo, usado no 
apítulo 7, é
apaz de manipular números reais arbitrários. Supõe-se que 
ada opera-ção envolvendo números reais 
onsome apenas uma unidade de tempo,mesmo uma operação 
omo raiz quadrada. Este modelo é 
hamado dereal-RAM [PS85℄. real-RAM3 A formalização matemáti
a 
lássi
a de um algoritmo é a máquina de Turing.
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ionalAnálise de algoritmos e algoritmos polinomiaisAo analisarmos um algoritmo em um determinado modelo de 
om-putação queremos estimar o seu 
onsumo de tempo4 
omo uma funçãodo tamanho da instân
ia do problema. Por exemplo, exprimimos o 
on-sumo de tempo de algoritmos para o MST(G; 
) 
omo uma função deh(G; 
)i.Ao expressar a quantidade de tempo 
onsumida por um algoritmo,ignoramos os fatores 
onstantes. Mais pre
isamente, dizemos que umalgoritmo A resolve um problema em tempo O(f(n)), para uma funçãoO(f(n)) f de Z� em Z�, se existe uma 
onstante 
 tal que a quantidade de tempo
onsumida5 por A para resolver uma instân
ia I do problema é limitadapor 
 f(hIi). Isto 
orresponde à 
hamada análise do pior 
aso (worst-
ase analysis) do algoritmo. O algoritmo A é polinomial se resolve oproblema em tempo O(p(n)) para alguma função polinomial p. É 
laroque o 
on
eito de algoritmo polinomial depende não só do algoritmo mastambém do modelo de 
omputação.Critério de e�
iên
ia: 
lasses P, NP e 
o-NPPor um algoritmo e�
iente entendemos um algoritmo polinomi-al. Este 
ritério de e�
iên
ia foi proposto, independentemente, porCobham [Cob65℄ e Edmonds [Edm65b℄. A 
lasse de todos os problemasde de
isão que podem ser resolvidos por algoritmos polinomiais é denota-da por P. Por exemplo, a versão de de
isão do problema6 MST(G; 
) estáP em P, já que existem algoritmos polinomiais para resolvê-la [CLR92℄.A 
lasse NP (abreviação de nondeterministi
 polynomial time) éNP 
omposta pelos problemas de de
isão para os quais uma resposta a�rma-tiva possui um 
erti�
ado que pode ser veri�
ado em tempo polinomial.Mais pre
isamente, a 
lasse NP é formada pelos problemas de de
isão �para os quais existe um problema �0 em P e uma função polinomial p(n)tais que, para 
ada instân
ia I do problema �, existe um objeto C 
omhCi � p(hIi) tal que a resposta a �(I) é sim se e somente se a respostaa �(I; C) é sim. O objeto C é dito um 
erti�
ado polinomial (ou4 A quantidade de espaço 
onsumida pelo algoritmo é negligen
iada no presentetexto.5 Está in
luído aqui, impli
itamente, o tempo ne
essário para que o algoritmode
ida se a palavra dada é uma representação válida de uma instân
ia do problema.6 Dados um grafo G, um 
usto 
e em Q� para 
ada aresta e de G e um número� em Q� , existe uma árvore geradora em G de 
usto não superior a �?
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erti�
ado 
urto) da resposta sim a �(I). Com um algoritmo polinomialpara �0, um veri�
ador in
rédulo pode, após gastar uma quantidade detempo polinomial, testar a validade de uma resposta sim. Por exemplo,se a resposta a uma dada instân
ia G do problema do 
ir
uito hamiltoni-ano é sim então um 
ir
uito hamiltoniano em G é um objeto que 
erti�
aa resposta: dados um grafo G e um 
ir
uito H de G pode-se veri�
arem tempo O(hGi) se H é um 
ir
uito hamiltoniano. Logo, o problemaPCH, bem 
omo �versões de de
isão� de todos os problemas no texto,perten
e a NP.Claramente P � NP, já que se � é um problema em P, então pode-setomar a seqüên
ia de instruções realizadas por um algoritmo polinomialpara resolver �(I) 
omo 
erti�
ado polinomial da resposta sim a �(I).É 
rença de muitos que a 
lasse NP é maior que a 
lasse P, ainda queisso não tenha sido provado até agora.7 Este é o intrigante problemamatemáti
o 
onhe
ido pelo rótulo �P 6= NP?�. P 6= NP?A 
lasse 
o-NP é de�nida tro
ando-se sim por não na de�nição de 
o-NPNP, ou seja, um problema de de
isão � está em 
o-NP se admite um
erti�
ado polinomial para a resposta não. Os problemas em NP \
o-NP admitem 
erti�
ados polinomiais para as respostas sim e não.Em parti
ular, é evidente que P � NP \ 
o-NP.NP-
ompletudeUma redução8 de um problema � a um problema �0 é um algoritmoA que resolve � usando uma subrotina hipotéti
a A0 que resolve �0, detal forma que, se A0 é um algoritmo polinomial, então A é um algoritmopolinomial. Usamos a notação � �T �0 para denotar a existên
ia de uma �Tredução de � a �0. Dizemos que um problema � pode ser reduzido a umproblema �0 se � �T �0. Dois problemas são ditos polinomialmenteequivalentes se um pode ser reduzido ao outro.Um problema � em NP é NP-
ompleto se 
ada problema em NPpode ser reduzido a �. É evidente que se �0 perten
e a P e � pode serreduzido a �0, então � perten
e a P. Isto impli
a que existe um algoritmopolinomial para um problema NP-
ompleto se e somente se P = NP.O primeiro problema que se demonstrou ser NP-
ompleto é o pro-blema da satisfatibilidade (satis�ability problem). Este problema é7 Para uma introdução às 
lasses P e NP baseada na fábula dos Cavaleiros daTávola Redonda, veja Lovász e Plummer [LP86℄ e Kohayakawa e Soares [KS95℄.8 Conhe
ida 
omo redução de Turing ou redução de Cook [GJ79℄.
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ionaluma simpli�
ação do problema MaxSat des
rito no 
apítulo 6.Problema Sat (C): Dada uma 
oleção C de 
láusulas boolea-nas, existe uma valoração que satisfaz todas as 
láusulas em C?Teorema E.1 (Cook [Coo71℄, Levin [Lev73℄): O problema Saté NP-
ompleto. 2Um problema �, não ne
essariamente em NP, éNP-dí�
il se a exis-tên
ia de um algoritmo polinomial para � impli
a em P = NP. Assim,por exemplo, MaxSat é NP-difí
il, já que um algoritmo polinomial pa-ra MaxSat pode ser adaptado para resolver Sat em tempo polinomial;
omo Sat é NP-
ompleto, a existên
ia de um tal algoritmo impli
a emP = NP. Cook [Coo71℄ e Karp [Kar72℄ mostraram que vários problemasdis
utidos no presente texto são NP-difí
eis.Teorema E.2 : Os problemas Es
alonamento, Empa
o-tamento, MaxCut, MaxSat, MinCC, MinCV, MinFS,MinMCut, MinTC, Mo
hila, TSPM e TSP são NP-difí
eis. 2Algoritmos fortemente polinomiaisUm algoritmo polinomial é fortemente polinomial ou genuina-mente polinomial se o número de operações elementares realizadas nãodepende do tamanho dos números (
aso exista algum) que de�nem umainstân
ia do problema. O algoritmo de Kruskal [CLR92℄ para o problemaMST(G; 
) é um exemplo de algoritmo fortemente polinomial, já que onúmero de operações elementares realizadas é propor
ional a hGi loghGi.Vários algoritmos men
ionados neste texto são fortemente polinomiais.Um exemplo de algoritmo polinomial que não é fortemente polinomialé o algoritmo de Eu
lides [S
h86℄ para en
ontrar o máximo divisor 
o-mum entre dois inteiros positivos � e �, já que o número de operaçõeselementares realizadas pelo algoritmo é essen
ialmente h�i+ h�i. Outroexemplo não fortemente polinomial é o algoritmo dos elipsóides de Kha-
hiyan [Kha79℄ que resolve problemas de programação linear e realiza umnúmero de operações elementares que depende do tamanho dos númerosenvolvidos (apêndi
e C).



131Algoritmos pseudopolinomiaisSeja � um problema e I o seu 
onjunto de instân
ias. Para 
ada Iem I seja Max(I) o maior número inteiro em valor absoluto que o
or- Max(I)re em I; de�na Max(I) := 0 se nenhum número inteiro o
orre em I.Aqui estamos supondo que 
ada número ra
ional é representados 
omoquo
iente entre dois números inteiros. Por exemplo, Max(3=17) = 17.Um algoritmo pseudopolinomial para � é um algoritmo que 
onso-me uma quantidade de tempo limitada por uma função polinomial nasvariáveis hIi e Max(I). É 
laro que todo algoritmo polinomial tambémé pseudopolinomial. O algoritmo Mo
hila-Exato do 
apítulo 2 é umalgoritmo pseudopolinomial que não é polinomial.Seja If := fI 2 I : Max(I) � f(hIi)g para alguma função f de Z�em Z� e seja �f o problema � restrito ao 
onjunto de instân
ias If . Oproblema � é NP-
ompleto no sentido forte ou fortemente NP-
ompleto se �p é NP-
ompleto para alguma função polinomial p. Emparti
ular, problemas 
omo Sat, que não envolvem números, são NP-
ompletos no sentido forte. Considere, por exemplo, a versão a seguir doproblema do 
aixeiro viajante (TSP) 
omo problema de de
isão.Problema TSPD (G; 
; �): Dados um grafo G, um 
usto 
e emQ � para 
ada aresta e de G e um número ra
ional �, existe um
ir
uito hamiltoniano em G de 
usto não superior a �?O problema TSPD é NP-
ompleto no sentido forte, já que o problemaPCH é essen
ialmente esta versão de de
isão doTSP restrita a instân
iasonde o 
usto 
e de 
ada aresta e é 1 ou jVGj+1 e � é jVGj (demonstraçãodo teorema 8.5).Um problema �, não ne
essariamente em NP, é NP-dí�
il no sen-tido forte se a existên
ia de um algoritmo pseudopolinomial para �impli
a em P = NP. O TSP é um exemplo de problema NP-difí
il nosentido forte. Todos os problemas no enun
iado do teorema E.2, 
omex
eção do problema Mo
hila, são NP-difí
eis no sentido forte.Teorema E.3 : Os problemas Es
alonamento, Empa
o-tamento, MaxCut, MaxSat, MinCC, MinCV, MinFS,MinMCut, MinTC, TSPM e TSP são NP-difí
eis no senti-do forte. 2Mais sobre algoritmos pseudopolinomiais e NP-
ompletude no senti-do forte pode ser en
ontrado em Garey e Johnson [GJ79℄ e em Papadi-mitriou e Steiglitz [PS82℄.
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ionalExer
í
ioE.1 Mostre que se �1 �T �2 e �2 �T �3, então �1 �T �3.E.2 Mostre que se � é um problema de de
isão, �0 está em P e � �T �0,então � está em P.E.3 Mostre que se � é um problema de de
isão, �0 está em NP e � �T�0, então � está em NP.E.4 Mostre que se �0 é NP-
ompleto e �0 �T �, então � é NP-difí
il.E.5 Mostre que o problema TSPD está em NP e que os problemas TSPe TSPD são polinomialmente equivalentes.
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