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Prefacio

O desenvolvimento de algoritmos de aproximacao e de provas de
inaproximabilidade é uma das linhas de pesquisa que mais tém crescido
na area de otimizacdo combinatoéria e teoria da computacao. O objetivo
deste texto é apresentar sucintamente uma visao sistematica das técnicas
utilizadas no projeto de algoritmos de aproximagao e dar uma idéia dos
limites intrinsecos da aproximabilidade.

Ainda que os topicos cobertos neste texto possam ser encontrados
em outros livros [Hoc97, MPS98, ACGT99, Vaz01], o presente texto se
justifica pela escassez de material em lingua portuguesa. Além disso,
a selecao de topicos e a profundidade com que certos assuntos foram
tratados aqui sao, para nosso conhecimento, inéditas.

Este texto é sucinto no sentido de que se limita a apresentar os algo-
ritmos e suas andlises, sem se alongar com comentarios e exemplos. Mas
cada capitulo contém notas bibliograficas e uma variedade de exercicios
que complementam o texto. Esperamos que apesar de sucinto, o livro
tenha um carater didatico e seja 1til tanto aos que procuram uma intro-
ducao & area quanto aos que queiram estudar esse fascinante tema mais
profundamente.

O assunto tem muitos pré-requisitos (teoria dos grafos, programa-
¢ao linear, teoria das probabilidades, complexidade computacional), que
procuramos cobrir compactamente em apéndices. Recomendamos que
o leitor recorra aos apéndices somente na medida do necessario, com a
ajuda do indice.

Os capitulos 1 e 2 apresentam as defini¢oes basicas, um histérico da
area e os primeiros algoritmos de aproximacao para alguns problemas
classicos de otimizagao combinatoria. Isoladamente, esses dois capitulos
formam uma introducao ao assunto.
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v PREFACIO

Os capitulos de 3 a 5 apresentam os métodos baseados em progra-
macao linear. A secdao 3.1 e o capitulo 4 tratam de algoritmos simples,
cuja anélise depende apenas de conceitos e resultados basicos de progra-
macao linear. Ao leitor que tenha conhecimento superficial no assunto,
recomendamos a leitura do apéndice C. A se¢do 3.2 descreve um algo-
ritmo nao-trivial cuja andlise é longa e elaborada, ainda que nao envolva
conceitos avancados. O capitulo 5 apresenta uma técnica elegante e so-
fisticada, derivada do método primal-dual de programacao linear, que se
apodia no conceito de folgas complementares.

O capitulo 6 discute algoritmos probabilisticos por meio de um exem-
plo simples mas instrutivo. Um dos algoritmos apresentados neste capi-
tulo utiliza programagao linear. Acreditamos que o contetdo do capitulo
seja acessivel a qualquer leitor que conheca os conceitos de varidvel ale-
atoria e esperanca, e tenha nocoes bésicas de programacao linear.

No capitulo 7, sobre programagao semidefinida, descrevemos uma
técnica sofisticada e relativamente recente que tem sido aplicada com
sucesso a diversos problemas. Este capitulo usa todas as ferramentas
apresentadas nos capitulos anteriores: generaliza a técnica de relaxagoes
lineares e usa um tipo de arredondamento probabilistico bem mais so-
fisticado que os vistos no capitulo 6. O capitulo requer maturidade e
familiaridade com os varios conceitos envolvidos.

O capitulo 8 descreve a classificacao geral de problemas de otimiza-
¢ao do ponto de vista da aproximabilidade. Também discute a posicao
que os diversos problemas tratados no texto ocupam nesta classificacao.
Este capitulo pode ser lido a parte pelos interessados em teoria da com-
putagao.

Este livro pode ser adotado em disciplinas de final da graduacao ou
de poés-graduacao. Alguns dos problemas no capitulo 2, e talvez uma
ou duas demonstragoes de inaproximabilidade do capitulo 8, podem ser
usados como um tépico em uma disciplina de graduacao de andlise de
algoritmos. As defini¢oes bésicas e dois ou trés exemplos devem ser
suficientes para dar uma idéia dos objetivos da area. Uma disciplina
dedicada exclusivamente a algoritmos de aproximacao tem como pré-
requisitos nocoes de teoria dos grafos, programacao linear e teoria de
complexidade de algoritmos. O contetudo completo do livro é adequado
para uma disciplina de p6s-graduagao com duracao de um semestre. Na
graduagao, pode-se optar, dependendo da maturidade e interesse dos
alunos, por nao cobrir o material da secao 3.2 e do capitulo 7, e cobrir
apenas parcialmente o capitulo 8. Uma versao preliminar do livro foi
utilizada, durante o primeiro semestre de 2001, em uma disciplina de
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graduacao na UFRJ e em disciplinas de pos-graduacao na USP e na
UNICAMP.

O livro tem 11 autores, provenientes de cinco universidades espa-
lhadas por trés regioes do pais: UFMS (1 autor), UFPE (1 autora),
UFRJ (1 autora), UNICAMP (2 autores) e USP (6 autores). Todos
participam do Projeto ProNEx Complexidade de Estruturas Discretas
(http://www.ime.usp.br/ yoshi/pronex/), coordenado por Yoshiharu
Kohayakawa, e a elaboracao do livro fez parte das atividades do Projeto.
Quatro dos autores atuaram como editores, cuidando da coordenacao e
dos detalhes de edigdo. Com tantos envolvidos, é quase impossivel chegar
a um consenso sobre qualquer questao especifica. Pode-se dizer que cada
paragrafo do texto desagrada algum dos autores; esperamos, a0 menos,
que nao desagrade a todos os leitores! Os autores reuniram-se algumas
vezes para discutir o texto, mas boa parte da interacao e da redacgao
aconteceu via internet. Foi um periodo de trabalho coletivo intenso.

Manteremos em http://www.ime.usp.br/dcc/livros/aprox/ uma
errata do livro e um endereco eletronico para onde podem ser enviadas
as comunicagoes de erros, duvidas e sugestoes.

Este nao é o primeiro texto em lingua portuguesa sobre o assunto:
Katia S. Guimaraes, uma das autoras desse livro, apresentou um curso
sobre o assunto [Gui98| na X VII Jornada de Atualizagao em Informaética,
em 1997. Aquele material serviu como versao inicial para duas se¢bes do
presente livro.

Agradecemos a Celina M. H. Figueiredo (UFRJ), Sulamita Klein
(UFRJ) e Luerbio Faria (UERJ) pela sua contribuicdo com uma pri-
meira versao da secdo 2.3. Agradecemos aos alunos que leram e criti-
caram versoes preliminares de alguns capitulos. Somos gratos também
ao Projeto ProNEx Complexidade de Estruturas Discretas pelo suporte
financeiro para os encontros que se fizeram necessarios. Em especial,
agradecemos ao coordenador do projeto pelo incentivo e pela disposigao
em responder questoes técnicas sobre algoritmos probabilisticos. Agra-
decemos também a Comissao Organizadora do 232 Coléquio Brasileiro
de Matematica pela oportunidade.

Esperamos que os leitores se divirtam e aprendam tanto quanto os
autores enquanto escreviam o livro!

Rio de Janeiro, Sao Paulo e Campinas, maio de 2001

M.R.C., P.F., C.G.F e F.K.M.

editores
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CAPITULO 1

Introducao

Problemas de otimizacao tém o objetivo de encontrar um ponto 6ti-
mo (minimo ou maximo) de uma fungao definida sobre um certo dominio.
Os problemas de otimizacao combinatéria tém dominio finito. Embora
os elementos do dominio possam, em geral, ser facilmente enumerados, a
idéia ingénua de testar todos os elementos na busca pelo melhor mostra-
se inviavel na pratica pois o dominio é tipicamente muito grande.

Como exemplos classicos de problemas de otimizacao combinatoéria
podemos citar o problema do caixeiro viajante, o problema da mochila,
o problema da cobertura minima por conjuntos, o problema da flores-
ta de Steiner e o problema da satisfatibilidade méxima. Todos surgem
naturalmente em aplicacoes praticas, tais como o projeto de redes de
telecomunicagdo e de circuitos VLSI, o empacotamento de objetos em
containers, a localizagao de centros distribuidores, o escalonamento e
roteamento de veiculos, etc. Outras areas de aplicacdo incluem a estatis-
tica (anélise de dados), a economia (matrizes de entrada/saida), a fisica
(estados de energia minima), a biologia molecular (alinhamento de DNA
e proteinas, inferéncia de padroes), etc.

O desenvolvimento de algoritmos de aproximacao surgiu em respos-
ta & dificuldade computacional de muitos dos problemas de otimizacao
combinatoéria: em termos técnicos, muitos sao NP-dificeis. Nessa situ-
acao, € razoavel sacrificar a otimalidade em troca de uma aproximacao
de boa qualidade que possa ser eficientemente calculada. Esse compro-
misso entre perda de otimalidade e ganho em eficiéncia é o paradigma
dos algoritmos de aproximacao. Convém observar que um algoritmo de
aproximacao nao é simplesmente uma heuristica: ele garante encontrar,
eficientemente, um elemento do dominio cujo valor guarda uma relacao
pré-estabelecida com o valor 6timo.
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2 INTRODUGAO

No inicio da década de 70, Garey, Graham e Ullman |[GGUT72|,
bem como Johnson [Joh74], formalizaram o conceito de algoritmo
de aproximagdo. O conceito j& estava implicito em um trabalho de
Graham [Gra66| sobre um problema de escalonamento em méquinas pa-
ralelas e em um trabalho de Erdds [Erd67] sobre grafos bipartidos. Na
década de 90, o estudo de algoritmos de aproximagdo passou a receber
um tratamento mais sistematico, com a formalizacao e o uso de técnicas
e ferramentas aplicaveis a toda uma gama de problemas.

E importante mencionar também o aparecimento de certos resulta-
dos negativos de aproximabilidade: para alguns problemas, aproximar é
tao dificil quanto resolver. Em termos mais técnicos, alguns problemas
nao admitem algoritmos de aproximagao com razao melhor que um certo
limiar, a menos que P = NP. As teorias nessa direcao foram impulsiona-
das na década de 90 pelas descobertas de Arora et al. [ALMT92, Aro95],
que provaram resultados desse tipo para vérios problemas usando carac-
terizacoes probabilisticas da classe NP.

O desenvolvimento de algoritmos de aproximagao e de provas de
inaproximabilidade é uma das linhas de pesquisa que mais cresceu ul-
timamente na area de otimizacao combinatéria e teoria da computa-
¢ao. Esta observagao encontra respaldo na grande quantidade de artigos
de pesquisa que surgiram nos tultimos anos (veja nossa lista de referén-
cias bibliograficas). Varios livros sobre o assunto também foram pu-
blicados recentemente: Ausiello et al. [ACGT99]|, Hochbaum [Hoc97],
Mayr et al. [MPS98| e Vazirani [Vaz0l|. Outro indicio da eferves-
céncia da area é a grande quantidade de teses de doutorado con-
cluidas na década de 90, algumas introduzindo teorias revolucionari-
as [Aro94, Blu91, Kan92, Tre96, Wil93].

1.1 Problemas de otimizacgao

Um problema de otimizacao tem trés ingredientes principais: um
conjunto de instancias! (instances), um conjunto Sol(I) de solugdes
viaveis (feasible solutions) para cada instancia I, e uma funcdo que
atribui um ntumero val(S) a cada solugao viavel S. O numero val(S) é
o valor de S. Quando o conjunto Sol(I) das solugdes vidveis associado
a uma instancia I é vazio, dizemos que a instancia é inviavel; caso
contrario, a instancia é viavel.

1 £ uma pena que o uso tenha imposto a traducio incorreta instdncia para o termo
inglés instance.
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Um problema de minimizagao esta interessado nas solugoes via-
veis de valor minimo, enquanto um problema de maximizagao esta
interessado nas solucoes viaveis de valor méaximo.? Quando uma dessas
alternativas — minimo ou maximo — esta subentendida, dizemos sim-
plesmente valor 6timo e problema de otimizagao. Uma solucao viavel
cujo valor é 6timo é chamada solugao 6tima (optimal solution). O valor
de qualquer das solucoes 6timas de uma instancia I serd denotado por
opt(I). Portanto,

opt(l) := val(S*),

onde §* é uma solucao 6tima de I. E claro que esse ntmero sb esta
definido se a instancia I é viavel.

A titulo de exemplo, eis um problema de otimizac¢ao bem conhecido:
encontrar um circuito hamiltoniano de custo minimo em um grafo com
custos nas arestas. Uma instancia desse problema consiste em um gra-
fo G e uma funcgao ¢ que associa um numero ndo-negativo a cada aresta
de G. O conjunto das solugoes viaveis de uma instancia (G,c) é o con-
junto de todos os circuitos hamiltonianos de G. O valor de um circuito
hamiltoniano C' & val(C) := ¢ Ce-

1.2 Algoritmos de aproximacgao

Considere um problema de otimizacao em que val(S) > 0 para toda
solugdo viavel S de qualquer insténcia do problema. Seja A um algoritmo
que, para toda instancia viavel I do problema, devolve uma solucao viavel
A(I) de I. Se o problema é de minimizacao e

val(A(I)) < aopt(l) (1.1)

para toda instancia I, dizemos que A é uma c-aproximagao para o
problema. O fator a € um numero que pode depender de I. Dizemos que
a ¢ uma razao de aproximacao (approzimation factor) do algoritmo.
E claro que & > 1, uma vez que o problema é de minimizacdo. No caso
de problema de maximizacao, basta refazer a definicao com

val(A(I)) > aopt(l)

2 A expressdo “valor da solucdo” pode ser trocada por “custo da solucido” no ca-
so de problemas de minimizagao e por “peso da solucao” no caso de problemas de
maximizagao.

opt(I)
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no lugar de (1.1). E claro que nesse caso 0 < o < 1. Um algoritmo
de aproximacao (approzimation algorithm) é uma a-aproximagao para
algum «. Uma l-aproximacao para um problema de otimizagdo é um
algoritmo exato para o problema.

Observe que um algoritmo A é uma q-aproximacao para um pro-
blema de minimizac¢ao (maximizagao) se « é uma delimita¢ao superior
(inferior) para a razao entre val(A(I)) e opt([) para uma instancia arbi-
traria I do problema. Como o valor de opt(/) é em geral tao dificil de
calcular quanto uma solucao 6tima do problema, para demonstrar que
um algoritmo é uma a-aproximagao é essencial, como veremos, ter boas
delimitagoes para o valor de opt(I).

A cada instancia I de um dado problema estd associado um nimero
natural (I) que chamamos tamanho da instancia. (Podemos imaginar
que as instancias, bem como as solugoes viaveis, sao cadeias de carac-
teres; nesse caso, (I) é o comprimento da cadeia de caracteres I.) Um
algoritmo A para o problema é polinomial se existe um polinémio p tal
que o consumo de tempo do algoritmo ¢é limitado por p((I)) para cada
instancia I. O conceito de algoritmo polinomial deve ser entendido co-
mo uma formalizacao da idéia de algoritmo eficiente. Se um problema, é
NP-dificil entdo é improvavel que exista um algoritmo polinomial exato
para o problema.

1.3 Notacao basica

Aqui estabelecemos algumas convengdes basicas de notagdo. Dada
uma func¢ao ¢ que associa um nimero a cada elemento e de um conjunto
finito E, denotamos o valor de ¢ em e por c¢.. Para qualquer subconjunto
F de E, denotamos por ¢(F') a soma dos valores de ¢ nos elementos de F':

c(F) = ZfeF cy -
Essa convencao vale, em particular, quando ¢ é um vetor indexado por E.

Os conjuntos dos nimeros inteiros, racionais e reais sao denotados
por Z, Q e R, respectivamente. Os subconjuntos desses conjuntos que

contém somente os nimeros nao-negativos sao indicados por um “,”; os

que contém somente os positivos sao indicados por um “.”. Assim, por
exemplo, o conjunto dos racionais nao-negativos é denotado por Qs e o

dos racionais positivos por Q- .
Para outras convengoes de notacao, envolvendo grafos, vetores e ma-

trizes, programacao linear, probabilidades e complexidade computacio-
nal, consulte, se necessério, os apéndices A, B, C, D e E respectivamente.



CAPITULO 2

Algoritmos Classicos

Neste capitulo descrevemos algoritmos de aproximacao para quatro
dos mais célebres problemas de otimizacao combinatéria. Estes estao
entre os primeiros algoritmos de aproximacao mencionados na literatura.
Cada um deles foi desenvolvido de forma independente, em fungao das
caracteristicas estruturais do problema em questao.

2.1 Escalonamento

Um problema bastante conhecido nos contextos de producao indus-
trial e de sistemas operacionais é o de escalonamento (scheduling) de
tarefas em maquinas. Estamos interessados em uma das versoes mais
simples do problema: dadas m maquinas idénticas e n tarefas com tem-
pos de execucao pré-determinados, encontrar uma atribuicdo das tarefas
as maquinas que minimize o tempo méximo de operagao de qualquer
uma das méaquinas (makespan).

Formalmente, o problema do escalonamento em maquinas
idénticas (multiprocessor scheduling problem) consiste no seguinte:

Problema ESCALONAMENTO (m,n,t): Dados inteiros positivos
m, n e um tempo t; em Qs para cada ¢ em {1,...,n}, en-
contrar uma particao {M,..., My} de {1,...,n} que minimize
man t(Mj).

De acordo com nossa convencao de notacao, t(M;) := ZieMJ_ t;.
Dizemos que uma parti¢ao de {1,...,n} em m blocos é um escalona-
mento e que o nimero max; t(M;) é o custo do escalonamento. Com
essa terminologia, o problema pode ser formulado como: dados m, n e t,
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Ms [ t3 ] ty

t1 to t3 ty t5 t6 t?
4 2 1 5 9 2 6

Figura 2.1: Exemplo de escalonamento com 7 tarefas em 3 maqui-
nas. A duragdo da tarefa i é t;. O critério de Graham produz o es-
calonamento {{1,6,7},{2,5},{3,4}}, representado na figura. Esse es-
calonamento tem custo t; + tg + t7 = 12. Um outro escalonamento é
{{1,7},{2,4,6},{3,5}}, que tem custo t3 + t5 = 10.

encontrar um escalonamento de custo minimo.

Este problema é NP-dificil mesmo para duas méquinas, ou seja,
quando m = 2 [GJ79]. O primeiro algoritmo de aproximagao para o
problema foi descrito e analisado por Graham |Gra66| e usa um critério
muito simples: alocar as tarefas uma a uma, destinando cada tarefa a
maquina menos ocupada. Por esse critério, a escolha da maquina que
vai receber determinada tarefa nao depende dos tempos das tarefas que
ainda nao foram atribuidas a nenhuma méquina. Veja um exemplo na
figura 2.1.

Algoritmo ESCALONAMENTO-GRAHAM (m, n, t)

1 parajdelamfaca M; <0

2 paraidelan faca

3 seja k uma maquina tal que (M) é minimo

4 My < My U {i}

5 devolva {Mi,..., My}

Claramente, ao final, {M;,..., M,,} é uma particdo de {1,...,n},

ou seja, um escalonamento. Ha duas delimitagoes simples para o custo
opt(m,n,t) de um escalonamento 6timo: o tempo da tarefa mais longa
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e o custo que obterfamos se pudéssemos distribuir as tarefas por igual
entre as m maquinas. Em formulas,

opt(m,n,t) > max; t; e opt(m,n,t) > % St (2.1)

No exemplo da figura 2.1, o segundo escalonamento apresentado é 6timo,
Jj& que % > i ti = 9,666... Essas delimitacoes sao usadas na analise do
algoritmo.

O caso em que n < m pode ser resolvido de maneira simples,

atribuindo-se uma tarefa a cada méaquina, assim no seguinte teorema
nos restringimos ao caso em que n > m.

Teorema 2.1: O algoritmo ESCALONAMENTO-GRAHAM é uma
2-aproximacgao polinomial para o ESCALONAMENTO (m,n,t),
quando n > m.

Demonstracao: Seja 7 o valor de t(M}) imediatamente antes da exe-
cucdo da linha 4 do algoritmo em uma iteracdo qualquer. E claro que
7 < t(M;) para todo j e, portanto, em virtude de (2.1),

T < Y (M) < 3Tt < opt(m,n,t) .
Assim, imediatamente depois da execugao da linha 4 do algoritmo, temos
t(My) = 7+t; < 2o0pt(m,n,t), pois t; < opt(m,n,t) de acordo com (2.1).
Essa delimitacdo vale no fim de cada iteracdo e portanto aplica-se a cada
uma das maquinas. Logo, no fim da ultima iteracao,

max; t(M;) < 2opt(m,n,t).

Quanto ao tempo de execucao, é facil ver que o algoritmo consome tempo
polinomial em n, ja que m < n. Assim, o algoritmo é polinomial. O

Conforme ja observamos, o algoritmo processa os dados sem conhe-
cimento prévio da sua totalidade. Varias situagoes reais demandam esse
tipo de abordagem, entre elas o escalonamento de tarefas em processa-
dores e a alocacdo de paginas na memoria priméaria de computadores.
Algoritmos para tais aplicacoes devem ser réapidos e fornecer solugoes
vidveis cujo valor seja proximo do valor 6timo. O algoritmo ESCALONA-
MENTO-GRAHAM possui estas caracteristicas e é conceitualmente muito
simples. Esse foi o primeiro algoritmo de aproximagdo de que se tem
noticia, o que o torna um marco nessa teoria.
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2.2 Cobertura por conjuntos

O segundo problema que vamos discutir é uma abstragao de varios
problemas que sao abordados ao longo deste texto.

Dada uma cole¢ao finita 8 de conjuntos finitos, dizemos que uma
subcolecao T de 8 cobre um conjunto finito E se todo elemento de F
pertence a algum conjunto de J. Neste caso, dizemos também que T
¢ uma cobertura de E. O problema da cobertura minima por
conjuntos (minimum set cover problem) consiste no seguinte:

Problema MINCC (E, 8, ¢): Dados um conjunto finito F, uma
colegao finita 8§ de conjuntos finitos que cobre E e um custo cg
em Qs para cada S em 8, encontrar uma cobertura J de E que
minimize ¢(7T).

A exigéncia de que 8§ cubra E é indcua: ela apenas exclui as ins-
tancias invidveis do problema. Chamamos o namero ¢(T) de custo da
cobertura J. Assim, o problema consiste em encontrar uma cobertura
de custo minimo.

O MINCC é NP-dificil mesmo quando cada conjunto em § nao tem
mais que trés elementos [GJ79]. Uma estratégia gulosa simples para o
problema, consiste em selecionar repetidamente o conjunto em 8 que é
mais “promissor” em termos de custo com relagdo ao ntmero de elemen-
tos ainda nao cobertos que ele contém. Essa estratégia da origem ao
seguinte algoritmo, proposto por Chvatal [Chv79|, que apresentamos em
sua versao recursiva.

Algoritmo MINCC-CHVATAL (E, §, ¢)

1 seE=1

2 entdo devolva ()

3 sendo seja Z em § tal que ¢, /|Z N E| € minimo
4 E'+— E\Z

5 <« {Se8:SNE #0}

6 seja ¢’ a restricdo de c a 8’

7 T’ <~ MINCC-CHVATAL (E', §', )

8 devolva {Z} U T’

Claramente o algoritmo devolve uma cobertura de E. Ha uma boa
delimitagao inferior para o valor 6timo do problema MINCC (E,§,c)
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relacionada ao algoritmo acima. Para mostra-la, suponha que Z é um
elemento de 8 tal que ¢, /|ZNE| < cg/|SNE| para todo S em 8. Entao,
para qualquer cobertura 7 de FE,

C C
Z_|E| < —Z=sq|SNE|

|ZNE| - |ZnE|
c
< —5 _ISNE
= DserCs
= ¢(7).
Segue dai que
c
t(E,8,¢) > |B| —Z— . 2.2
A seguir, mostramos que o algoritmo MINCC-CHVATAL é uma, H,-apro-
ximagao, onde n := |E| e H,, é o nimero harmoénico:
1 1 1
H,=14+-+=-+4+-+—.
n + 2 + 3 +--+ -

Teorema 2.2: O algoritmo MINCC-CHVATAL é uma Hy-apro-
ximagao polinomial para o MINCC (E, 8, ¢), onde n := |E|.

Demonstracao: A prova de que o algoritmo é uma Hy,-aproximacao
é por indugao em |E|. Se |E| = 0, entao o algoritmo devolve o conjunto
vazio, que é uma cobertura de custo minimo. Agora, suponha que |E| >
0, e portanto |§| > 0. Adote as abreviaturas n := |E| e k := |ZNE|, onde
Z ¢ o conjunto escolhido na linha 3 do algoritmo. Como |E'| =n —k <
|E|, podemos supor que a cole¢do T’ produzida na linha 7 do algoritmo
é uma cobertura de E' e que ¢/(T') < H,_jopt(E',8',¢). Além disso,
opt(E', 8, ') < opt(E, 8, c), uma vez que toda cobertura de E contém
uma cobertura de £’ formada por conjuntos de 8’. Com isso, em virtude
de (2.2),

c({Z}u7T) =
= ¢y, + (T
< %opt(E,S,c) + H,,_opt(E,S8,c)

IN

1 1 1
- e — H,) t(E, 8
<n+n—1+ +n—k—{—1+ n-k ) OPH(E, 8, )

H, opt(E,S,c) .

Ademais, o algoritmo é polinomial, ja que consome tempo O(|E||§|). O
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O algoritmo MINCC-CHVATAL pode produzir coberturas de custo
arbitrariamente proximo de H, opt(F,8,c), onde n := |E|. Mais preci-
samente, para cada ¢ positivo, existe uma instancia do problema para a
qual o algoritmo produz uma cobertura de custo Hy opt(E,8,c)/(1+¢):
basta tomar E = {1,...,n}, § = {E,{1},...,{n}}, ¢y = l+ec e
Criy = 1/i para cada ¢. Uma cobertura de custo minimo é {E'} e o custo
desta cobertura é 1+e. Por outro lado, o algoritmo MINCC-CHVATAL
produz a cobertura {{1},...,{n}}, cujo custo é H,,.

Assintoticamente, o algoritmo MINCC-CHVATAL tem a melhor razao
possivel para o problema MINCC, pois sabe-se |[RS97| que H, < 1+Inn
e existe uma constante positiva « para a qual nao existe algoritmo
com razao de aproximagdo menor que « lnn, com n = |E|, para o
MINCC (E, 8,¢), a menos que P = NP. Veremos mais sobre isso no
capitulo 8.

2.3 Mochila

Nesta secao tratamos de um outro problema de otimizacao bem co-
nhecido: o problema da mochila (knapsack problem). Esse problema
tem importantes aplicagdes, como por exemplo o carregamento 6timo de
containers. Podemos enuncid-lo da seguinte maneira.

Problema MOCHILA (m,n,v,w): Dados um nimero m em Q-
um numero n em Z-, um nuimero v; em Zy e um nimero w; em
Q. para cada i em {1,...,n}, encontrar um subconjunto S de
{1,...,n} que maximize v(S) sob a restrigao w(S) < m.

Os numeros v; e w; podem ser interpretados como valor e peso res-
pectivamente de um objeto ¢. O niimero m pode ser interpretado como
a capacidade de uma mochila, ou seja, o peso maximo que a mochila
comporta. O objetivo do problema é entdo encontrar uma colegdao de
objetos a mais valiosa possivel que respeite a capacidade da mochila.!

Uma abordagem de programacao dinamica [CLR92] resolve o proble-
ma MOCHILA: basta construir uma tabela W onde W;; é o peso minimo
de um subconjunto de {1,...,i} cujo valor é pelo menos j:

Wi -=min{w(S): S C{l,...,i}ev(S)>j}.

! Convém nao confundir o problema MOCHILA com a sua variante fraciona-
ria [CLR92], que permite escolher qualquer fragdo de um objeto.
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Aqui ¢ varia de 0 a n e j de 0 ao valor 6timo opt(m,n,v,w) do problema
mais 1. Se ndo héa subconjunto de {1,...,i} de valor pelo menos j, entao
W;j = oo. Abaixo, segue o algoritmo e, na figura 2.2, um exemplo.

Algoritmo MOCHILA-EXATO (m, n, v, w)

1 paraideOanfaca W;p<« 0

2 j5+0

3 repita

4 j—J+1

5 ng(-OO

6 para i de 1 a n faca

7 sev; > J

8 entao Wij < 1min {Wifl,ja wi}

9 senao Wij < min {Wi—l,j , Wi + Wi—l,j—vi}

10  até que W,; > m

11 seja S um subconjunto de {1,...,n}

12 com w(S) =Wy j_1ev(S)>j—1

13 devolva S
wiljo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0|0 00 o0 o0 0 o0 0 O o0 o0
110 4 4 o0 o0 00 00 00 00 00 OO
210 2 4 6 00 0 00 X 00 X 00
310 1 1 1 3 5 7 o0 o0 o0 X
4/0 1.1 1 2 3 3 3 5 7 9
5/0 1.1 1 2 3 3 3 5 7 9

Figura 2.2: Aplicagao do algoritmo MOCHILA-EXATO & instancia
m="7n=>5v=(21341), w=(42,1,2,2) do problema
MocHILA. A figura exibe a tabela W que o algoritmo calcula. O

valor 6timo dessa instancia é 9 e existem duas solucoes 6timas:
{1,3,4} e {2,3,4,5}.

As linhas 7 a 9 sdo faceis de entender. Suponha que S é um conjunto
de peso minimo dentre os que estdo incluidos em {1,...,i} e tém valor
pelo menos j. Sei € S entdo S & um conjunto de peso minimo dentre os
que estao incluidos em {1,...,i—1} e tém valor pelo menos j. Se i € S
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entao S\ {7} € um conjunto de peso minimo dentre os que estao incluidos
em {1,...,9—1} e tém valor pelo menos j—v;. (Sev; > j entao S = {i}.)

Para justificar a condi¢ao de parada na linha 10, observe que Wy; <
Wyk para todo k > j, uma vez que todo subconjunto S de {1,...,n}
que satisfaz v(S) > k também satisfaz v(S) > j. Assim, se Wy; > m,
entao Wy, > m para todo k > j e, portanto, podemos interromper os
célculos.

Infelizmente, o namero de execucoes das linhas 3 a 10 pode nao ser
polinomial em (v). Por exemplo, se n = 1 e m > vy, esse namero é vy +1
enquanto que (v1) = O(logv;). A bem da verdade, o problema MOCHILA
é NP-dificil [GJ79]. Podemos dizer entretanto que o algoritmo MOCHI-
LA-EXATO consome tempo proporcional ao ntimero de componentes da
matriz W. Esse namero é limitado por (n + 1)(o, + 1), onde

Op += Zi:wigm Vi,

ja que o valor 6timo do problema MOCHILA (m,n,v,w) nao ultrapassa
oy (com o, = 0 se todo w; > m). Nao é dificil verificar que as linhas 11
a 12 podem ser executadas em tempo O(n +o0,). Assim o consumo total
de tempo do algoritmo MOCHILA-EXATO é O(n(o, + 1)).

Esquema de aproximacao

Seja € um numero racional no intervalo aberto (0,1). Vamos ver
agora como usar 0 MOCHILA-EXATO para obter uma (1—¢)-aproximagcao
polinomial para o problema MOCHILA. O seguinte algoritmo, proposto
por Ibarra e Kim [IK75|, faz uma mudanga de escala nos valores de
uma instancia (m,n,v,w) do problema, obtendo uma outra instancia
para a qual o algoritmo MOCHILA-EXATO consome tempo polinomial
em m,n, (v) e (w).

Algoritmo MOCHILA-IK, (m,n, v, w)
1  sew; > m para todo 4

2 entdo devolva ()

3 sendo ¥ < max; . w;<m Vi

4 A ¢ed/n

5 para ¢ de 1 a n faga u; < |v;/A]

6 S <~ MOCHILA-EXATO (m,n, u, w)
7

devolva S
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Na linha 5 do algoritmo, [z]| é o maior inteiro que nao excede x.

Como S é uma solucao 6tima do problema MOCHILA (m,n,u,w),
temos que ) ;. ¢ w; < m, ou seja, S é uma solucdo viavel do problema
MOCHILA (m,n, v, w).

O valor do objeto mais valioso cujo peso nao excede a capacidade
da mochila, que é o numero ¥, é uma delimitacao inferior para o valor
6timo do problema:

opt(m,n,v,w) > 9. (2.3)

Essa delimitacao é usada na andlise do algoritmo.

Teorema 2.3: O algoritmo MOCHILA-IK, é uma (1—¢)-apro-
ximagao polinomial para o problema MOCHILA.

Demonstracao: O conjunto S na linha 6 do algoritmo é uma solucao
6tima do problema MOCHILA(m, n,u,w). Se S* é uma soluc¢ao 6tima do
MOCHILA(m, n,v,w), entao

2 ies Vi A Qs Ui

A D icge Wi (2.4)
A Dies (X —1) (2.5)
v(S) = A |5*|

v(S*) —

v(S*) — e

(1 —¢)opt(m,n,v,w) . (2.6)

vV IV IV

Y

Vv

A desigualdade (2.4) vale pois S é uma solugao 6tima do problema Mo-
CHILA(m,n,u,w). Ja (2.5) vale pois u; > v;/A — 1 para todo i em S*.
Finalmente, (2.6) vale por (2.3).

Quanto ao tempo de execucao do algoritmo, temos o seguinte. A
linha 6 consome tempo O(n(oy + 1)), onde oy = 3, ., o, wi. Mas
u; < vi/A < mnje, para todo i tal que w; < m. Assim oy < n?/e e
portanto o MOCHILA-IK, consome tempo O(n3/g). O

Note que o algoritmo MOCHILA-IK, é um esquema que nos for-
nece, para cada € racional no intervalo (0,1), uma (l—¢)-aproximacao
que consome tempo polinomial em n/e para resolver a instancia Mo-
CHILA (m,n,v,w). Assim, MOCHILA-IK, é conhecido um esquema de
aproximagcao plenamente polinomial (fully polynomial-time approzimati-
on scheme) (capitulo 8).
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2.4 Caixeiro viajante

Nesta se¢ao, abordamos um problema que surge em varias aplicagoes
praticas, como a perfuracao de placas de circuito impresso e a determina-
¢ao de rotas de transporte de custo minimo. Informalmente, o problema
consiste em determinar uma rota de comprimento minimo que passe exa-
tamente uma vez em cada um dos pontos de um conjunto dado.

E conveniente formalizar o problema na linguagem de teoria dos gra-
fos (apéndice A). Em particular, convém recorrer ao conceito de circuito
hamiltoniano: um circuito que contém todos os vértices do grafo. O pro-
blema do caixeiro viajante (traveling salesman problem), denotado
por TSP, é definido da seguinte maneira:

Problema TSP (G, c¢): Dados um grafo G e um custo ¢, em Q»
para cada aresta e, determinar um circuito hamiltoniano C' que
minimize ¢(C).

Esse é talvez o mais famoso problema de otimizacao combinatoria,
em parte gragas as conexoes com varios outros problemas de otimizagao.
Ele é NP-dificil mesmo se ¢, € {1,2} para toda aresta e |GJ79|. Além
disso, nao se conhece um algoritmo de aproximagdo com razdo cons-
tante para o problema, conforme veremos no capitulo 8. Nesta secdo,
nos restringimos a um caso particular do T'SP que admite algoritmo de
aproximacao com razao constante.

Caixeiro viajante métrico

Suponha que o grafo G' é completo e temos um custo ¢;; associado a
cada par 45 de vértices. Dizemos que os custos satisfazem a desigual-
dade triangular se

cik < cijtcjk (2.7)

para quaisquer trés vértices ¢, 7 e k. O TSP restrito ao conjunto de
instancias (G,c) em que G é completo e ¢ satisfaz a desigualdade tri-
angular é conhecido como problema do caixeiro viajante métrico e
sera denotado aqui por TSPM. O problema é NP-dificil |[GJ79].

Discutimos a seguir dois algoritmos de aproximagao para o TSPM.
A estratégia utilizada pelos dois algoritmos tem quatro passos: (1) cons-
truir uma arvore geradora T de G; (2) acrescentar novas arestas a T’
para obter um novo grafo 7" cujos vértices tém grau par; (3) obter um
ciclo euleriano P em T'; e (4) obter um circuito hamiltoniano em G a
partir de P. A diferenca entre os dois algoritmos estd apenas na politica
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adotada para acrescentar novas arestas & arvore 7'.

Chamamos o namero ¢(S) de custo de S, onde S pode ser um cir-
cuito, um ciclo, uma arvore, um caminho ou um conjunto de arestas.

O passo 1 da estratégia envolve uma arvore geradora de custo mi-
nimo (minimum-cost spanning tree). Uma arvore geradora de custo mi-
nimo d4 uma boa delimitacao inferior para o valor 6timo do problema
TSPM (G, ¢): se removemos uma aresta de um circuito hamiltoniano te-
mos uma arvore geradora de custo nao superior ao do circuito. Portanto,

opt(G,c) > ¢(T) . (2.8)

Existem algoritmos simples e eficientes |[BM76, CLR92| para construir
uma arvore geradora de custo minimo em um grafo conexo. Vamos
designar por MST um algoritmo qualquer desse tipo. O consumo de
tempo do algoritmo é O(n?), onde n ¢ o nimero de vértices do grafo.

A operagao a que se refere o passo 2 pode ser formalizada da seguinte
maneira. Para qualquer conjunto F' de pares nao-ordenados de vértices
de T, seja T + F o multigrafo (V, Ep U F), onde Ep U F denota o
multiconjunto que tem duas copias de cada elemento de E7 N F' (apén-
dice A). Como o grafo subjacente é completo, cada aresta do multigrafo
T + F tem um custo bem definido.

Um ciclo euleriano em um grafo ou multigrafo 7" é qualquer ci-
clo que contém todas as arestas de T”. Um multigrafo conexo T” tem
um ciclo euleriano se e somente se cada um de seus vértices tem grau
par [BM76]. Sao bem conhecidos os algoritmos [AHUT74| que constroem
um ciclo euleriano em um multigrafo conexo sem vértices de grau fmpar.
Para os propositos do passo 3, vamos designar por EULER um algoritmo
qualquer desse tipo. O consumo de tempo do algoritmo é proporcional
ao nimero de arestas do multigrafo.

O passo 4 da estratégia transforma um ciclo gerador, ou seja, um ciclo
que contém todos os vértices do multigrafo, em um circuito hamiltoniano.
O procedimento é simples: basta extrair uma subseqiiéncia maximal
sem vértices repetidos da seqiiéncia (vg, vy, ..., v,) de vértices do ciclo
gerador. Isso pode ser realizado pelo seguinte procedimento:

wp <— Vg
n <+ 0
para i de 1 a m faca
se vi§é{w0,...,wn}
entdon < n—+1

S O s W N =

Wy < Vg

MST

T+ F

EULER

ATALHO
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Como o grafo é completo, a seqiiéncia (wg,wy,...,w,, wy) define um
circuito. O circuito contém todos os vértices do grafo, pois o ciclo dado
contém todos os vértices. Cada par (wj, wj41) de vértices consecutivos
no circuito € ligado por um segmento (vj, V41, ... ,Vi4p) do ciclo. Gragas
a desigualdade triangular (2.7), o custo da aresta wjwj41 nao é maior
que o custo do segmento. Portanto, o custo do circuito resultante C' nao
¢ maior que o do ciclo dado P:

c(C) < c¢(P). (2.9)
Denotamos por ATALHO (short-cut) o procedimento que acabamos de
descrever. O tempo gasto pelo procedimento é proporcional ao nimero
de arestas do ciclo dado e portanto ao nimero de arestas do grafo.

Algoritmo de Rosenkrantz, Stearns e Lewis

No algoritmo descrito a seguir, o multigrafo 7" (passo 2 da estratégia)
¢ obtido por meio da duplicacao de cada uma das arestas da arvore
geradora T'. O algoritmo aparece em um artigo de Rosenkrantz, Stearns
e Lewis [RSL77].

Algoritmo TSPM-RSL (G, ¢)
T + MST (G, ¢)

T+ T+ Er

P < EULER (T")

C < ArALHO (P)

devolva C

QU = W N =

Evidentemente, todo vértice de T” tem grau par e, portanto, 7" tem
um ciclo euleriano. O algoritmo EULER determina um tal ciclo. Como o
conjunto de vértices de T" é Vi, o ciclo euleriano P é gerador. O circuito
C devolvido por ATALHO na linha 4 é, entdo, um circuito hamiltoniano
de G.

Teorema 2.4: O algoritmo TSPM-RSL é uma 2-aproximacao
polinomial para o TSPM.

Demonstracao: Como P é um ciclo euleriano em 7'+ E7, temos que
¢(P) =2¢(T). Entao, por (2.8) e (2.9),

c(C) < ¢(P) = 2¢(T) < 20pt(G,c).
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A linha 1 do algoritmo consome tempo O(|V|?). As demais linhas con-
somem tempo O(|V|), pois o ntimero de arestas de T" é menor que 2|V |.
Em suma, o algoritmo é polinomial. O

Algoritmo de Christofides

Um emparelhamento (matching) em um grafo ¢ um conjunto de
arestas sem extremos em comum (ou seja, cada vértice pertence a no
méaximo uma das arestas do emparelhamento). Um emparelhamento
M ¢ perfeito se cada vértice do grafo pertence a uma aresta de M. O
algoritmo de Edmonds |LP86], que denotaremos por EDMONDS, encontra
um emparelhamento perfeito de custo minimo em tempo O(n?), onde n
é o nimero de vértices do grafo.

O algoritmo de Christofides |Chr76| acrescenta & arvore geradora T’
um emparelhamento perfeito no subgrafo de G induzido pelos vértices
que tém grau impar em 7.

Algoritmo TSPM-CHRISTOFIDES (G, ¢)

T + MST (G,¢)

seja I o conjunto dos vértices de grau impar de T'
M <+ Epmonbs (G[I],¢)

T+« T+ M

P < EULER (T")

C + AtaLHO (P)

devolva C

~N O Ot B W NN

Como M ¢é um emparelhamento perfeito em GII], todo vértice de
T + M tem grau par e, portanto, o multigrafo 7" na linha 4 tem um ciclo
euleriano. O ciclo é gerador pois T' é geradora. Na linha 6 do algoritmo,
C é um circuito hamiltoniano de G.

Teorema 2.5: O algoritmo TSPM-CHRISTOFIDES é uma -

2
aproximacao polinomial para o TSPM.

Demonstracao: Precisamos mostrar que C' tem custo no maximo
%opt(G, ¢). De acordo com (2.9), temos que ¢(C) < ¢(P). Por ou-
tro lado, ¢(P) = ¢(T") = ¢(T) + ¢(M). Usando (2.8), temos que
c(C) < ¢(T) + (M) < opt(G,c) + ¢(M). Portanto, para concluir que

EpMONDS
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¢(C) < 3 opt(G, ¢), basta mostrar que

opt(G,c) > 2¢(M) . (2.10)
Seja C* uma solugao 6tima para o TSPM. Sejam uy,us, ..., us 0s vér-
tices de I na ordem em que aparecem em C*. Como G é completo, a
seqiiéncia D = (uy,usg, ..., Uz, u) € um circuito em G[I]. Em outras

palavras, D pode ser obtido de C* pela substituicdo de cada segmen-
to de C* que liga u; a wu;11 pela aresta u;u;41 de G. A desigualdade
triangular (2.7) garante que ¢(D) < ¢(C*). Além disso, como D tem
comprimento par, Ep é a unido de dois emparelhamentos perfeitos em
G[I] mutuamente disjuntos, digamos M’ e M". Logo,

2¢(M) <c(M') +c(M") = ¢(D) < ¢(C*) = opt(G,¢) ,

sendo que a primeira desigualdade vale porque M é um emparelhamento
perfeito de custo minimo. Isso completa a prova de (2.10).

A linha 3 consome tempo O(|Vg|?), enquanto que as demais linhas
consomem tempo O(|Vg|?). Portanto, o algoritmo ¢ polinomial. O

Proposto em 1976, TSPM-CHRISTOFIDES é ainda o melhor algorit-
mo de aproximagao conhecido para o TSPM. O algoritmo TSPM-RSL
pode ser uma boa alternativa em certas circunstancias: ele consome me-
nos tempo que o TSPM-CHRISTOFIDES e é bem mais simples, pois nao
envolve a determinacao de um emparelhamento perfeito de custo mini-
mo.

Exercicios

2.1 Mostre que o algoritmo ESCALONAMENTO-GRAHAM (m,n,t) tem
razao de aproximagao 2 — % Para cada m, exiba uma instancia
para a qual o algoritmo produz um escalonamento que atinge tal
razao em relacao ao 6timo.

2.2 Considere a variante do algoritmo de Graham que coloca as tarefas
em ordem nao-decrescente de tempo antes de comegar o proces-
so de escalonamento. Mostre que essa variante é uma 4/3-aproxi-
magao polinomial para 0 ESCALONAMENTO. Exiba uma instancia
(m,n,t) para a qual o algoritmo produz um escalonamento de custo
% opt(m,n,t).

2.3 Escreva uma versao iterativa do algoritmo MINCC-CHVATAL.
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24

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

O problema da cobertura méaxima (mazimum coverage pro-
blem) consiste no seguinte:

Problema MaxCC (E,w, 8, k): Dados um conjunto finito

E, um peso w, em Qs para cada e em E, uma colegao 8

de subconjuntos de E e um inteiro nao-negativo k < |§],

encontrar uma subcolegao T de B tal que |T| =k e w(|J7T)

é maximo.
Este problema ¢ NP-dificil [GJ79]. Mostre que o algoritmo guloso
que escolhe a cada passo um conjunto que cobre o subconjunto mais
pesado de elementos descobertos é uma (1 — (1—k~1)¥)-aproxima-
¢ao polinomial para o problema. Lembre-se de que 1 — (1—k~1)% >
1—e!, onde e é a base dos logaritmos naturais, e conclua que esse
algoritmo é uma 0,63-aproximagao para o MAXCC.

Construa instancias do MINCC com custos unitarios, ou seja, ins-
tancias (F,8,c¢) com c¢g = 1 para todo S em §, para as quais o
custo da cobertura produzida pelo algoritmo MINCC-CHVATAL po-
de chegar arbitrariamente perto de Hy opt(E, 8, c), onde n := |E|.

Lembre-se que Inz é a primitiva da fun¢do 1/z. Deduza dai que
H, < 1+ Inn. Conclua que o algoritmo MINCC-CHVATAL &
uma O(log n)-aproximacao polinomial para o MINCC (E, 8, ¢), on-
den:=|E| > 1.

Reescreva o algoritmo MOCHILA-EXATO (m,n,v,w) de modo que
fique mais evidente que as linhas 11 e 12 do algoritmo podem ser

executadas em tempo O(n +0y), onde 0y == 3.\, <y Vi -

Counsidere o seguinte algoritmo guloso para o problema da mochila:
selecione um a um os objetos j cujo valor de v;/w; é maximo até
que a capacidade da mochila seja atingida ou todos os objetos ja
foram considerados. Mostre que este algoritmo nao tem razao de
aproximagcao constante, ou seja, exiba uma familia de instancias
(m,n,v,w) do problema para as quais a razao entre o valor da
solugao produzida pelo algoritmo e opt(m,n, v, w) é arbitrariamente
pequena.

O problema do empacotamento unidimensional (bin packing
problem) consiste no seguinte:

Problema EMPACOTAMENTO (n,¢): Dados um inteiro po-
sitivo n e, para cada ¢ em {1,...,n}, um nimero racional
¢; no intervalo fechado |0, 1], encontrar uma particao B de
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{1,...,n} tal que ¢(B) < 1 para todo B em B e |B| seja
minimo.
Este problema é NP-dificil no sentido forte [GJ79]. Mostre que o
algoritmo abaixo é uma 2-aproximacao polinomial para o EMPA-
COTAMENTO. Exiba uma instancia (n,c) para a qual o algoritmo
produz uma parti¢do B tal que |B| = 2opt(n,c).
Algoritmo EMPACOTAMENTO-NEXT-FIT (n, ¢)
1 k+1
2 Bk — @
3 paraidelan faca
4 se ¢; S 1-— C(Bk)
5 entdo By < B U {i}
6 sendo k +— k+1
7 By « {i}
8 devolva {By,..., B}

Construa uma familia de instancias (G, ¢) do TSPM para as quais o
custo do circuito hamiltoniano obtido pelo algoritmo TSPM-RSL
pode ser arbitrariamente proximo de 2opt(G,c). Construa uma
familia de instancias (G,c¢) do TSPM para as quais o custo do
circuito hamiltoniano obtido pelo algoritmo de Christofides pode
ser arbitrariamente proximo de %opt(G, c).

Considere as trés seguintes variantes do TSPM. Na primeira, bus-
camos um caminho hamiltoniano de custo minimo no grafo dado.
Na segunda, queremos um caminho hamiltoniano de custo minimo
dentre os que comecam em um dado vértice s. Na terceira, que-
remos um caminho hamiltoniano de custo minimo dentre os que
comecam em um dado vértice s e terminam em um dado vértice ¢.
Modifique o algoritmo de Christofides para que ele seja um algorit-
mo de aproximacao com razao menor que 2 para cada uma destas
variantes.

Mostre que os algoritmos TSPM-RSL e TSPM-CHRISTOFIDES po-
dem produzir péssimos resultados se aplicados a instancias do TSP
que nao satisfazem a desigualdade triangular.

Notas bibliograficas

A primeira versao desse capitulo teve por base o livro editado por

Hochbaum [Hoc97], o livro de Cormen et al. [CLR92|, o texto de Gui-

mar

aes |Gui98|, as notas de aula de Williamson [Wil98] e o relatorio
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técnico de Christofides [Chr76]. O exercicio 2.4 foi extraido do livro de
Vazirani [Vaz01].

Para o problema do escalonamento em maquinas idénticas, Hoch-
baum e Shmoys |[HS88| obtiveram um esquema de aproximagao polino-
mial, ou seja, uma (1+¢)-aproximagao polinomial para todo namero ra-
cional positivo ¢ fixo. O algoritmo descrito no exercicio 2.2 foi proposto
por Graham [Gra69]. O algoritmo apresentado na secao 2.1 é conhe-
cido como list scheduling. Diversas variantes do problema sao discuti-
das na literatura. Uma boa amostra dessas variantes e suas aplicacoes
encontra-se no livro de Brucker |Bru98| e no livro editado por Chrétienne
et al. [CJLLI5|.

O problema da cobertura minima por conjuntos, no caso especial
em que todos os custos sdo unitarios, foi estudado primeiramente por
Johnson [Joh74], que apresentou uma (1 + Ilnn)-aproximagao, onde n é
o namero de elementos no conjunto que se quer cobrir. Lovasz [Lov75],
estudando coberturas em hipergrafos, obteve esse mesmo resultado. O
algoritmo MINCC-CHVATAL aplicado a essas instancias especiais coinci-
de com esse algoritmo.

Um esquema de aproximacao plenamente polinomial para o problema
da mochila, que consome menos tempo e espaco do que os anteriormente
conhecidos, foi recentemente obtido por Kellerer [KP99|. O problema da
mochila tem diversas variantes (com precedéncia, nao-linear, estocéstica,
multidimensional). O livro de Martello e Toth [MT90]| é uma excelente
resenha do estado-da-arte para muitas dessas variantes. Entre outras
coisas, o livro apresenta resultados computacionais sobre implementacoes
de varios algoritmos exatos e de aproximacao e contém um disquete com
os codigos das implementagoes.

O TSP é considerado um problema central na area de otimizacao
combinatoria. O livro editado por Lawler et al. [LLRS90|, com contri-
buicoes de diversos autores, fornece uma resenha unificada, completa e
atualizada até 1985. Uma resenha mais recente, devida a Jiinger, Rei-
nelt e Rinaldi [JRR95]|, discute vérias técnicas, concentrando-se naque-
las que tém se mostrado mais eficazes para resolver instancias do TSP
que surgem na pratica. Dentre essas, destacamos a heuristica de Lin e
Kernighan [LK73] e os métodos branch-and-cut, que baseiam-se em um
poliedro associado ao TSP |[ABCC9§|.

A biblioteca TSPLIB, mantida por Reinelt [Rei00], ¢ uma coleté-
nea de instancias do TSP de diversos tamanhos e tipos. Ela é usada
em estudos comparativos da eficiéncia e eficacia de novas heuristicas e
algoritmos de aproximagao para o TSP.
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Um esquema de aproximacao polinomial para a versao euclidiana do
TSP em dimensao fixa foi obtido por Arora [Aro98]| e, logo em seguida,
independentemente, por Mitchell [Mit99]. Um algoritmo de aproximagcao
para o problema do caminho hamiltoniano de custo minimo, nos mol-
des do algoritmo de Christofides, foi projetado por Hoogeveen [Hoo91]
(exercicio 2.11). Arora et al. [AGK'98| apresentaram um esquema de
aproximacao polinomial para o TSPM restrito a grafos planares.

O sofisticado algoritmo de Edmonds [Edm65a, Edm65b, LP86| para
encontrar um emparelhamento perfeito de custo minimo é um marco
na teoria algoritmica dos grafos e estd ligado as origens da teoria de
complexidade (apéndice E).



CAPITULO 3

Método Primal

Vimos no capitulo anterior que técnicas bem conhecidas de projeto
de algoritmos, como a programacao dinamica e o método guloso, podem
resultar em bons algoritmos de aproximagao. Neste capitulo e nos pro-
ximos trés, mostramos como programacao linear (apéndice C) pode ser
usada na criacao de bons algoritmos de aproximagao.

Programacao linear é uma ferramenta ttil pois existem bons algo-
ritmos para resolver programas lineares. Além disso, ela pode fornecer
boas delimitacoes para o valor 6timo do problema em questao e, como
j& vimos, tais delimitagoes sao essenciais para a anélise da qualidade da
solugao produzida por um algoritmo de aproximagao.

Para criar um algoritmo de aproximacao baseado em programacao
linear, necessitamos de um programa linear que seja uma relaxacao do
problema de otimizagao: cada solugao vidvel do problema combinatorio
deve corresponder a uma solucao viavel do programa linear.

3.1 Técnica do arredondamento

Uma, técnica simples mas as vezes eficaz é a do arredondamento.
Esta técnica consiste em arredondar uma solucao 6tima de um progra-
ma linear que represente o problema original. A técnica pode dar bons
resultados nao sé com programas lineares, como veremos no capitulo 7.
Nesta secao, vamos aplicar a técnica do arredondamento ao problema da
cobertura minima por conjuntos, ja discutido na secao 2.2.

23
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Problema MINCC (E,8,¢): Dados um conjunto finito £/, uma
colecao finita 8§ de conjuntos finitos que cobre E e um custo cg
em Qs para cada S em 8, encontrar uma cobertura J de E que
minimize ¢(7T).

Para aplicar a técnica do arredondamento, precisamos formular um
programa linear que represente o MINCC. Counsidere o seguinte programa
linear: encontrar um vetor x indexado por 8 que

minimize cx
1 para cada e em E , (3.1)
0 paracada S em S.

sob as restrigées ) g.,cq Tg >

Tg >
Neste programa, tem-se uma varidvel ¢ para cada S em § e, para cada
e em FE, uma restricao que corresponde & exigéncia de que e seja co-
berto. O programa linear (3.1) é limitado, pois cz > 0 para qualquer
solucao viavel z de (3.1), e é viavel ja que o vetor caracteristico de 8
satisfaz as restri¢oes de (3.1). Assim, pelo teorema forte da dualidade
(teorema C.3, apéndice C), o programa (3.1) tem uma solugao 6tima ra-
cional. Como o vetor caracteristico de qualquer cobertura de E é vidvel
em (3.1), temos a seguinte delimitagdo inferior para o valor 6timo do
problema MINCC (E, §, ¢):

opt(E,S,c) > c& (3.2)

para toda solugdo 6tima & de (3.1).

Se todos os componentes de uma solucdo 6tima Z sdo inteiros, a sub-
colecao {S € § : 4 > 0} € uma solucao 6tima do MINCC, ou seja, é uma
cobertura de E de custo minimo. Em geral, porém, virios componentes
de Z sao fracionarios. Ao arredondarmos os valores desses componentes
de maneira apropriada, podemos obter uma cobertura de E. A seguir,
analisamos uma possivel maneira de realizar este arredondamento.

Para cada e em F, seja f. a freqiiéncia de e em 8, isto é, o niumero
de elementos de § aos quais e pertence. Seja (8 a maior das freqiiéncias.
Como 8 cobre E, temos que f > 0. O proximo algoritmo, projetado
por Hochbaum [Hoc82|, escolhe um conjunto S em § para fazer parte da
cobertura se e somente se o valor da variavel Z¢ é pelo menos 1/f.
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Algoritmo MINCC-HOCHBAUM (E, 8, ¢)

1 seja & uma solugdo 6tima racional de (3.1)
para cada e em F faca f. + [{S €8 :e€ S}
B maxeck fe

T—{Ses:25>1/p}

devolva T

Ot = W N

A colec@o T é uma cobertura, como passamos a mostrar. Cada e em
FE pertence a no maximo [ conjuntos de 8. Este fato, juntamente com
a restricdo ) ¢.,cgZg > 1, garante que £4 > 1/f para algum S que
contém e. Portanto, T contém algum S que contém e, ou seja, T é uma
cobertura de E.

Teorema 3.1: O algoritmo MINCC-HOCHBAUM é uma [-apro-
ximagao polinomial para o MINCC (E, 8, ¢), onde 3 é o nimero
maximo de vezes que um elemento de E aparece em conjuntos

de 8.
Demonstracao: O custo da cobertura T produzida pelo algoritmo é

oT) = Xserts < B Xgercsty < Bez < Popt(E,S,c),

onde a primeira desigualdade vale pois S2¢ > 1 para todo S em T e a
ultima vale por (3.2).

O programa linear (3.1) tem |8| varidveis e |E| restricoes (as restri-
¢oes g > 0 sao implicitas) e, portanto, o tamanho do sistema (3.1) é
(18| + 1)|E] + (¢). Como programas lineares podem ser resolvidos em
tempo polinomial (fato C.4), a linha 1 do algoritmo pode ser executa-
da em tempo polinomial. As demais linhas claramente também podem
ser executadas em tempo polinomial em |E| e |§|. Assim, o algoritmo ¢
polinomial. O

3.2 Técnica métrica

Como na secao anterior, usaremos uma solu¢do 6tima Z de um pro-
grama linear associado ao problema combinatério. Desta vez, & é um
vetor indexado pelas arestas de um grafo e cada componente Z, serad
interpretado como o comprimento da aresta e.

Vamos descrever a aplicagao dessa técnica ao problema do multicorte
minimo. Dados um grafo G e um conjunto K de pares de vértices,
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dizemos que um caminho de s a ¢ ¢ um K-caminho se {s,t} € K. Um
conjunto M de arestas ¢ um K-multicorte se ndo existe K-caminho no
grafo G—M. O problema do multicorte minimo (minimum multicut
problem) consiste no seguinte:

Problema MINMCurt (G, K, ¢): Dados um grafo G, um con-
junto K de pares de vértices e um custo ¢, em Qs para cada
aresta e, encontrar um K-multicorte M que minimize ¢(M).

H& um bem conhecido algoritmo polinomial [AMO93| para o caso
em que |[K| = 1. Para o caso em que |K| = 2, também existe um
algoritmo polinomial [Hu63, [ta78|. Dahlhaus et al. [DJPT 94| mostraram
que o problema é NP-dificil mesmo quando restrito as instancias em
que |K| = 3.

Denote por P o conjunto de todos os K-caminhos e considere o se-
guinte problema de programacao linear: encontrar um vetor x indexado
por Eg que

minimize cx
sob as restricoes z(Ep) > 1 para cada P em P, (3.3)
z. > 0 paracada eem FEg.

O vetor caracteristico de E¢ € viavel em (3.3) e cz > 0 para qualquer
solugao viavel z de (3.3). Portanto, de acordo com o teorema forte da
dualidade, o programa (3.3) tem uma solu¢ao 6tima racional. A relagao
entre este programa e o MINMCUT é simples: o vetor caracteristico de
qualquer K-multicorte é viavel em (3.3) e portanto

opt(G, K, c) > c& (3.4)

para qualquer solucgao 6tima z de (3.3).

O algoritmo abaixo foi concebido por Garg, Vazirani e Yannaka-
kis [GVY96] e fornece a melhor razao de aproximagao conhecida para
o MINMCUuT. Ele supde que K # (); em caso contrario, o problema é
trivial.

Algoritmo MINMCUT-GVY (G, K, ¢)

1 seja & uma solugdo 6tima racional de (3.3)
2 k<« |K|

3 M <+ CENTRAL(G,k,K,c, &)

4  devolva M
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O algoritmo CENTRAL, que detalhamos adiante, produz um K-
multicorte M tal que

c(M) < (4ln2k)czx. (3.5)

Teorema 3.2: O algoritmo MINMCUT-GVY é uma (41n 2k)-
aproximacao polinomial para o MINMCur (G, K, ¢), sendo k :=
|K| > 0.

Demonstracao: Em virtude de (3.5) e (3.4), o custo ¢(M) do multi-
corte M que o algoritmo devolve satisfaz

c(M) < (4In2k)ci < (41n2k)opt(G, K,c) .

O namero de restri¢oes do programa (3.3) pode ser exponencial em |V |.
Ainda assim, a linha 1 do algoritmo MINMCUT-GVY pode ser execu-
tada em tempo polinomial em (G) + (c), ja que temos um algoritmo de
separagao (apéndice C) para (3.3): interprete z, como comprimento da
aresta e, calcule um caminho de comprimento minimo de s a t para cada
{s,t} em K. Se algum destes caminhos, digamos P, tiver comprimento
menor que 1, o vetor x nao satisfaz a restrigao de (3.3) correspondente
a P. Do contrério, = satisfaz todas as restrigoes de (3.3). Esse algorit-
mo de separacao consome tempo polinomial em (G) (use o algoritmo de
Dijkstra [AMO93], por exemplo) e portanto a linha 1 do algoritmo pode
ser executada em tempo polinomial em (G) + (c).

A solucao # é racional e (Z) é limitado por um polinémio em (G) (fa-
to C.4). Como mostraremos ao analisar o algoritmo CENTRAL, a linha 3
consome tempo polinomial em (G) + (¢) + (%) e portanto polinomial em
(G) + (c). Assim, podemos concluir que o algoritmo MINMCuT-GVY é
polinomial. O

Algoritmo central

O algoritmo CENTRAL recebe um grafo G, um inteiro £ > 1, um
conjunto K de no maximo k pares de vértices, um vetor racional ¢ e um
vetor racional ndo-negativo z tal que z(Ep) > 1 para todo K-caminho P.
Dado o carater recursivo do algoritmo, é necessério refinar a especifica-
¢ao (3.5): o algoritmo CENTRAL produz um K-multicorte M tal que

(M) < (2In2k)(1+ £|K|)cz . (3.6)

Para obter um tal multicorte, CENTRAL calcula uma particao (S,7") de
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Vi que separe os dois vértices de algum par em K de modo a man-
ter ¢(0(S)) razoavelmente pequeno. A particao (S,7") induz a partigao
(A,6(S),B) de Eg, onde A é o conjunto das arestas que tém ambos os
extremos em S e B é o conjunto das arestas que tém ambos os extremos
em 7. O algoritmo é entao aplicado, recursivamente, ao grafo (Vg, B).

Para descrever o algoritmo CENTRAL, precisamos de alguma nota-

¢ao. Para quaisquer vértices s e u, seja z(s,u) := minp z(Ep), onde
o minimo é tomado sobre todos os caminhos P de s a u (é claro que
z(s,u) = oo se nao existe caminho de s a w). Podemos interpretar

z(s,u) como a distancia de s a u. Para qualquer nimero p, denotamos
por V (s, p) o conjunto de todos os vértices & distancia no maximo p de s,
ou seja,

Vi(s,p) ={veVg:xz(s,v) <p}.

Imagine que as arestas do grafo sao tubos, sendo x, 0 comprimento e
ce a area da secgado transversal do tubo e. Com essa interpretagdo em
mente, denote por ¥(s,p) o volume da parte da tubulagdo que dista no
méaximo p de s:

(s, p) = Cp%T o+ Zuve(s(s), ues cuo(p — z(8,u)) ,

onde S :=V(s,p) e ¢4 e x4 sdo as restricoes de ¢ e z, respectivamente,
ao conjunto de arestas A := Egg). E claro que 9(s,p) < cx qualquer
que seja p.

Agora estamos prontos para descrever o algoritmo CENTRAL.

Algoritmo CENTRAL (G, k, K, ¢, x)

1 seK=0

2 entdo devolva ()

3 sendo se cx = 0

4 entdo devolva {e € Eg : z. > 0}

) sendo sejam s e t os extremos de um K-caminho
6 seja vy, ..., v, uma ordenacio dos vértices
7 tal que z(s,v1) <--- < x(s,vy)

8 para i de 1 a n faga p; « z(s,v;)

9 j < 1+ max{i:p; =0}
10 enquanto J(s,p;) > ((2k)?P7 — 1)+cx
11 facaj« j+1
12 S V(S,pj_l)
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13 T%Vg\s

14 B+ EG[T]

15 GB — (Vg,B)

16 Kp«+ K\ {{s,t'} : S separa s’ de t'}
17 Mp «+ CENTRAL (G, k,Kp,cp,1y)
18 devolva 6(S) U Mp

Na linha 16, dizemos que S separa s’ de t’ se S contém exatamente
um de s’ e t'. Na linha 17, os vetores ¢, e x5 s@o as restricoes de c e z
a B, respectivamente.

No fim da linha 9, temos 2 < j < n pois p; = z(s,s) = 0 e p, >
z(s,t) > 1. Apos as linhas 10 e 11, como p, > 1e k > 1,

((2k)?P» — 1) ez > ((2k)? — 1)gca > (2k — 1)gcz > cx > 9(s,pp) -

Na linha 17, as condigoes de aplicabilidade do algoritmo CENTRAL estao
satisfeitas: |Kp| < |K| < k, p é ndo-negativo e z5(Fp) > 1 para todo
Kp-caminho P em Gp.

Lema 3.3: Ao fim da linha 12 do algoritmo CENTRAL, temos
que

c(0(9)) < (21n2k) (CA.’L‘A + C59)%5(s) T %ca;) ,

onde ¢, e x, sao as restri¢oes de ¢ e x ao conjunto A := Egg
enquanto C5(s) € To(s) sao as restrigoes de c e x a §(S).

Demonstracdo: E preciso verificar que, ap6s as linhas 10 e 11,

Pji-1 < Dpj, (3.7)
s.pyr) > (PP —Dher e (33)
d(s,p;) < ((2k)%i —1)zcw. (3.9)

Como ja vimos acima, 2 < 7 < n ap6és as linhas 10 e 11. Suponha pois
que j = 2. Entao, em virtude da linha 9, temos que p;_1 = p; = 0 < p;.
Além disso, ainda supondo j = 2, temos que

I(s,pj—1) = I(s,p1) = 9(s,0) =0 = ((2k)° — 1) fcz,

enquanto que 9(s,p;) < ((2k)?7 — 1)zca em virtude das linhas 10 e 11.
Agora analisemos o caso em que j > 2. Claramente, (3.8) e (3.9) valem
em virtude das linhas 10 e 11. Disso segue que pj_1 # pj. Como p;_1 <
pj, pelas linhas 6 e 7, temos que (3.7) vale.

Gs
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Agora prosseguimos com a prova do lema. De (3.8) e (3.9) temos
que
O(s,p;) + gew
19(8,]7]'—1) + %CQ?

< (2k)%Pi=Pi-1) (3.10)

Tomando-se o logaritmo natural do lado esquerdo de (3.10) e
desenvolvendo-o, obtemos

In (9(s, p;) + 1cx) — In (I(s,pj_1) + $cx) =

/pj d In (9(s, p) + £cz)d
= — 11 S,p T CI p
pi—1 9P *

_ [ c(5))
- /pj_l ﬁ(sap)Jr%c:vdp’

pois a derivada de 9(s, p) + %cm em relacdo a p no intervalo (p;_1,p;) €
¢(0(S5)). Fazendo-se o mesmo com o lado direito de (3.10), obtemos

Pj
2(pj —pj—1)In2k = / (2In2k)dp .
Pj-1

Como o logaritmo é uma fungao crescente, concluimos de (3.10) que

/pj 190(5(—5))1@ < /pj (2In2k)dp .

Pj—1 (s,p) + L CT Pj—1
Entdo, para algum p no intervalo (pj_1,p;), que ndo é vazio em virtude
de (3.7), temos que ¢(6(S))/(V(s,p) + $cx) < (21 2k).

Para concluir o lema, resta mostrar que 9¥(s,p) < c 4 + Cs(5)Lo(s)"
Para isso, note que, para todo wv em 6(S) com u em S, temos que
z(s,v) > p e x(s,v) < z(s,u) + Tyy, donde p — z(s,u) < Ty,. Como
S =V(s,pj_1) = V(s,p), segue que

d(s,p) = CpT o+ Zuveg(s), ues cuv(p — x(8,u))
< Ca g+ D ves(s) CuvTuv

= €A% Tt Cy5)T5(s)
como queriamos demonstrar. O

Finalmente, estamos preparados para apresentar a andlise do algo-
ritmo CENTRAL.



3.2 TECNICA METRICA 31

Teorema 3.4: O algoritmo CENTRAL (G, k, K, ¢, z) produz um
K-multicorte M tal que

o(M) < (2In2k)(1 + 1|K|)cz (3.11)
e consome tempo polinomial em (G) + (c) + (z).

Demonstracao: Vamos comecar provando que, apds a execugao das
linhas 10 e 11,
pia<i. (3.12)

Para isso, seja h o menor natural tal que pp > % Tal h existe e é
maior que 1 ja que p, > z(s,t) > 1 e p; = 0. Como J(s,pp) < cx e
(2k)?Ph — 1 >k, pois k > 1 e p, > 3, entdo 9(s,pp) < ((2k)%Pr — 1) fcx.
Assim, j7 < h depois da execucao da linha 11 e, como pp 1 < % pela
escolha de h e porque p; = 0, a desigualdade (3.12) vale.

Agora vamos verificar que o conjunto devolvido pelo algoritmo é de
fato um K-multicorte. Se K = (), entao o conjunto vazio que o algoritmo
devolve é um multicorte. Se cx = 0, o conjunto {e € Eq : . > 0} &
um K-multicorte: como z(Ep) > 1 para todo K-caminho P, todo K-
caminho tem pelo menos uma aresta e com x, > 0. Suponha agora que
K # 0 e cx > 0. Neste caso, o algoritmo devolve M := §(S) U Mp;
podemos supor, por hipétese de inducao, que Mp é um Kp-multicorte
no grafo Gp. Vamos verificar que M é um K-multicorte em G. Para
quaisquer dois vértices v e v em S,

z(u,v) < z(u,s) +z(s,v) <1, (3.13)

pois distancias satisfazem a desigualdade triangular e vale (3.12). Supo-
nha agora que P é um K-caminho em G. Como z(Ep) > 1, a desigual-
dade (3.13) garante que P tem pelo menos um extremo fora de S. Se
P tem um vértice em S, entao também tem pelo menos uma aresta em
d(S). Se P nao tem vértices em S, entdo também é um Kp-caminho e,
portanto, tem pelo menos uma aresta em Mp. Logo, §(S) U Mp é um
K-multicorte.

Se K = ) ou cx = 0, claramente (3.11) vale. Suponha entdo que
K # () e cx > 0. Neste caso, o algoritmo devolve M := §(S) U Mp.
Como {s,t} estd em K mas nao em Kp, temos |[Kpg| < |K]|. Isso garante
o sucesso da recursdao na linha 17 e, portanto, (3.11) vale com Mp, cp,
zg e Kp no lugar de M, ¢, v e K. Disso, e do lema 3.3, concluimos que
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c(0(S)U Mp) =
c(6(S)) + cp(Mp)

< (21n2k)(cAa;A+c(5( V(s )+%ca;+(1+%|KB|)cBa;B)

= (2In2k)(c 7wy + c5g ) 5(S )+chB+%ca;+%|KB|cB$B)

= (2In2k)(cz + kcm+ L Kplegzp) (3.14)
< (2In2k)(cx + tex + (K| — Degzp) (3.15)
< (2In2k)(1 + ¢|K|)ex . (3.16)

Como no lema 3.3, A := Eg[g]. A igualdade (3.14) vale pois (4, 4(5), B)
¢ uma particao de Eg e portanto cyz, + C5(5)Za(8) +cgrg = cx. A
desigualdade (3.15) vale pois |[Kp| < |K|—1. Finalmente, a desigualdade
(3.16) vale pois cgzpy < cz.

Quanto ao tempo de execucao do algoritmo CENTRAL, nao é difi-
cil ver que as linhas 1 a 16 consomem tempo polinomial em (G), |K]|
e (x). Em especial, as linhas 10 e 11 do algoritmo consomem tempo
O(|Vg]). Com estas informagoes, é facil mostrar, por inducao em |K|,
que o algoritmo consome tempo polinomial em (G) + (c¢) + (z). O

Exercicios

3.1 Mostre que o algoritmo MINCC-HOCHBAUM nao tem uma razao de
aproximacao menor que o numero maximo de vezes, 3, que um ele-
mento de F aparece em conjuntos de 8. Em outras palavras, exiba
uma instancia (£, 8, ¢) do problema MINCC para a qual o algoritmo
devolve uma cobertura de custo nao inferior a Sopt(F, S, c),

3.2 O problema da cobertura minima por vértices (minimum
vertex cover problem) consiste no seguinte:

Problema MINCV (G, ¢): Dados um grafo G e um custo
¢y, em Qs para cada vértice v, encontrar um conjunto S de
vértices que contenha pelo menos um dos extremos de cada
uma das arestas de G e minimize ¢(S).

Esse problema pode ser visto como um caso particular do MiINCC.
Escreva uma versao especializada do MINCC-HOCHBAUM para o
MINCV. Qual a menor razao de aproximagao do algoritmo?

3.3 Considere a variante do MINCC (E, 8, ¢), conhecida como proble-
ma da multicobertura minima por conjuntos (minumum set
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multicover problem), em que cada elemento e de E tem associado a
ele um nimero r, em Z. e a colecao almejada deve conter r, con-
juntos que contenham e. Descreva uma H,-aproximagao, n := |E|,
para esta variante do MINCC.

3.4 Compare o algoritmo MINCC-HOCHBAUM com o algoritmo
MINCC-CHVATAL. Qual tem melhor razao de aproximagao?

3.5 Aplique a técnica do arredondamento ao problema MOCHILA, intro-
duzido no capitulo 2, demonstrando a melhor razao de aproximagao
que vocé puder para o algoritmo obtido.

Notas bibliograficas

A primeira versao deste capitulo baseou-se no livro editado por Ho-
chbaum [Hoc97|. O exercicio 3.3 foi tirado do livro de Vazirani |Vaz01].

Srinivasan [Sri99] obteve um outro algoritmo para o MINCC usan-
do um tipo de arredondamento probabilistico (capitulo 6). O problema
da multicobertura por conjuntos, apresentado no exercicio 3.3, foi con-
siderado e analisado por Rajagopalan e Vazirani [RV99|. Para varios
outros problemas |[CKR00, Shm98|, a técnica de arredondamento tem
demonstrado bons resultados.

Leighton e Rao |[LR99| introduziram a técnica métrica em seu ar-
tigo sobre o problema do multifluxo uniforme(uniform multicommodity
flow problem). Garg, Vazirani e Yannakakis |GVY96|, baseando-se na
abordagem feita por Leighton e Rao, obtiveram um algoritmo que é es-
sencialmente o que apresentamos na secao 3.2.

Técnicas métricas sao usadas em varios trabalhos |[AR98, CKR00,
ENRS95, KRAR95, LLR95|. Alguns recorrem, de uma maneira muito
sofisticada, a propriedades métricas de certas imersdes no RY, as ve-
zes combinadas com técnicas probabilisticas. O leitor interessado pode
consultar a resenha de Shmoys [Hoc97|, onde resultados nessa linha sao
apresentados.

O algoritmo que resolve o MINMCuT (G, K,¢) quando |K| = 1
baseia-se no teorema do fluxo méaximo e corte minimo [AMO93, FF56].
Uma variante desse teorema vale no caso em que |K| = 2 [Hu63, Ita78] e,
como conseqiiéncia, h um algoritmo polinomial também para este caso.

O MINMCurt é NP-dificil também quando restrito a arvores biné-
rias com custos unitarios [CFR98, DJPT94]. Para arvores, ha uma 2-
aproximagao polinomial [GVY97| (exercicio 5.15). Uma a-aproximagcao
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polinomial com « constante e menor que 2 para o caso das arvores resol-
veria um problema bem-conhecido e em aberto h& anos: o de encontrar
um algoritmo de aproximacao com razao menor que 2 para o problema
MINCV da cobertura minima por vértices (exercicio 8.3).

Uma variante muito interessante do MINMCuUT é conhecida como
multiterminal-cut ou multiway-cut: dados um grafo G, um conjunto L
de vértices e um custo ¢, em Q. para cada aresta e, encontrar um
conjunto de arestas de custo minimo cuja remocao deixa cada vértice de
L em um componente diferente. Dahlhaus et al. [DJPT94] mostraram
que o problema é NP-dificil mesmo quando |L| = 3. (Esta variante pode
ser reduzida ao MINMCUT se substituirmos o conjunto L pelo conjunto
de todos os pares de vértices em L. Disso segue que MINMCurt (G, K, ¢)
é NP-dificil quando |K| = 3.) Eles projetaram também uma (2 —2/|L|)-
aproximagao polinomial para esse problema. Atualmente a melhor razao
de aproximagao conhecida para esse problema ¢ 1,3438 [KKST99].



CAPITULO 4

Método Dual

Neste capitulo descrevemos como obter algoritmos de aproximagao
para um problema de otimizagao usando o dual de um programa linear
que representa o problema em questdao. Esta estratégia de projeto de
algoritmos de aproximagao é chamada de método dual.

4.1 Cobertura por vértices

O problema que vamos usar para apresentar o método é o problema
da cobertura minima por vértices. Dado um grafo G, uma cobertura
por vértices é um conjunto de vértices com pelo menos um dos extremos
de cada aresta. O problema da cobertura minima por vértices
(vertex cover problem) consiste no seguinte:

Problema MINCV (G, ¢): Dados um grafo G e um custo ¢, em
Qs para cada vértice v, encontrar uma cobertura por vértices S
que minimize c(S).

O problema é NP-dificil mesmo quando o grafo é conexo, planar e
tem grau maximo 4 [GJ79]. Para este e outros problemas semelhantes,
o método dual se aplica de forma simples e direta. A sua simplicidade
nao o impede de ser eficaz: 0 método dual produz o melhor algoritmo de
aproximacao conhecido para o MINCV.

O método consiste em obter uma solugdo 6tima do dual de uma rela-
xacao linear do problema original e, a partir desta solugao, produzir uma
resposta para o problema original. Considere, pois, a seguinte relaxagao

35
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linear do MINCV: encontrar um vetor « indexado por Vi que
minimize cz

1 para cada uv em Eg, (4.1)

0 para cada v em Vg .

sob as restricoes 1, + Ty

>
Ty 2

O dual deste programa é encontrar um vetor y indexado por Eg que

maximize y(Eq)
sob as restricoes y(d6(v)) < ¢, paracadavem Vg, (4.2)
Ye > 0 paracadaeem Eg.

O programa (4.1) é viavel pois o vetor caracteristico de Vi satisfaz as
restrigdes. O programa (4.2) é viavel pois o vetor nulo satisfaz as restri-
¢oes. Assim, pelo teorema forte da dualidade (teorema C.3, apéndice C),
o programa (4.2) tem solugao 6tima racional. Além disso, o vetor carac-
teristico de qualquer cobertura por vértices é viavel em (4.1) e, portanto,
temos que

opt(G,c) > c& (Eq), (4.3)

=9
para qualquer solugdo oOtima # de (4.1) e qualquer solugdo Otima g
de (4.2).

Uma vez obtida uma solugao 6tima ¢ de (4.2), escolha todos os vér-
tices de G cuja restricio em (4.2) é satisfeita com igualdade por . E
facil justificar essa estratégia a partir das condigdes de folgas comple-
mentares (condicao C.5) para (4.1) e (4.2): se & é uma solugao 6tima
do programa (4.1) entdo todo veértice v tal que &, > 0 é escolhido. O
algoritmo resultante foi proposto por Hochbaum [Hoc82] originalmente
para o MINCC, que generaliza o MINCV.

Algoritmo MINCV-HocHBAUM (G, ¢)

1  seja g uma solugdo 6tima racional de (4.2)
2 C+{veVg:9(w)) =cv}

3 devolva C

A prova do teorema abaixo é semelhante & prova do lema das folgas
complementares (lema C.2).

Teorema 4.1: O algoritmo MINCV-HOCHBAUM produz uma
cobertura por vértices.

Demonstracao: Seja C' o conjunto devolvido pelo algoritmo. Denote
por d, a folga na restri¢ao em (4.2) que corresponde ao vértice v, ou seja,
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dy := ¢, — y(6(v)). Considere uma aresta arbitraria f = ij e seja € :=
min{d;,d;}. Queremos mostrar que € = 0. Defina 7 := §y +e e Je := Je
para toda aresta e distinta de f. Note que g(d(v)) = 9(d(v)) < ¢, para
todo vértice v distinto de 7 e j. Além disso, para v em {3, j}, temos que
7(0(v)) = g(d(v)) + € < ¢. Isso significa que g é viadvel em (4.2). Como
g € uma solugao otima de (4.2) e y(Eq) = y(Eq) + €, temos que € = 0.
Portanto, uma das restrigdes em (4.2) que correspondem aos vértices i e
j nao tem folga. Assim, C' é uma cobertura por vértices. O

A qualidade da solugao produzida por este algoritmo é atestada pelo
seguinte teorema.

Teorema 4.2: O algoritmo MINCV-HOCHBAUM é uma 2-apro-
ximagao polinomial para o MINCV.

Demonstracao: Ao final do algoritmo, C' é tal que

(C) = 2ect = 2uec9(0(v)) < 29(Eg) < 2opt(Gc).

A primeira desigualdade vale pois, para cada aresta e = 4j, a variavel g,
aparece no maximo duas vezes na soma: uma vez se i estd em C e outra
se j estd em C. A segunda desigualdade vale por (4.3).

O programa linear (4.2) tem |E¢| variaveis e |Vg| restrigoes. Assim,
a linha 1 do algoritmo pode ser executada em tempo polinomial em
(GY+(c) (fato C.4). Claramente os demais passos do algoritmo podem ser
executados em tempo polinomial em (G) 4 (c¢). Podemos entao concluir
que 0 MINCV-HOCHBAUM ¢ polinomial. O

A melhor razdo de aproximagcdo conhecida para o MINCV é 2, ou
seja, nao se conhece um algoritmo para o MINCV melhor, em termos de
razao de aproximacdo, que o MINCV-HOCHBAUM.

Exercicios

4.1 Mostre que o algoritmo MINCV-HOCHBAUM nao tem uma razao de
aproximagao menor que 2, ou seja, apresente uma insténcia (G, c)
do MINCV para a qual o algoritmo devolva uma cobertura por
vértices S em que ¢(S) = 20pt(G,c).

4.2 Mostre que o algoritmo MINCV-HOCHBAUM é diferente do algo-
ritmo sugerido no exercicio 3.2, ou seja, exiba uma instancia do
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problema onde os algoritmos produzem (ou podem produzir) co-
berturas diferentes.

4.3 Aplique o método dual ao problema da cobertura minima por con-
juntos (MINCC), definido na se¢ao 2.2. Mostre que o algoritmo
resultante é uma [-aproximacdo, onde 8 é o nimero maximo de
conjuntos em que um elemento aparece.

4.4 Counsidere o problema da cobertura minima por arestas (mi-
nimum edge cover problem):

Problema MINCA (G, ¢): Dados um grafo G e um custo
ce em Qs para cada aresta e, encontrar um conjunto S de
arestas tal que todo vértice pertence a alguma aresta de S
e ¢(S) é minimo.

O MINCA ¢é um caso particular “facil” do MINCC: existe um algo-
ritmo polinomial que o resolve [Law76]. Mostre que o método dual
da uma A-aproximacao polinomial para o MINCA, onde A é o grau
maximo em G.

4.5 Deé uma prova alternativa do teorema 2.2 que use o dual do pro-
grama (3.1). Mais precisamente, encontre uma solu¢ao viavel do
dual do programa (3.1) cujo valor é igual ao da cobertura produzi-
da pelo algoritmo MINCC-CHVATAL. Disso e do teorema fraco da
dualidade (lema C.1), deduza o teorema 2.2.

Notas bibliograficas

Como ja mencionamos, o problema da cobertura minima por vér-
tices (MINCV) é um caso especial do problema da cobertura minima
por conjuntos (MINCC). Este ultimo foi extensivamente investigado por
Hochbaum [Hoc82] que apresentou, como vimos no capitulo 3, uma -
aproximacao polinomial para o problema. Aqui, S é o nimero maximo
de vezes que um elemento de E aparece em conjuntos de 8, quando se
considera uma instancia (¥, 8, ¢).

Além da abordagem primal, vista no capitulo 3, Hochbaum apre-
sentou uma f-aproximagao para o MINCC baseado na formulacao dual.
Esse algoritmo é essencialmente uma generalizacao do que discutimos
para o MINCV. Mais recentemente, Hochbaum [Hoc97] escreveu uma
resenha completa sobre algoritmos produzidos pelos métodos primal e
dual para varios problemas de cobertura. Hall e Hochbaum [HH86| ob-
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tiveram algoritmos, baseados tanto no método primal quanto no dual,
para o problema da multicobertura minima por conjuntos (exercicio 3.3).

A prova alternativa da razao de aproximacdo do MINCC-CHVATAL
sugerida no exercicio 4.5 deve-se a Chvatal |Chv79| e Lovasz [Lov75].

O esquema de aproximagao polinomial de Hochbaum e Shmoys
[HS87, HS88| para o ESCALONAMENTO, mencionado nas notas do ca-
pitulo 2, usa uma abordagem que eles chamaram de dual approzimation.
Essa abordagem difere do método dual aqui descrito. Ela consiste em
encontrar solugoes duais super-6timas (inviaveis, portanto) que sao entao
convertidas em boas solugoes viaveis.
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CAPITULO b

Método Primal-Dual

Este capitulo apresenta o método primal-dual classico e uma gene-
ralizacao dele que tem sido usada com bastante sucesso no projeto de
algoritmos de aproximacao: o método de aproximagao primal-dual.

O método primal-dual reduz, apoiando-se nas condicoes de folgas
complementares, um problema de programagao linear a uma seqiiéncia de
problemas de viabilidade, potencialmente mais simples. Nas aplicagoes
do método em otimizagdo combinatoéria, esses problemas de viabilidade
sa0 muitas vezes outros problemas de otimizacao combinatéria para os
quais sao conhecidos algoritmos eficientes, nao raro puramente combina-
torios. Por algoritmo puramente combinatério entenda-se um algoritmo
sem uma referéncia explicita a algum algoritmo de programacao linear,
como 08 que vimos nos capitulos 3 e 4.

Neste capitulo, mostramos os algoritmo obtidos da aplicacdo do mé-
todo de aproximacao primal-dual ao problema da transversal minima e
ao problema da floresta de Steiner.

5.1 Meétodo primal-dual classico

Sejam M e N os conjuntos de indices de linhas e colunas de uma
matriz A. Sejam ainda b um vetor indexado por M e ¢ um vetor indexado
por N. Cousidere o seguinte problema de programacao linear, que sera
denotado por P(A,b,c¢): encontrar um vetor z indexado por N que

minimize cz
b; para cada i em M , (5.1)
0 paracada jem N.

sob as restricoes (Ax);

Vv IV

Lj
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O conjunto das solugoes viaveis do problema P(A, b, ¢) sera denotado por
X (A,b). O problema P(A,b,c) é viavel se e somente se X (A,b) ndo ¢
vazio. O dual do problema P(A,b,c) consiste em encontrar um vetor y
indexado por M que

maximize yb
¢j paracada jem N, (5.2)
0 para cada i em M .

sob as restrigoes (yA);

<
Yyi >

Seré usada a abreviatura D(A, ¢,b) para denotar esse programa linear e
Y (A, ¢) para representar o conjunto de suas solugoes viaveis. O problema
D(A,c,b) é viavel se e somente se Y (A,c) nao é vazio. Dizemos que
D(A,¢,b) é o programa dual e P(A,b,c) é o programa primal.

Dois vetores z e y, indexados por M e N respectivamente, tém folgas
complementares se, para cada indice j em N, tem-se que

zj=0 ou (yd);=c¢;
e, para cada indice ¢« em M, tem-se que
yi=0 ou (Az); =b;.

O lema das folgas complementares (lema C.2, apéndice C) afirma que,
para todo z em X (A,b) etodo y em Y (A4, ¢), tem-se cx = yb se e somente
se as folgas de x e y sdo complementares.

A idéia geral do método primal-dual é a seguinte. O método é itera-
tivo e no inicio de cada iteragao tem-se um vetor y vidvel no programa
dual. Cada iteragdo consiste na procura por um vetor = vidvel no progra-
ma primal que tem folgas complementares as de y. Se um tal vetor = é
encontrado, o método péara, pois z e y sao solugoes 6timas dos programas
primal e dual, respectivamente. Se um tal vetor z nao é encontrado, o
método modifica y para obter um novo vetor z viavel no programa dual
e comega uma nova iteragdo com z no papel de y.

O método primal-dual recebe um sistema (A,b,c) tal que Y (A4,c)
nao é vazio e devolve: (1) vetores z em X (A,b) e y em Y (A4, c) tais que
cx = yb, ou (2) um vetor ¢’ em Y (A,0) tal que y'b > 0.

Cada iteragao do método comeca com um vetor y em Y (A,¢). No
inicio da primeira iteracao, y ¢ um elemento qualquer de Y (4, c). Cada
iteracao consiste no seguinte. Sejam

Iy):={ieM:y; =0} e J(y):={j e N:(yAd); =c¢j}.
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Considere o problema restrito primal a seguir, denotado por
RP(A,b,y): encontrar um vetor z indexado por N tal que

(Az); > b; paracadaiem I(y),

(Az); = b; paracadaiem M\ I(y), (5.3)
xzj > 0 paracada jem J(y), '
zj = 0 paracadajem N\ J(y).

Este é um problema de viabilidade: trata-se de encontrar z que satisfaz
as restri¢oes (5.3). Suponha que o problema RP(A,b,y) é viavel e seja
z uma de suas solugdes. Um tal vetor z estd em X (A,b) e tem folgas
complementares as de y, donde cx = yb. Nesta situacao o método
para apods devolver os vetores x e y que, de acordo com o teorema fraco
da dualidade (lema C.1, apéndice C), sao solugoes otimas do problema
P(A,b,c) e D(A4,c,b), respectivamente.

Se o problema RP(A,b,y) é inviavel entao, pelo lema de Farkas (le-
ma C.5, apéndice C), o seguinte problema de viabilidade tem solugao:
encontrar um vetor 3’ indexado por M tal que

yb > 0,
(y'A); < 0 para cada j em J(y), (5.4)
Yy, > 0 paracada i em I(y).

Esse problema é chamado de problema restrito dual e sera denotado
por RD(A4,b,y).

Seja y' uma soluc¢ao do problema RD(A,b,y). Se, para todo nime-
ro positivo €, o vetor y + 0y’ estd em Y (A, c), entdo o programa linear
D(A,¢c,b) é ilimitado e o método para apos devolver y', vetor de invi-
abilidade para P(A,b,c). Caso contrario, o método comega uma nova
iteragdo com y + Oy’ no papel de y, onde # ¢ o maior numero tal que
y + 0y’ esta em Y (A, c). Abaixo encontra-se a descrigdo do método.

Método PRIMAL-DUAL (4, b, ¢)
seja y um vetor em Y (4, c)
enquanto RP(A,b,y) ndo tem solugdo faca
seja y' uma solucdo do RD(A, b, y)
se y + 0y € Y(A,c) para todo 6 positivo
entdo devolva ¢/
sendo seja f o maior nimero tal que y + 0y’ € Y (A4, ¢)
y < y—+ 6y
seja  uma solugdo do RP(A4,b,y)

© 0 ~J O Ut = W N =

devolva z e y

RP()

RD()
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5.2 Meétodo de aproximacao primal-dual

O meétodo de aproximacao primal-dual é semelhante ao método clas-
sico, com a diferenca que o método péara assim que encontra solugoes
viaveis dos problemas P(A,b,c) e D(A,c,b) suficientemente proximas
das solugoes 6timas. Esta proximidade serd medida através de folgas
aproximadas.

Sejam « e B dois niimeros tais que 0 < o < 1 < . Dizemos que z e
y tém folgas a-aproximadas no primal se, para cada indice j em N,
tem-se que

zj=0 ou (yA); > acj.

Dizemos que z e y tém folgas S-aproximadas no dual se, para cada
indice 1 em M, tem-se que

yi =0 ou (Az); <pb;.
O lema a seguir é uma generalizagao do lema das folgas complementares.

Lema 5.1 (das folgas aproximadas): Se os vetores nao-negati-
vos ¢ e y satisfazem as condi¢oes de folgas a-aproximadas no
primal e B-aproximadas no dual, entao acx < Byb.

Demonstracao: Em virtude das folgas aproximadas,
acr < (yA)z = y(Az) < Byb,

onde a primeira desigualdade segue da nao-negatividade de x e a segunda
da nao-negatividade de y. O

Uma conseqiiéncia imediata do lema das folgas aproximadas é o se-
guinte. Para todo z em X (A,b) ey em Y (A, ¢) satisfazendo as condigoes
de folgas a-aproximadas no primal e f-aproximadas no dual, tem-se que

cx < (Blajei e yb> (a/B)ib,

onde Z e g sao solugoes o0timas de P(A4, b, c) e D(A, ¢, b), respectivamente.

O método de aproximacao primal-dual recebe um sistema (A, b, c)
tal que Y (A, ¢) ndo ¢ vazio e dois numeros a e B taisque 0 < a <1 <
e devolve: (1) vetores z em X (A,b) e y em Y (A,c) tais que aczx < fyb
ou (2) um vetor ' em Y (A,0) tal que y'b > 0.

Cada iteracao do método comeca com um vetor y em Y (A4,¢). No
inicio da primeira itera¢ao, y ¢ um elemento qualquer de Y (A4,c¢). Cada
iteracao consiste no seguinte. Sejam
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Iy)={ieM:y;=0} e J(y,a):={j € N:(yA); > acj }.

Considere o seguinte problema restrito aproximado primal: encon-
trar um vetor x indexado por N tal que

(Az); > b; paracadaiem M,

(Az); < Bb; paracadaiem M\ I(y),
zj > 0  paracadajem J(y,a),
zj = 0 paracadajem N\ J(y,a).

Seréa usada a abreviatura RAP(A,b,y, a, ) para denotar esse problema.

Se o problema RAP(A, b,y, a, 5) € viavel, entdo, pelo lema das folgas
aproximadas, = ¢ um vetor em X (A,b) tal que acz < fyb e o método
devolve z e y. Caso contrario, pelo lema de Farkas, o seguinte problema
restrito aproximado dual, denotado por RAD(A,b,y,«), é viavel:
encontrar um vetor 3’ indexado por M tal que

yb > 0,
(y’A); < 0 paracadajem J(y, @),
y; > 0 paracadaiem I(y).

Seja y' uma solugao do problema RAD(A, b, y,a). Se para todo namero
positivo 6 tem-se que y + 0y’ esta em Y (A, c), entdo o programa linear
D(A,¢c,b) é ilimitado e o método péara apos devolver ', vetor de invia-
bilidade para P(A,b,c). Caso contrério, seja # o maior namero tal que
y+0y' esta em Y (A, c¢). O método comega um nova iteracao com y + 6y’
no papel de y. Abaixo encontra-se a descri¢do do método.

Método APROXIMAGAO-PRIMAL-DUAL (4,b, ¢, «, 3)
1 seja y um vetor em Y (A4,c¢)

2 enquanto RAP(A,b,y, a, ) ndo tem solugdo faca

3 seja y' uma solucdo do RAD(A,b,y, )

4 se y + 0y’ € Y(A,c) para todo € positivo

5 entdo devolva ¢/

6 sendo seja 6 o maior namero tal que y + 0y’ € Y (A, c¢)
7 y <+ y+ 6y

8 seja z uma solucdo do RAP(A,b,y, a, 5)

9 devolvazey

Suponha que o método pare apos devolver os vetores z e y. E facil
verificar que z estd em X (A4, b), que y estd em Y (A, ¢) e que os vetores x e

J(y, )

RAP()

RAD()
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y tém folgas a-aproximadas no primal e S-aproximadas no dual. Donde,
pelo lema das folgas aproximadas, tem-se acx < Byb. Assim, o vetor y
¢ um certificado da qualidade de x como solugao viavel de P(A4, b, c), ja
que

cx < (Bla)yb < (Bla)gb = (BJa)cd,

onde Z e g sao solugoes o0timas de P(A4, b, c) e D(A, ¢, b), respectivamente.
Da mesma forma, o vetor z certifica que yb > (/) yb.

5.3 Transversal minima

Seja 8 uma colegao finita de subconjuntos de um conjunto finito E.
Um subconjunto 1" de E é uma transversal de & se T'N S é nado-vazio
para cada S em 8. O problema da transversal minima (hitting set
problem) consiste no seguinte:

Problema MINTC (£, 8, ¢): Dados um conjunto finito E, uma
colegao finita 8 de subconjuntos de E' e um custo ¢, em Qs para
cada e em FE, encontrar uma transversal T de § que minimize

c(T).

Diversos problemas combinatorios sao casos particulares do MINTC; veja
os exercicios no fim do capitulo. As vezes, dizemos que ¢(T) é o custo
da transversal 7. Com isso, o problema consiste em encontrar uma
transversal de 8 de custo minimo.
O seguinte programa linear é uma relaxacao de MINTC (E, S, ¢):
encontrar um vetor x indexado por E que
minimize cz
sob as restricoes z(S) > 1 paracada Sem S, (5.5)
e > 0 paracadaeem F.

De fato, o vetor caracteristico « de qualquer transversal T é um vetor
viavel de (5.5) de custo ¢(T). O correspondente programa dual consiste
em encontrar um vetor y indexado por 8 que
maximize y(8)
sob as restrigoes D g..cq ¥y < Ce paracadaeem E, (5.6)
yg > 0 paracada Sem§.

Tome [ := maxgeg|S| e seja y uma solugao viavel do problema (5.6).
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Sejam ainda

I(y) ={S€8:ys=0} e J(y) :={e€E:) g . .cq¥s>Ce}-

O problema restrito aproximado relativo a y, associado ao proble-
ma (5.5), consiste em encontrar um vetor z indexado por E tal que

z(S) > 1 paracada Sem§,

z(S) < B paracada Sem 8\ I(y),
ze > 0 paracadaeem J(y),
ze = 0 paracadaeem E\ J(y).

Podemos trocar S por J(y) NS nas duas primeiras desigualdades por
causa da ultima igualdade. Assim, esse problema pode ser reescrito
como

z(J(y)NnS) > 1 paracada Sem§,

z(J(y)nS) < B paracada Sem 8\ I(y), (5.7)
z. > 0 paracadaeem J(y), '
ze = 0 paracadaeem E\ J(y).

Se o vetor caracteristico x de J(y) é viavel em (5.7), entdo J(y) é
uma transversal de 8. Se J(y) ndo é uma transversal é evidente que o
sistema (5.7) é inviavel. Esta observacao é suficiente para obter uma
solugao viavel do seguinte problema restrito aproximado dual: encontrar
um vetor 3 indexado por § tal que

y'(8) > 0,
Yogiecs Ys < 0 para cada e em J(y), (5.8)
ys > 0 paracada S em I(y).

Se J(y)N R é vazio para algum R, entdo o vetor caracteristico y' de { R}
¢ uma solugao de (5.8).

O algoritmo resultante da aplicacdo do método de aproximagao
primal-dual ao MINTC ¢é devido a Bar-Yehuda e Even [BYES1| e foi
originalmente concebido para o problema da cobertura minima por vér-
tices. O algoritmo MINTC-BE recebe um conjunto finito £, uma colegao
8 de subconjuntos nao-vazios de F e um custo ¢, em Q- para cada e
em E e devolve uma transversal J de 8 tal que ¢(J) < Sopt(E,8,¢c). A
descrigao do algoritmo supoe que cada subconjunto de 8§ nao é vazio, e
portanto o problema MINTC(E, 8,¢) é viavel.
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Algoritmo MINTC-BE (E, 8, ¢)
J+—{e€E:c=0}
para cada S em 8 faga yg < 0
enquanto existe R em § tal que J N R = () faca
seja ' o vetor caracteristico de { R}
seja € o maior nimero tal que
Yosiecs W+ 0y )g < ce para cada elemento e de R
seja f um elemento de R tal que } g, ;s (v +0Y')g =cy
y < y—+ 6y
J— JU{f}
devolva J

© 0 N O Ot = W N =

—
o

Teorema 5.2: O algoritmo MINTC-BE é uma (-aproximacao
polinomial para o MINTC (E, 8, ¢), onde f := maxges |S].

Demonstracao: Durante a execugao do algoritmo, y é uma solucao
viavel do programa linear (5.6). E evidente que o conjunto .J devolvido
pelo algoritmo é uma transversal de 8. Ademais, pela escolha de 3, é
claro que |JNS| < B para cada S em 8. Logo, se x & o vetor caracteristico
de J e & é uma solugao 6tima de (5.5), entao

c(J) = cx < Byb < ez < Popt(E,S,c),

onde a primeira desigualdade segue do lema das folgas aproximadas e a
segunda do teorema fraco da dualidade.

Temos que |J| cresce a cada execucdo da linha 9, donde o ntmero
de execucoes das linhas 3 a 9 do algoritmo é no maximo |E|. Ademais,
a execucao de cada linha consome tempo O(|E[|§]). O

A transversal J devolvida pelo algoritmo pode nio ser minimal. E
concebivel que exista uma transversal propriamente contida em J de
custo menor que ¢(J). Um pos-processamento simples pode extrair de J
uma transversal minimal. Um tal pds-processamento é louvavel do ponto
de vista pratico, mas nao resulta em uma melhor razao de aproximacao
para o algoritmo MINTC-BE.

A proxima secao trata de um problema que é um caso particular do
MINTC. O método de aproximagao primal-dual aplicado a este problema
particular resultard em um algoritmo que, embora semelhante em muitos
aspectos ao algoritmo desta secao, tem uma razao de aproximagao subs-
tancialmente melhor. Esta melhora se deve em parte & liberdade que o



5.4 FLORESTA DE STEINER 49

método deixa para que estruturas especiais sejam exploradas para, por
exemplo, determinar os parametros a e 3 e escolher o vetor 3'. Curio-
samente, como serd visto, o mesmo poés-processamento que € inoperante
para o algoritmo MINTC-BE ¢é crucial para o algoritmo da proxima se-
¢a0; este fendomeno é compreensivel tendo em vista a maior estrutura da
colecao 8.

5.4 Floresta de Steiner

Seja G um grafo e R uma colecdo de subconjuntos de V. Uma
R-floresta de G é qualquer floresta geradora! F de G tal que todo
elemento de R esta contido em algum componente de F. Quando R esta
subentendida, dizemos simplesmente que F' é uma floresta de Steiner
de G. Se R tem um s6 elemento, o conceito de floresta de Steiner reduz-se
ao de arvore de Steiner: uma arvore (nao necessariamente geradora)
de G cujo conjunto de vértices contém o tnico conjunto em R.

O problema da floresta de Steiner (Steiner forest problem) con-
siste no seguinte:

Problema MINFS (G,¢,R): Dados um grafo G, um custo c.
em Qs para cada aresta e e uma cole¢ao R de subconjuntos de
Vi, encontrar uma R-floresta F' que minimize c¢(F').

Podemos dizer que ¢(F') é o custo da floresta F'. Assim, o problema
consiste em encontrar uma floresta de Steiner de custo minimo.

O problema MINFS é NP-dificil, mesmo quando restrito a &rvores
de Steiner, ou seja, mesmo quando a colecdo R contém um s6 conjun-
to [GJT79].

Dada uma instancia (G, ¢, R) do problema, adotamos as abreviaturas
V :=Vg e E := Eqg e dizemos que um subconjunto S de V é ativo se

RNS#£D e R\S#£0.

para algum R em R. A colecdo de todos os conjuntos ativos seré denotada
por 8. E fécil verificar que uma floresta geradora F' de G é uma R-floresta
se e somente se

0p(S) #0 paratodo S em 8. (5.9)

! A rigor, ndo ha necessidade de exigir que a floresta seja geradora; mas essa
condicao é conveniente.
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Portanto, toda floresta de Steiner é uma transversal da cole¢do de todos
os cortes da forma 6(S) com S em 8. Um subconjunto de V' que nao
pertence a 8§ é inativo. E claro que uma floresta geradora F é uma
R-floresta se e somente se Vi é inativo para cada componente T de F.

O seguinte programa linear ¢ uma relaxagdo de MINFS (G, ¢, R):
encontrar um vetor x indexado por £ que

minimize cx
para cada S em 8, (5.10)

sob as restricoes z(d(S)) 1
0 para cadaeem E.

>
Te >

Dada uma floresta de Steiner F', é evidente que o vetor caracteristico de
Er & uma solugao viavel de (5.10). Portanto, se & é uma solugao 6tima
de (5.10) entao cz < opt(G,c, R).

O dual do programa (5.10) consiste em encontrar um vetor y inde-
xado pela colecao 8 dos subconjuntos ativos de V' que

maximize y(8)
sob as restrigoes ZS:eeé(S) ys < ¢, paracadaeem E, (5.11)
>

Yg 0 paracada SemS.

Se y é uma solucao viavel de (5.11) e & é uma solucao o6tima de (5.10)
entao y(8) < ¢z, de acordo com o teorema fraco da dualidade. Portanto,

y(8) < opt(G,c,R). (5.12)

Essa delimitagao inferior de opt(G, ¢, R) é fundamental para o calculo da
razao de aproximacao do algoritmo que discutimos mais abaixo, devido
a Goemans e Williamson [GW95a).

Considere agora as condicoes de folgas aproximadas. A condigdo de
folgas l-aproximadas no primal exige que

2_5:eeo(s) Ys = Ce sempre que z >0 (5.13)
e a condicao de folgas 2-aproximadas no dual exige que
z(0(S)) <2 sempre que yg > 0. (5.14)

Se soubéssemos encontrar uma solugao viavel = de (5.10) e uma solucao
viavel y de (5.11) que satisfizessem as duas condig¢oes de folgas apro-
ximadas, terfamos uma 2-aproximacao para o MINFS. Sabemos como
satisfazer a condicao (5.13), mas nao sabemos como satisfazer (5.14).
Ainda assim, é possivel obter uma 2-aproximagcao se respeitarmos a con-
di¢ao (5.14) em um certo sentido “médio”.
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Descrigao do algoritmo

No inicio de cada iteracao, temos uma floresta geradora F' de G e
um vetor y indexado por 8. O vetor y é viavel em (5.11) e o par (F,y)
satisfaz a condicao de folgas 1-aproximadas

25:ecs(s) Ys = Ce para cada e em F', (5.15)

que corresponde a (5.13). Em cada iteragao, dizemos que um componente
T de F ¢é ativo se Vp € §, e inativo em caso contrario. Denotamos por
Sr a colecdo dos conjuntos de vértices dos componentes ativos de F.
Abusando um pouco da terminologia, dizemos que Sp é a cole¢do dos
componentes ativos de F. Cada elemento S de Sp viola a restricao
z(6(S)) > 1 de (5.10), onde x & o vetor caracteristico de F’; isso sugere
que devemos acrescentar & F' alguma das arestas de 6(S). Qualquer
aresta desse tipo liga dois componentes distintos de F. Dizemos que
uma tal aresta é externa a F. Devemos, entao, escolher uma aresta
externa e acrescentéd-la a F. Resta esclarecer como escolher essa aresta.

Como o programa dual (5.11) tem o objetivo de maximizar a soma
das varidveis yg, procuramos aumentar uniformemente os valores das
variaveis y4 com S em 8 de modo a nao violar as restrigoes do programa,
dual. Esse aumento gradativo de alguns componentes de y para quando
a restricdo ) yg < ¢, correspondente a alguma aresta externa e for
satisfeita com igualdade. A aresta e é entao acrescentada a floresta F'.

O processo iterativo para quando F nao tem componentes ativos.
O algoritmo devolve entdao uma R-floresta minimal de F', ou seja, uma
floresta F} tal que, para cada aresta e, a floresta F; — e tem algum
componente ativo.

A seguir, descrevemos o algoritmo formalmente, ainda que de ma-
neira pouco detalhada. O algoritmo supde que a instancia (G,c,R) é
viavel, ou seja, que cada conjunto em R esté contido em algum compo-
nente de G.

Algoritmo MINFS-GW (G, ¢, R)
F« (V,0)
para cada S em 8 faga yg < 0
enquanto S8g # () faca
seja 3y o vetor caracteristico de Sy

seja f o maior namero tal que

S O s W N

>s:ees(s) (Y +0y')g < ce para cada aresta externa e

SF
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seja f uma aresta externa tal que ZS:fE(S(S) (y+0y)g=cs
Yy +0y
F«—F+f

10 Fy«+ F

11 seja F; uma R-floresta minimal de Fj

12 devolva Fj

A cardinalidade da cole¢ao 8 nao é limitada por uma func¢do poli-
nomial de [V| (por exemplo, [8] pode ser da ordem de 2/V1/2). Assim, o
nimero de componentes do vetor y nao sera polinomial. E possivel con-
tornar essa dificuldade se registrarmos apenas os componentes nao-nulos
de y. O numero total de tais componentes é limitado por um polinémio
em |V|; de fato, o namero de itera¢oes nao supera |V|, o nimero de com-
ponentes que assumem valores nao-nulos em cada iteragao é limitado por
ISp| e |8F| < |V].2 Vale a mesma observagio para o vetor ¢’ na linha 4,
indexado por 8 e definido por y = 1 se e somente se S € §p.

O calculo de 0 nas linhas 5 e 6 pode ser organizado da seguinte
maneira. Para cada vértice v, seja d(v) := ) g.,cq¥g. Para cada aresta
uv externa a F', defina 0y, := 00 se uv liga dois componentes inativos de
F| defina 6, := ¢, — d(u) — d(v) se uv liga um componente ativo de F'
a um componente inativo, e defina 0y, := 3(ce — d(u) — d(v)) se uv liga
dois componentes ativos. Finalmente, adote 6 := min, 8., com o minimo
tomado sobre todas as arestas externas.

Deixamos a cargo do leitor a descricao polinomial do algoritmo

MINFS-GW. E possivel implementa-lo de modo que seu consumo de
tempo seja O(|V|*log |V|) [GW95a].

Lema 5.3: O algoritmo MINFS-GW admite uma implementa-
¢ao polinomial. O

Analise do algoritmo

No inicio de cada iteracdo, F' é uma floresta geradora de G. Ao
final do processo iterativo, a floresta Fj nao tem componentes ativos e
portanto é uma R-floresta. A floresta F; que o algoritmo devolve também
é uma R-floresta.

% O ntimero de componentes ndo-nulos de y é limitado por 2|V|—1 (exercicio 5.17).
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Figura 5.1: A figura representa uma instancia (G, ¢, { Ry, Rz, R3}) do MINF'S.
O grafo G é completo e tem 9 vértices. As arestas est@o implicitas; o custo ¢,
de cada aresta e é a distancia euclidiana entre os extremos de e. Os elementos
de Ry, R, e R3 estao representados por tridngulos, losangos e quadrados.

@G)@@

OO

Figura 5.2: A figura mostra o inicio da segunda iteragao do algoritmo MINF'S-
GW. Os circulos representam componentes ativos. O raio de cada circulo S é
proporcional ao valor da varidvel dual yg.

© ©
© @ ©

Figura 5.3: Situago no inicio da quarta iteracdo. As arestas da
floresta F' sdo indicadas por linhas solidas. (Continua na proxima
figura.)

Antes de delimitar ¢(F}), é preciso estabelecer uma relacao funda-
mental entre F} e a colecao 8p dos componentes ativos de F' em uma
iteracao arbitraria do algoritmo.
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Lema 5.4: No inicio de cada iteracao, vale a desigualdade

>sesy 10m (S)] < 2[8F],

onde F; é a floresta de Steiner que o algoritmo devolve.

Demonstracao: Digamos que o grau em F; de um componente S de F
¢ o namero de arestas de F} em §(S5), ou seja, |0f, (S)]. Os componentes
de F' de grau 1 em F) sdo todos ativos: para qualquer componente S
de F,

se [0p, (S)] =1 entao S € §p. (5.16)

Para provar essa afirmagao, tome um componente S de F tal que dp, (S)
contém uma Unica aresta, digamos uw; ajuste a notagao de modo que
u € §. Sejam U e W os conjuntos de vértices dos componentes de
F| — uw que contém u e w respectivamente. Como uw é a Unica aresta
de F} em 6(S), temos U C Se W CV\ S. Como F; é uma R-floresta
minimal, existe R em R tal que

RCUUW, RNU#D e RNW #0.

Segue dai que RNS # B e R\ S # (). Assim, S estd em 8 e portanto em
8p. Isso conclui a prova de (5.16).

Seja Zp o conjunto de todos os componentes inativos de F' cujo grau
em F] ndo é nulo, ou seja, todos os componentes inativos S para os
quais |0, (S)| > 1. Digamos que dois elementos S e S’ de 8p U Zp s@o
adjacentes se existe uma aresta de F; com um extremo em S e outro
em S’. Esse conceito de adjacéncia define um grafo, digamos H, sobre o
conjunto de vértices SpUZpr. Como F' e F} sao subgrafos de Fy, qualquer
circuito em H corresponderia, de maneira natural, a um circuito em Fj,
0 que é impossivel, pois Fy é uma floresta. Portanto, H é uma floresta.
Segue daf imediatamente que Y gcy. (04 (S)] = 2[Ey| < 2(|Vu| - 1),
donde

Ssesrone |6 (S) < 2088] +[2] 1).

Em virtude de (5.16), temos que |0p, (S)| > 2 para cada S em Zp.
Portanto,

Dosesp 0R (S)] = Ysespuzp 107 (S)] = Xsez, 107 ()]
< 2(I8p+(2p| = 1) = 2|12p|
< 2|8F| .

Poderiamos interpretar essa desigualdade dizendo que o grau médio dos
vértices ativos do grafo H nao é maior que 2. O
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Figura 5.4: Situagdo no inicio da quinta iteragao.

Figura 5.5: Inicio da sexta iteracdo.

Lk

Figura 5.6: Inicio da sétima iteracao.

Vamos mostrar agora que o custo da floresta de Steiner produzida
pelo algoritmo difere do custo de uma floresta de Steiner 6tima por um
fator inferior a 2.

Teorema 5.5: O algoritmo MINFS-GW é uma 2-aproximacao
para o MINF'S.

Demonstracao: Como ja observamos no inicio da presente secdo, o
subgrafo F} que o algoritmo devolve é uma R-floresta. No inicio de cada
iteragao, vale a desigualdade

Doses 10m (S)yg < 2y(8), (5.17)
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A

Figura 5.7: Fim da ultima iteragdo. As linhas indicam as arestas da

floresta Fp.
[ )

Figura 5.8: As linhas indicam a floresta final Fj.

como passamos a mostrar. E evidente que a desigualdade é valida no
inicio da primeira iteracao, quando y = 0. Suponha agora que a de-
sigualdade seja valida no inicio de uma iteracdo qualquer. Durante a
iteragao, y¢ € acrescido de 6 se e somente se S € Sp. Portanto, o lado
esquerdo de (5.17) é acrescido de

2 sesp 10k (S)]0

enquanto o lado direito é acrescido de 2|8¢|f. O lema 5.4 garante que
o incremento do lado esquerdo nao é maior que o do lado direito. Por-
tanto a desigualdade (5.17) vale no inicio da iteracdo seguinte. Isso
prova (5.17).

No fim do processo iterativo, o vetor y é viavel no programa (5.11).
Além disso, a condigao (5.15) de folgas l-aproximadas vale com Fj no
papel de F' e portanto também com F; no papel de F"

D5 eco(s) Ys = Ce para cada e em Fj.

Para mostrar que o algoritmo é uma 2-aproximacao, resta apenas verifi-
car que ¢(F1) < 2o0pt(G, ¢, R):

C<F1) = ZEEFl Ce
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= Yeer ZS:eEJ(S) Ys

= Zses |5F1(S)|ys (5.18)
< 2¢(8) (5.19)
< 2o0pt(G,c,R) . (5.20)

A linha (5.18) segue da anterior por mera reorganizagdo da soma. A
desigualdade (5.19) segue de (5.17). Finalmente, a desigualdade (5.20)
¢ conseqiiéncia da delimitagao inferior (5.12). O

Exercicios

5.1

5.2

9.3

5.4

9.5

5.6

5.7

2.8

Utilize o lema de Farkas para mostrar que exatamente um dos pro-
blemas RP(A,b,y) e RD(A,b,y) é viavel.

Seja y um vetor em Y (A4, c¢) e y' um vetor tal que y + 0y’ esta em
Y (A, ¢) para todo 6 positivo. Mostre que 3’ esta em Y (A4,0). Con-
clua que o vetor 3’ devolvido na linha 5 dos métodos PRIMAL-DUAL
classico e APROXIMAGAO-PRIMAL-DUAL € um vetor de inviabilida-
de de P(A,b,¢) e que D(A, ¢, b) ¢ ilimitado.

Como 0 pode ser calculado na linha 6 dos métodos PRIMAL-DUAL
classico e APROXIMAGAO-PRIMAL-DUAL? Conclua que 6 é positi-
vO.

Como determinar, na linha 4 dos métodos PRIMAL-DUAL cléssico
e APROXIMAGAO-PRIMAL-DUAL, se y + 0y’ estd em Y (A, c) para
todo 0 positivo?

Considere o método APROXIMAGAO-PRIMAL-DUAL. Mostre que
um dos problemas restritos aproximados é viavel. Ambos problemas
podem ser simultaneamente vidveis?

Seja y um vetor em Y (A4, c¢) e z uma solugdo de RAP(A,b,y, «, 5).
Mostre que z e y tém folgas a-aproximadas no primal e S-aproxi-
madas no dual. Conclua que acx < Syb.

Verifique que o método PRIMAL-DUAL cléssico é o método
APROXIMACAO-PRIMAL-DUAL para a = 1 = §.

Formule o problema do caminho minimo como um problema
da transversal minima equivalente.
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Problema MINPATH (G, s,t,c¢): Dados um grafo G, dois
vértices s e t de G e um custo ¢, em Q. para cada aresta
e, encontrar um caminho P de s a t de custo minimo.

5.9 Formule o problema da arvore geradora minima como um pro-
blema da transversal minima equivalente.

Problema MST (G, c): Dados um grafo G e um custo ¢,
em Qs para cada aresta e, encontrar uma arvore geradora
de custo minimo.

5.10 Dados um conjunto 1" de vértices e um conjunto F' de arestas de
um grafo G, dizemos que F' é uma T-jungao se 7" é o conjunto
dos vértices de grau impar do grafo G[F]. Formule o problema
da T-juncao minima como um problema da transversal minima
equivalente.

Problema MINTJ (G, T,c): Dados um grafo G, um sub-
conjunto T' de Vg tal que |T| é par e um custo ¢, em Qs
para cada aresta e, encontrar uma T'-juncao F' que minimize

c(F).

5.11 Formule o problema do corte minimo como um problema da
transversal minima equivalente.

Problema MINCUT (G, ¢): Dados um grafo G e um custo
ce em Q. para cada aresta e, encontrar um corte R que
minimize ¢(R).

5.12 Para cada um dos problemas nos quatro exercicios anteriores, des-
creva um algoritmo que, dados um grafo G e um subconjunto 7'
de Eq, decide se T' é uma transversal da respectiva colecao 8. O
consumo de tempo de cada algoritmo deve ser polinomial em (G) e
nao deve depender de [8].

5.13 Mostre que o programa linear (5.5) é uma relaxacdo linear do
MINTC (£, 8, ¢).

5.14 Formule o problema da cobertura minima por vértices (MINCV)
como um problema da transversal minima MINTC (E, 8, ¢) equiva-
lente. Mostre que o algoritmo MINTC-BE é uma 2-aproximagcao
polinomial para o MINCV.

5.15 Formule o problema do multicorte minimo (MINMCUT) como um
problema da transversal minima MINTC (E, 8, ¢) equivalente. Mos-
tre que, se as linhas a seguir sao inseridas entre as linhas 9 e 10
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do algoritmo MINTC-BE, entao o algoritmo resultante é uma 2-
aproximagao polinomial para o MINMCUT quando restrito a arvo-

res [GVY97].
9a  sejam fi,..., fr os elementos de J, na ordem em que
9b foram incluidos em .J

9c parai de k até 1 faca
9d se J \ {fi} & uma transversal entdo J < J\ {fi}

5.16 No problema MINFS(G, ¢, R), nao ha perda de generalidade se su-
pusermos que G é completo e os custos satisfazem a desigualdade
triangular. Discuta essa afirmagao.

5.17 Uma cole¢ao L de subconjuntos de um conjunto finito X é laminar
se Ly C Ly ou Ly D Ly ou Ly N Ly = ) para cada par (Ly, Ly) de
elementos de L. Mostre que se L é laminar entao |0] < 2|X| — 1.
Mostre que no algoritmo MINF'S-GW a colegao {S € 8 : yg > 0} &
laminar.

5.18 Mostre que a razao de aproximagdo do algoritmo MINFS-
GW (G,¢,R) € 2 —2/n, onde n := |Vg|.

5.19 Exiba uma instancia do problema MINF'S para a qual o algoritmo
MINFS-GW produz uma arvore de Steiner de custo essencialmente
igual ao dobro do 6timo.

5.20 Aplique o algoritmo MINFS-GW ao problema da arvore geradora
minima (exercicio 5.9). Mostre que ele se comporta como o algo-
ritmo de Kruskal |[CLR92]| (e portanto produz uma arvore geradora
minima).

5.21 Escreva o algoritmo MINFS-GW de maneira mais detalhada. Em
particular, escreva uma implementacdo que, para uma instancia
(G,c,R), consuma tempo polinomial em (G).

Notas bibliograficas

Este capitulo foi escrito com base nos livros de Schrijver [Sch86],
Papadimitriou e Steiglitz [PS82], Hochbaum [Hoc97] e no artigo de Go-
emans e Williamson |[GW95a].

O livro de Papadimitriou e Steiglitz [PS82] apresenta diversos algo-
ritmos combinatorios classicos que podem ser entendidos como uma mi-
mica do método primal-dual, incluindo o algoritmo de Dijkstra [Dij59|
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para encontrar caminhos de custo minimo, o algoritmo de Ford e Ful-
kerson [FF56] para encontrar um fluxo maximo, algoritmos primal-
dual para o problema do fluxo de custo minimo, o método hungaro de
Kuhn [Kuh55| para encontrar um emparelhamento de custo méaximo em
um grafo bipartido, e o algoritmo de Edmonds [Edm65a| para encontrar
um emparelhamento de custo méximo em um grafo.

O primeiro algoritmo de aproximagdo genuinamente primal-dual, ou
seja, o primeiro a usar uma solucao dual vidvel para obter, iterativa-
mente, uma solugdo aproximada do problema primal, foi o algoritmo de
Bar-Yehuda e Even |[BYES1| para o problema da cobertura minima por
vértices. Trata-se, essencialmente, do algoritmo descrito na se¢ao 5.3. A
analise dessa abordagem aparece em um artigo de Hochbaum [Hoc82],
que obteve um algoritmo com a mesma razao de aproximagao usando o
método dual.

A primeira 2-aproximagdo para o problema da floresta de Stei-
ner foi obtida por Agrawal, Klein e Ravi [AKR95]. Esse traba-
lho introduziu modificagoes poderosas no método primal-dual basi-
co, e com isso deu um grande impulso as pesquisas sobre problemas
de projetos de redes (network design problems), como atestam os di-
versos algoritmos de aproximagao primal-dual obtidos por essa épo-
ca [AG94, GGW98, GGP194, GW95a, Rav94, RW95, WGMV95]. Se-
gundo Goemans e Williamson [Hoc97|, esse trabalho de Agrawal, Klein
e Ravi foi o primeiro a fazer uso altamente sofisticado do método primal-
dual para projetar algoritmos de aproximagao.

O problema da floresta de Steiner pode ser classificado como um
problema de projeto de redes. Esse tipo de problema consiste em exigir
um certo grau de conexao entre certos pares de vértices de um grafo. O
conceito de func¢oes proprias unifica varios desses problemas: o proble-
ma da floresta de Steiner, o problema do caminho minimo, o problema
da conexao ponto-a-ponto, o problema da 7-juncao minima, o proble-
ma do emparelhamento perfeito de peso minimo, etc. Usando apenas
as propriedades que caracterizam funcgoes proprias, Goemans e Willi-
amson |[GW95a, Hoc97| mostraram que todos esses problemas admitem
uma 2-aproximacao polinomial.

O melhor resultado que se conhece para o problema da arvore de
Steiner é uma 1,55-aproximacao que nao se baseia em programacao line-
ar, obtido recentemente por Robins e Zelikovsky [RZ00].

Experimentos computacionais realizados com alguns algoritmos de
aproximacao obtidos pelo método primal-dual mostram que eles tém
bom desempenho na prética. Segundo Goemans e Williamson [WG94],
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a 2-aproximagcao para o problema do emparelhamento perfeito de peso
minimo em que os custos satisfazem a desigualdade triangular encontra
solucoes a 2% do 6timo na maioria dos casos (em mais de 1400 expe-
rimentos, o resultado nunca foi pior do que 4%). Os mesmos autores
relatam bons resultados praticos para o problema da floresta de Steiner
e alguns outros problemas de redes.

Gabow, Goemans e Williamson [GGW98| obtiveram uma implemen-
tacao mais eficiente de varios algoritmos para problemas de projetos de
redes, incluindo o problema da floresta de Steiner. Finalmente, hé varios
trabalhos recentes |[CRW01, GVY97, JIMVW99, JV00, GW98, RV99| a
respeito de métodos de aproximagao primal-dual, indicando que se trata
de um tema de interesse atual e aparentemente muito promissor.
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CAPITULO 6

Algoritmos Probabilisticos

Neste capitulo vamos supor que temos & nossa disposi¢do um gera-
dor de bits aleatorios (random bits generator), ou seja, um algoritmo
ideal RAND que recebe um numero racional p no intervalo fechado [0, 1],
devolve 1 com probabilidade p e 0 com probabilidade 1 — p. Existem
implementagoes aproximadas do algoritmo RAND (veja Knuth [Knu98]|).

Um algoritmo que utiliza RAND é chamado de probabilistico (ran-
domized). O comportamento de um algoritmo probabilistico depende
nao apenas da instancia do problema mas também dos niimeros devolvi-
dos por RAND. Dizemos que um algoritmo probabilistico é polinomial
se existe um polinémio p tal que, para toda instancia I do problema,
o numero de chamadas ao algoritmo RAND e o consumo de tempo das
demais operagoes sao limitados por p((I)).

Vamos generalizar a definicdo de algoritmos de aproximagao (se-
¢ao 1.2) para englobar algoritmos probabilisticos. Considere um algo-
ritmo probabilistico A para um problema de otimizacao. Para qualquer
instancia I do problema, seja X a variavel aleatoria (apéndice D) cujo
valor é o valor da solucdo produzida por A para esta instancial. Di-
zemos que A é uma a-aproximacao probabilistica para o problema
em questao se E[X;] > aopt(I) no caso de problema de maximizacao
e E[X;] < aopt(]) no caso de problema de minimizagdo. No presente
capitulo, @ é um niimero que nao depende de I, embora em geral a possa

1 Os algoritmos abordados neste capitulo, para cada instancia do problema, provo-
cam um ntimero fixo t de chamadas de RAND, que nao depende dos valores devolvidos
por RAND, sendo que a i-ésima chamada de RAND tem como parametro sempre um
mesmo nimero, digamos p;. Denotando por 2 o conjunto {0, 1}, seja P; a medida de
probabilidade sobre © dada por P;(1) = p; e P;(0) = 1—p;. O espago de probabilidade
no qual X; estd definida neste caso é o espago produto (2, P1) X --- x (2, Py).

63

RAND
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ser uma funcdo de I. Dizemos que « é uma razao de aproximacgao
esperada de A.

Vamos mostrar que, em certas condigoes, uma q-aproximagcao pro-
babilistica A pode ser usada para produzir, com alta probabilidade, so-
lugdes aproximadas do problema. Suponha que o problema é de minimi-
zaGcdo e que a variavel aleatoria X; nao assume valores negativos (esse
¢ 0 caso na grande maioria dos problemas combinatorios). Para cada e
positivo, a desigualdade de Markov (lema D.1, apéndice D) garante que

E[X/] aopt(]) «

PriXr 2 (ot @)optl] < Lot < Tate)opt(D) — e

Para um dado A no intervalo aberto (0,1), seja k := [logg A], onde

B = 5. Suponha que A & aplicado k vezes a instancia I e escolha
o resultado de menor valor. Se Y7 é esse menor valor?, entdo Pr(Y; >
(a + €)opt(I)] < A. Para A pequeno, este esquema produz, portanto,
com probabilidade alta (pelo menos 1 —\), uma solucao viavel com valor
menor que (a + ¢)opt(I).

O mesmo raciocinio pode ser aplicado a problemas de maximizacao,
desde que se conheca uma delimitagdo superior para o valor 6timo do

problema.

6.1 Satisfatibilidade maxima

Vamos usar o problema da satisfatibilidade maxima para exempli-
ficar algoritmos probabilisticos. Para definir o problema, precisamos
introduzir alguma notagao.

Suponha dado um conjunto finito V de objetos que chamamos va-
riaveis. Uma clausula booleana sobre V', ou simplesmente clausula,
¢ um par ordenado de subconjuntos de V' disjuntos, um dos quais pelo
menos nao é vazio. Se C é uma clausula, denotamos o primeiro compo-
nente de C por ' e o segundo por Cy. Em terminologia tradicional, Cy
é o conjunto das variaveis “complementadas” e C é o conjunto das varia-
veis “nao-complementadas”. O ntimero de variaveis em uma clausula
C & |Ci] +(Co.

2 Y7 & uma variavel aleatoria. Denotando por (€,P’) o espaco de probabilidade
de X7, o espago no qual Y; esta definida é o produto (', P') x --- x (@', P') de k
copias de (', P").
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Uma valoragao das varidveis de V é um vetor z indexado por V
com valores em {0,1}. Uma valoracao z satisfaz uma clausula C se
zy = 1 para algum v em C) ou z, = 0 para algum v em Cp.

Vejamos um exemplo. Suponha que V = {a,b,c,d} e sejam C, D
e E as clausulas ({a,d},{b}), ({c},{a,b}) e (0,{b,c,d}). Na notacao
tradicional, a cole¢do {C, D, E} seria denotada por {a V dV b,cV aV b,
bVeEvd}.

O problema da satisfatibilidade maxima (mazimum satisfiabi-
lity problem), denotado pela sigla MAXSAT, consiste no seguinte:

Problema MAXSAT (V,€): Dada uma colecao C de clausulas
sobre um conjunto V' de variaveis, encontrar uma valoragao = de
V' que satisfaca o maior niimero possivel de clausulas de C.

O problema é NP-dificil mesmo quando cada cldusula em € tem duas
varidveis [GJT79].

Algoritmo de Johnson

Eis um algoritmo probabilistico para o problema MAXSAT. O algo-
ritmo é atribuido a Johnson [Joh74|. Ele é tao simples que ignora C:

Algoritmo MAXSAT-JOHNSON (V')
1 para cada v em V faca
2 iy < RAND (3)

3 devolva z

No algoritmo acima, o nimero de chamadas a RAND e o consumo
de tempo das demais operagoes ¢ O(|V]). Seja Xe a variavel aleatoria
cujo valor é o nimero de clausulas de € satisfeitas por uma valoragao
produzida por MAXSAT-JOHNSON (V). O espago de probabilidade de
Xe € o espago produto (©,P) x --- x (2,P), onde (2,P) aparece |V
vezes no produto, € é o conjunto {0,1} e P é a medida de probabilidade
sobre © dada por P(1) = P(0) = 1.

Teorema 6.1: Se (V,C) é uma instancia do problema MAXSAT
na qual cada cldusula tem pelo menos k varidveis e Xe é a variavel
aleatéria acima definida, entao

Xe
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Demonstracao: Para cada clausula C, defina uma variavel aleatoria
Zc da seguinte maneira: Z¢ := 1 se a valoracao produzida pelo algorit-
mo satisfaz C e Z¢ := 0 em caso contrario. Como C' tem pelo menos
k variaveis e no algoritmo &, ¢ 0 com probabilidade 1/2, a probabili-
dade do evento [Z¢=0] ¢ no maximo 1/2* e a probabilidade do evento
[Zo=1] é pelo menos 1—1/2F. Portanto, como Xe é a soma das variaveis
aleatorias Z¢,

1
EXe] = EX ¢ Zc] = XcElZc] 2 (1-5)I€]
e concluimos a prova do teorema, ja que opt(V,C) < |C|. O

Como todas as clausulas em € tém pelo menos uma varidvel, pode-
mos aplicar o teorema acima a (V,C€) com k£ = 1 e concluir o seguinte
resultado.

Teorema 6.2: O algoritmo MAXSAT-JOHNSON é uma 0,5-
aproximagcao probabilistica polinomial para o MAXSAT.

Algoritmo do arredondamento probabilistico

Descrevemos a seguir um algoritmo de aproximacgao para o proble-
ma MAXSAT que envolve o “arredondamento probabilistico” (randomized
rounding) de uma solu¢ao 6tima de um programa linear. O arredon-
damento probabilistico de um numero p do intervalo aberto (0,1)
consiste em arredondar p “para cima” com probabilidade p e “para bai-
x0” com probabilidade 1 — p.

Considere o seguinte problema de programagao linear: dada uma
colecao € de clausulas sobre um conjunto V', encontrar um par (z,z) de
vetores, com z indexado por V e z indexado por G, que

maximize ) -ce Zc

sob as restricoes

Yvec, L =20) + 3 ,cc, v > 2o paracada Cem €, (6.1)
0 < 2, <1 paracada Cem C,
0 <z, <1 paracadavemV.

Note a seguinte relagdo entre este programa linear e o problema MAXSAT.
Suponha que temos uma solucao 6tima z* do MAXSAT (V, €). Para cada
clausula C em €, faca 27 := 1 se z* satisfaz C e z5 = 0 em caso
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contrario. E claro entdo que o par (z*,z*) é uma solugio viavel de (6.1)
e 0 valor dessa solucao é igual ao numero de clausulas de € satisfeitas
por z*. Portanto, o programa linear (6.1) ¢ uma relaxagao do problema
MaxSar (V,C) e

Zc Zc > Opt(V, e) 3 (6'2)

para qualquer solucao 6tima (Z, 2) de (6.1).

O seguinte algoritmo de arredondamento probabilistico, desenvolvido
por Goemans e Williamson [GW94|, é um algoritmo de aproximacao para
0 MAXSAT.

Algoritmo MAXSAT-GW (V,€)

1 seja (£,%) uma solugdo 6tima racional de (6.1)
2 para cada v em V faca

3 &y ¢ RAND (Z,)
4

devolva z

O algoritmo acima pode ser implementado de modo que a execugao
da linha 1 consuma tempo limitado por um polindémio em |V|] e |C|,
e produza uma solugdo oOtima racional (£, 2) com o tamanho de & e 2
limitados por um polindomio em |V| e |€| (fato C.4, apéndice C). Como,
aléem disso, o nimero de chamadas a RAND é |V, o algoritmo MaxSat-
GW é um algoritmo probabilistico polinomial.

Teorema 6.3: Se (V,C) é uma instancia do problema MAXSAT
na qual cada clausula tem no maximo k varidaveis, com k > 1,
e Xe é a varidvel aleatéria® cujo valor é o nimero de clausu-
las de @ satisfeitas por uma valoragao produzida pelo algoritmo
MAXSAT-GW (V, @), entao

BXe] > (1- (1)) opt(V;€).

Demonstracao: Para cada clausula C, defina Z¢ da maneira usual:
Zc vale 1 se a valoracao produzida pelo algoritmo satisfaz C e 0 em caso
contrario. A probabilidade de que Z¢ seja 0 é o produto de termos da
forma &, para v em Cy, e (1 — Z,), para v em Cj. Se ¢t é o namero de

® O espago de probabilidade & (,P1) x -+ x (9, P}y), onde Q = {0,1} e P; &
dado por P;(1) = &; e P;(0) = 1 — &; para cada ¢ em V.
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variaveis de C' entao t > 1 e

Pr(Zo=1] = 1—[lyec, &vllvec, (1 — Z0)
> 1—((t—20)/t) (6.3)
= 1—(1—2¢/t)
> (1-(1-1/t)")2¢ (6.4)
> (1-(1—-1/k)")zc . (6.5)

Para justificar (6.3), note que a média geométrica de ntmeros nao-
negativos nao ultrapassa a sua média aritmética. Disso temos que

Moec, 2o lloec, T =30) < (Coecy Eo+ Loee, (1—20))/1)

= ((t = Luoec, (1= E0) = Lec, 0)/t)'
((t—20)/t)" .
Para verificar (6.4), considere a fungao f(z) := 1 — (1 — z/t)!. Observe
que f é concava no intervalo fechado [0, 1], pois f'(z) > 0 e f"(2) <0
nesse intervalo. Entao, como f(0) = 0, temos que f(z) > z f(1), que se

traduz em (6.4). Finalmente, (6.5) vale pois (1 — 1/t)! ¢ crescente para
t > 1 e, por hipotese, t < k.

IN

Podemos agora calcular o valor esperado de Xe:

EXe] = E[ ¢ Zc]

= Y.cE[Zc]

= > .o Pr{Zc=1]
Yol — (- 1/k)")zc
(1-(1-1/k)") opt(V,€),

v v

onde a ultima desigualdade segue de (6.2). O

Como (1 — 1/k)* ¢ ndo passa de 1/e para todo k > 1, onde e ¢ a
base dos logaritmos naturais, temos que (1 — 1/k)* < 1/e < 0,37. Desse
fato, e do teorema anterior, é imediato o seguinte resultado.

Teorema 6.4: O algoritmo MAXSAT-GW é uma 0,63-aproxi-
macao probabilistica polinomial para o MAXSAT. O

Algoritmo combinado

O teorema 6.1 permite deduzir uma razao de aproximacao melhor do
algoritmo MAXSAT-JOHNSON quando todas as clausulas tém pelo menos
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duas varidveis. Ja para o algoritmo MAXSAT-GW obtém-se resultados
melhores quando as clausulas tém no méaximo duas varidveis, pelo te-
orema 6.3. Parece razoavel, portanto, combinar os dois algoritmos. O
algoritmo abaixo deve-se a Goemans e Williamson [GW94| também.

Algoritmo MAXSAT-COMBINADO-GW (V, €)
& <— MAXSAT-JOHNSON (V)
Z < MAXSAT-GW (V, €)
seja §¢ o namero de clausulas de C satisfeitas por &

se $> 3§

1
2
3
4 seja § o namero de clausulas de C satisfeitas por Z
5
6 ent3o devolva &

7

sendo devolva I

Teorema 6.5: O algoritmo MAXSAT-COMBINADO-GW é uma
0,75-aproximacao probabilistica polinomial para 0 MAXSAT.

Demonstracao: Seja €y a colecao das cldusulas de € que tém exata-
mente k varidveis. Sejam Xp, Xe e Xe varidveis aleatorias cujos valo-
res sao o nimero de clausulas de € satisfeitas por uma valoracao pro-
duzida por MAXSAT-COMBINADO-GW (V, €), MAXSAT-JOHNSON (V')
e MAXSAT-GW (V, @), respectivamente. Note que Xe > %(Xe + Xe).
Se refizermos as partes apropriadas das demonstragoes dos teoremas 6.1

e 6.3 temos
E[X¢] E[}(Xe + Xe)]

1(B[Xe] + E[X¢])

> 53k cee, (1=27F)+ (1 - (1 -k HF)z0)
> 53 Doee, 1-27F+1-(1-k1)")zc
>

5 2k Dcee, 3 AC (6.6)
> 2opt(V,0). 6.7

onde a desigualdade (6.6) pode ser concluida analisando-se os casos
k=1,k=2ek >3e (6.7) vale em virtude de (6.2). O

6.2 Desaleatorizacao

Em muitos casos, é possivel converter um algoritmo de aproxima-
¢ao probabilistico em um deterministico com uma razao de aproximagcao
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igual & razao esperada do algoritmo probabilistico. Isso pode ser fei-
to através do método das esperangas condicionais [AS92, ES74, Spe87].
Para aplicé-lo, precisamos saber calcular eficientemente certas esperan-
cas condicionais, que dependem do problema em foco. E esse o cerne
do processo de desaleatorizagao de um algoritmo probabilistico por es-
se método. Ilustramos o método aplicando-o ao algoritmo MAXSAT-
JOHNSON. Obtemos como resultado a seguinte 0,5-aproximacao polino-
mial deterministica, que utiliza um procedimento EsPCOND, detalhado
posteriormente.

Algoritmo MAXSAT-JOHNSON-DESALEATORIZADO (V, €)

1 D«+¢C
2 para cada v em V faca
3 se ESPCOND (v,1,D) > EspCOND (v,0,D)
4 entdo £, + 1
5 para cada C em D faca
6 sev € (]
7 entdo D + D\ {C}
8 sendo Cy « Cp \ {v}
9 sendo &, < 0
10 para cada C em C faca
11 se v € ()
12 entdo D + D\ {C}
13 sendo C; « C1 \ {v}
14  devolva &

No algoritmo acima, D é um multiconjunto (um conjunto em que ca-
da elemento aparece com uma certa multiplicidade). No inicio de cada
iteracdo, D contém, além de pares {(}, 0}, que chamaremos de pseudo-
clausulas, apenas as clausulas de € que a “valoracao parcial” & do algo-
ritmo ainda ndo satisfez. Ademais, de cada clausula de € em D, foram
eliminadas as varidveis cujos valores & ja fixou.

O procedimento auxiliar ESPCOND recebe uma varidvel v, um ele-
mento ¢ de {0, 1} e um multiconjunto D de clausulas e pseudo-clausulas.
Seja X a variavel aleatoria cujo valor € o namero de clausulas em D, le-
vando em conta a multiplicidade, satisfeitas por uma valoragao produzida
pelo algoritmo MAXSAT-JOHNSON (V). Se 2 = 1 entdao o procedimento
devolve o valor esperado de X¢ sob a condicao que #,=1 no algoritmo
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MAXSAT-JOHNSON. Este valor esperado é denotado por E[Xp|Z,=1].
Se i = 0 entao o procedimento devolve E[Xp|#,=0], que é definido de
maneira analoga.

Procedimento EspCOND (v,,D)
1 esp+0

2 para cada C em D faca

3 k< |C1| + |Cy|

4 sev € Cj

) entdo esp < esp + 1

6 sendose v € C_;

7 entdo esp < esp + (1 — 27K F1)
8 sendo esp « esp + (1 —27F)

9 devolva esp

Teorema 6.6: O algoritmo MAXSAT-JOHNSON-DESALEATO-
RIZADO é uma 0,5-aproximacao polinomial para o MAXSAT.

Demonstracao: Seja Xe a varidvel aleatoria cujo valor é o ntmero
de clausulas em C satisfeitas por uma valoracao produzida pelo algorit-
mo MAXSAT-JOHNSON (V). Como, no algoritmo MAXSAT-JOHNSON,
&, = 1 com probabilidade 1/2 e &, = 0 com probabilidade 1/2, te-
mos que E[X¢] = $E[X¢|d,=1] + E[X¢|2,=0], e disso concluimos que
E[Xe] nao ultrapassa o maior entre as duas esperancas condicionais,
E[Xe¢|ty=1] e E[Xe|2,=0]. Logo, E[X¢]| < E[X¢|Zy,], onde o tltimo
termo denota o valor esperado de Xe sob a condigao que, no algorit-
mo MAXSAT-JOHNSON, atribua-se a &,, o mesmo valor atribuido no
algoritmo MAXSAT-JOHNSON-DESALEATORIZADO. Uma vez fixado o
valor de Z,,, o mesmo raciocinio vale para as demais varidveis e, disso,
concluimos que

E[X¢] < E[Xeliy, | < B[Xe|Ev,, ] < ... < B[Xe|dy,, ... dy,] .

O dltimo termo é o nimero de clausulas de € satisfeitas pela valoracao &
produzida pelo algoritmo MAXSAT-JOHNSON-DESALEATORIZADO. Esse
namero é pelo menos 0,50pt(V, C), pois E[Xe] > 0,50pt(V, C).

Quanto ao tempo de execugdo do algoritmo, basta observar que o
procedimento ESPCOND (v,4,D) consome tempo O(|V|). Disso, é fa-
cil concluir que o algoritmo MAXSAT-JOHNSON-DESALEATORIZADO €
polinomial. O
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E um pouco surpreendente que desaleatorizacdes produzam, mesmo
sem levar em conta como as variaveis aleatorias se distribuem em torno do
valor esperado, um algoritmo com razao de aproximacao igual & razao
esperada do algoritmo probabilistico. No caso do algoritmo acima, o
procedimento para o célculo das esperancas condicionadas é bem simples.
Em outros problemas, esses calculos podem ser bastante complicados,
inviabilizando o processo de desaleatorizagao.

6.3 Geradores de numeros aleatorios

Uma maneira mais geral de definir algoritmos probabilisticos parte
de um gerador de nameros aleatérios no intervalo [0,1). Nessa defini-
¢ao alternativa, substitui-se o algoritmo RAND por um algoritmo ideal
RANDUNI que devolve um niimero real aleatério com distribuicao uni-
forme no intervalo [0,1) (apéndice D). Existem implementagoes aproxi-
madas desse algoritmo RAND [Knu98|.

Os conceitos introduzidos no inicio deste capitulo (algoritmo de apro-
ximagao probabilistico, algoritmo probabilistico polinomial, etc.) podem
ser naturalmente adaptados a esta outra definicdo. Em particular, os al-
goritmos vistos neste capitulo sao probabilisticos polinomiais também de
acordo com esta nova defini¢ao, pois é facil implementar RAND(p) com
uma chamada a RANDUNI: o algoritmo RAND devolve 1 se o niimero
devolvido por RANDUNTI for menor que p e devolve 0 em caso contrario.

Por outro lado, nao se sabe, em geral, converter um algoritmo que
chama RANDUNI um ndmero polinomial de vezes em um que chama
RAND um ntmero polinomial de vezes. Por isso é razoével dizer que esta
nova defini¢do é uma generalizagdo da original. A desvantagem da nova
definicao é que ela requer manipulacao nimeros reais.

Exercicios

6.1 Considere o seguinte algoritmo para o MAXSAT (V,C).

Algoritmo MAXSAT-CARACOROA (V)
1 b+« RaND(3)

2 paracadavemV faca &, < b

3 devolva &

Mostre que o algoritmo acima é uma 0,5-aproximacao probabilistica
polinomial para 0 MAXSAT.
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6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

Inspire-se no algoritmo MAXSAT-JOHNSON e projete uma 0,5-apro-
ximagao probabilistica polinomial para o problema do corte ma-
ximo:

Problema MaXCuT (G,w): Dado um grafo G e um peso
we em Qs para cada aresta e de G, encontrar um corte R
que maximize w(R).

Apresente uma versido desaleatorizada do seu algoritmo.

Projete uma 0,5-aproximacao probabilistica polinomial para a se-
guinte variante do MAXCUT (exercicio 6.2), que denotamos por
MAXkECUT: dados um grafo G, um peso w, em Q5 para cada ares-
ta e e um inteiro k > 2, determinar uma particao de Vi em k partes
que maximize a soma do peso das arestas com extremos em partes
distintas da particao.

Projete uma 0,5-aproximacao probabilistica polinomial para o pro-
blema da cobertura méaxima (exercicio 2.4). Mostre que a versao
desaleatorizada deste algoritmo é exatamente o algoritmo guloso
sugerido no exercicio 2.4.

Escreva uma versao desaleatorizada do algoritmo MAXSAT-GW.
Apresente-a da forma mais simples que puder omitindo, se possivel,
todos os vestigios “probabilisticos” do algoritmo original. Prove,
sem usar argumentos probabilisticos, que o algoritmo obtido é uma
0,63-aproximacao para MAXSAT.

Considere o seguinte algoritmo probabilistico para o MAXSAT:

Algoritmo MAXSAT-COMBINADO-PROBABILISTICO (V, C)

1 b+ RAND(3)

2 seb=0

3 entdo & < MAXSAT-JOHNSON (V)
4 sendo & <~ MAXSAT-GW (V, C)

5 devolva &

Prove que esse algoritmo ¢ uma 0,5-aproximagao probabilistica po-
linomial para o MAXSAT. Escreva e comente a versao desaleatori-
zada deste algoritmo. O que muda se alterarmos o % da linha 1 do
algoritmo para um outro valor no intervalo (0,1)?

Considere a seguinte versao ponderada do MAXSAT. Além do con-
junto V e da colecao € de clausulas sobre V, é dado também um
peso we em Q5 para cada clausula C' em €; o problema consiste em
encontrar uma valoracdo que maximize a soma dos pesos das clau-
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sulas satisfeitas. Modifique os trés algoritmos apresentados neste
capitulo, bem como suas andlises, para 0 MAXSAT ponderado. Que
razao de aproximacao tem cada um dos algoritmos modificados?

6.8 Considere o seguinte algoritmo para o ESCALONAMENTO (se-
¢ao 2.1): escolha aleatoriamente a proxima tarefa a ser escalonada
e aplique o critério de Graham. Estime o valor esperado da solugao
assim obtida.

Notas bibliograficas

A discussao do algoritmo MAXSAT-GW é um resumo de um arti-
go de Goemans e Williamson |GW94|; resumos semelhantes aparecem
no livro de Motwani e Raghavan [MR95b] e no livro editado por Hoch-
baum |Hoc97|. Os exercicios 6.1, 6.3 e 6.4 foram extraidos do livro de
Vazirani [Vaz01].

O livro de Motwani e Raghavan |[MR95b| é um texto abrangente
sobre algoritmos probabilisticos, com muitos exercicios e problemas de
pesquisa.

O algoritmo MAXSAT-JOHNSON é atribuido a Johnson [Joh74|, em-
bora este tenha escrito a versao nao-probabilistica do algoritmo. A pri-
meira 0,75-aproximacao polinomial para o MAXSAT deve-se a Yannaka-
kis [Yan94|. Zwick [Zwi99] projetou um algoritmo de aproximacao para
um caso particular do MAXSAT e conjecturou, baseando-se em experi-
mentos namericos, que seu algoritmo é uma 0,797-aproximagao para o
problema. Recentemente, Asano e Williamson [AW00| projetaram uma
0,784-aproximacgao, combinando varios algoritmos conhecidos para o pro-
blema [GW94, FG95, KZ97|. No momento, esse ¢ o melhor algoritmo
de aproximagao conhecido para o MAXSAT. Utilizando o algoritmo de
Zwick [Zwi99], Asano e Williamson obtém uma 0,833-aproximacao para
0 MAXSAT, desde que a conjectura de Zwick seja confirmada.

A técnica de arredondamento probabilistico foi introduzida por

Raghavan e Thompson [RT87, Rag88] e vem sendo aplicada com bas-
tante sucesso a varios problemas [BTV99, CKRO00, Fei99, JV00].

O método das esperancas condicionais aparece implicitamente em um
artigo de Erdds e Selfridge [ES73|. A conexao com algoritmos polinomiais
deterministicos foi feita por Spencer |Spe87|.

Uma outra técnica bem sucedida de desaleatorizacao de algorit-
mos probabilisticos foi desenvolvida por Luby |[Lub86| e por Alon et
al. [ABI86]. Uma sucessao de chamadas ao algoritmo RAND produz
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uma seqiiéncia de bits aleatérios. Podemos imaginar entao que, além
dos dados do problema, um algoritmo probabilistico recebe uma seqiién-
cia de bits aleatérios, de comprimento conveniente. Freqiientemente,
basta que os bits nessa seqiiéncia sejam k-mutuamente independentes.

Para explicar este conceito, denote por by, ..., b, os bits produzidos por
n chamadas de RAND. Dizemos que by,...,b, s@o k-mutuamente in-
dependentes se, para qualquer subseqiiéncia b;, ,...,b;, de bi,...,b,, a

probabilidade de que b;,,...,b;, coincida com qualquer das 2F seqiiénci-
as de k bits ¢ 2%, Enquanto independéncia plena requer um espaco de
probabilidade composto de 2" vetores binéarios, pode-se construir espacos
de probabilidade com n¥/2 vetores binarios cujos bits sdo k-mutuamente
independentes. Se k é constante, um algoritmo probabilistico pode ser
desaleatorizado da seguinte forma: executa-se o algoritmo para cada
um dos vetores neste espaco de probabilidade e devolve-se a melhor das
solugoes produzidas. Isso resulta em um algoritmo polinomial, determi-
nistico, e com razao de aproximagao igual a razao esperada do algoritmo
probabilistico original. Para saber mais sobre isso, veja o artigo de Chor
e Goldreich [CG89], bem como o relatorio técnico de Luby e Wigder-
son [LW95].

A respeito de geradores de numeros pseudo-aleatorios, veja os livros
de Johnson [Joh87|, Devroye [Dev86| e Knuth |[Knu98|. Knuth descreve
implementacoes aproximadas do algoritmo RANDUNI que fornecem ni-
meros pseudo-aleatérios satisfatorios em tempo probabilistico constante:
o tempo esperado de execucgao de tais implementagoes é limitado por
uma constante.
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CAPITULO 7

Programacao Semidefinida

Como vimos nos ultimos capitulos, relaxacoes lineares sao muito
usadas na obtencdo de algoritmos de aproximacao para problemas de
otimizacao combinatéria. A utilizacdo de relaxagOes lineares deve-se a
sua simplicidade e & existéncia de algoritmos eficientes para resolver pro-
gramas lineares. Neste capitulo, utilizamos outra classe de relaxacoes —
os programas semidefinidos — para a qual também existem bons al-
goritmos. Vamos ilustrar esse método aplicando-o ao problema do corte
maximo.

7.1 Corte maximo

O problema do corte maximo (mazimum cut problem), denotado
por MAXCuT, é definido como

Problema MaAxCut (G,w): Dados um grafo G e um peso w,
em Qs para cada aresta e, encontrar um corte R que maximize

w(R).

Chamamos o nimero w(R) de peso do corte R. Assim, MAXCUT con-
siste em encontrar um corte de peso maximo.

O problema é NP-dificil, mesmo quando restrito as instancias em
que w;; = 1 para toda aresta ¢j e o grau de cada vértice de G' nao
excede 3 [GJ79].

O problema pode ser formulado da seguinte maneira: dados G e w
como acima, encontrar um vetor z indexado por V que

maximize % EijEE‘ wij(l - a;ia;j)

7.1
sob as restricoes xz;z; = 1 para cadaiem V, 1)

7
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onde V := Vi e E := Eqg. Verifiquemos que esse programa é apenas
uma reformulacado do MAXCuT. Suponha que z é uma solucdo viavel
de (7.1), e portanto z; € {—1,1} para cada i. Tome S := {i : z; = 1}.
E claro que 1 — z;z; = 2 se ij € 0(S) e 1 — z;z; = 0 em caso contrério.
Portanto,

3 Lijen Wij(L—zizj) = w(3(S)). (7.2)

Suponha agora que S é um conjunto de vértices e defina o vetor z por
z; := 1sei € §ex; := —1 em caso contrario. Esse vetor é viavel
em (7.1) e satisfaz a relagao (7.2). Diante disso, concluimos que

opt(G,w) = % >ijer Wij(1 — z775) (7.3)

para qualquer solucgao 6tima x* de (7.1).

O problema (7.1) é um programa quadratico: ele procura um ve-
tor que maximize uma funcao quadratica sujeita a restrigoes quadrati-
cas. Obviamente nao sabemos resolver este programa quadratico efici-
entemente, do contrario terfamos um algoritmo exato polinomial para o
MaxCur. Consideremos entdao uma relaxacao de (7.1).

Relaxacgao vetorial

Uma relaxagao vetorial de (7.1) consiste em trocar cada componente
de z por um vetor, e portanto trocar x por uma matriz. Mais preci-
samente, uma relaxacao vetorial é o seguinte problema: encontrar uma
matriz real Y indexada por! V x V que

maximize % ZijeE wij(1 = (Y'Y T)i)

7.4
sob as restricoes (Y'Y T); = 1 paracadaiem V. 74

Diz-se que a relaxagao (7.4) é vetorial pois suas incognitas sdo vetores:
as linhas da matriz Y. A relagao entre (7.4) e (7.1) é facil perceber:
cada componente z; de x corresponde a linha Y, de Y e cada restricao
xzix; = 1 corresponde a restrigao (Y'Y ");; = 1, que poderia ser escrita
como Y, Y = 1.

E facil perceber a relacio entre as solucdes de (7.4) e (7.1). Con-
sidere uma solugao viavel z de (7.1). Seja k um vértice qualquer e Y

! Em principio, o conjunto de indices de colunas de Y, digamos N, poderia ser
diferente de V. Se |N| = 1, por exemplo, os programas (7.4) e (7.1) seriam idénticos.
Mas, aparentemente [Lov0l], o problema (7.4) é NP-dificil se |N| é constante em
relagdo a |V|.
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a matriz definida por Y, = = e Y,; = 0 para cada ¢ diferente de k.
E evidente que (YYT);; = Vi Yj, = x;z; para cada i e cada j. Em
particular, (YY ");; = z;z; = 1 e portanto Y é vidvel em (7.4). Ade-
mais, Y, wii (1 — (YY)i5) = 32 wij(1 — zizj). Assim, para qualquer
solu¢do 6tima Y de (7.4) e qualquer solucdo 6tima z* de (7.1), tem-se
doijwi(l—zia}) < 32 wij(1— (YYT);;). Arelagio (7.3) garante entio
a delimitagao superior

opt(G,w) < § Yiiep wi(l— (VY T)y). (7.5)

Resta discutir a existéncia de uma solucao 6tima do programa ve-
torial (7.4). O conjunto das solucdes viaveis de (7.4) é um subconjunto
fechado e limitado do espago de todos os vetores reais indexados por
V x V. O conjunto é fechado pois ¢ a interseccao dos conjuntos fechados
determinados por cada restricao de (7.4). O conjunto é limitado, pois
para qualquer Y viavel tem-se [|[YV]|> = 3, Vi, Vi = S3,(Y Y )i = [V].
Como »_;; wij(1 — (Y'Y T");;) é funcao continua de Y, o programa (7.4)
tem solugao 6tima.

Algoritmo de Goemans e Williamson

O seguinte algoritmo probabilistico, devido a Goemans e William-
son [GW95b], utiliza uma solugao 6tima do programa vetorial (7.4) para
obter uma solucao vidvel do problema MAxXCuT.

O algoritmo de Goemans e Williamson depende de um algoritmo que
chamamos RANDESFERA: ele produz um ponto aleatério com distribui-
¢ao uniforme na esfera unitaria, que é o conjunto de todos os vetores
reais r indexados por V tais que ||r|| = 1. Por exemplo, cada linha de
qualquer matriz Y que satisfaz as restrigoes de (7.4) é um ponto dessa
esfera.

Algoritmo MAXCuT-GW (G, w)

1 seja Y uma solucdo Gtima de (7.4)
2 s <+ RANDESFERA(V)

3 S« {ieV:sY, >0}

4 devolva §(S)

Antes de calcular uma razao de aproximagao do algoritmo, é preciso
estabelecer o seguinte lema.

RAND
ESFERA
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Figura 7.1: Uma “fatia” de uma esfera no R®.

Lema 7.1: Para os objetos S e Y definidos pelo algoritmo e para
quaisquer dois vértices 1 e j de G,

~

Pr[ij € §(S)] > %arccos((YYT)ij).

Demonstracao: Adote as abreviaturas g e Z para os vetores Yj, e Yy,
respectivamente. Claramente,

Priij € 6(S)] = Pr[sy>0esz2<0]+Pr[sy<0esz>0].

O primeiro termo do lado direito é a probabilidade de que s pertenca a
regiao da esfera unitaria na intersec¢ao dos semi-espagos {r : g > 0} e
{r :r2 < 0}. Tal regiao ¢é a “fatia” da esfera (veja a figura 7.1) de angulo
igual ao angulo entre os vetores § e 2, que denotamos por ©. Gragas
a distribuicao uniforme (apéndice D), a probabilidade de tal regiao é
proporcional & area da regidao, e portanto proporcional ao angulo ©:

Prisy>0esz<0] = %

De forma semelhante, podemos concluir que Pr[sg <0e sz >0] =
©/27, terminando assim a prova do lema, ja que © = arccos(g2). O

Alguns calculos elementares mostram que (veja figura 7.2), para todo
z no intervalo [—1, 1],

1 1
— arccos(z) > 0,878 5(1 —I). (7.6)
™
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0,8 -

0,6 | =

0,4 -~

0,2

0y 05 0 0.5 1
Figura 7.2: Gréfico das fungdes f(z) := L arccos(z) e g(z) :=
0,878 (1 — ). Verifica-se que f(z) > g(z) no intervalo [—1, 1].

Teorema 7.2: Se X é a variavel aleatéria® cujo valor é o peso
de um corte produzido pelo pelo algoritmo MAXCuT-GW (G, w)
entao

E[X] > 0,878 opt(G,w) .

Demonstrac¢ao: Em virtude do lema 7.1 e de (7.6), temos que

1 NN
2 Dijer Wij _ Arccos (Y'Y ")i)
1 A A~
> 08785 Y yenwis(1— (YY)
> 0,8780pt(G, w), (7.7)

onde (7.7) segue de (7.5). O

O algoritmo MAXCuT-GW sup6e um modelo de computacao (apén-
dice E) muito mais poderoso e menos realista que o dos capitulos ante-
riores: 0 modelo é capaz de manipular nimeros reais arbitrarios e supoe
que cada operacao aritmética consome uma quantidade de tempo que
nao depende dos valores dos operandos. Veremos na proxima secao que
a linha 1 do algoritmo MAXCuUT-GW pode ser executada em tempo
polinomial em (G) + (w) no modelo de computacdo que estamos ado-
tando. A linha 2 envolve uma execucdo do algoritmo RANDESFERA,

2 O espago de probabilidades & definido pela distribuigdo uniforme sobre a esfera
unitaria (exemplo D.3).
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que é probabilistico polinomial (secao 6.3), pois pode ser implementado
com O(|V|) chamadas a funcado RANDUNI. A linha 3 consome tempo
O(|V|?). Assim, o algoritmo ¢ probabilistico polinomial.

Teorema 7.3: O algoritmo MAXCUT-GW é uma 0,878-apro-
ximagao probabilistica polinomial para o MAxCuT. O

7.2 Programas semidefinidos

Um programa vetorial consiste no seguinte: dada uma matriz W
indexada por V' x V, uma matriz A indexada por M x (V x V) e um
vetor b indexado por M, encontrar uma matriz Y indexada por V x V
que

minimize Y,y Wi (YY)

sob as restrigoes Ez’jerVAkij<YYT)ij = b, para cada k em M .

Vamos denotar esse programa vetorial por PV(W, A, b). E facil perceber
que o problema (7.4) é uma instancia de PV.

Como mostraremos a seguir, qualquer programa PV pode ser re-
solvido® em tempo polinomial, no modelo de computacio que estamos
adotando. O algoritmo dos elipsoides (mencionado no apéndice C em
conexao com programas lineares) pode ser usado para resolver progra-
mas nao-lineares cujo conjunto das solucoes vidveis seja fechado e con-
vexo? [GLS93, Sch86]. O conjunto das solucdes vidveis do programa
vetorial PV(W, A,b) nao é convexo, mas o programa pode ser converti-
do, como veremos em seguida, em um programa semidefinido equivalente
cujo conjunto das solugoes vidveis é convexo.

Dizemos que uma matriz quadrada X é positiva semidefinida, o
que denotamos por X = 0, se X =YY" para alguma matriz quadrada
real Y. Um programa semidefinido consiste no seguinte: dada uma
matriz W indexada por V x V', uma matriz A indexada por M x (V x V)
e um vetor b indexado por M, encontrar uma matriz X indexada por

% Mais precisamente, é possivel encontrar uma solugio “aproximada” com qualquer
precisao prefixada.

* Um conjunto Y de vetores é convexo se, para quaisquer y e y' em Y e qualquer
A no intervalo fechado [0, 1], o vetor Ay + (1 —A)y’ estd em Y. O conceito de conjunto
convexo de matrizes é analogo.
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V xV que
minimize Zij Winij

sob as restricoes Zij ApijXij = bp paracada kem M e
X =0

Denotamos esse problema por PSD(W, A,b). Se o conjunto das solugoes
viaveis de PSD(W, A, b) for limitado, o problema tem solu¢do 6tima.’

H4 wuma correspondéncia simples entre solugdes vidveis do
PV(W, A,b) e solucoes viaveis do PSD(W, A,b). Se X ¢é uma solugao
viavel do PSD(W, A, b), entao a equacao Y'Y " = X define uma matriz Y’
que ¢é solugao viavel do PV(W, A, b); e reciprocamente. Em particular, se
X & uma solugao 6tima do PSD(W, A,b), entdo Y é uma solugao 6tima
do PV(W, A,b).

Existem algoritmos elementares (apéndice B) que determinam, pa-
ra qualquer matriz positiva semidefinida X, uma matriz real Y tal que
YYT = X. Assim, é possivel resolver um programa vetorial da seguinte
maneira: obtenha uma solugao 6tima X do programa semidefinido; cal-
cule uma matriz Y tal que YY" = X; essa Y & uma solugdo 6tima do
problema vetorial.

O conjunto das solugoes viaveis de qualquer programa semidefinido é
convexo e fechado. Ademais, o programa semidefinido derivado do MaX-
CuTt (bem como os programas derivados de muitos outros problemas de
otimizac¢ao combinatoria) é limitado e assim pode ser resolvido em tem-
po polinomial por meio do algoritmo dos elipsoéides, desde que tenhamos
um algoritmo de separacao apropriado. Um tal algoritmo de separagao é
parte do algoritmo de decomposicao de matrizes positivas semidefinidas
a que aludimos acima: se a matriz simétrica X dada nao é positiva se-
midefinida, o algoritmo exibe uma violagdo da restricao X > 0, ou seja,
um vetor real y para o qual y Xy < 0.

7.3 Consideracoes praticas

Neste capitulo usamos, até agora, um modelo de computacao pouco
realista. O algoritmo MAXCUT-GW pode ser convertido, de maneira
6bvia, em um algoritmo “aproximado” para um modelo de computagao

® Via de regra, as solugdes 6timas nio sio racionais, mesmo que W, A e b sejam
racionais.

PSD()
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mais realista: basta executar todos os célculos com alguma precisao fini-
ta. (Determinar uma precisao dos calculos que produza razao de aproxi-
macao proxima de 0,878 nao ¢é tarefa facil.) O algoritmo RANDESFERA
pode também ser implementado [Joh87, Dev86, Knu98| de maneira apro-
ximada a partir de um gerador de ntimeros aleatérios com distribuicao
uniforme no intervalo [0, 1) (exercicios D.3 e D.4, apéndice D).

O algoritmo dos elipséides, bem como qualquer outro algoritmo usa-
do para resolver programas semidefinidos, fornece apenas solugoes apro-
ximadas de tais programas. Isso é inevitével, ja que as solugdes 6timas
de PSD(W, A, b) podem ter componentes irracionais [Goe97|. O algorit-
mo dos elipsoides pode ser usado para produzir [GLS93|, para qualquer
€ positivo, uma matriz X que satisfaz, a menos de ¢, as restri¢oes de
PSD(W, A, b).

Exercicios

7.1 Verifique que o conjunto das solugoes vidveis do programa, vetori-
al (7.4) nao é, em geral, convexo.

7.2 Escreva o programa semidefinido correspondente a (7.4). Verifique
que o conjunto das solugOes vidveis deste programa semidefinido é
CoOnvexo.

7.3 Verifique que o conjunto das solucoes vidveis do programa semide-
finido correspondente a (7.4) é fechado e limitado.

7.4 Descreva um programa vetorial cuja solugdo 6tima tem valor irra-
cional.

7.5 Prove a desigualdade (7.6).

7.6 A restrigdo do MAXSAT (capitulo 6) a instancias (V, C) em que cada
clausula em C tem exatamente duas varidveis é conhecida como
MAaX2SAT. Formule o0 MAX2SAT como um programa quadratico.

7.7 Formule o MAxkCuT (exercicio 6.3) como um programa quadrati-
co. Exiba uma relaxagdo vetorial deste programa e uma relaxacgao
semidefinida dele.

7.8 Considere o problema MAXCUT com a seguinte restricao adicional:
sao dados dois conjuntos de vértices S; e Sy e queremos um corte de
peso maximo que deixe os vértices de §; em um mesmo componen-
te e separe quaisquer dois vértices em So. Formule esse problema
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como um programa quadratico e exiba uma relaxagdo vetorial dele.
Mostre que o algoritmo MAXCuUT-GW pode ser adaptado para esse
problema, conservando a mesma razao de aproximacao esperada.

Notas bibliograficas

A apresentacao desse capitulo inspirou-se no artigo de Goemans e
Williamson |[GW95b], nas notas de aula de Williamson |Wil98|, no Hand-
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cicios 7.6, 7.7 e 7.8 foram extraidos do livro do Vazirani [Vaz01].

Programacao semidefinida e suas aplicagdes & otimizagao combina-
toria sao discutidas por Deza e Laurent |[DL97| e por Lovasz [Lov01].

Antes do aparecimento do algoritmo MAXCUT-GW, a melhor razao
de aproximacao conhecida para o problema MAXCUT era 0,5 (algoritmo
de Erdés |[Erd67], exercicio 6.2). Karloff [Kar96| apresentou uma familia
de instancias (G, w) do MAXCuUT para as quais o algoritmo MAxXCuT-
GW produz cortes de peso arbitrariamente proximo de 0,878 opt(G, w).
Mahajan e Ramesh [MR95a| mostraram como desaleatorizar o algoritmo
MAXCur-GW. A desaleatorizacdo é bem mais complexa que aquela
apresentada no capitulo 6.

Goemans e Williamson aplicaram o método de programacao se-
midefinida a véarios problemas |[GW95b|. Eles obtiveram uma 0,758-
aproximacao para o MAXSAT, uma 0,878-aproximacao para 0 MAX2SAT,
definido no exercicio 7.6, e uma 0,796-aproximacao para a versao do
MaxCuT em grafos orientados, conhecida por MAXDICUT.

Feige e Goemans [FG95| obtiverem uma 0,931-aproximacao para
o MAX2SAT e uma 0,859-aproximagao para o MAaxDiCur. Karloff
e Zwick [KZ97| propuseram uma 0,875-aproximacao para o problema
MAX3SAT, andlogo ao MAX2SAT.

Skutella [Sku98| aplicou programacao semidefinida a uma variante do
problema ESCALONAMENTO, discutido na secao 2.1. Karger, Motwani
e Sudan [KMS98] apresentaram uma (n'=3/(+1) 1og!/2 n)-aproximacao
para o problema de coloragdo de vértices em grafos com n vértices e ni-
mero cromatico é no maximo k. Varios outros trabalhos recentes |AK9S,
BKRV98, CS98, CRW01, FJ97, GW01, Hal00, KG98, Sku99, Zwi99|
também usam programacao semidefinida.

De acordo com Alizadeh [Ali95], métodos de pontos interiores po-
dem ser mais eficientes que o algoritmo dos elipséides na resolugdo de
programas semidefinidos. Mais informacoes sobre programacao semide-
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finida podem ser encontradas no livro de Wolkowicz, Saigal e Vanden-
berghe [WSV00].



CAPITULO 8

Inaproximabilidade

Por que alguns problemas de otimizacao parecem ser mais dificeis
de aproximar do que outros? Como podemos medir ou comprovar estes
diferentes graus de dificuldade? O presente capitulo trata de questoes
desse tipo.

Cook [CooT71] mostrou que a classe NP contém problemas completos,
ou seja, problemas que sao pelo menos tao dificeis quanto qualquer ou-
tro problema na classe. Estes s@o os chamados problemas NP-completos
(apéndice E). Logo apos, Karp [Kar72| apresentou uma grande cole-
¢ao de problemas NP-completos, que incluia varios problemas de decisao
correspondentes a problemas de otimizacao combinatéria bem conheci-
dos. E crenca geral que nao existem algoritmos polinomiais para resolver
problemas NP-completos, ou seja, acredita-se que P # NP.

Assim como problemas de decis@o sao classificados conforme a sua di-
ficuldade computacional, problemas de otimizacao sao classificados con-
forme o seu grau de aproximabilidade por algoritmos polinomiais. Neste
capitulo sao definidas as classes PO, FPTAS, PTAS, APX e NPO de
problemas de otimizagao.

Nos capitulos anteriores foram estudados diversos algoritmos de
aproximacao para varios problemas NP-dificeis. Para nenhum dos pro-
blemas estudados foi apresentada evidéncia de que nao existem algorit-
mos com melhor razao de aproximacao. Neste capitulo mostramos que,
freqiientemente, a dificuldade em se obter uma melhor razao de aproxi-
magao estéd intrinsecamente ligada a questdo “P # NP?”. Apresentamos
resultados de inaproximabilidade que tém tipicamente a seguinte forma:

se existe uma «-aproximacao polinomial para 11, entao P = NP,

onde II ¢ um problema de otimizacao. Um tal resultado indica que a
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existéncia de uma «-aproximagao polinomial para II é improvével. Por
outro lado, apesar de nao se acreditar que este seja o caso, se P = NP
entdo, em particular, existe um algoritmo exato polinomial para cada
problema tratado no presente texto e toda a discussao sobre algoritmos
de aproximacao perde parte de seu sentido.

8.1 Classes de problemas de otimizacgao

Um problema de otimizacao tem trés ingredientes, a saber, um
conjunto de instancias, um conjunto Sol(I) de solugdes viaveis de cada
instancia I e uma funcao val que associa a cada instancia I e solucao
S em Sol(I) um valor racional ndo-negativo val(Z,S). Se o problema é
de minimizacgao o objetivo é encontrar, para qualquer instancia dada,
uma solucao viavel de valor minimo. Se o problema é de maximizacao
o objetivo é encontrar uma solucao viavel de valor maximo. Em suma,
um problema de otimizacao Il consiste no seguinte:

Problema 1I(I): Dada uma instancia I, encontrar S em Sol(I)
que minimize (maximize) val(I,S).

Uma solugao 6tima para um problema de otimizacao é uma solucao
vidvel que maximize ou minimize, dependendo do caso, o valor da funcao
val. Denotamos por opt(I) o valor de uma solugao 6tima da instancia I.
A classe de problemas NPO, que é a extensao de NP a problemas de
otimizacao, é formada pelos problemas de otimizacao para os quais:

e existe uma fungao polinomial p tal que (S) < p((I)) para toda
instancia I do problema e toda solugao viavel S de I;

e existe um algoritmo polinomial que decide se uma dada palavra é
uma representacao valida de uma instancia do problema;

e existe um algoritmo polinomial que decide se um dado objeto é
solugao viavel de uma dada instancia do problema;

e existe um algoritmo polinomial que calcula val(1, S), dados I e S.

Denotamos pela sigla PO o conjunto dos problemas em NPO para
os quais existe um algoritmo exato polinomial. Esta é, portanto, uma
extensao da classe P a problemas de otimizacao. A classe APX é for-
mada pelos problemas em NPO para os quais existe uma a-aproximagao
polinomial para alguma constante a.
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Um esquema de aproximacao (approzimation scheme) para um
problema, de otimizacao é um algoritmo A que recebe um ntimero racional
positivo ¢ e uma instancia I e devolve uma solucao viavel A(e,I) com
um erro relativo de no méximo ¢, ou seja,

(1 —¢)opt(I) <val(l,A(e,I)) < (14¢€)opt(]).

No caso de problema de maximizagao, somente a desigualdade esquerda
é relevante; ela s6 faz sentido para e no intervalo (0,1). Se o problema
¢ de minimizacdo, somente a desigualdade direita interessa.! Dizemos
que A é um esquema de aproximacgao polinomial (polynomial-time
approzimation scheme) se o algoritmo A(e,-) é polinomial para todo €
fixo. Ademais, quando a quantidade de tempo consumida pelo algoritmo
A é limitada por p((I),1/e) para alguma funcao polinomial p, entao A
é esquema de aproximagao plenamente polinomial (fully polynomial-
time approzimation scheme). Para o problema da mochila (MOCHILA),
tratado no capitulo 2, o algoritmo MOCHILA-IK, é um esquema de apro-
ximacdo plenamente polinomial.?

A classe PTAS é composta pelos problemas em NPO que possuem
um esquema de aproximacao polinomial e a classe FPTAS, pelos que
admitem um esquema de aproximacao plenamente polinomial. Das de-
fini¢oes, segue imediatamente que

PO C FPTAS C PTAS C APX C NPO.

Como serd observado na préxima secdo, se alguma das inclusoes acima,
nao for estrita, entao P = NP. Por outro lado, se P = NP, entao
PO = NPO.

Como pode ser verificado, todos os problemas de otimizacao estu-
dados ao longo do presente texto estdao em NPO. Assim, os algoritmos
de aproximacao vistos distribuem esses problemas nas classes definidas
acima. Com excegao do teorema 8.2, todos os teoremas a seguir estao,
essencialmente, demonstrados nos capitulos anteriores.

Teorema 8.1: O problema MOCHILA estd em FPTAS. O

Teorema 8.2 (Hochbaum e Shmoys [HS88|): O problema Es-
CALONAMENTO estd em PTAS. O

! Se o problema ¢ de maximizacdo e ¢ esta fixo, temos uma (1 — &)-aproximagao.
Se o problema ¢é de minimizagao, temos uma (1 + €)-aproximagao.

2 A quantidade de tempo consumida pelo algoritmo MocHILA-IK. é proporcional
a n’/e, onde n é o nimero de objetos.

PTAS
FPTAS
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Teorema 8.3: Os problemas EMPACOTAMENTO, MAXCUT,
MaxSar, MINCV, MINFS e TSPM estao em APX. O

Teorema 8.4: Os problemas MINCC, MINMCut, MINTC e
TSP estao em NPO. O

8.2 NP-completude e inaproximabilidade

Nesta secdo, mostramos que a dificuldade em obter-se uma melhor
razao de aproximacao para alguns problemas tratados ao longo do texto
é herdada da teoria de NP-completude e da classica questao “P # NP7?7”.

Teorema 8.5: Se APX = NPO, entdao P = NP.

Demonstracao: Pelo teorema 8.4, o problema TSP estd em NPO.
Logo, é suficiente mostrar o seguinte teorema de Sahni e Gonzalez [SG76]:
se o problema TSP estd em APX, entao P = NP.

Seja A uma «a-aproximagao polinomial para o TSP, onde o é uma
constante. Utilizando A, pode-se criar um algoritmo polinomial que
resolve o problema do circuito hamiltoniano, denotado por PCH. O al-
goritmo é o seguinte. Dado um grafo G, instancia arbitraria do PCH,
construa a instancia (K, c¢) do TSP, onde K é o grafo completo com con-
junto Vi de vértices e custo ce = 1 se a aresta e estd em G e ¢, = a |V
se e nao estd em G. Uma solucdo viavel da instancia (K,c¢) do TSP
¢ um circuito hamiltoniano em K e o valor da solucao viével é o custo
do circuito. Aplique o algoritmo A a instancia (K,c). A execugao do
algoritmo consome uma quantidade de tempo limitada por uma fungao
polinomial de (G).

Se G € hamiltoniano entao opt(K,c) = |Vg| e, se G nao é hamiltoni-
ano, entao opt(K,c) > a |Vg|. Donde, val((K,c), A(K,c)) < a|Vg| se e
somente se G é hamiltoniano. A existéncia de um tal algoritmo polino-
mial mostra que PCH estd em P. Como PCH é NP-completo [Kar72],
temos que P = NP. O

Teorema 8.6: Se PTAS = APX, entdao P = NP.

Demonstracao: Pelo teorema 8.3, o problema EMPACOTAMENTO es-
ta em APX. Portanto, basta provar que se o problema EMPACOTAMENTO
estd em PTAS, entao P = NP.

Seja A um esquema de aproximagdo polinomial para o problema
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EMPACOTAMENTO. Utilizando o algoritmo® A(1/3,-), pode-se projetar
um algoritmo polinomial o problema da partigao (partition).

Problema PARTICAO (n,v): Dados um inteiro positivo n e,
para cadai em {1,...,n}, um nimero v; em Q5 , decidir se existe
uma parti¢ao {By, Be} de {1,...,n} tal que v(B;y) = v(B3).

O algoritmo polinomial para PARTIGAO é muito simples. Dada uma ins-
tancia arbitraria (n,v) do problema, calcule o := (>, v;)/2. Podemos
supor que o # 0 e que v; < o para todo 7. Seja ¢; := v;/o para ca-
da ¢. Utilize o algoritmo A(1/3,-) para resolver EMPACOTAMENTO(n, ¢).
Isso tudo consome uma quantidade de tempo limitada por uma funcao
polinomial de (n) + (v).

Se a resposta a PARTIGAO(n,v) é SIM entdo o valor 6timo opt(n, c)
de EMPACOTAMENTO(n,c¢) é 2; caso contrario ¢ pelo menos 3. Como
val((n,c), A(1/3,(n,c))) é um ntmero inteiro e

val((n,c), A(1/3, (n,c))) < (L +1/3) opt(n,c) = (4/3) opt(n,c),

a resposta do problema PARTICAO(n,v) é SIM se e somente se
val((n,c), A(1/3,(n,c))) = 2. Logo, o algoritmo proposto resolve PAR-
TIGAO em tempo polinomial. Como PARTIGAO é NP-completo |Kar72],
temos que P = NP. O

Se I é uma instancia de um problema, entao Max(/) é definido co-
mo o maior niamero inteiro em valor absoluto que ocorre em I; defina
Max(/) := 0 se nenhum ntunero inteiro ocorre em I (MAXSAT é um
exemplo em que isso ocorre). Estamos supondo que os ntumeros racio-
nais sao representados como quociente entre dois nimeros inteiros. As-
sim, por exemplo, se o nimero 3/17 ocorre em I temos que Max(I) > 17.

Teorema 8.7 (Garey e Johnson [GJ78]): Seja II um problema
de otimizagao NP-dificil no sentido forte tal que val(1,S) é um
nimero inteiro nao-negativo para toda instancia I e todo S em
Sol(I). Seja ainda p(n,m) uma fung¢ao polinomial tal que

opt(l) < p({I), Max(I))

para toda instancia I de I1. Sell esta em FPTAS, entdao P = NP.

3 Na prova, 1/3 pode ser substituido por qualquer racional no intervalo (0, 1/2).

Max(I)
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Demonstracao: Suponha que II é um problema de minimizagao (ar-
gumentos simétricos se aplicam a problemas de maximizagao) e seja A
um esquema de aproximagcao plenamente polinomial para II. Utilizan-
do o esquema A, pode-se projetar um algoritmo pseudopolinomial para
resolver o problema II, provando assim que P = NP.

Dada uma instancia I, compute € := 1/(p((I), Max(I))+1) e aplique
o algoritmo A aos argumentos € e /. Em uma quantidade de tempo
limitada por uma funcao polinomial em (I) e 1/e, e portanto em tempo
pseudopolinomial, o algoritmo A devolve um elemento A(e, I) em Sol(/)
que satisfaz val(I, A(e,I)) < (1+¢€)opt(I), ou seja,

val(I, A(e,I)) —opt(I) < eopt(])

opt(])
p((I),Max(I)) + 1

< 1,

para toda instancia I. Como val(I, A(e,I)) e opt(I) sado inteiros,
val(I, A(e,I)) = opt(I). Ou seja, o algoritmo pseudopolinomial projeta-
do resolve II exatamente. Como II é NP-dificil no sentido forte, temos
que P =NP. O

No teorema 8.7, a hipotese dos valores das solucoes vidveis serem
numeros inteiros é apenas aparentemente restritiva. Todos os problemas
formulados ao longo do texto envolvem nuimeros racionais. Entretanto,
cada um desses problemas pode ser reformulado como um problema em
que os valores das solugoes vidveis sao ntumeros inteiros e que é polino-
mialmente equivalente ao problema original. Mais ainda, um algoritmo
de aproximacao para um dos problemas pode ser transformado em um
algoritmo de mesma razao de aproximacgao para o outro. Considere, por
exemplo, a reformulacao abaixo do problema ESCALONAMENTO.

Problema ESCALONAMENTOINT (m,n,t): Dados inteiros posi-
tivos m e n e um tempo t; em Zs para cada i em {1,...,n},
encontrar uma particao {Mi,..., My} de {1,...,n} que mini-
mize max; t(M;).

Os problemas ESCALONAMENTO e ESCALONAMENTOINT sao polinomi-
almente equivalentes. Ademais, uma a-aproximagao polinomial para um
dos problemas pode ser transformada em uma a-aproximacao polinomi-
al para o outro. Logo, pelo teorema 8.2, ESCALONAMENTOINT também
estd em PTAS.
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As hipoteses principais do teorema 8.7 sdo que as solucoes vidveis
de IT tém valor inteiro “nao muito grande” e que II é NP-dificil no sen-
tido forte. Estas hipoteses se aplicam a varios problemas vistos neste
texto, tais como, MAXSAT, MAXCuT, MINCV e o recém definido Es-
CALONAMENTOINT, que estao em APX. Desta forma, se algum desses
problemas admitir um esquema de aproximagao plenamente polinomial,
entao P = NP. Como, em particular, ESCALONAMENTOINT estd em
PTAS, entao é improvavel que existam esquemas de aproximagao plena-
mente polinomiais para todos os problemas em PTAS.

Teorema 8.8: Se FPTAS = PTAS, entdao P = NP. O

Como MOCHILA é um problema NP-dificil que estd em FPTAS, entao

é improvavel que existam algoritmos polinomiais para todos os problemas
em FPTAS.

Teorema 8.9: Se PO = FPTAS, entao P = NP. O

Finalmente, o teorema a seguir mostra que, com excecao do teore-
ma 8.7, vale a reciproca de cada teorema visto nesta secao.

Teorema 8.10: Se P = NP, entao PO = NPO. O

Uma, prova do teorema 8.10 pode ser encontrada em Ausiello, Cres-
cenzi, Gambosi, Kann, Marchetti-Spaccamela e Protasi [ACGT99].

8.3 Completude para problemas de otimizacao

Informalmente, problemas completos de uma certa classe sao aque-
les pelo menos tao dificeis quanto qualquer outro da classe. Para a
classe NP isto significa que um algoritmo polinomial para um problema
NP-completo pode ser transformado em um algoritmo polinomial para
resolver qualquer outro problema em NP. Portanto, se algum problema
NP-completo estd em P, entdao P = NP. O conceito de completude pode
ser estendido para problemas de otimizagao. Da mesma maneira que foi
conveniente para a classe NP utilizar uma reducao que preserva polino-
mialidade, para problemas de otimizagao é necessario um tipo de redugao
que, além da polinomialidade, preserve também a razao de aproximacao.
Concretamente, usaremos uma reducao que preserva a existéncia de um
esquema de aproximagao polinomial.

Uma AP-reducao de um problema de otimizacao II a um problema
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de otimizagao II' é um terno (f, g, ) em que f e g sdo algoritmos e 5 &
um ndmero racional positivo tais que:

(AP1) f recebe um namero racional positivo d e uma insténcia I de
I1, e devolve uma instancia f(d, ) de IT';

(AP2) g recebe um namero racional positivo ¢, uma instancia I de Il e
um elemento S’ em Sol(f (9, 1)), e devolve g(d,1,S") em Sol(I);

(AP3) para todo numero racional positivo d, os algoritmos f(4,-) e
g(0,-,+) sdo polinomiais; e

(AP4) para toda instancia I de II, todo ntmero racional positivo d, e
todo S" em Sol(f(d,1)), vale que se

(1= 0) opt(f (0, 1)) < val(f(0,1),8') < (1+0) opt(f(3,1)),
entao (1 — 46) opt(I) < val(I,¢(d,1,S5")) < (1+ B0) opt(I) .

<sr Serd usada a notacao II <,p II' para denotar a existéncia de uma AP-
reducao de II a II'. Dizemos que II pode ser AP-reduzido a II' signifi-
cando que II <,p IT'.

Teorema 8.11: Se II; <,p Il e IIs <,p I3, entao II; <,p
II3. O

Teorema 8.12: Se II esta em NPO, II' estda em APX e Il <,p
IT', entao I estd em APX. O

O proximo teorema mostra que AP-reducao preserva a existéncia de
um esquema de aproximagao polinomial.

Teorema 8.13: Sell estda em NPO, II' estda em PTAS eIl <,p
IT', entao II esta em PTAS.

Demonstracao: Seja A’ um esquema de aproximagao polinomial para
IT" e seja (f, g, 3) uma AP-redugdo de IT a IT'. Utilizando o esquema A’ e
os algoritmos f e g serd criado um esquema de aproximagao polinomial
A para II. O algoritmo A abaixo recebe um nimero racional positivo €
e uma instancia I de II e devolve S em Sol(I) com erro relativo de no
maximo €.
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Algoritmo A (e, I) I L 7

1 d«+¢/p

2 I'+ f(6,1) Ae, I) A'(8,1)
3 S« AT

4 S<g(0,1,8) , s'

5 devolva S 90,1, 5)

De (AP3) e do fato de A’ ser um esquema de aproximagao polinomial,
segue que, para todo ¢, o algoritmo A(e, ) é polinomial. As propriedades
(AP1) e (AP2) e a definigdo de esquema de aproximagao garantem que
I' ¢ uma instancia de I, que S’ esta em Sol(I”) = Sol(f(4,1)), que S
estd em Sol(I), e que

(1 —6)opt(I") < val(I',8") = val(f(6,1),S") < (L +d) opt(f(6,1)) .
Logo, de (AP4), tem-se que
(1 —¢)opt(l) <val(L,S) < (1+4¢€)opt(d),

ja que f0 = e. Em suma, A(e,-) é um algoritmo polinomial que recebe
uma instancia I de II e devolve uma solucao viavel A(e,I) com erro
relativo de no méaximo €, como desejado. Como IT estd em NPO, tem-se
que II estd em PTAS. O

Um problema IT em APX é APX-completo se cada problema em
APX pode ser AP-reduzido a II. O primeiro problema que se demonstrou
ser APX-completo foi MAXSAT.

Teorema 8.14 (Papadimitriou e Yannakakis [PY91|, Khanna,
Motwani, Sudan e Vazirani [KMSV99]): O problema MAXSAT
é APX-completo. O

Um problema II, ndo necessariamente em APX, é APX-dificil se
a existéncia de um esquema de aproximacao polinomial para II impli-
ca em P = NP. Assim, por exemplo, MAXSAT & APX-dificil, ja que,
pelos teorema 8.6 e 8.13, a existéncia de um esquema de aproximacao
polinomial para qualquer problema APX-completo implica em P = NP.
Note que, se PTAS # APX, entao todo problema APX-completo esta
em APX \ PTAS.

Teorema 8.15: Os problemas EMPACOTAMENTO, MAXCUT,
MaxSar, MINCC, MINCV, MINFS, MiNnNMCur, MINTC,
TSPM e TSP sao APX-dificeis. O
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Um problema II em NPO é NPO-completo se cada problema em
NPO pode ser AP-reduzido a II. Observe que se APX # NPO, entao
todo problema NPO-completo esta em NPO \ APX.

Teorema 8.16 (Orponen e Mannila [OMS87]): O problema
TSP é NPO-completo. O

8.4 Limiares de aproximacao

O limiar de aproximacao (approzimation threshold) de um pro-
blema de minimizacdo é o maior limitante inferior de todos os « para os
quais existe uma «a-aproximagcao polinomial para o problema. No caso de
problema de maximizacdo troca-se, na definicdo acima, maior limitante
inferior por menor limitante superior.

E claro que se P = NP entdo o limiar de aproximacao de todo pro-
blema em NPO é 1. Na tabela 8.1 sao apresentadas, sob a hipotese de
P # NP, delimitacoes para os limiares de aproximacao de problemas
abordados nesse texto.

problema limiar de aproximagao

MoOCHILA = 1 [IK75] (o problema est4 em FPTAS)

ESCALONAMENTO | = 1 [HS88] (o problema estd em PTAS)

EMPACOTAMENTO | > 3/2 [GJT9]

MaxCut < 16/17 [Has97]

MAXSAT < 7/8 [Has97]

MINCV > 7/6 [Has97]

TSPM > 131/130 [EKO00]

MINCC (E, 8, ¢) > elog|E|, para alguma constante ¢ > 0 [RS97|

MINTC (E, S, ¢) > elog|E|, para alguma constante € > 0
(equivalente ao MINCC [ADP80])

TSP (G,c¢) > f({G,c¢)), para toda funcdo f computavel
em tempo polinomial [SG76]

Tabela 8.1: Limiares de aproximagdo de alguns problemas.

Exercicios

8.1 Verifique que os problemas ESCALONAMENTO, EMPACOTAMENTO,
MaxCut, MAXSAT, MOCHILA, MINCC, MINCV, MINFS, MINM-
Cur, MINTC, TSPM, e TSP estao em NPO.
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8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

Prove que o problema ESCALONAMENTO (m,n,t) com apenas duas
méquinas (ou seja, com m = 2) é NP-dificil.

Uma estrela é uma arvore em que no méaximo um dos vértices
tem grau maior que 1. O problema MINMCuT é NP-dificil mesmo
quando restrito a estrelas, ou seja, mesmo para instancias (G, S, c)
em que G é uma estrela. Descreva uma reducao do MINCV para
o MINMCuUT em estrelas. O que se pode dizer sobre algoritmos de
aproximacao para estes dois problemas?

Cada problema de otimizacao pode ser associado de maneira natural
a um problema de decisao sobre o mesmo conjunto de instanci-
as. Se Il é um problema de minimizacao, o problema de decisdao
associado é

Problema II;, (I,y): Dados uma instancia I e um na-
mero racional vy, decidir se existe S em Sol(I) tal que
val(I,S) < 7.
Em caso de Il ser um problema de maximizagao, basta trocar
val(I,S) < 7 por val(I,S) > v na definicao de II,. Mostre que
se II estd em NPO, entao II, pode ser reduzido a II.

Associado a cada problema de otimizacao Il temos o seguinte pro-
blema de valoragao:

Problema Il (I): Dada uma instancia I de II, calcular
opt(I).
Mostre que se II é um problema em NPO, entao Il estd em NPO
e II,, pode ser reduzido a II.

Mostre que se IT é um problema em NPO, entao II, e Il sao poli-
nomialmente equivalentes [ACGT99].

Seja IT um problema de minimizagao em NPO tal que II,(-,y) é NP-
completo para algum «y fixo. Mostre que se existe uma ((y+1)/7v)-
aproximagcao polinomial para II, entao P = NP. Baseado neste fato,
o que se pode dizer sobre o problema EMPACOTAMENTO?

Mostre que os problemas EMPACOTAMENTO e EMPACOTAMEN-
TOINT, definido a seguir, sdo polinomialmente equivalentes e que
uma a-aproximagao polinomial para um deles pode ser transforma-
da em uma «-aproximacao polinomial para o outro.

Problema EMPACOTAMENTOINT (7,n,v): Dados inteiros

I

Iy



98 INAPROXIMABILIDADE

positivos vy e n e, para cada i em {l,...,n}, um nime-
ro inteiro v; em {0,...,v}, encontrar uma particao B de
{1,...,n} tal que v(B) < y para todo B em B e |B| seja
minimo.

8.9 Mostre que os problemas ESCALONAMENTO e ESCALONAMEN-
TOINT sao polinomialmente equivalentes e que uma a-aproximacao
polinomial para um dos problemas pode ser transformada em uma
a-aproximagao polinomial para o outro.

8.10 Verifique que os problemas EMPACOTAMENTOINT, ESCALONAMEN-
TOINT, MAXSAT, MAXCUT e MINCV satisfazem as hipoteses do
teorema 8.7.

8.11 Prove o teorema 8.11.
8.12 Prove o teorema 8.12.

8.13 Mostre que se existe uma f((G, c¢))-aproximagao polinomial para o
TSP(G,c), entao P = NP, onde f é uma fungdo computéavel em
tempo polinomial.

Notas bibliograficas

A apresentacao deste capitulo baseou-se nos livros de Ausiello et
al. [ACP95] e de Papadimitriou [Pap94|, bem como no texto de Ste-
ger [Ste01] e no livro de Garey e Johnson [GJ75].

Logo ap6s a definicao das classes P e NP, ja se sabia que a obtencao
de aproximacoes para certos problemas de otimizagao é tao dificil quanto
a obtencao da solucao exata [GJ79|:

se, para alguma constante «, existe um algoritmo polinomial A
tal que opt(I) — val(I, A(I)) < « para toda instancia I do pro-
blema MOCHILA, entao P = NP.

Considerando as classes de complexidade definidas neste capitulo, o te-
orema acima mostra que o melhor que se pode afirmar do problema
MOCHILA é que ele estd em FPTAS, ja que é improvével que o problema
esteja em PO.

Como vimos, usando defini¢des que surgiram posteriormente, o teo-
rema de Sahni e Gonzalez [SG76] pode ser escrito na demonstracao do
teorema, 8.5 como: se TSP estda em APX, entao P = NP.
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Para outros problemas, resultados similares apareceram de forma
isolada, indicando a impossibilidade de certas aproximacoes. Papadi-
mitriou e Yannakakis [PY91| definiram duas classes de problemas de
otimizagao: as classes MAXNP e MAXSNP. Eles definiram a chamada
L-reducao entre problemas de otimizacao e provaram a existéncia de pro-
blemas completos para a classe MAXSNP. A caracteristica dessas classes
é que se existir um esquema de aproximagao polinomial para um pro-
blema completo de uma das classes, esse algoritmo pode ser adaptado
para obter um esquema de aproximacao polinomial para todos os outros
problemas nessa classe. Como corolario dos resultados relativos a provas
verificaveis probabilisticamente, Arora, Lund, Motwani, Sudan e Sze-
gedy [ALM™92| mostraram que se os problemas completos para a classe
MAXSNP podem ser arbitrariamente aproximados, entdao P = NP. Hou-
gardy, Promel e Steger |[HPS94|, Kohayakawa e Soares [KS95|, e Mayr,
Promel e Steger [MPS98] apresentaram um tratamento formal de pro-
vas verificaveis probabilisticamente e resultados de inaproximabilidade
derivados de tais provas.

Mais recentemente, Ausiello, Crescenzi e Protasi [ACP95] definiram
de forma diferente classes de problemas de otimizacao e respectivas redu-
¢Oes que se mostraram, de alguma forma, equivalentes as mencionadas
acima [KMSV99|. Essas defini¢oes sao as usadas no presente texto.

E sabido que o problema MINMCUT é APX-dificil [DJP*94]|; en-
tretanto, nao se sabe se ele ¢ APX-completo, ou seja, ndo se sabe se
MINMCUT esta em APX.

Papadimitriou e Vempala [PV00| anunciaram recentemente que, sob
a hipétese de P # NP, o limiar de aproximacao do TSPM nao é inferior
a 129/128.

Um compéndio de problemas de otimizacao, com indicacao da classe
de complexidade a que pertencem, pode ser encontrado em Crescenzi e
Kann [CK00|. Este compéndio faz parte do livro de Ausiello, Crescenzi,
Gambosi, Kann, Marchetti-Spaccamela e Protasi [ACGT99].

MAXNP
MAXSNP
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APENDICE A

Teoria dos Grafos

Este apéndice é um resumo da terminologia e notacao bésicas da
teoria dos grafos. A notacdo é consistente com a de textos cléssi-
cos [BM76, Die00] sobre o assunto.

Um grafo é um par (V, E£), onde V é um conjunto finito arbitrario
e F um conjunto de pares ndo-ordenados’ de elementos de V. Os ele-
mentos de V' sao chamados vértices e os de E sao arestas (edges). Se
vw é uma aresta, os vértices v e w sdo os extremos da aresta. Dois
vértices v e w de um grafo sdo adjacentes se existe uma aresta com
extremos v e w. Se cada vértice é adjacente a todos os outros, entdao o
grafo é completo.

O conjunto de vértices de um grafo G é denotado por Vi e o conjunto
de arestas por Eg. Se G é completo, entdo |Eg| = in(n — 1), onde
n = |Vg|. O tamanho (veja apéndice E) de um grafo G é o namero
(G) = |Va| + |Eq|.

Cortes e graus

Para qualquer conjunto X de vértices de um grafo G, denotamos
por 0g(X), ou simplesmente por §(X), o conjunto de todas as arestas
que tém um extremo em X e outro em Vg \ X. Um corte (cut) é
qualquer conjunto da forma 6(X), onde X é um subconjunto de V.
Um conjunto X de vértices separa um vértice x de outro y se z € X
enquanto y € Vi \ X. Nessas condigoes, dizemos também que o corte
d(X) separa z de y.

! Um par nao-ordenado é um conjunto com exatamente dois elementos. Um par
nao-ordenado como {v,w} é denotado, indiferentemente, por vw ou wu.

101
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Se v é um vértice, escrevemos 6(v) no lugar de 6({v}). O ntunero
|0(v)| € o grau de v. A soma dos graus de todos os vértices de um grafo
¢ igual ao dobro do nimero de arestas: »_, ., [6(v)| = 2|Ec|.

Um vértice é isolado se tem grau 0. O grau méaximo em G é o
namero A(G) = max, |6(v)].

Subgrafos

Um grafo H é subgrafo de um grafo G se Vi C Vg e Eg C Eg. Se
uma das inclusoes é propria, H é subgrafo préprio de G. Se Vi = Vg,
dizemos que H é um subgrafo gerador (spanning subgraph) de G.

Para qualquer conjunto F' de arestas de GG, denotamos por G — F' o
subgrafo gerador de G cujo conjunto de arestas ¢ Eg \ F. Se F' = {f},
podemos escrever G — f.

Dizemos que H é um subgrafo induzido de G se Ey é o conjunto
de todas as arestas de G que tém ambos os extremos em V. O subgrafo
induzido de G que tem X por conjunto de vértices é denotado por G[X].
Para qualquer subconjunto Y de Vg, denotamos por G — Y o grafo
G[Ve \Y]. SeY ={y}, podemos escrever G — y.

O subgrafo de G induzido por um subconjunto F' de Eg é o grafo
(V(F), F), onde V(F) é o conjunto de todos os vértices que sdo extremo
de algum elemento de F'. Podemos denotar esse subgrafo por G[F].

Se F' é um conjunto de pares nao-ordenados de elementos de Vi,
denotamos por G + F o grafo (Vg, EgUF) de G. Se F' = {f}, podemos
escrever G + f.

Passeios, ciclos, caminhos e circuitos

Um passeio (walk) é uma seqiiéncia (v, e1,v1, €2,02, . .., €, V) €m
que vy, ...,V sao vértices e cada e; é uma aresta com extremos wv; 1
e v;. Dizemos que vy € a origem e que vg € o término do passeio. Para
simplificar, podemos omitir as arestas e representar um passeio por sua
seqiiéncia de vértices, (vg,v1,...,v;). O passeio ¢ fechado se v, = vy e
aberto em caso contrério.

Uma trilha é um passeio cujas arestas sao distintas duas a duas, ou
seja, um passeio sem arestas repetidas. Um caminho (path) é um passeio
cujos vértices sao distintos dois a dois, ou seja, um passeio sem vértices
repetidos. A origem e o término do caminho sao os seus extremos.

Um ciclo (cycle) é uma trilha fechada com pelo menos trés arestas.
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Um circuito é um ciclo (v, v1,...,vg) tal que v; # v; sempre que i < 7,
excetoset =0e j =k.

Um passeio é gerador se contém todos os vértices do grafo. E claro
que a definicdo se aplica, em particular, a trilhas, caminhos, ciclos e
circuitos. Um caminho gerador é também conhecido como caminho

hamiltoniano. Analogamente, um circuito gerador é conhecido como
circuito hamiltoniano.

O conjunto de arestas de um caminho ou circuito C' é denotado
por Ec. O comprimento de um caminho ou circuito C' é |E¢|, ou seja,
o numero de arestas de C.

Conexao e componentes

Um grafo é conexo se, para todo par (v, w) de seus vértices, existe
um passeio com origem v e término w. E claro que um grafo G é conexo
se e somente se dg(X) # 0 para todo subconjunto ndo vazio e proprio X
de Vg.

Um componente de um grafo G é qualquer subgrafo conexo ma-
ximal? de G. As vezes convém confundir um componente com o seu
conjunto de vértices.

Florestas e arvores

Uma floresta é um grafo sem ciclos. Se F' é uma floresta, entao
|Er| = |Vr| — c¢(F), onde ¢(F) é o nuimero de componentes de F'.

Uma arvore (free) é uma floresta conexa. Portanto, cada componen-
te de uma floresta ¢ uma arvore. Se T é uma arvore, entao |Ep| = |Vp|-1.
Para qualquer par (z,y) de vértices em uma arvore, existe um e um so
caminho de z a y.

Uma floresta geradora de um grafo G' é qualquer subgrafo gerador
de G que seja uma floresta, isto é, qualquer floresta F' tal que Vp = Vg
e Er C Eg. Uma arvore geradora (spanning tree) de um grafo G é
qualquer subgrafo gerador de G que seja uma arvore. Todo grafo conexo
tem uma arvore geradora.

2 Um subgrafo H de G é maximal com relagio a uma dada propriedade se H
nao é subgrafo préprio de um outro subgrafo H' de G' que tenha a propriedade em
questao. Subgrafos minimais sdo definidos de maneira analoga.
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Grafos bipartidos

Uma biparticao de um grafo G é qualquer partigao {X,Y} de Vg
tal que §(X) = Eg. Um grafo admite uma biparticdo se e somente se
nao tem circuito de comprimento impar [BM76]. Um grafo bipartido
(bipartite graph) é um grafo munido de uma bipartigao.

Grafos planares

Um grafo é planar se for isomorfo a um mapa. Mais precisamente,
um grafo G & planar se existe um mapa (V, E) e uma bijecao de 9 de Vg
em V tal que, para todo par (v, w) de vértices de G, tem-se vw € E¢g se
e somente se algum elemento de E tem extremos 9 (v) e ¢(w).

Um mapa é um par (V, £') onde (1) V' é um conjunto finito de pontos
do plano, (2) todo elemento de E é um arco entre dois elementos de V|
(3) elementos diferentes de £ tém diferentes conjuntos de extremos, (4) o
interior de um elemento de E nao contém elementos de V' nem pontos
que pertencam a outro elemento de E.

Um arco é a unidao de um namero finito de segmentos de reta no
plano que seja homeomorfa ao intervalo fechado [0, 1] da reta; as imagens
de 0 e 1 sob esse homeomorfismo sao os extremos do arco.

Multigrafos

As vezes, convém admitir a existéncia de arestas multiplas em um
grafo, ou seja, a existéncia de varias “copias” de uma mesma aresta. Di-
zemos nesse caso que temos um multigrafo. Mais explicitamente, um
multigrafo consiste em um conjunto finito V' e um multiconjunto® E de
pares nao-ordenados de elementos de V. A terminologia e notagao defini-
das para grafos se estendem aos multigrafos com as devidas adaptacoes.
Assim, por exemplo, o grau de um vértice é a somas das multiplicidades
das arestas que nele incidem. Outro exemplo: ciclos e circuitos podem
ter apenas duas arestas (mas nao menos que isso).

Custos e pesos

Suponha que ¢ é uma fun¢ao que associa um nimero c, a cada aresta
e de um grafo. Para qualquer conjunto F' de arestas do grafo, denotamos

3 Um multiconjunto pode ter mais de uma copia de cada um de seus elementos; o
nimero de copias é a multiplicidade do elemento.
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por ¢(F') a soma dos ¢y para f em F:

c(F):= ZfeF cr .

Se F =, entdo ¢(F) = 0. Se H é um subgrafo do grafo em questao,
definimos ¢(H ) como ¢(Ey ). Se ¢, é interpretado como custo da aresta e,
dizemos que ¢(F') é o custo de F' e ¢(H) o custo de H. Algo anélogo
acontece quando ¢, € interpretado como peso da aresta e.
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APENDICE B

Vetores e Matrizes

Um vetor é uma funcdo que leva um conjunto finito arbitrario — o
conjunto de indices — em um conjunto de niimeros reais. Se o conjunto
de indices de um vetor z é N, dizemos que x estd definido sobre N ou
¢ indexado por N. Se z é um vetor sobre um conjunto N e j é um
elemento de N entdo z; denota o componente j de x, isto &, o valor da
funcao = em j. Se @) é um subconjunto de N entao T denota a restricao
de z a @), ou seja, o vetor cujo componente q € x4 para cada ¢ em Q.

Se todos os componentes sao nimeros racionais, dizemos que o vetor
é racional. Se forem todos inteiros, dizemos que o vetor é inteiro. Como
nossos interesses sao computacionais, quase todos os vetores do texto
sao racionais (a excecao fica no capitulo 7, que trata de programacao
semidefinida).

Um vetor z ¢ nulo se z; = 0 para cada indice j; o vetor nulo sera
denotado por 0 qualquer que seja o seu conjunto de indices. Se z e y
sao vetores sobre um mesmo conjunto de indices e x; > y; para cada j,
dizemos que z > y. A relagdo < ¢é definida de modo anélogo.

O vetor caracteristico de um subconjunto P de N é um vetor x
sobre N tal que z; =1sei € P e z; =0 em caso contrario.

Matrizes

Uma matriz é uma funcao que leva o produto cartesiano de dois
conjuntos finitos em um conjunto de nimeros reais. Se uma matriz A
tem dominio M x N, dizemos que M é o conjunto de indices de linhas e
N o conjunto de indices de colunas de A. Dizemos também que A é uma
matriz sobre M x N ou indexada por M x N. Se ¢ e j sao elementos de
M e N, respectivamente, entdao A;; denota o componente (z,5) de A, ou
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seja, o valor de A em (i, 7).

Uma linha de A é um vetor sobre N: a linha ¢ de A é o vetor cujo
componente j é A;; para cada j em N. A coluna j de A é definida
analogamente. A coluna j de A serd denotada por A Mj Ou A . € alinha
i por A; ou A, .

Se P e () sao subconjuntos de M e N, respectivamente, entao APQ é
a restricdo de A a P X (), ou seja, a matriz sobre P X () cujo componente
(p, q) vale Ay para cada p em P e cada ¢ em Q.

Dizemos que a matriz é racional se todos os seus componentes sao
racionais e inteira se todos os seus componentes sao inteiros.

A transposta de uma matriz A sobre M x N é a matriz AT sobre
N x M definida por AZTJ- = Aj;. Portanto, a linha ¢ de A" é a coluna 4
de A. E claro que a transposta de AT é A. Uma matriz A é simétrica
se AT = A.

Uma matriz é quadrada se seus conjuntos de indices de linhas e
colunas sao iguais. E claro que toda matriz simétrica é quadrada. Uma
matriz D é diagonal se for quadrada e se D;; = 0 sempre que 7 # j. E
evidente que toda matriz diagonal é simétrica.

Uma matriz identidade é uma matriz diagonal I tal que I;; = 1
para cada i. Matrizes identidade sao denotadas por I, quaisquer que
sejam seus conjuntos de indices.

Produtos

Para quaisquer vetores z e y sobre um mesmo conjunto N, o produto
(interno) de z por y é o nimero

Ty = ZjeN ZjY; -

E 6bvio que zy = yx. Por exemplo, se y é o vetor caracteristico de um
subconjunto () de N, entdo zy é a soma quQ Zq, qUe convencionamos
denotar por z(Q).

Suponha agora que A é uma matriz sobre M x N. O produto de A
por um vetor x sobre N é o vetor

Azx

sobre M cujo componente ¢ é o produto da linha ¢ de A por x, ou seja,
0 numero Zj A;jzj. O produto de um vetor y sobre M por A é o vetor

yA
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cujo componente j € o nimero y . y;A;;. Em suma, (Az); = Zj Ajja;
e (yA); =Y, vidij, ou seja, y A é uma combinacdo linear das linhas de
A enquanto Ax é uma combinacdo linear das colunas de A.

E evidente que yA = ATy. E menos evidente, mas nao menos ver-
dadeira, a propriedade associativa y(Az) = (yA)z, ou seja, a inversao
da ordem das somas:

i Yi(X0y Aijg) = 22, (30 vidij)w; -

Para qualquer matriz A sobre L x M e qualquer matriz B sobre M x
N, o produto de A por B é a matriz

AB

sobre L x N cujo componente (i,k) é o produto de vetores A, By E
evidente que (AB)" = BT A". E menos evidente que (AB)C = A(BC),
desde que cada produto faca sentido.

Uma matriz quadrada A é inversivel se existe uma matriz B tal
que AB = BA = I. Uma tal matriz B é inversa de A.

Normas e tamanhos

Denotamos por ||z|| a norma do vetor z. Assim, |z| = zz.
Esse nimero pode ser interpretado como o comprimento geométrico do
vetor .

O tamanho de um numero inteiro é o namero de caracteres (diga-
mos digitos decimais) na representacao do nimero (veja apéndice E). O
tamanho de um ndimero inteiro @ é denotado por («). O tamanho de
um nuamero racional com numerador « e denominador S é a soma dos
tamanhos de a e 5. O tamanho de a/8 é denotado por (a/f).

O tamanho de um vetor ou matriz racionais é a soma dos tamanhos
de seus componentes. E claro que o tamanho de uma matriz nao é inferior
a0 numero de componentes da matriz. O tamanho de uma matriz A é
denotado por (A).

O tamanho de um conjunto de vetores e matrizes racionais é a
soma dos tamanhos dos elementos do conjunto. Assim, o tamanho de
um sistema (A,b,¢) é (A) + (b) + (¢).

Essas defini¢des de tamanho sao casos particulares do conceito geral
de tamanho a que se refere a secao 1.2 e o apéndice E.
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Matrizes positivas semidefinidas

A caracterizacdo de matrizes positivas semidefinidas que descrevemos
a seguir é usada no capitulo 7.

Uma matriz quadrada X é positiva semidefinida se existe uma
matriz quadrada Y tal que

X =YY",

E claro que toda matriz positiva semidefinida é simétrica. O seguinte
lema caracteriza tais matrizes.

Lema B.1: Para toda matriz simétrica X vale uma e apenas
uma das seguintes alternativas: existe uma matriz quadrada Y
tal que X =YY" ou existe um vetor y tal que yXy < 0.

A prova do lema depende de alguns conceitos que passamos a definir.
Uma matriz quadrada é elementar se coincide com a identidade na
diagonal e em todas as colunas, exceto talvez uma. Mais precisamente,
uma matriz £ indexada por M x M ¢ elementar se existe m em M tal
que Ep,;, = 1 e By = I,; para cada j distinto de m. Toda matriz
elementar E é inversivel e sua inversa, digamos H, também é elementar:
Hy,, = 1e Hy, = —FE;,;, para cada i distinto de m e Hy; = I,; para
cada j distinto de m.

Um produto de matrizes elementares é qualquer matriz da for-
ma EM) ... E®) onde cada E® ¢ uma matriz elementar indexada por
M x M. Se H® ¢ a inversa de E® para cada 4 entdo o produto de
matrizes elementares H® ... HY) ¢ a inversa de EY ... B®),

Demonstracao de B.1: A prova de que apenas uma das alternativas
vale é simples: se X =YY T entéo

yXy=y(YY )y=(yY) (Y y) = (yY)(yY) >0.

Para provar que uma das alternativas vale, vamos descrever um algoritmo
que recebe qualquer matriz simétrica X e devolve uma matriz real Y tal
que X =YY" ou um vetor y tal que yXy < 0.

Para qualquer matriz simétrica X indexada por M x M e qualquer
m em M tal que Xy, # 0, é facil determinar uma matriz elementar F
tal que a matriz simétrica Z := EX E" tem a seguinte estrutura:
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p M\ P
-2 0 0[]0 0 0
Pl 0OO0OoO0[0DOO
003[000
0000
M\P | 00 0 0
00 0 0

Figura B.1: Estrutura da matriz Z.

para cada j distinto de m. Basta tomar como E a matriz elementar
definida por E,,, = 1, Ejp, = — X/ Xmm para cada i distinto de m e
E,j = I,; para cada j distinto de m.

Segue dai que para qualquer matriz simétrica X indexada por M x M
existe um produto F' de matrizes elementares tal que a matriz simétrica

Z = FXF'
tem a seguinte estrutura: existe um subconjunto P de M tal que Zpp ¢

uma matriz diagonal, Z, M\P = 0 e, para cada m em M \ P, Zym =0
mas Zmy 7 0. (Veja figura B.1.)

Se P = M e Zy, > 0 para cada p em P entao Z ¢é diagonal e
X =GZGT, onde G ¢ a inversa de F. Portanto,

X =YY",

onde Y = GZ e Z é a matriz diagonal definida por Zp = /Zpp-
Suponha agora que Z,,,, < 0 para algum m em M. Seja v o ve-
tor definido por u,;, = 1 e u; = 0 para cada ¢ distinto de m. Entao
(U)X (uF)=u(FXF")u=uZu= Zy, <0. Em suma,

yXy < 0,

para y = uF. Finalmente, suponha que P # M e seja m um elemento
de M \ P. Entao Z,,, = 0 mas Z,; # 0 para algum j. Seja u o
vetor definido da seguinte maneira: u; = 1, u; = 0 para ¢ distinto
de m e j e uy € escolhido de modo que 2u,,Z,,; + Z;; < 0. Entao
(uF)X (uF) =uZu < 0 e portanto

yXy < 0,

paray =ukF. O
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Convém observar que a matriz Y no lema B.1 poderé nao ser racional
mesmo que a matriz X seja racional.

Algoritmo POSSEMIDEF (X)

1 Z+ X
2 F+G+1
3 paramdel an faca
4 se Zym # 0
b) entdo K+ H «+ 1
6 para i de 1 a n faca Eiy, < —Zim/Zmm
7 paraidel an faca Hyy < —Eim
8 Epm+— Hypm 1
9 Z <+ EZET
10 F+ EF
11 G+~GH 1> FG=GF=1
12 paramdel an faca
13 € Zmm < 0
14 entdou + 0
15 Um 1
16 devolva u F’
17 s€ Zmm = 0
18 entdo j « 1
19 enquanto j <ne Zy,; =0facaj<«j+1
20 sej<n
21 entdo u < 0
22 uj 1
23 Uy —ij/2ij
24 se Zm; >0
25 entdo U, < Uy, — 1
26 SeNao Uy, ¢ Uy, + 1
27 devolva u F’
28 paraidel an faca Z;; < /Zy

29 devolva GZ

Figura B.2: O algoritmo POSSEMIDEF recebe uma matriz quadrada
X indexada por {1,...,n} x {1,...,n} e devolve uma matriz quadrada
Y tal que X = YY7 ou um vetor y tal que yXy < 0. Se a matriz
X é racional, o vetor y é racional e a matriz Y é racional exceto pela
raiz quadrada na linha 28. Nessas condi¢des, o consumo de tempo do
algoritmo é polinomial, exceto pela raiz quadrada.



APENDICE C

Programacao Linear

Este apéndice é um resumo da terminologia e de alguns fatos basi-
cos de programacao linear [Pad99, Chv83, Sch86, Feo0l]. Veja nossas
convencoes de notacao no apéndice B.

Problema de programacao linear

Um problema de programacao linear, ou programa linear, ou
simplesmente pl, consiste no seguinte: Dada uma matriz A indexada
por M x N, um vetor b indexado por M, um vetor ¢ indexado por N
e partigoes' { My, Moy, M3} e {Ny,No, N3} de M e N respectivamente,
encontrar um vetor x indexado por N que

minimize cx

sob as restricoes (Axz); > b; para cadaiem M,
(Az); = b; para cadaiem My, (C.1)
(Az); < b; paracadaiem Ms, '
zj; > 0 para cada j em Ny,
zj < 0 paracada j em V3.

Usaremos a abreviatura P(A, b, c) para denotar esse pl; a seqiiéncia de
conjuntos My, Ms, M3, N1, Ny, N3 fica subentendida nessa notacao. Em-
bora o pl tenha sido formulado como um problema de minimizacado, nossa
definicao inclui, implicitamente, problemas de maximizac¢ao, uma vez que
minimizar ¢z ¢ 0 mesmo que maximizar —cz.

1 Ao contrario da defini¢do usual, qualquer das partes de nossas particdes pode
ser vazia.
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A tradicdo impo6e uma terminologia que, infelizmente, desrespeita o
significado da palavra “solugao”. Assim, uma solugao viavel (feasible
solution) do problema é qualquer vetor z que satisfaz as restrigoes; e
uma solucgao 6tima é qualquer solucao vidvel x que minimize cz.

O conjunto de todas as solugdes viaveis do problema P(A, b, c) sera
denotado por X(A,b). Se X(A,b) é vazio, dizemos que o problema é
inviavel (infeasible). Caso contrario, o problema é viavel (feasible).
Dizemos que o problema ¢é limitado (bounded) se existe um niamero w
tal que cx > w para todo x em X (A,b); caso contrario, o problema ¢
ilimitado (unbounded). E claro que problemas inviaveis e ilimitados nao
tém solugao 6tima.

Dualidade

H4 uma importante relacdo de dualidade entre pls. O dual do pl
P(A,b,c) ¢ o pl P(—AT,—¢,—b), onde A" é a transposta de A e os
conjuntos de indices sdo Ni, No, N3, My, My, M3. E claro que esse pl
também pode ser escrito assim: encontrar um vetor y indexado por M
que

maximize yb

sob as restricoes (yA); < ¢; para cada j em Ny,
(yA); = ¢; para cadaj: em Ny, (C.2)

(yA); > ¢; para cada j em N,

yi > 0 para cada ¢ em My,

yi < 0 paracada ¢ em Ms.

Convém usar uma notagao especifica para o dual: o pl (C.2) sera deno-
tado por D(A4, ¢, b) e seu conjunto de solugoes viaveis por Y (4, ¢).

Em discussoes sobre um par dual de pls, é comum dizer que um
deles — digamos (C.1) — ¢é “o primal” e o outro — digamos (C.2) —
é “o dual”. Adotada essa convencado, cada componente de um vetor x
indexado por N é uma “variavel primal” e cada componente de um vetor
y indexado por M é uma “varidvel dual”.

Problemas candnicos

Se My = M e N; = N, o problema P(A,b,c) se reduz a encontrar
um vetor x que

minimize cx

sob as restricoes Az

x

b, (C.3)

Vv IV
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Diz-se, as vezes, que esse é o pl candnico primal, pois qualquer pl é
equivalente a um pl que tem essa forma, e portanto qualquer algoritmo
que resolva o pl canoénico primal poderia ser usado para resolver um pl ar-
bitrario. E claro que poderfamos enunciar (C.3), sem nota¢io matricial,
dizendo

minimize ), ¢;;
sob as restrigoes Zj Ajjxz; > b; paracada i,
z; > 0 paracada j.

O dual do pl (C.3) consiste em encontrar um vetor y que

maximize yb
sob as restricoes yA

<
y 2

Pode-se dizer que esse é o pl candénico dual.

Lema da dualidade

H4 uma relacdo fundamental entre as solucoes viadveis de um pl e as
solucoes viaveis de seu dual.

Lema C.1 (da dualidade): Para todo z em X (A,b) e todoy em
Y (A,c) tem-se cx > yb.

Demonstracao: Se M; = M e N; = N entao as restricoes de (C.3)
e (C.4) garantem as desigualdades cx > (yA)z = y(Az) > yb. A pri-
meira vale porque ¢ > yA e z > 0; a ultima, porque y > 0e Az > b. A
demonstracao do caso geral é conceitualmente analoga mas tipografica-
mente indigesta: em virtude das restri¢oes de (C.1) e (C.2),

€T = CN, Ty, TCN, TN, TCN, T,

(AN TN, + WA N, TN, + (YA N, Ty

War Avy vy T Y Aveon, + Yas Anny )Ty, +
(Wan Aty Ny T Yns Aveon, + Yas Anisn) T, +

(Y, Ay Ny + Ynt, Ants Ny + Yty Abiang ) TN

\Y

- yMl AM1N1 le + AMlNz:I;NQ + AM1N3$N3) +
My (Ao, TNy + Ap v, Ty + Arin, Tg) +

<

(
Ynts (Ana Ny Ty + Ania Ny Ty T AnsaNg Tvy)
= Y, (AZ)pg, +Yur, (AT) pp, + Yngy (AT) g,
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> Y barn + Ynn, Ong, + Ynsy Oas,
= yb,

onde Ay, N, , por exemplo, denota a restricao de A a M; x Ny. O

O lema é as vezes chamado, um tanto pomposamente, de teorema
fraco da dualidade. Ele leva a seguinte observacao, 6bvia mas impor-
tante: para tornar evidente que um certo vetor x em X (A,b) é solugao
6tima do problema P(A, b, ¢), basta exibir um vetor y em Y (4, ¢) tal que

cx =yb.

Com isso, estaremos mostrando também que y é solucao 6tima do pro-
blema D(A4,¢,b). Eis outra conseqiiéncia do lema C.1: para mostrar que
o problema P(A,b,¢) é limitado, basta exibir um elemento de Y (4, ¢).

Folgas complementares

A demonstracao do lema C.1 sugere o seguinte conceito. Dois vetores
x ey, indexados por M e N respectivamente, tém folgas complemen-
tares (complementary slackness) se, para cada j em Ny U N3, temos

zj=0 ou (yA);=c¢; (C.5)
e, para cada i em M; U M3, temos
Y; = 0 ou (A:U)Z = bi . (06)

H4 quem diga que (C.5) da as “condicoes de folgas complementares pri-
mais” e (C.6) as de “folgas complementares duais’.

Lema C.2 (das folgas complementares): Para todo x em
X(A,b) e todoy em Y (A,c), tem-se cx = yb se e somente se as
folgas de x e y sao complementares.

Demonstracao: A demonstracao do lema C.1 deixa claro que cz = yb
se e somente se cx = (yA)z e y(Az) = yb. Mas cx = (yA)zx equivale
a (C.5) e y(Az) = yb equivale a (C.6). O

Teorema da dualidade

O teorema da dualidade d& as condi¢bes em que um pl tem solucado
6tima e garante que as solucoes 6timas do pl e de seu dual tém o mesmo
valor:
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Teorema C.3 (da dualidade): Para qualquer sistema (A, b, c),
se o problema P(A, b, c) é vidvel e limitado entao tem solugao o6ti-
ma; mais especificamente, existem x em X (A,b) ey em Y (A,c)
tais que cx = yb. Se A, b e ¢ forem racionais entao podemos
supor que z e y também sao racionais.

Esse teorema, também conhecido como teorema forte da dualidade,
pode ser resumido da seguinte maneira: a menos que os dois pls sejam
inviaveis,

min cx = max yb
© y
para z variando em X (A,b) e y em Y (A4, ¢). Esta identidade vale mesmo
quando um dos pls € inviavel, desde que estejamos dispostos a dizer que
min cx = +oo quando o pl primal é invidvel, que max yb = 400 quando
o pl dual é ilimitado, etc.

Algoritmos de programacao linear

O célebre algoritmo Simplex resolve qualquer par dual de pro-
gramas lineares. Ao receber um sistema racional (A4,b,c) e os conjun-
tos My, My, M3, N1, N2, N3 de indices, o Simplex decide se os problemas
P(A,b,c) e D(A,c,b) sao viaveis e em caso afirmativo produz solugoes
Otimas racionais, x e y, dos dois programas lineares. Cada componente
desses vetores tem numerador e denominador limitados superiormente
pelo tamanho do sistema (A, b, c).

Embora o Simplex seja eficiente em meédia, seu consumo de tempo
nao é limitado por uma fun¢ao polinomial do ntmero de componentes
do sistema (A,b,c). O consumo de tempo nao ¢ limitado nem mesmo
por uma fun¢ao polinomial do tamanho de (A4, b, c).

Mas existem algoritmos, muito diferentes do Simplex, capazes de
resolver qualquer pl em tempo polinomial.? O primeiro algoritmo desse
tipo foi publicado por Khachiyan |[Kha79, PS82, Sch86, GLS93| e ficou
conhecido como algoritmo dos elipsoides (ellipsoid method). (Outra
familia de algoritmos polinomiais, conhecidos como métodos de pontos
interiores, apareceu mais tarde [Kar84, Gon89, Gon92|.) Para resolver
o problema P(A, b, ¢), esse algoritmo consome uma quantidade de tempo
limitada por um polindémio no tamanho de (A, b, c).

2 Esses algoritmos sdo polinomiais mas nio fortemente polinomiais. Veja apéndi-
ce E.
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Fato C.4: Existe um algoritmo polinomial que, ao receber um
sistema racional (A,b,c), decide se o problema P(A,b,c) tem
solucao e, em caso afirmativo, devolve uma solu¢ao étima raci-
onal . O tamanho de z é limitado por 2(A) + 2(b). O con-
sumo de tempo do algoritmo é limitados por um polinémio em
(A) + (b) + ().

Programacao linear e algoritmos de separacao

Muitos problemas combinatérios podem ser representados, de manei-
ra aproximada, por problemas da forma P(A, b, ¢), com A, b e ¢ racionais.
Numa tal classe de programas lineares, o nimero de linhas de A pode
ser uma funcao exponencial do nimero de colunas. Digamos que 7 é
o tamanho da maior linha de (A,b), ou seja, 7 := max;{(A4;) + (bi)}.
Mesmo que o nimero de linhas de A nao seja limitado por um polinémio
em T, é possivel resolver o problema P(A,b,¢) em tempo limitado por
um polindémio em 7 e (c) se dispusermos de um bom algoritmo para o
seguinte

Problema da separacao: Decidir se um dado vetor x estd em
X (A,b) e, em caso negativo, determinar uma restri¢ao violada,
ou seja, uma linha i tal que (Az); < b;.

Suponha que temos um bom algoritmo para esse problema, isto é, um
algoritmo cujo consumo de tempo é limitado por um polindémio em 7
e (z).> Grotschel, Lovasz e Schrijver mostraram [GLS93, Sch86] que um
tal algoritmo de separacgao pode ser combinado com o algoritmo dos
elipsoides de modo a resolver o problema P(A,b,c) em tempo limitado
por uma funcao polinomial de 7 e (¢) apenas.

Suponha agora que o problema de otimizacao combinatoria que deu
origem a P(A,b,c) tem tamanho o. Se 7 e (¢) sdo limitados por um
polindmio em o e temos um bom algoritmo de separacao (veja o exerci-
cio C.3) entdo o problema P (A, b, ¢) pode ser resolvido em tempo limitado
por um polinémio em o.

3 O consumo de tempo ndo depende, portanto, do nimero de linhas do sistema.
Veja o exercicio C.3.
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Problemas de viabilidade

O problema da viabilidade consiste em encontrar um vetor viavel
do problema P(A,b,c), ou seja, encontrar um elemento de X (4,b). E
claro que o problema pode nao ter solucao. Para certificar a inexisténcia
de solugao, basta exibir um vetor de inviabilidade, isto é, um vetor
y' em Y (A,0) tal que y'b > 0 (veja exercicio C.4).

Lema C.5 (de Farkas): Para qualquer sistema (A,b,c), o con-
junto X (A,b) é vazio se e somente se existe um vetor y' em
Y (4,0) tal que y'b > 0.

O problema da viabilidade equivale ao caso em que ¢ = 0 no problema
P(A,b,c); e esse caso é, as vezes, computacionalmente mais simples que
o caso geral. O método primal-dual, descrito no capitulo 5, tira pro-
veito dessa observacdo para propor um procedimento de resolucao de
programas lineares.

Exercicios

C.1 Transforme um programa linear arbitrario num programa canénico
equivalente.

C.2 Muitos problemas combinatérios envolvem vetores nao-negativos b
e ¢ e uma matriz A sem componentes negativos e sem linhas nulas.
Verifique que, nesse caso, os problemas (C.3) e (C.4) sao viaveis. O
teorema da dualidade garante entao que ambos os problemas tém
solucao 6tima.

C.3 Sejam s e t dois vértices de um grafo G e seja § a colecao de todos
os subconjuntos de Vi que contém s mas nao contém ¢. (O niamero
de tais subconjuntos é, tipicamente, uma funcao exponencial do
namero |Vg|). Seja A a matriz de incidéncia de 8, isto ¢, a matriz
indexada por 8§ X Eq cujos componentes sao definidos da seguinte
maneira: para cada S em § e cada e em Eg, o componente (S5, e)
de A vale 1 se e € §(S) e vale 0 em caso contrario. Agora considere
o problema de decidir se um dado vetor nao-negativo x indexado
por Eq satisfaz as restricoes

Az > 1, (C.7)

onde I denota o vetor cujos componentes sao todos iguais a 1. Es-
boce um algoritmo para o problema. O algoritmo deve receber o
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grafo G, vértices s e t e um vetor racional nao-negativo x e deve de-
volver 1 se (C.7) estiver satisfeita e 0 em caso contrario. O consumo
de tempo de seu algoritmo deve ser limitado por um polinoémio em
(G) + (x). Sugestao: Limite-se, numa primeira versao, a0 caso em
que os componentes de z estao todos em {0, 1}.

Seja y' um elemento de Y (A4, 0) tal que y'b > 0. Mostre que X (A4, b)
¢ vazio. Mostre também que se Y (A, ¢) ndo é vazio entao o problema
D(A,c,b) é ilimitado. Prove afirmacgoes anédlogas depois de trocar
os papéis de X (A,b) e Y(A,c).



APENDICE D

Teoria das Probabilidades

Neste apéndice resumimos os conceitos usados nas andlises probabi-
listicas apresentadas nos capitulos 6 e 7.

Espacos discretos de probabilidade

Uma medida discreta de probabilidade sobre um conjunto {2
¢ uma funcdo P : Q — [0,1] para a qual P(Q) := > o Pw) = L
Um espago discreto de probabilidade ¢ um par (€2, P) onde  é um
conjunto finito e nao-vazio e P é uma medida discreta de probabilidade
sobre (2.

Variaveis aleatorias

Uma variavel aleatéria sobre ) é uma fungdo X : Q —
{A\1,...,An}, onde cada A; ¢ um namero real. Um evento ¢ o con-
junto X ~!(S) para algum subconjunto S de {\1,...,\,}. Tradicional-
mente, um evento X '(S) é denotado por [X € S] ou simplesmente
por [X = z], se S = {z}. De forma anéloga, podemos usar a notacao
(X #z], [ X <z], [X <z], [X >z]e [X >z

A probabilidade do evento [X € S] ¢ o ntimero P(X ~1(S)), denotado
por Pr[XeS]. A esperanca (ou valor esperado) da variavel aleatoria X
¢ 0 nimero

E[X] = Z?:l >\i PI‘[XZ)\Z'] .

Lema D.1 (desigualdade de Markov): Se (€2,P) é um espago
discreto de probabilidade e X é uma variavel aleatéria sobre €)
cujos valores sao todos nao-negativos, entao

Pr(X>)] < 1E[X]
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para todo niimero positivo .

Demonstracao: Se {A1,...,Ap} € o conjunto de valores de X, entao
E[X] =Y, MPr[X=X\] > Y, s\ APr[X=X\] = APr[X>)]. O

As vezes & util reescrever a desigualdade de Markov assim:
PriX>\E[X]| < 1.

Espaco produto

Sejam Py, ..., P, medidas discretas de probabilidade sobre 2. Como
¢ usual, denotamos por Q" o conjunto de todas as n-uplas (wy,...,wy)
de elementos de Q. Seja P : Q" — [0,1] a fungao definida por
P((wi, ... ,wn)) =11y Pi(w;). Tal P é uma medida discreta de proba-
bilidade sobre Q™. O espago discreto de probabilidade (2", P) é chamado
de espago produto e denotado por (2,P1) X -+ X (Q,Py,).

Espacos continuos de probabilidade

A generalizagdo da definicdo de medida de probabilidade para os
chamados espagos continuos é intuitiva. Infelizmente, sua formalizacao
depende de alguns conceitos nao-triviais. Vale ressaltar que espacos con-
tinuos de probabilidade sao usados apenas no capitulo 7.

Uma colecao F de subconjuntos de um conjunto €2 é uma o-algebra
de Qsel € F, Q\A € F para todo A em Fe | J; A; € F para toda familia
Aq, As, ... de conjuntos de F. Para uma colecao B de subconjuntos de
um conjunto €2, a o-algebra gerada por B é a intersec¢do de todas as
o-algebras que contém B. (Veja os exercicios D.1 e D.2.)

Seja F uma o-élgebra de Q. Uma funcao P : F — [0,1] ¢ F-aditiva
se, para toda familia A;, Ag,... de conjuntos de F,

PUsdi) = 22 P(Ai) -

Dizemos que P ¢ uma medida continua de probabilidade sobre (€2, F)
se P & F-aditiva e P(Q) = 1.

Um espago continuo de probabilidade ¢ um terno (2, F,P) on-
de F é uma o-dlgebra de um conjunto €2 e P é uma medida continua
de probabilidade sobre (©2,F). E facil concluir do contexto se estamos
tratando de medidas ou espacos continuos ou discretos; assim, o adjetivo
pode ser omitido.
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Os conceitos definidos para espagos discretos de probabilidade (even-
to, variavel aleatoria, esperanca, etc.) se estendem naturalmente a espa-
¢os continuos de probabilidade.

Nos préximos exemplos, f4 denota a fungao caracteristica de um
subconjunto A de €, ou seja, a fungdo tal que fa(w) = 1lsew € A e

falw)=0sew ¢ A.

Exemplo D.2: Seja Q2 o intervalo [0,1) e F a o-algebra gerada
pela cole¢ao de todos os intervalos da forma [a,b) com 0 < a <
b < 1. Se, para todo conjunto A em &,

=/Q falz)dz,

entdo (2, F,P) ¢ um espago de probabilidade.

Exemplo D.3: Seja ) a esfera unitaria em R” centrada na ori-
gem, isto é, o conjunto {z € R" : ||z||=1}. Para quaisquer y e z
em €2, considere a “fatia” F(y,z) :={z € Q:2y >0e zz <0}
da esfera. Seja F a o-dlgebra gerada pelo conjunto {F(y,z) :
y,z € Q}. A drea ay, := [, fo(z)dz de Q depende da paridade
de n:
ok ok+1 .k
ChRZ T T g

onde (2k — 1)!! := (2k — 1)(2k — 3)(2k — 5) -~ (3)(1). Se

=+ | fale)da

para todo conjunto A em F, entao (2,F,P) é um espaco de
probabilidade.’
Distribuicao uniforme continua

Aqui vamos nos restringir a subconjuntos de R, pois isso é suficiente
para os casos tratados no texto e simplifica a definicao.

! A fungdo P : 2% — [0, 1], definida de maneira similar sobre a colegao 2 de todos
os subconjuntos de 2, nao é 2%-aditiva. Na verdade, nao existe funcao P : 2% — [0,1]
que seja 2%-aditiva. Por isso, precisamos de o-algebras.



124 TEORIA DAS PROBABILIDADES

Se (2 é um subconjunto de R* e JF é uma o-algebra de 2, chama-
mos de distribuicdo uniforme continua (ou simplesmente distribui-
¢ao uniforme) qualquer medida de probabilidade continua P sobre (€2, F)

definida por
— fQ fA(*T) dz

para todo conjunto A em F. As medidas de probabilidade apresentadas
nos exemplos D.2 e D.3 sao exemplos de distribui¢des uniformes.

P(A)

Distribuicao normal

A distribuigao normal sobre R é definida por

P(A) = %/ﬁ e~ 12 dy

para todo conjunto A na o-algebra usual de R, que é definida de maneira
anéloga & do exemplo D.2.

Exercicios

D.1 A cole¢ao de todos os subconjuntos de um conjunto £ é uma o-
algebra de €.

D.2 Prove que a interseccao de duas o-algebras sobre um conjunto €2
é uma o-algebra. Prove que a interseccdo de infinitas o-algebras
sobre um conjunto {2 é uma o-algebra.

D.3 Se u e v sao varidveis aleatérias independentes com distribuicao
uniforme no intervalo [0,1), entdo z := cos(27v)y/—2Inwu é uma
variadvel aleatoria com distribui¢ao normal.

D.4 Se z1,...,x, sdo varidveis aleatérias independentes com distribui-
1 »4n
¢do normal, entdo o vetor s com componentes si,..., S, definidas
por
T
Si =

tem distribuicdo uniforme na esfera unitéria.



APENDICE E

Complexidade
Computacional

Este apéndice define a terminologia e os fatos basicos de comple-
xidade computacional usados no texto. Um tratamento completo do
assunto pode ser encontrado, por exemplo, nos livros de Aho, Hopcroft
e Ullman [AHU74|, Cormen, Leiserson e Rivest [CLR92|, Garey e John-
son |GJ79|, Knuth [Knu68|, Papadimitriou |Pap94| e Papadimitriou e
Steiglitz [PS82].

Palavras

Para resolver um problema usando um computador é necesséario des-
crever os dados do problema por meio de uma seqiiéncia de caracteres.
Qualquer seqiiéncia de caracteres serd chamada de uma palavra.

Nao é dificil representar niimeros inteiros, niameros racionais, vetores,
matrizes, grafos, etc. por meio de palavras. Por exemplo, o grafo com
{a, b, ¢,d} como conjunto de vértices e {{a, b}, {a,c},{a,d},{b,c},{c,d}}
como conjunto de arestas pode ser representado pela palavra

({a,b,c,d},{{a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{c,d}}) .

Um vetor racional ¢ indexado por um conjunto finito £ pode ser repre-
sentado por uma seqiiéncia de pares (e, c¢), onde e é um elemento de E.
Por exemplo, a palavra

({a,b},-2), ({a,c},12),({a,d},0), ({b,c},3/2),({c,d},7))

codifica um vetor indexado pelo conjunto das arestas do grafo acima.
O tamanho de uma palavra w, denotado por (w), é o namero de
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caracteres usados em w (contando-se multiplicidades). Essa defini¢ao é
um caso concreto do conceito geral de tamanho a que se refere a se¢ao 1.2.
Em geral, ndo fazemos distincdo entre um objeto e uma palavra que o
representa. Para os nossos propoésitos, nao ha mal em subestimar o
tamanho de um objeto.! Assim, ndo é necessirio contar rigorosamente
os caracteres ‘{’, ‘}’, ‘(’, )’ e ¢, dos exemplos anteriores. O tamanho
de um vetor reduz-se entao a soma dos tamanhos de seus componentes,
ou seja, {c) = X {ce).

O tamanho dos niimeros inteiros e racionais merece especial aten¢ao.
O tamanho de um inteiro « ¢ essencialmente? log |a|. Analogamente, se
« é um namero inteiro e 4 é um nimero inteiro nao nulo entao o tamanho
do racional a/f é, essencialmente, log || + log |5].

Problemas

Informalmente, um problema é uma questao ou tarefa. Exemplos
de problemas sao: o problema do circuito hamiltoniano (Hamiltoni-
an circuit problem), denotado pela sigla PCH e o problema da arvore
geradora minima (minimum spanning tree problem), denotado pela
sigla MST.

Problema PCH (G): Um dado grafo G possui um circuito ha-
miltoniano?

Problema MST (G,c¢): Dados um grafo G e um custo ¢, em
Q. para cada aresta e, encontrar uma arvore geradora de custo
minimo.

Cada conjunto especifico de dados de um problema define uma ins-
tancia do problema. Assim, qualquer grafo define uma instancia do
problema PCH e qualquer grafo com custos associados as suas arestas é
uma instancia do problema MST. O tamanho de uma instancia é o
tamanho de uma palavra que representa a instancia.

Um problema que pede uma resposta do tipo SIM ou NAO é chamado

de problema de decisao. J4 um problema que procura um elemento
de um conjunto de solugoes viaveis que seja melhor possivel em relagao

! Como veremos adiante, nossas estimativas sero feitas “a menos de fatores cons-
tantes” e portanto nao fara diferenca dizer que o tamanho de uma palavra é, digamos,
metade do nimero de caracteres.

% Mais precisamente, o tamanho de « é [log(|a| + 1)].
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a algum critério é um problema de otimizacao. Os problemas PCH
e MST sao exemplos de problemas de decisao e otimizagao, respectiva-
mente.

Algoritmos e modelo de computagao

Um algoritmo? é uma seqiiéncia finita de instrucdes ou operacoes
que resolve um problema.

2

Um modelo de computagao ¢ uma descricao abstrata e concei-
tual (ndo necessariamente realista) de um computador que sera usado
para executar um algoritmo. Um modelo de computacao especifica as
operacoes elementares que um algoritmo pode executar e o critério
empregado para medir a quantidade de tempo que cada operacao conso-
me. Exemplo de operagoes elementares tipicas sao operacoes aritméticas
entre nimeros e comparagoes.

O modelo de computacao RAM (random access machine) |[CR73]
baseia-se na manipulacao de caracteres. Esse modelo é capaz de execu-
tar operagoes envolvendo nimeros racionais. No critério logaritmico
o consumo de tempo de cada operagao depende do tamanho dos operan-
dos (logarithmic cost criterion). Por exemplo, a multiplicacao de dois
niameros « e [ consome essencialmente («) (4) unidades de tempo.

Um outro critério para medir o consumo de tempo, aparentemente
menos realista, ¢ o critério uniforme, que supoe que cada operacao
elementar consome uma quantidade de tempo constante (uniform cost
criterion), ou seja, o consumo de tempo de cada operagao elementar
independe do tamanho dos operandos. Este modelo é equivalente ao
anterior se 0 tamanho dos operandos for limitado por uma fungao poli-
nomial do tamanho da instancia do problema. Este critério de consumo
de tempo constante por operagao elementar, juntamente com operandos

de tamanho limitado, é empregado em todo o texto, exceto no capitulo 7.

Finalmente, é preciso mencionar um modelo de computacao que é
util, embora nao seja realista e fuja de nossa convencao sobre repre-
sentacao de objetos por palavras. Esse modelo, usado no capitulo 7, é
capaz de manipular nimeros reais arbitrarios. Supde-se que cada opera-
¢ao envolvendo nameros reais consome apenas uma unidade de tempo,
mesmo uma operacao como raiz quadrada. Este modelo é chamado de
real-RAM [PS85].

3 A formalizacdo matemética classica de um algoritmo é a maquina de Turing.

RAM

real-RAM
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Analise de algoritmos e algoritmos polinomiais

Ao analisarmos um algoritmo em um determinado modelo de com-
putagao queremos estimar o seu consumo de tempo4 como uma func¢ao
do tamanho da instancia do problema. Por exemplo, exprimimos o con-
sumo de tempo de algoritmos para o MST(G, ¢) como uma funcao de
((G,0)).

Ao expressar a quantidade de tempo consumida por um algoritmo,
ignoramos os fatores constantes. Mais precisamente, dizemos que um
algoritmo A resolve um problema em tempo O(f(n)), para uma funcao
f de Zs em Zs, se existe uma constante c tal que a quantidade de tempo
consumida® por A para resolver uma instancia I do problema ¢ limitada
por ¢ f((I)). Isto corresponde & chamada analise do pior caso (worst-
case analysis) do algoritmo. O algoritmo A é polinomial se resolve o
problema em tempo O(p(n)) para alguma fungdo polinomial p. E claro
que o conceito de algoritmo polinomial depende nao s6 do algoritmo mas
também do modelo de computacao.

Critério de eficiéncia: classes P, NP e co-NP

Por um algoritmo eficiente entendemos um algoritmo polinomi-
al. Este critério de eficiéncia foi proposto, independentemente, por
Cobham [Cob65] e Edmonds [Edm65b|. A classe de todos os problemas
de decisao que podem ser resolvidos por algoritmos polinomiais é denota-
da por P. Por exemplo, a versdo de decisdo do problema® MST(G, ¢) esta
em P, ja que existem algoritmos polinomiais para resolvé-la [CLR92|.

A classe NP (abreviacdo de nondeterministic polynomial time) é
composta pelos problemas de decisao para os quais uma resposta afirma-
tiva possui um certificado que pode ser verificado em tempo polinomial.
Mais precisamente, a classe NP é formada pelos problemas de decisao I1
para os quais existe um problema II' em P e uma fun¢ao polinomial p(n)
tais que, para cada instancia I do problema II, existe um objeto C com
(C) <p((I)) tal que a resposta a II(I) & SIM se e somente se a resposta
a II(I,C) & siM. O objeto C é dito um certificado polinomial (ou

% A quantidade de espaco consumida pelo algoritmo é negligenciada no presente
texto.

% Esta incluido aqui, implicitamente, o tempo necessario para que o algoritmo
decida se a palavra dada é uma representagao valida de uma instancia do problema.

® Dados um grafo G, um custo c. em Qs para cada aresta e de G e um nimero
a em Q», existe uma arvore geradora em G de custo ndo superior a a?
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certificado curto) da resposta SIM a II(/). Com um algoritmo polinomial
para IT', um verificador incrédulo pode, ap6s gastar uma quantidade de
tempo polinomial, testar a validade de uma resposta siM. Por exemplo,
se a resposta a uma dada instancia G do problema do circuito hamiltoni-
ano é SIM entao um circuito hamiltoniano em G é um objeto que certifica
a resposta: dados um grafo G e um circuito H de G pode-se verificar
em tempo O((G)) se H é um circuito hamiltoniano. Logo, o problema
PCH, bem como “versoes de decisao” de todos os problemas no texto,
pertence a NP.

Claramente P C NP, ja que se Il é um problema em P, entao pode-se
tomar a seqiiéncia de instrugoes realizadas por um algoritmo polinomial
para resolver II(1) como certificado polinomial da resposta Sim a II([).
E crenca de muitos que a classe NP é maior que a classe P, ainda que
isso ndo tenha sido provado até agora.” Este ¢ o intrigante problema
matematico conhecido pelo rotulo “P # NP7,

A classe co-NP ¢ definida trocando-se SIM por NAO na definicdo de
NP, ou seja, um problema de decisao Il estd em co-NP se admite um
certificado polinomial para a resposta NAO. Os problemas em NP N
co-NP admitem certificados polinomiais para as respostas SIM e NAO.
Em particular, é evidente que P C NP N co-NP.

NP-completude

Uma redugao® de um problema II a um problema II' é um algoritmo
A que resolve II usando uma subrotina hipotética A’ que resolve II', de
tal forma que, se A’ € um algoritmo polinomial, entdo A é um algoritmo
polinomial. Usamos a notagao IT < IT' para denotar a existéncia de uma,
reducao de II a II'. Dizemos que um problema II pode ser reduzido a um
problema II' se IT <. IT". Dois problemas sao ditos polinomialmente
equivalentes se um pode ser reduzido ao outro.

Um problema II em NP é NP-completo se cada problema em NP
pode ser reduzido a II. E evidente que se I pertence a P e II pode ser
reduzido a IT', entao II pertence a P. Isto implica que existe um algoritmo
polinomial para um problema NP-completo se e somente se P = NP.

O primeiro problema que se demonstrou ser NP-completo é o pro-
blema da satisfatibilidade (satisfiability problem). Este problema é

" Para uma introdugio as classes P e NP baseada na fabula dos Cavaleiros da
Téavola Redonda, veja Lovasz e Plummer [LP86] e Kohayakawa e Soares [KS95].

® Conhecida como redugao de Turing ou redugio de Cook [GJ79].

P # NP?
co-NP
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uma simplificacao do problema MAXSAT descrito no capitulo 6.

Problema ST (C): Dada uma cole¢ao € de clausulas boolea-
nas, existe uma valoracao que satisfaz todas as clausulas em C7

Teorema E.1 (Cook [CooT71], Levin [Lev73|): O problema SAT
é NP-completo. O

Um problema II, ndo necessariamente em NP, ¢ NP-dificil se a exis-
téncia de um algoritmo polinomial para II implica em P = NP. Assim,
por exemplo, MAXSAT é NP-dificil, j&4 que um algoritmo polinomial pa-
ra MAXSAT pode ser adaptado para resolver SAT em tempo polinomial;
como SAT é NP-completo, a existéncia de um tal algoritmo implica em
P = NP. Cook [Coo71] e Karp [Kar72] mostraram que varios problemas
discutidos no presente texto sao NP-dificeis.

Teorema E.2: Os problemas ESCALONAMENTO, EMPACO-
TAMENTO, MAXCut, MaxSar, MINCC, MINCV, MINFS,
MINMCutr, MINTC, MocHiLA, TSPM e TSP sao NP-
dificeis. O

Algoritmos fortemente polinomiais

Um algoritmo polinomial é fortemente polinomial ou genuina-
mente polinomial se o nimero de operacoes elementares realizadas nao
depende do tamanho dos numeros (caso exista algum) que definem uma
instancia do problema. O algoritmo de Kruskal [CLR92| para o problema
MST(G, ¢) é um exemplo de algoritmo fortemente polinomial, ja que o
namero de operagoes elementares realizadas é proporcional a (G) log(G).
Viérios algoritmos mencionados neste texto sao fortemente polinomiais.
Um exemplo de algoritmo polinomial que nao é fortemente polinomial
é o algoritmo de Euclides [Sch86] para encontrar o maximo divisor co-
mum entre dois inteiros positivos a e 3, ja que o numero de operagoes
elementares realizadas pelo algoritmo é essencialmente (a) + (5). Outro
exemplo nao fortemente polinomial é o algoritmo dos elipsbides de Kha-
chiyan [Kha79] que resolve problemas de programacao linear e realiza um
nimero de operacgoes elementares que depende do tamanho dos nimeros
envolvidos (apeéndice C).
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Algoritmos pseudopolinomiais

Seja IT um problema e J o seu conjunto de instancias. Para cada [
em J seja Max(/) o maior nimero inteiro em valor absoluto que ocor-
re em [; defina Max(I) := 0 se nenhum namero inteiro ocorre em I.
Aqui estamos supondo que cada namero racional é representados como
quociente entre dois nimeros inteiros. Por exemplo, Max(3/17) = 17.
Um algoritmo pseudopolinomial para II é um algoritmo que conso-
me uma quantidade de tempo limitada por uma fungao polinomial nas
varidveis (I) e Max(I). E claro que todo algoritmo polinomial também
é pseudopolinomial. O algoritmo MOCHILA-EXATO do capitulo 2 é um
algoritmo pseudopolinomial que nao é polinomial.

Seja Jy :={I € J: Max(I) < f({I))} para alguma funcao f de Zs
em Zs e seja Iy o problema II restrito ao conjunto de instancias Jy. O
problema II ¢ NP-completo no sentido forte ou fortemente NP-
completo se 11, ¢ NP-completo para alguma funcao polinomial p. Em
particular, problemas como SAT, que nao envolvem numeros, sdo NP-
completos no sentido forte. Considere, por exemplo, a versao a seguir do
problema do caixeiro viajante (T'SP) como problema de deciséao.

Problema TSPy, (G, ¢, 3): Dados um grafo G, um custo ¢, em
Qs para cada aresta e de G' e um nimero racional 3, existe um
circuito hamiltoniano em G de custo nao superior a 37

O problema TSP, é NP-completo no sentido forte, ja que o problema
PCH é essencialmente esta versao de decisao do TSP restrita a instancias
onde o custo ¢, de cada aresta e € 1 ou |Vg|+1e (3 é|Vg| (demonstracao
do teorema 8.5).

Um problema II, ndo necessariamente em NP, ¢ NP-dificil no sen-
tido forte se a existéncia de um algoritmo pseudopolinomial para II
implica em P = NP. O TSP é um exemplo de problema NP-dificil no
sentido forte. Todos os problemas no enunciado do teorema E.2, com
excecao do problema MOCHILA, sao NP-dificeis no sentido forte.

Teorema E.3: Os problemas ESCALONAMENTO, EMPACO-
TAMENTO, MaAXxCur, MAXxSar, MINCC, MINCV, MINFS,
MINMCut, MINTC, TSPM e TSP sao NP-dificeis no senti-
do forte. O

Mais sobre algoritmos pseudopolinomiais e NP-completude no senti-
do forte pode ser encontrado em Garey e Johnson [GJ79] e em Papadi-
mitriou e Steiglitz |[PS82|.

Max(I)



132 COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL

Exercicio
E.1 Mostre que se II; <, Ily e Iy <. II3, entao II; <, II3.

E.2 Mostre que se II &€ um problema de decisao, II' estd em P e II < IT',
entao II estd em P.

E.3 Mostre que se IT ¢ um problema de decisao, II' estd em NP e II <.
IT', entao II esta em NP.

E.4 Mostre que se II' € NP-completo e II' <. II, entao II ¢ NP-dificil.

E.5 Mostre que o problema TSP, estd em NP e que os problemas TSP
e TSPy sao polinomialmente equivalentes.
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