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Resumo

Estas notas tem por objetivo apresentar uma introducao a Teoria das Algebras
Nao-Associativas. Este tépico da Algebra tem importancia nao sé por si mesmo mas
também por suas conexoes com outras areas da Matematica, Fisica e Genética.

Consideramos as algebras com composicao, as algebras alternativas, as &lgebras
de Jordan e as algebras de Bernstein. Outra classe de algebras muito importante é
formada pelas dlgebras de Lie, que nao consideramos nestas notas.

Para cada classe de algebras, apresentamos a motivacdo que levaram ao seu
surgimento e enunciamos os teoremas de estrutura. Damos os argumentos principais
das provas de alguns resultados sobre dlgebras com composicao, alternativas e de Jor-
dan. Os detalhes destas provas podem ser encontrados no livro texto Rings That Are
Nearly Associative de Zhevlakov et al [67]. As provas dos outros resultados podem ser
encontradas nas referéncias citadas.

1 Introducao

1.1 Introducao Histérica

A férmula que fornece as raizes da equacdo az? + bxr + ¢ = 0 em termos do radical
Vb? — 4ac era conhecida na antiguidade entre os babilonios. Durante a renascenga italiana
(séculos XV e XVI), esfor¢o considerdvel foi despendido com o objetivo de generalizar o
método de resolver equacoes por radicais. O trabalho Ars Magna, publicado por Cardano
em 1545, contém o método para resolver equagoes de grau 3 obtido por Scipione del Ferro e
Tartaglia, e de grau 4 obtido por Ferrari.

No periodo compreendido entre a metade do século XVI e comeco do século XIX, vérias
tentativas de generalizacao foram feitas pelos matematicos do periodo, entre eles, Euler,
Lagrange, Ruffini e Abel. Em 1833, Galois apresentou um critério para decidir se uma dada
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equagao é ou nao soluvel por radicais. Mais do que um critério, Galois apresentou uma
teoria matematica interessante por si mesma, que teve grande influéncia no desenvolvimento
da Algebra.

A tentativa de resolver uma equagcao levava frequentemente a raizes quadradas de niimeros
negativos e, quando isto acontecia, considerava-se que a equac¢ao nao tinha solu¢ao. Em 1572,
Bombelli observou que radicais como y/—1 nao tinham significado mas era possivel fazer
contas com estes radicais quando eles se cancelavam. Os cédlculos com nimeros complexos
foram se desenvolvendo, embora houvesse muitas dividas sobre a validade destes nimeros,
que eram chamdos de imagindrios ou impossiveis. A representacao grafica destes ntimeros
como vetores ou pontos do plano foi mencionada por Wallis (1673), Wessel (1797), Argand
(1813), Warren (1828) ¢ Gauss (1832).

No inicio do século XIX, os matemaéaticos britanicos estavam isolados do continente, devido
em grande parte a controvérsia sobre quem tivera prioridade na descoberta do Calculo: o
inglées Newton ou o alemao Leibniz. Este isolamento levou-os a um tipo de investigagao que
contribuiu de maneira decisiva para a fundamentacao da Algebra.

Nesta época, havia na Inglaterra quem se opusesse ao uso dos ntmeros negativos, ale-
gando falta de fundamentagao aceitavel. Rejeitando os nimeros negativos, estavam rejei-
tando os imaginarios, toda a teoria de equacoes desenvolvida no continente e, em particular,
O Teorema Fundamental da Algebra provado por Gauss (todo polinémio com coeficientes
em C tem todas as suas raizes em C, isto é, C é algebricamente fechado). Maseres, por
exemplo, reduziu a Algebra a Algebra Aritmética, em que os simbolos significavam apenas
nimeros positivos e a operacao subtragao sé podia ser efetuada no caso em que o minuendo
era maior ou igual ao subtraendo.

A primeira resposta satisfatoria ao problema dos niimeros negativos foi dada por Peacock
(da Universidade de Cambridge) nos trabalhos A Treatise On Algebra de 1830 e Report On
The Recent Progress And Present State of Certain Branches of Analysis de 1833. Peacock
introduziu a /flgebm Stmbolica justificando da seguinte maneira: “Quando generalizamos a
operacao denotada por — de tal maneira que ela possa ser efetuada em todos os casos, deve-
mos introduzir uma classe de quantidades cuja existéncia nunca foi contemplada na /flgebm
Aritmética. FEsta generalizacdo é uma suposi¢cdo jd que nao pode ser deduzida a partir da
operacao de subtragao. A Algebm Simbdlica € a ciéncia que trata as combinagoes dos sinais
e dos simbolos arbitrdrios, que nao representam somente os numeros mas todas as espécies
de quantidades, através de leis arbitrariamente definidas. Podemos assumir quaisquer leis
para a combinacao dos simbolos.”

A abordagem simbolica da Algebra foi inicialmente rejeitada pelo matematico irlandés
Hamilton. Em uma carta de 1835 a Graves, um amigo e correspondente matematico, Hamil-
ton explicou sua relutancia em aceitar as idéias de Peacock: “Fu e vocé Graves, pertencemos
a polos distintos em /[lgebm. Vocé, como Peacock, parece considerar a /flgebm como um
sistema de sinais e suas combinagoes, enquanto que eu nao fico satisfeito a menos que possa
olhar através dos simbolos as coisas significativas.” Por ironia do destino, Hamilton foi o
primeiro matematico a exercitar a liberdade pregada por Peacock, como veremos a seguir.

Em 1833, Hamilton apresentou uma reformulacao dos niimeros complexos: o numero
complexo a + bi nada mais é do que o par ordenado (a,b) de nimeros reais; o mistério
envolvendo as rafzes da equacao 2%+ 1 = 0 desaparece pois suas raizes sao (0,1) e (0,—1);



as férmulas (a,b) + (¢,d) = (a +c,b+d) e (a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc) definem uma
estrutura de corpo em R?. Motivado por problemas da Fisica, Hamilton tentou durante 10
anos definir uma multiplicagio no R? para obter igualmente um corpo (o que hoje sabemos
ser impossivel). Finalmente, em 1843, Hamilton conseguiu definir uma multiplicagao em R*:
P=2=k*=—1, ij=—ji=k, jk=—kj=1, ki=—ik=]j,
em que 1 = (1,0,0,0), 7= (0,1,0,0), 7 =(0,0,1,0), k&= (0,0,0,1). Hamilton mostrou
que todos os axiomas de corpo sao satisfeitos exceto a comutatividade. Este sistema de
numeros, denominados quatérnios, foi o primeiro exemplo de corpo nao-comutativo. Em
1847, Hamilton estava disposto a admitir: “Existe uma ciéncia simbdlica ou da linguagem
que merece ser estudada.”

Dois meses depois da descoberta dos quatérnios, Graves introduziu os octonios, definindo
uma multiplicacdo em R8. Este sistema de nimeros foi descoberto independentemente por
Cayley em 1845 e por esta razao sao chamados também de niumeros de Cayley. Este sistema
de nimeros nao é comutativo e nem associativo (veja a Secao 2.2).

A partir dai, surgiram varios outros exemplos e generalizagoes. No seu trabalho Lecture
on Quaternions de 1853, Hamilton introduziu os numeros hipercomplexos. Um sistema de
niumeros hipercomplexos é o conjunto de todos os simbolos da forma x1e; +xges+- - -+ 65,
em que Ty, xs,...,T, Sa0 NUMEros reais ou complexos e ey, es,..., e, sao as unidades do
sistema. No artigo A Memoir On The Theory of Matrices, publicado em 1858, Cayley
introduz o que chamamos hoje de dlgebra de matrizes. Outras contribuicoes foram dadas
por Grassmann (1844), Clifford (1878) e Silvester (1884).

O problema da classificacao dos sistemas de ntimeros hipercomplexos associativos, isto €,
de algebras associativas, foi estudado extensivamente durante a segunda metade do século
XIX por B. Peirce e seu filho C. S. Peirce, Frobenius, Scheffers, Molien, Cartan e outros. Os
resultados obtidos constituiam uma teoria satisfatéria para dlgebras sobre R ou C. Esta teo-
ria de estrutura foi estendida para dlgebras de dimensao finita sobre um corpo arbitrario por
Wedderburn em 1907. Neste artigo, denominado On Hipercomplex Numbers, Wedderburn
inclui uma secao sobre algebras nao-associativas.

Em 1927, Artin (estimulado pelos trabalhos de Noether) estendeu a teoria de Wedderburn
para algebras associativas satisfazendo condic¢oes de finitude para cadeias de ideais. Em 1945,
Jacobson desenvolveu uma nova teoria de estrutura sem condigoes de finitude; a principal
ferramenta usada nesta teoria foi um novo conceito de radical.

Até o fim dos anos 20 do século XX, a teoria desenvolveu-se principalmente como teoria
de algebras associativas. Mas, é claro que a histéria desta teoria esta entrelacada com a
da teoria das algebras nao-associativas, e uma influenciou a outra. A partir dos anos 30, a
investigagao sobre as algebras nao-associativas avancou rapidamente em muitas diregoes.

Para quem esta interessado em aprender mais sobre a histéria das algebras nao-
associativas, recomendamos o artigo de Tomber [64].

1.2 Conceitos Basicos

Seja F' um corpo infinito. Um espaco vetorial A sobre F' é denominado uma dlgebra
sobre F' se estd definida em A uma operagao de multiplicagao, isto é, uma aplicacao (a, b) €
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A x A — ab € A, satisfazendo as seguintes relagoes:
(a+bc=ac+be, alb+c)=ab+ ac, alab) = (aa)b= a(ab),

para todo o € F, a,b,c € A.

Se a, b, ¢ sdo elementos de uma algebra A definimos o associador (a, b, ¢) := (ab)c— a(bc)
e o comutador [a,b] := ab — ba. Dizemos que A é uma dlgebra associativa se (a,b,c) = 0
para todo a,b,c € A e que A é uma dlgebra comutativa se [a,b] = 0 para todo a,b € A.

O corpo F' é uma algebra associativa e comutativa sobre F. A dlgebra de matrizes
M, (F) formada por todas as matrizes n X n com coeficientes em F' é associativa mas nao é
comutativa.

Seja V' um espago vetorial sobre F' e denotemos por L(V) o espago vetorial dos
operadores lineares de V em V. A multiplicacao T'S dos operadores T e S é dada por
TS(v) =T(S(v)) (veV). Temos entao que L(V) é uma dlgebra associativa, denominada
a dlgebra de operadores lineares de V.

Se A é uma &lgebra sobre F', a dimensdo de A é a dimensao de A como espaco vetorial
sobre F'. Toda algebra sobre F' de dimensao finita n pode ser definida por uma tdbua de
multiplicagio vv; = > ¢, dijk Uk, em que {vy,...,v,} é uma base de A e §;;, € F. Os
escalares 0;;;, sao denominados constantes de estrutura da élgebra correspondentes a base
considerada. Por outro lado, se V' é um espago vetorial sobre F' com base {v,...,v,} e
dijr (1 <i,j,k < n) sdo escalares, a expressao v;v; = 22:1 dijk U define a multiplicagao
ab = > 0 {01 =1 QiBidij} vk, em que a = Y1 v e b= 3" Bjv;, eV munido
desta multiplicagao é uma algebra sobre F'.

Vejamos um exemplo de uma &lgebra que nao é associativa. Seja V' um espago ve-
torial sobre F' com base {vi,...,v,}. Consideremos a multiplicacdo em V' definida por
Vv = % (v; +vj). O espago V munido desta multiplicacdo é uma algebra mas nao é
associativa pois, por exemplo, (vy,vs,v3) # 0.

Ao longo do texto a palavra algebra significa dlgebra nao-associativa, isto é, uma algebra
que nao é necessariamente associativa.

Sejam A uma dlgebra e a € A. O operador linear R, : A — A, dado por R,(x) = za, é
denominado multiplicacao a direita por a.

Sejam A e B algebras sobre F. A transformacao linear ¢ : A — B é denominada
um homomorfismo se ¢(zy) = ¢(x)p(y), para todo z,y € A. O niicleo de ¢ é o conjunto
Ker(¢) = {a € A | ¢(a) = 0}. Quando ¢ é bijetor, dizemos que ¢ é um isomorfismo, a
algebra A é isomorfa a B e indicamos este fato por A = B. Por exemplo, quando V tem
dimensao n, temos que L(V) = M, (F).

Um operador linear ¢ € A — @ € A é denominado uma involucdo se satisfaz ab =
ba, @=a,paratodo a,be A.

Um elemento a # 0 de uma algebra A é denominado divisor de zero se existe um b €
A, b#0, tal que ab = 0.

Uma algebra A é denominada dlgebra com divisdo se, para quaisquer elementos a,b € A
com a # 0, cada uma das equagoes ax = b, ya = b tem solugdo em A. Se A é uma algebra
de dimensao finita, entdo A é uma &algebra com divisao se e somente se A nao tem divisores
de zero. Toda algebra associativa com divisao tem um elemento identidade.



Um ideal a esquerda (a direita) de uma dlgebra A é um subespago I de A tal que al C I
(Ia C I). Quando I é ao mesmo tempo um ideal a esquerda e a direita, dizemos que / é um
ideal de A.

Um ideal M # A (# {0}) de uma algebra A é mazimal (minimal) se ndo existe um
ideal I (J)de A, I # M, I # A (J#{0},J#M)talque M CICA ({0} CJCM).

Uma &lgebra A é simples quando A? # {0} e os seus unicos ideais sao {0} e A. Toda
algebra com divisao ¢é simples.

Uma dlgebra A é denominada artiniana (a esquerda) se satisfaz a condigao da cadeia
descendente para ideais (& esquerda), isto é, se Iy 2 I O ... é uma tal cadeia entao existe
k > 1 tal que I,, = I, para todo n > k. Toda algebra de dimensao finita é artiniana.

Sejam A uma algebra sobre F' e I um ideal de A. Definimos em A a seguinte relacao de
equivaléncia: a =bse a—b € I. A classe de equivaléncia determinada pora é a =a+ [ =
{a+b|bel}. A dlgebra quociente de A por I é o conjunto A/I = {a | a € A} munido
das operagoes ay + a; = a1 + az, aa = @a, a; az = aja; (@ € F, a,a1,a9 € A). A aplicacao
m: A — A/I dada por 7(a) = @ é um homomorfismo, denominado homomorfismo conénico.

Sejam {A;};cr uma familia de dlgebras sobre F'. Definindo no produto cartesiano I1;¢ A;
as operagoes (a;) + (b;) = (a; + b;), ala;) = (aa;), (a;)(b;) = (a;b;), obtemos uma algebra
sobre F' denominada produto direto das algebras A;. A soma direta das algebras A; é a
subalgebra de Il;c; A; formada por todos os elementos (a;) tais que a; = 0, exceto para um
nimero finito de indices ¢ € L. Quando L é um conjunto finito, digamos L = {1,...,k}, o
produto direto coincide com a soma direta e ambos sao denotados por A; & --- @ Ay.

Sejam Il;c; A; o produto direto das algebras A; e seja m, : I;ep, — A a projecao na k-
ésima coordenada, isto é, m((a;)) = ar. Uma algebra B sobre F' é denominada um produto
subdireto das élgebras A; se B é uma subdlgebra de Il;c; A; e m(B) = Ay, para todo k € L.

Sejam A uma algebra e {I;};c; uma familia de ideais de A. Vamos mostrar que a dlgebra
quociente A/ Nier, I; € isomorfa a um produto subdireto das dlgebras quocientes {A/I;}icr .-
Consideremos o homomorfismo 0 : A — ;e A/, 0(a) = (a + I;). Temos que A/ N I; é
isomorfa a 0(A). A dlgebra (A) = {(a+ ;) | a € A} é um produto subdireto das édlgebras
A/I; pois é uma subdlgebra de Il;e A/1; e mp(0(A)) = A/I; pois se x = b+ I}, (b € A) temos
(b+ 1) € 0(A) elogo mi((b+ 1;)) = b+ I = .

Uma algebra é denominada associativa nas poténcias se cada um de seus elementos gera
uma subalgebra associativa. Seja A uma algebra associativa nas poténcias. As poténcias de
a € A estao bem definidas por a' = a,...,a"" = a"a, e dizemos que a é nilpotente se existe
um inteiro positivo k tal que a® = 0. Quando todos os elementos de A (de um ideal I de A)
sao nilpotentes dizemos que A é uma nildlgebra (I é um nilideal).

Toda algebra associativa nas poténcias A contem um unico nilideal maximal Nil(A)
tal que a dlgebra quociente A/Nil(A) nao contem nilideais nao-nulos. Este ideal Nil(A) é
denominado o nilradical de A.

Seja A uma &algebra nao-associativa. Definimos indutivamente as seguintes poténcias de
A AV = A, A" = APTA 4 AP 2A? 4 AAE A0 = 4 A = (A(”_l))Q.
Dizemos que A é nilpotente (solivel) quando A* = {0} (A®) = {0}) para algum k. Quando
A é nilpotente o menor k tal que A¥ = {0} é denominado o indice de nilpoténcia de A.
Analogamente, definimos o indice de solubilidade de A.

Em outras palavras, a algebra A é nilpotente quando existe um inteiro positivo k tal que



qualquer produto de k elementos de A (ndo importando a maneira como sao associados)
é igual a zero. A dlgebra A é dita localmente nilpotente quando toda subalgebra finita-
mente gerada de A é nilpotente. Nenhuma algebra simples pode ser localmente nilpotente
(Zhevlakov et al [67], p. 138).

Albert conjecturou que toda nildlgebra associativa nas poténcias comutativa de dimensao
finita é nilpotente. Esta conjectura ficou varios anos sem resposta até que Suttles apresentou
o seguinte contra-exemplo em 1972. Seja A a algebra comutativa com base {ej,...,e5} e
produtos nao-nulos dado por ejes = esey = —eje5 = €3, €163 = €4, es2€3 = e5. Esta algebra
A é uma nilalgebra de nilindice 4, é associativa nas poténcias e € soltivel, mas nao é nilpotente
(pois A% = A% e A%A? = {0}).

Temos o seguinte problema em aberto.

Problema de Albert Toda nildlgebra associativa nas poténcias comutativa de dimensao
finita € soluvel?

Seja X = {x1,2,...}. Construimos o conjunto M[X] dos mondémios nao-associativos
e nao-comutativos indutivamente como segue: se x;, x; € X entdo x;z; € M[X]; se u,v €
MI[X] — X entao z;(u), (u)z;, (u)(v) € M[X]. Seja

FIX]={> aju;|neN, a; € F, u; € M[X]}
i=1
o espago vetorial sobre F gerado por M[X]. Os elementos de F[X] sdo denominados
polinémios ndo-associativos nas variaveis x;. Definindo em F[X] a multiplicac¢ao

T.x; = xivy, viu=x;(u), vr; = (u)r;, wo = (u)(v),

(Z a; uz)(z ﬁj Uj) = Z Oéiﬂj U;. Uy,
i=1 j=1

ij=1

em que x;,z; € X, u,u;,v; € M[X]— X, obtemos uma &lgebra denominada dlgebra nao-
associativa livre gerada por X, que também denotamos por F[X]. Se A é uma algebra sobre
Feg¢:X — Aéuma aplicacio entdo existe um tinico homomorfismo ¢ : F[X] — A que
torna o seguinte diagrama comutativo:

N Le
A

A dlgebra associativa livre gerada por X, denotada por Ass[X], é a dlgebra quociente
F[X]/Ass, em que Ass denota o ideal de F[X] gerado pelos elementos da forma (fi, fs, f3),
em que f1, fa, f3 € F[X].

Dizemos que um ideal I de F[X] é um T-ideal se (1) C I para todo homomorfismo
v F[X] — F[X].

Um polindémio nao-associativo f = f(z1,x2,...,2,) € F[X]| é denominado uma identi-
dade da &lgebra A se f(ay,as,...,a,) = 0 para todo aq,as,...,a, € A. Dizemos também
que A satisfaz f ou que f vale em A. O conjunto de todas as identidades de A é um T-ideal,
denominado ideal de identidades de A e é denotado por T'(A).
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1.3 Estrutura das Algebras Associativas

Nesta se¢ao todas as dlgebras sao associativas.

Seja D uma algebra com divisao. A dlgebra D tem um elemento identidade 1. Sejam
n um inteiro positivo e M, (D) a édlgebra de matrizes com coeficientes em D. Seja E;; a
matriz cujo Unico elemento nao-nulo é 1 e estd na posicao (7, j). Vamos mostrar que M, (D)
¢ uma dlgebra simples. Claramente temos que (M,(D))? # {0}. Seja I # {0} um ideal de
M, (D). Seja P = (a;j) uma matriz ndo-nula em /. Temos que ay # 0 para algum k e
algum /. Como I é um ideal temos @ = > "_ auE, = > ExPE;, € 1. Como ay # 0,
@ ¢ uma matriz invertivel e Q71 = >"_| a,;llEM. Logo, I, = Q71Q € I e temos entao que
M, (D)= M, (D)1, C I. Portanto, I = M,(D).

Teorema 1. (Wedderburn) Seja A uma dlgebra associativa simples de dimensao finita sobre
F. Entao A é isomorfa a dlgebra de matrizes M, (D), em que D é uma dlgebra associativa
com divisao. Além disso, n € unico e D € unica a menos de isomorfismo.

Demonstragao. Seja I um ideal a direita minimal de A. Sejam L(I) a algebra dos
operadores lineares de I, considerado como um espaco vetorial sobre F', e

D={TeL(l)|TR,= R, Ya € A}.

Temos que D ¢é uma &lgebra com divisao e que a € A — R, € Lp(I) é um isomorfismo, em
que Lp(I) é a élgebra dos operadores lineares de I, considerado como um espago vetorial
sobre D. Se n é a dimensao de I sobre D, temos Lp(I) = M, (D) e portanto A = M, (D).

Se A= M,(D)e A= M, (D"), em que D e D' sdo édlgebras com divisao, entao temos um
isomorfismo 6 : M, (D) — M,/(D"). Se Fy; = 0(E;) entdo Fj; é semelhante a Ej,. Logo,
existe uma matriz invertivel P € M,/(D’) tal que E}, = P~'F;P. Seja ¢ : My (D') —
M, (D") o isomorfismo dado por (X) = P71 X P. Temos:

D= By M,(D)Ey, 2 FyM,(D')Fy =¥ Ey M, (D')E}, = D/,
n = dsz(Mn(D)Ell) = dimD/(Mn/(D’)Fll) = dsz/(Mn/(D/)Eh) = n’.

Teorema 2. (Felzenszwalb [22]) Seja A uma dlgebra associativa de dimensdo finita. Entao
temos:

(i) O nilradical Nil(A) € nilpotente.

(ii) A dlgebra quociente A/Nil(A) é isomorfa a uma soma direta finita de dlgebras associa-
tivas simples.

O radical de Jacobson de uma algebra A, denotado por J(A), é a intersecao de todos os
ideais a esquerda maximais de A.

Quando A é uma &algebra artiniana, J(A) é nilpotente e é a soma de todos os ideais
nilpotentes a esquerda de A. Em particular, Nil(A) C J(A). Por outro lado, como A/Nil(A)
nao contem nilideais nao-nulos e J(A)/Nil(A) é um nilideal de A/Nil(A), temos J(A) C
Nil(A). Portanto, neste caso, J(A) = Nil(A).

Teorema 3. (Wedderburn-Artin) (Jacobson [44]) Seja A uma dlgebra associativa artini-
ana. Entao existem inteiros positivos ny,...,n, e dlgebras com divisao D+, ..., D, tais que
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AJJ(A) = M,, (D) & --- & M,, (D,). Além disso, se A/ J(A) = M, (D)) & ---& M, (D) €
outra decomposi¢ao temosr =s, n; =t; e D; = D} (i =1,...,7, reordenando os indices
se necessdrio).

Uma algebra A é denominada primitiva (a direita) se existe um A-médulo (& direita) M
irredutivel e fiel. Isto significa que esta definida uma adicao m; + ms e uma multiplicacao
ma (Ym, my,me € M,a € A) que tem as seguintes propriedades: (M, +) é um grupo comuta-
tivo, (my+mg)a = mia+maa, (may)az = m(aiaz), m(ay + az) = may +mag (Ym, my, my €
M, a,a;,as € A) (A-médulo); sea € Ae Ma = {0} entdo a = 0 (fiel); os dnicos A-
submédulos de M sao {0} e M (irredutivel). Toda élgebra simples é primitiva; em particular,
a algebra de matrizes M, (D) é primitiva.

Um ideal P de uma algebra A é denominado primitivo quando a élgebra A/P é primitiva.
O radical de Jacobson J(A) é a intersegao de todos os ideais primitivos de A.

Seja V' um espaco vetorial sobre uma algebra com divisao D. Seja S uma subalgebra de
Lp(V). Dizemos que S é densa se dados x1, ..., x, elementos linearmente independentes de
Veuwy,...,y, elementos quaisquer de V existe T € S tal que T'(x;) =y; (1 =1,...,n).

Teorema 4. (Jacobson [44]) Seja A uma dlgebra associativa. Entdo temos:

(i) A dlgebra quociente A/J(A) € isomorfa a um produto subdireto de dlgebras associativas
primativas.

(ii) (Chevalley) Uma dlgebra associativa é primitiva se e somente se é isomorfa a uma
subdlgebra densa de uma dlgebra de operadores lineares de um espago vetorial sobre uma
algebra associativa com divisao.

2 Algebras Com Composicao

2.1 O Problema de Hurwitz

Se z = aj + agi e 2’ = by + byi s@o nimeros complexos, sabemos que |z2'| = |z| |2/], isto
é, que
2
(CL% + a%)(b? + bg) = (a1b1 — agbg)2 + (albg + (lgbl) .
Isto mostra que o produto de duas somas de dois quadrados é novamente uma soma de dois
quadrados. Uma pergunta que surge entao é se isto pode ser generalizado para soma de n
quadrados.
Em 1818, Degen construiu um exemplo para n = 8 que ficou sem divulgagao. Hamilton
construiu um exemplo para n = 4 (quatérnios) e Graves e Cayley para n = 8 (octonios).
Em casos particulares surgiu entao a idéia que vamos descrever a seguir. Se

(@2 +- +a2)(bj 4+ +b2)= AT+ + A2 (1)

entdao cada Ay é uma forma bilinear em a = (a;) e b= (b;), isto é,

n

Ak = Z cijkaibj.

3,j=1



Seja V um espago vetorial sobre R com base {ey,...,e,}. Se v =aje; + - - - + ape, identifi-
camos v com (a;). Considerando as operagoes (a;)+ (b;) = (a;+b;), AMa;) = (Aa;), (a;)(b;) =
(A;), obtemos uma 4lgebra sobre R. Esta algebra é normada pois definindo |a| = a?+- - -+a?
obtemos |ab| = |a||b]. Portanto, a existéncia de uma identidade do tipo (1) implica a
existéncia de uma algebra normada de dimensao n sobre R.

Toda algebra normada de dimensao finita é uma élgebra com divisao. Em 1878, Frobenius
(e também C. S. Peirce em 1881) estabeleceu que R, C e quatérnios sao as unicas algebras
associativas com divisao de dimensao finita sobre R.

Em 1898, Hurwitz provou que identidades do tipo (1), isto é, identidades para soma de
n quadrados que permitem composi¢ao, s6 existem paran =1, 2, 4, 8.

O problema de Hurwitz consiste em encontrar formas quadréticas nao-degeneradas (no
lugar de soma de quadrados) sobre um corpo qualquer que permitem composi¢do. Este
problema foi resolvido por Dickson (1919), Albert (1942), Kaplansky (1953) e Jacobson
(1958).

2.2 Algebras Com Composicao

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo F'. Sejam n : V' — F uma forma quadratica e
f(z,y) == n(x+y) —n(z)—n(y) a forma bilinear simétrica associada. Dizemos que n permite
composi¢ao se é possivel definir em V' uma multiplicacao zy tal que n(zy) = n(x) n(y).

Uma algebra A com elemento identidade 1 sobre F' é dita uma dlgebra com composi¢ao
se existe uma forma quadratica n : A — F tal que n(zy) = n(z) n(y) (Vz, y € A) e f(z,y)
é nao-degenerada, isto é, f(a,z) =0, Vx € A, implica a = 0.

Seja n : V — F uma forma quadrética tal que f(z,y) é ndo-degenerada. Suponhamos
que n permite a composicao xy. Entao n admite uma composi¢ao z.y tal que V' munido
da multiplicacao x.y é uma algebra com composicao. Portanto, o problema de Hurwitz ¢é
equivalente ao problema de descrever as algebras com composicao de dimensao finita.

Uma algebra é dita alternativa se satisfaz as leis alternativas (z,z,y) =0 e (y,x,z) = 0.
Uma &lgebra A sobre o corpo F' com elemento identidade 1 é dita quadrdtica se x> —t(z) = +
n(x) = 0 para todo x € A, em que t : A — F é uma forma linear e n: A — F é uma forma
quadratica.

Toda algebra com composicao A é alternativa e quadratica. Mais precisamente, para todo
r €A, 22— f(z,1)x+n(z) =0. O operador linear a € A —a € A, em que @ = f(a,1) — a,
é uma involugdo. Temos a +a@ = f(a,1) € Feaa=n(a) € F.

Seja A uma algebra com composicao sobre F. Entao A é uma algebra simples ou A =
F @ F. Para ver que isto é verdade, consideremos inicialmente um ideal I de A tal que
I # Ael =1 Temos que INF = {0} elogo a+a = 0 para todo a € I. Logo,
fla,x) = aT +xa = aT + aT = 0, para todo a € I, v € A, pois at € I. Como f é
nao-degenerada segue entdo que a = 0. Logo, I = {0}. Agora, suponhamos que A nao é
simples. Vamos mostrar que A = F' @ F. Existe um ideal 7" de A tal que T' # {0} e T # A.

Temos que T+Téumidealde Ae T+T =T —tT Pelo que foi observado, Z+T = A pois
T+T # {0}. De modo andlogo, vemos que T'NT = {0}. Portanto, A =T &T. Finalmente,
set, seTet#0entdos=(t+1%)  (s+5)teFt, donde segue que T~ F e T 2 F



Portanto, uma dlgebra com composicao sobre um corpo F € alternativa, quadrdtica, e é
simples ou isomorfa a F & F.
Para construir exemplos de dlgebras com composi¢cao usamos o processo descrito a seguir.

Processo de Cayley-Dickson. Seja A uma algebra sobre um corpo F. Suponhamos
que A tem um elemento identidade 1, a dimensdao de A é m e em A esta definida uma
involucao a — @ tal que a + @, a @ € F, para todo a € A. O processo de Cayley-Dickson
consiste em construir a partir de A uma algebra (A4, «) (o € F,a # 0) de dimensao 2m. A
algebra (A, ) é obtida quando definimos no produto cartesiano A x A a multiplicagao

(al, CLQ) (ag, CL4) = (CL16L3 + OCCL4EQ, 61a4 + CL3(L2).

O elemento (1,0) é um elemento identidade em (A, «) e (ar,as) = (@1, —az) define uma
involugao em (A, «). A élgebra (A, «) é associativa se e somente se A é associativa e comu-
tativa. A algebra (A, «) é alternativa se e somente se A é associativa. Se A é uma algebra
com composigao, entao (A, @) é uma dlgebra com composigao se e somente se A é associativa.

Temos os seguintes exemplos de algebras com composigao:
I. F (corpo de caracteristica # 2), n(x) = 2.

II. K(u) = F & Fvy, em que F' é um corpo de caracteristica qualquer,
vi=vi+pu (neF, du+1+#£0), a+bvy = (a+Db)— bu.

L. Q. B) = (K(n), 5).

IV. C(p, 8,7) = (Q1, B),7)-

As élgebras Q(u, 5) e C(u, 5,7) sao construidas a partir de K (u) pelo processo de Cayley-
Dickson. No caso em que car(F') # 2, K(u) também pode ser construida a partir de F' por
este processo.

As algebras do tipo I, II sao comutativas, as do tipo I, II e III sao associativas e a do
tipo IV é alternativa.

Se 72 — x — p é irredutivel, a algebra K (u) é uma extensao quadrética separdvel de F.
Quando 2% — x — p é redutivel temos K(u) = F @ F.

A dlgebra Q(u, 5) é denominada dlgebra de quatérnios generalizada e C(p, 3,7) é denom-
inada dlgebra de Cayley-Dickson.

Quando F' tem caracteristica # 2 é possivel escolher uma base 1, ey, - - - , e7 de tal maneira
que C(u, 3,7) tem a tdbua de multiplicagdo dada a seguir (v = p + i) Quando o = 3 =
v = —1 obtemos os casos classicos: dlgebra de quatérnios e dlgebra de octonios.

L 1] er| ea| ces| ea| es| es| er]
1 1 el €9 es €4 es €6 er
€1 €1 « €3 (675} €5 ey —er —QEg
€2 || €2 —€3 B | —Bex €e €7 Bes Bes
€3 || €3 | —QE2 pey | —af €7 aeg | —Pes | —afey
€4 || €4 —€5 —€6 —€r g —€ | —7€2 —es
€5 || €5 | —Qey —C7 | —Q€g | Y€1 —ay es Qryes
€6 || €6 er | —Pey Bes | ves —ves | —Bv | —Bver
er || er aeg | —Pes | afley | yes | —ayes | Bryex afy
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Comegando com F; = F e F; = K(u) podemos construir pelo Processo de Cayley-
Dickson uma sequéncia de édlgebras F; (t =1,2,3,...): F3=Q(u, 3), F1=C(u,B,7), F5s =
(Fy,7v5)s- -, By = (Fi—1,7). Como Fj nao é associativa temos que Fj5 nao é alternativa. Que
propriedade as algebras F; tém em comum? Daremos a resposta em seguida.

Uma élgebra nao associativa é denominada flezivel quando satisfaz a identidade (z,y, ) =
0.

Teorema 5. (Schafer [61]) A dlgebra Fy é flexivel para todo t.

2.3 Teorema de Hurwitz Generalizado

Vimos na Se¢ao 2.2 as algebras com composicao de tipos I-IV. Vamos mostrar agora que
estes sao os Unicos tipos possiveis.

Teorema 6. Seja A uma dlgebra com composicao sobre um corpo F. Entdo A € uma das
algebras do tipo I-1V.

Demonstracao. Seja B uma subalgebra de A contendo o elemento identidade 1 de A
tal que a restricio de f a B é nao-degenerada. Entdo A = B @® B*, em que B+ = {z €
Al f(z,y) = 0,Vy € B}. Se B # A entao existe v € B* tal que n(v) = —a # 0. Além
disso, B+vB = (B,a), 1 € B+vB e f restritaa B+ vB é nao-degenerada.

Agora, suponhamos que car(F) # 2. Neste caso, f restrita a F' é nao-degenerada.
Tomando B = F', temos que B = A e neste caso A = F é do tipo I, ou B # A. Se B # A
entao A contem uma subalgebra B; do tipo II. Se B; = A entao A é do tipo II. Se B; # A
entao tomando B = B; vemos que A contem uma subalgebra B, do tipo III. Se By = A
entao A ¢é do tipo III. Se By # A tomando B = By vemos que A contem uma subalgebra Bj
do tipo IV. Neste caso, necessariamente B3y = A.

Finalmente, suponhamos que F' tem caracteristica 2. Neste caso, A # F pois F nao é
uma algebra com composicao. Existe a € A — F tal que a +a # 0. De fato, se x +7 =
0 (Vr € A—F) entao f(1l,2) =0 (Yx € A—F). Como f(1,a) = 2« para todo a € F,
temos entao que f(1,z) =0 (Vo € A), contradizendo o fato de f ser ndo-degenerada. Pondo
s=(a+a) " aobtemos s> =s+pu (ueF, 4u+1+#0), F+ Fséuma subalgebra de A
do tipo II e f restrita a '+ F's é nao-degenerada. E, como fizemos acima, podemos provar
que A é do tipo II, III ou IV.

Corolario 1. Seja n : 'V — F uma forma quadrdtica nao-degenerada. Se n admite com-
posi¢do entdo a dimensao de'V € 1, 2, 4 ou 8. Além disso, se car(F') # 2 podemos escolher
uma base de V' tal que n(x) assume uma das sequintes formas:

(1) n(x) =

(ii) n(x) = 23 — ax%;

(i) n(w) = 23 — aa} — B} + i,

(w) n(x) = 22 — azd — B3 + afxd — yoi + ayri + fya2 — afyad,
em que o, 3,y € F, afvy #0.
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24 Algebras Com Composigao Cindidas

Uma 4lgebra com composigao A tem divisores de zero se e somente se n(x) = 0 para
algum z # 0. Quando isto ocorre dizemos que A é uma algebra com composicao cindida.
Por exemplo, K(0), Q(0,1) e C(0,1,1) sao algebras cindidas.

Uma algebra com composicao A é cindida se e somente se A contem um idempotente
e # 0,1. De fato, se A é cindida entao existe x € A tal que n(z) = 0ex+7 = a # 0.
O elemento ¢ = o 'z ¢ um idempodente de A e e # 0,1. Reciprocamente, se e é um
idempotente de A com e # 0,1 entao n(e) = 0 e A é cindida.

Teorema 7. Se A ¢ uma dlgebra com composi¢ao cindida sobre F' entao A € isomorfa a
K(0), Q(0.1) ou C(0,1,1).

Demonstragao. Seja B uma subalgebra de A contendo o elemento identidade 1 de A.
Suponhamos que f restrita a B é nao-degenerada. Entao se B # {0} podemos encontrar
u € Bt tal que n(u) = —a # 0. Agora, se B contem um idempotente e # 0,1 e
v=u+al!(l-a)ue entiov e B+ e v?=1. Segue que B +vB = (B,1) contem 1 e
além disso f restrita a B + vB é nao-degenerada.

Como A ¢ cindida sabemos que A contem um idempotente e # 0,1. A dlgebra K(0) =
F @ Fe é uma subdlgebra de A e um calculo simples mostra que f restrita a K(0) é nao-
degenerada. Se A = K(0) o resultado estd provado. Se A # K (0) fazendo B = K(0) vemos
que A contem a subdlgebra Q(0,1) = (K(0),1). Se A = Q(0,1) o resultado esta provado.
Se A # Q(0,1) fazendo B = Q(0,1) encontramos a subalgebra C'(0,1,1) = (Q(0,1),1) em
A. Mas neste caso temos necessariamente que A = C'(0,1,1).

Corolario 2. Sobre um corpo algebricamente fechado F' existem quatro dlgebras com com-
posi¢ao nao-isomorfas: F, K(0), Q(0,1), C(0,1,1).

Demonstragao. Seja A uma algebra com composigao sobre F' de dimensao > 1. Sejam
a€A—F e «€ F umaraiz de 22 —t(a)r +n(a) = 0. Entao (a —a) (a+a—t(a)) =0e
a — « é um divisor de zero em A. Portanto, A é cindida e o resultado segue pelo Teorema 7.

A aplicaggo K(0) = F & Fvy — F @ F que leva o + fv; em (a + [, «) fornece um
isomorfismo entre K(0) e F & F. A dlgebra (0, 1) é isomorfa a dlgebra Ms(F') das matrizes
2 x 2 com coeficientes em F. Um isomorfismo é dado por

a+ Buy + yvg + dvivg — {OHrﬂ 7+5}.

«

A dlgebra C(0,1,1) é isomorfa a dlgebra (My(F'),1) que é denotada por C'(F) e é de-
nominada dlgebra de matrizes de Cayley-Dickson.

Seja F' um corpo qualquer (incluindo a possibilidade de F' ser algebricamente fechado).
Considerando uma extensao transcendente F; de F', é possivel construir uma &algebra com
composicao sobre F; de dimensao 2, 4 e 8 que nao tem divisores de zero.
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2.5 Algebras Com Composicao Generalizadas

Vamos generalizar o conceito de algebra com composi¢ao nao exigindo que a élgebra tenha
um elemento identidade. Chamamos esta algebra de dlgebra com composi¢ao generalizada.

O problema da classificacao das algebras com composicao generalizadas foi estudado por
Myung, Okubo e Osborn no comego dos anos 80, Faulkner em 1988, e Elduque e Myung [21]
em 1993.

Okubo encontrou um exemplo de uma algebra com composi¢ao generalizada sobre C, a
algebra de pseudo-octonios Py, e generalizou este exemplo construindo a algebra que vamos
definir a seguir.

Seja F' um corpo de caracterfstica # 2,3 contendo v/—3. Seja sl(3, F) = {X € M3(F) |
tr(X) = 0}, em que tr(X) é o traco da matriz X. Obtemos a dlgebra Ps(F'), de dimensao 8
sobre F, definindo no espago vetorial si(3, F') a multiplicac¢ao

1
XY = pXY + (1= pY X — otr(XY)I,

em que (i = %(3 +1/=3) e I é a matriz identidade 3 x 3. Em particular, quando F = C,
obtemos a élgebra Py = P5(C).

Se n(X) = #tr(X?) entdo n ¢ uma forma quadrdtica, a forma simétrica associada
f(X,Y) = 3tr(XY) é ndo-degenerada e temos que n(X.Y) = n(X) n(Y) para todo X,Y €
PB(F).

A &lgebra Py(F') tem propriedades diferentes daquelas verificadas pelas dlgebras com
composicao: Pg(F) nao é alternativa; Py(F) verifica 2> = n(x)z (no lugar da equagio
quadrética) e é flexivel.

Quando F nao contem /=3 ou car(F) = 3, definimos a algebra Py(F) sobre F usando
a tabua de multiplicacdo da algebra Py(F), em que F é o fecho algébrico de F.

Em qualquer caso, a édlgebra Py(F') é denominada dlgebra de Okubo. Vamos usar o termo
algebra de Hurwitz para indicar uma das algebras do tipo I-IV.

Se A é uma algebra com composicao generalizada. Um elemento e € A é denominado
uma para-unidade se f(e,e) =1 e ex =xe =7 (Vo € A), em que T = 2f(e,x)e — x.
A dlgebra A é denominada para-Hurwitz quando A, considerada como algebra sobre alguma
extensdo F de F, possui uma para-unidade. Se A é Hurwitz com elemento identidade e
entao z.y = T y define uma nova multiplicacao em A e munido desta multiplicacao A é para-
Hurwitz. Reciprocamente, se A é para-Hurwitz com para-unidade e, esta nova multiplicacao
transforma A em uma algebra de Hurwitz com elemento identidade e. Neste sentido, existe
uma correspondéncia entre as algebras de Hurwitz e as dlgebras para-Hurwitz.

As algebras de Okubo e as algebras para-Hurwitz sao flexiveis.

Teorema 8. (Okubo [56]) Seja A uma dlgebra com composicao generalizada flexivel de di-
mensao finita sobre um corpo F' de caracteristica # 2. Entao A é uma dlgebra de Hurwitz
ou uma dlgebra para-Hurwitz ou a dlgebra de Okubo.

Seja F' um corpo de caracteristica # 2, 3. Suponhamos que F' contem y/—3. Seja A uma
algebra alternativa de dimensao finita sobre F' satisfazendo

2 — t(x)z? + s(z)z — n(x) =0,
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em que t : A — F é uma forma linear, s : A — F é uma forma quadraticaen : A — F
é uma forma cubica. Dizemos que A é uma dlgebra alternativa de grau 3. Se Ay = {z €
A | t(z) = 0}, todo elemento z € A pode ser escrito como x = o — 3t(x), em que zo € Ay.
Temos que s(z) = —3t(2?) para todo x € Ay. Quando t(z?) é nao-degenerada, dizemos que
A ¢ separdvel sobre F. Seja w # 1 uma raiz cibica da unidade e note que w = p~H(u—1) e
v/—3 = 2w + 1. Definimos uma multiplicacdo * em A, por

1
a*b=wab— w?ba — §(2w + 1)t(ab),

em que a,b € Ap. Em particular, quando A = M3(F) temos Ay = sl(3,F) e a € (Ap, *) —
V=3 a € Py(F) é um isomorfismo. Além disso, s(a * b) = s(a)s(b), para todo a,b € (A, *).

Se F' nao contem /—3, consideramos o corpo K = F(y/=3) = F(w) e uma algebra
alternativa de dimensao finita e de grau 3 sobre K, munida de uma involugao ~ do segundo
tipo, isto é, que satisfaz T = o, Ty =y 7, ax = a 7, para todo o € K e x,y € A, em que
o — @ é 0 tnico F-automorfismo de K de grau 2. Se Ay = {z € A | t(z) = =, T = —x} entdo
Ay é fechado sob a multiplicacao *, (Ag, %) é uma &lgebra sobre F e s(a*b) = s(a)s(b), para
todo a,b € Ay. Como s(a) = s(@) = s(a) para todo a € Ay, temos que s(Ay) C F e entiio s
restrita a Ay é uma forma quadrdtica sobre F.

Teorema 9. (Elduque e Myung [21]) Seja B uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo
F' de caracteristica # 2,3. Suponhamos que B nao é uma dlgebra de Hurwitz.

(i) Se F contem /=3, entdo B é uma dlgebra com composicio generalizada flexivel sobre
F se e somente se existe uma dlgebra alternativa separdvel de grau 3 A sobre F' tal que B
¢ isomorfa a (Ag,*). Além disso, duas tais dlgebras B sdo isomorfas se e somente se as
correspondentes dlgebras alternativas A sao isomorfas.

(ii) Se F ndo contem \/—3, entdo B é uma dlgebra com composicio generalizada flexivel
se e somente se existe uma dlgebra alternativa separdvel de grau 3 sobre F(v/—3) com uma
inwvolucao do sequndo tipo tal que B ¢é isomorfa a (/Nlo,*). Além disso, duas tais dlgebra
B sdo isomorfas se e somente se as correspondentes dlgebras alternativas A sdo isomorfas
como dlgebras com involugao.

2.6 Algebras Com Pseudo-Composicao

Seja F' um corpo de caracteristica # 2,3 e seja A uma &lgebra comutativa sobre F.
Dizemos que A é uma dlgebra com pseudo-composicdo se existe uma forma bilinear simétrica
nao-nula ¢ : A x A — F tal que

v = ¢(z,7)w, Vv € A

A forma ¢ é unica e é denominada norma de A. Definimos o radical de ¢ como sendo o
conjunto Radp = {x € A | ¢(z,y) =0, Yy € A}.

Quando A é uma algebra com pseudo-composi¢ao e ¢ é a sua norma temos ¢(z?, 2?) =
é(x,x)*, Vo € A. Compare esta equagdo com a equagao n(ry) = n(x)n(y) (Vr,y € A)
satisfeita pelas algebras com composicao.

Para simplificar, vamos supor que F' é algebricamente fechado. Neste caso, a algebra
com pseudo-composicao A sobre F' tem um idempotente e e A = Fe &P A% @ A_i, em que
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Ay ={z€A]ez=0az} (a=3,—1). Quando A_; = {0} ou Al = {0} dizemos que A é do
tipo quadrdtico pois
2* + B(z)x +vy(z,v)e =0 (Vo € A),

em que J: A — F é uma forma linear e v: A x A — F é uma forma bilinear simétrica.
O teorema de estrutura das algebras com pseudo-composigao é dado a seguir.

Teorema 10. (Meyberg e Osborn [53]) Seja A uma dlgebra com pseudo-composi¢io sobre
um corpo algebricamente fechado de caracteristica # 2,3. Entdo Rad¢ é um ideal de A, e
um dos sequintes casos acontece:

(i) A € do tipo quadrdtico;

(ii) A/ Rade é do tipo quadrdtico;

(7ii) A pode ser construida a partir de uma dlgebra alternativa quadrdtica com composi¢ao.

3 Algebras Alternativas

A estrutura das algebras alternativas simples foi obtida através dos trabalhos de Zorn
(1930), Schafer (1943), Albert (1952), Skornyakov (1950), Bruck e Kleinfeld (1951), Kleinfeld
(1953) e Zhevlakov (1967).

Os teoremas de estrutura das dlgebras alternativas foram obtidas por Kleinfeld (1955),
Slater(1969,1970,1971), Zhevlakov (1972) e Shestakov (1976).

Como ja definimos na Secao 2.2, uma algebra é alternativa quando satisfaz as identidades
(x,z,y) =0 e (y,z,z) = 0. O primeiro resultado fundamental sobre as algebras alternativas
¢é dado a seguir.

Teorema 11. (Artin) Em uma dlgebra alternativa, quaisquer dois elementos geram uma
subdlgebra associativa.

Demonstragao. Sejam A uma algebra alternativa e Ay a subalgebra gerada por a,b € A.
Para concluir que Aj é associativa, devemos provar que, para produtos finitos arbitrarios
uy, uz, us dos elementos a, b, temos (uj,us,uz) = 0. Fazemos isto por indugao sobre
n = d(uy) + d(uz) + d(us), em que d(u;) é o numero de fatores em u;. Se n = 3 o resultado
é claro e este é o primeiro passo da indugao. Suponhamos que n > 3 e (como hipétese de
indugao) que se vy, vy, vz sdo produtos finitos de a, b e d(vy) + d(vy) + d(v3) < n temos
(v1,v9,v3) = 0. Usando esta hipdtese de indugdo, podemos supor sem perda de generalidade,
que u; = tya, us = tea. Usando algumas identidades que valem para as algebras alternativas,
temos que (ug,us, uz) = —a(tius, t2,a) = 0, pois d(tyuz) + d(t2) + d(a) < n.

Corolario 3. Toda dlgebra alternativa € associativa nas poténcias.

3.1 Algebras Alternativas Quadraticas Simples

Como observamos na Segao 2.2, toda dlgebra com composi¢cao A sobre um corpo F' (a
menos do caso A = F @ F') é alternativa, quadradica e simples. O seguinte teorema fornece
uma reciproca para este fato.
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Teorema 12. Toda dlgebra alternativa, quadratica e simples é uma dlgebra com composi¢cao
ou um corpo de caracteristica 2.

Demonstracao. Seja A uma algebra quadratica sobre um corpo F. Isto significa que
z? — t(x)x + n(xr) = 0, em que ¢(z),n(xr) € F e sao unicamente determinados por z € A.
Além disso, temos que z € A — t(x) € F é uma forma linear e x € A — n(x) € F' é uma
forma quadratica. Agora, com a hipdtese adicional de que A é alternativa, podemos verificar
que n(zy) = n(x) n(y), para todo =,y € A.

Suponhamos que A é alternativa, quadrética e simples. Consideremos a forma bilinear
simétrica f(x,y) ;= n(x +y) — n(x) — n(y). O conjunto

W={acAl fla,A) =0}

¢ um ideal de A. Como A é simples, temos que W = {0} ou W = A. No primeiro caso,
f é nao-degenerada e A é uma &algebra com composicao. No segundo caso, f = 0 e entao
n(z+y) =n(z)+n(y). Logo, n: A — F é um homomorfismo de anéis e ker(n) é um ideal
de A. Mas, como ker(n) # A e A é simples, temos que ker(n) = {0}. Assim, A é isomorfa ao
subanel 0(A) = {n(x) | © € A} de F'. Mais ainda, §(A) é um corpo poisse z € A en(x) #0
entdo o inverso de n(z) é n(n(z)”™" x) € A(A). Logo, A é um corpo e A tem caracteristica 2
pois 1 +1=2= f(1,1) =0.

3.2 Algebras Alternativas Simples

Seja A uma algebra qualquer sobre um corpo F. O conjunto
NA)={neA| (nAA) =(AnA) = (A An)={0}}
é denominado centro associativo de A e o conjunto
K(A)={neAln A ={0}}
é denominado centro comutativo de A. O centro de A é o conjunto
Z(A) = N(A)n KI[A].

Temos que N(A) e Z(A) sao subdlgebras de A. Quando A é alternativa, K(A) é uma
subalgebra de A e 3K(A) C N(A). Logo, toda algebra alternativa e comutativa de carac-
teristica # 3 é associativa.

Se A ¢é simples entao Z(A) = {0} ou Z(A) ¢ um corpo. Se A é simples e central sobre F
(isto é, Z(A) = F) e K é uma extensao de F', entao o produto tensorial K @ A é simples e
central sobre K.

No que seque A € uma dlgebra alternativa.

Seja ZN(A) o ideal de A gerado pelos elementos [n,a] (n € N[A],a € A). Temos que
(ZN[A], A, A) C N[A].

Vamos mostrar que se A € simples e nao é associativa entdo N[A] = Z[A]. Suponhamos
o contrario, isto é, que N(A) nao estd contido em Z(A). Temos entdao que ZN[A] # {0} e
como A é simples segue que ZN(A) = A. Logo, (A, A, A) = (ZN(A),A, A) C N[A]. Como
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A nao é associativa, existe n = (z,y,2) # 0 e sabemos que n € N[A]. Por outro lado,
(z,y,A) C (A, A, A) C N(A) e podemos verificar que disto segue que < n >?= {0}, em que
< n > denota o ideal de A gerado por n. Logo, sendo A simples, temos que < n >= {0}
levando a uma contradicao.

Lema 1. Suponhamos que a dlgebra alternativa A satisfaz a identidade [z,y]™ = 0. Entao,
os elementos nilpotentes de A formam um ideal de A.

Demonstragdo. Suponhamos inicialmente que A é associativa. A dlgebra A = A/Nil(A)
nao contem nilideais ndo-nulos. Seja € A um elemento nilpotente; temos ¥ = 0 para
algum k. Suponhamos que x ¢ Nil(A). Segue que T # 0, ¥ = 0. Usando a identidade
[z,y]” = 0 podemos provar que T 7 é nilpotente para todo 7 € A. Logo, T A é um nilideal
a direita de A. Um resultado devido a Levitzki afirma que toda nildlgebra, associativa,
finitamente gerada e que satisfaz uma identidade polinomial, é nilpotente. Logo, 7 A é
localmente nilpotente. Notemos que T A # {0} pois se T A = {0} entdo T gera um nilideal
nao-nulo de A. Mas entdo o radical de Levitzki (isto é, o radical locamente nilpotente) £(A)
de A é # {0}. Mas L(A) é um nilideal de A, o que leva a uma contradicio. Portanto,
x € Nil(A). Suponhamos, agora, que A é alternativa. Sejam z,y € A elementos nilpotentes.
Pelo Teorema 11, a algebra B gerada por z, y é associativa. Pelo caso que ja foi provado, os
elementos nilpotentes de B formam o ideal Nil(B). Portanto, x 4+ y é nilpotente. De modo
analogo, podemos provar que se x é nilpotente e y é um elemento arbitrario de A entao zy
e yx sao nilpotentes.

Observamos acima que toda algebra alternativa e comutativa de caracteristica # 3 é
associativa. Observemos agora que se A € uma dlgebra alternativa, comutativa e simples
entdo A € um corpo. Sejam a,b,c € A e suponhamos que (a,b,c) # 0. Podemos provar que
toda dlgebra alternativa e comutativa verifica a identidade (x,y, z)*> = 0. Logo, (a,b, c)? = 0.
Como A é comutativa, A satisfaz [x,y]" = 0. Logo, pelo Lema 1, os elementos nilpotentes
de A formam um ideal I e este ideal contem o elemento nao-nulo (a, b, ¢). Temos entdao que
I # {0} e logo I = A pois A é simples. Portanto, A é uma nildlgebra satisfazendo uma
identidade polinomial e isto implica que A é localmente nilpotente. Mas este fato junto com
a simplicidade nao é possivel. Logo, devemos ter (a,b,c) = 0, para todo a,b,c € A, e A é
associativa. Mas uma algebra associativa, comutativa e simples é um corpo.

Seja X = {x1,z9,...}. A dlgebra alternativa livre, determinada por X e denotada por
Alt[X], é a algebra quociente F[X]/Alt, em que Alt denota o ideal de F[X] gerado pelos
elementos da forma (f1, f1, f2), (f2, f1, f1) (f1, fo € F[X]). Temos que Nayx)(A) C N[A],

em que

Nax)(A) = {p(ar,...,a,) | n > 1,p(x1, ..., 2,) € N(AIt[X]),a1,...,a, € A}.
O centro associativo N(Alt[X]) de Alt[X] contem os elementos

n(@,y) = [2,9]°, nalz,y) = 2,9 ([2,9] o [z,y2]), na(z,y) = [z, 9]z, ya]*,

em que [z,y] o [z,yz] = ${[z,y][x,yz] + [z,yz][z,y]}. Estes clementos sdo nao-nulos em
Alt[X] pois sdo nao-nulos na algebra associativa livre Ass[X].
O teorema principal sobre as algebras alternativas simples é o seguinte:
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Teorema 13. Seja A uma dlgebra alternativa, nao-comutativa e simples sobre um corpo
F. Suponhamos que Nayx)(A) C Z(A). Entao Z(A) é um corpo e A € uma dlgebra de
quatérnios generalizada Q(u, 3) ou uma dlgebra de Cayley-Dickson C(u,3,7) sobre o seu
centro Z(A).

Demonstragao. Do fato de A ser simples temos que Z(A) = {0} ou Z(A) é um corpo.
Vamos provar que Z(A) # {0}. Para todo x,y € A temos que

[z, y]* € Naux(A) C Z(A).

Basta portanto provar que existem a,b € A tais que [a,b]* # 0. Suponhamos o contrario,
isto é, que [z,y|* =0, Vz,y € A. Entao

{[v,y] | v,y € A} C I,

em que I é o ideal formado pelos elementos nilpotentes de A. Como A é nao-comutativa,
certamente I # {0} e a simplicidade de A fornece I = A. Logo, A é nildlgebra e, como A
satisfaz a identidade [z,y]* = 0, A é localmente nilpotente, o que leva a uma contradicao
pois A é simples. Portanto, existem a,b € A tais que [a,b]* # 0, Z(A) # {0} e entao Z(A)
é um corpo.

Consideremos a dlgebra A como uma algebra sobre Z(A). Esta dlgebra continua sim-
ples. Seja K uma extensdo de Z(A). A algebra Ax = K ®za) A é alternativa, simples
e central sobre K. Como n;(x,y) € N(Alt[X]) e Naux)(A) C Z(A) (por hipétese) temos
(ni(x,y),z,t) = [ni(x,y),2] = 0, para todo z,y,z,t € Aei = 1,2,3. Estas identidades
continuam validas quando tomamos x,y, z,t € Ag. Portanto, n;(z,y) € Z(Ax) = K, para
todo =,y € Ak, @ = 1,2,3. Por outro lado, provamos acima que existem a,b € A tais que
ni(a,b) = [a,b]* # 0. Podemos concluir disto que Ax é uma dlgebra quadratica. Assim, Ag
é uma algebra alternativa, quadratica e simples, e nao é comutativa. Logo, pelo Teorema
12, Ax é uma algebra com composicao. E possivel concluir disto que A é uma algebra com
composigao. Portanto, A = Q(u, 5) ou A = C(u, 3,7) para algum u, 3,y € F.

Corolario 4. (Kleinfeld) Se A € uma dlgebra alternativa, simples e A ndo € associativa
entdo o centro Z(A) de A é um corpo e A € uma dlgebra de Cayley-Dickson sobre Z(A).

Demonstracao. Se A é comutativa entao A é um corpo, contradizendo a hipotese de que
A nao é associativa. Logo, A nao é comutativa. Por outro lado, Nayx)(4) C N[A] = Z(A).
Logo, podemos aplicar o Teorema 13 e concluir que A é uma algebra de Cayley-Dickson
sobre Z(A).

Como toda algebra com divisao é simples, usamos o Coroldrio 4 para obter o seguinte
resultado:

Corolario 5. (Bruck-Kleinfeld-Skornyakov) Se A € uma dlgebra alternativa com divisio e A
nao € associativa entio Z(A) é um corpo e A € uma dlgebra de Cayley-Dickson sobre Z(A).
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3.3 Estrutura das Algebras Alternativas

Pelo Corolario 3, toda algebra alternativa A é associativa nas poténcias. Logo, o nilradical
Nil(A) estd bem definido (veja a Se¢ao 1.2). Quando A tem dimensdo finita, Nil(A) é
nilpotente.

Teorema 14. (Schafer [62]) Seja A uma dlgebra alternativa de dimensao finita. FEntdo
A/Nil(A) éisomorfa a uma soma direta finita de dlgebras simples. Cada uma destas dlgebras
simples ou € associativa (e, neste caso, isomorfa a uma dlgebra de matrizes sobre uma dlgebra
associativa com divisio) ou € uma dlgebra de Cayley-Dickson sobre o seu centro.

No que seque A € uma dlgebra alternativa de dimensao qualquer (inclusive infinita).

Um ideal a direita I de A é chamado ideal a direita modular se existe e € A tal que
x —ex € I, para todo x € A. Se I é um ideal a direita modular de A entao (I : A) = {a €
A : Aa C I} é o maior ideal de A contido em I.

A 4lgebra A é denominada primitiva (a direita) se A contem um ideal & direita modular
maximal [ e este ideal nao contem ideais nao-nulos; neste caso, (I : A) = {0}. Toda algebra
de Cayley-Dickson é primitiva. Um ideal I de A é denominado primitivo se A/I é uma
algebra primitiva.

Uma algebra B é prima se para quaisquer ideais nao-nulos [ e J de B temos I.J # 0.
Toda &lgebra alternativa primitiva é prima.

Teorema 15. (Kleinfeld) Toda dlgebra alternativa primitiva ou € associativa primitiva ou é
uma algebra de Cayley-Dickson sobre seu centro.

Demonstracao. Suponhamos que A é primitiva e nao é associativa. Como A é primitiva,
A tem um ideal a direita modular maximal /. O fato de A ser prima e (I : A) = {0} implica
I = {0}. Logo, nao existem ideais a direita préprios em A. Portanto, A é simples e, pelo
Corolario 4, A é uma algebra de Cayley-Dickson sobre o seu centro.

Seja A uma &algebra sobre F. Quando A nao contem um elemento identidade, podemos
construir a algebra A* que contem A e tem um elemento identidade. Como espaco vetorial
Af = F @ A e a multiplicacdo em A* é definida por

(+ a)(B+b) = (af) + (b + Ba + ab).

Um ideal I de A é denominado quasi-reqular se, para todo x € I, o elemento 1 —x tem um
inverso em A*. O radical quasi-reqular Rad(A) de A é o maior ideal & direita quasi-regular
de A e também é a intersecao de todos os ideais a direita modulares maximais de A.

Teorema 16. (Zhevlakov et al [67]) Seja A uma dlgebra alternativa artiniana. Entdo temos:
(i) O radical Rad(A) € o maior ideal nilpotente de A.

(ii) A dlgebra quociente A/Rad(A) € isomorfa a uma soma direta finita de dlgebras de
matrizes (sobre dlgebras associativas com divisio) e dlgebras de Cayley-Dickson.

Teorema 17. (Kleinfeld) Seja A uma dlgebra alternativa. Entao temos:

(i) O radical Rad(A) é a intersecao de todos os ideais primitivos de A.

(ii) A dlgebra quociente A/Rad(A) € isomorfa a um produto subdireto de dlgebras primitivas
associativas ou de dlgebras de Cayley-Dickson.
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Demonstragao. Seja 1, um ideal a direita modular maximal de A. O ideal Q, = (I, : A)
é o maior ideal de A contido em [,. O homomorfismo canénico A — A/Q, leva I, em
I,/Qq, que é um ideal a direita modular maximal de A/Q, e ndo contem ideais nao-nulos
de A/Q,. Logo, A/Q, é uma &lgebra primitiva e segue que @, é primitivo. Como @, C I,
temos entao

NQCNQ,CNI,= Rad(A),

em que () percorre o conjunto dos ideais primitivos de A.

Por outro lado, seja @ um ideal primitivo de A. Entao, A/Q é primitiva e segue do
Teorema 15 que A/(Q) é uma algebra associativa primitiva ou uma élgebra de Cayley-Dickson.
Em qualquer caso, Rad(A/Q) = {0}. O homomorfimso canénico A — A/Q estabelece uma
correspondéncia entre os ideais a direita modulares maximais de A e os de A/Q. Logo,
Rad(A) é levado em Rad(A/Q) = {0}. Portanto, Rad(A) C Q e segue que Rad(A) C N Q.

Como Rad(A) =N Q, em que @ percorre o conjunto dos ideais primitivos de A, segue que
A/Rad(A) é um produto subdireto de A/Q. Mas A/Q) é uma algebra associativa primitiva
ou uma algebra de Cayley-Dickson.

A dlgebra A é semiprima quando I = {0} é o tinico ideal de A tal que I? = {0}. O radical
primo de A é o menor ideal P(A) de A tal que a dlgebra quociente A/P(A) é semiprima.
O ideal P(A) pode nao ser nilpotente, mas é um nilideal. Um ideal I de A é primo quando
A/I é prima. O radical P(A) ¢é a intersegao dos ideais primos de A.

Os radicais de A estao relacionados pelas seguintes inclusoes:

P(A) C Nil(A) C Rad(A).

Um anel de Cayley-Dickson é um subanel B de uma algebra de Cayley-Dickson C' sobre
F tal que o centro Z = Z(B) estd contido em F e Z'B=C,em que Z'B={z"1 |z €
Z —{0}, b€ B}.

Teorema 18. (Zhevlakov et al [67])

(i) Se A € uma dlgebra alternativa entao A/P(A) é isomorfa a um produto subdireto de
algebras primas.

(i) Toda dlgebra alternativa prima de caracteristica # 3, que ndo é associativa, é um anel
de Cayley-Dickson.

4 Algebras de Jordan

4.1 Algebras de Jordan Especiais e Excepcionais

As algebras conhecidas como dlgebras de Jordan apareceram pela primeira vez no trabalho
de Jordan, von Neumann e Wigner publicado no Annals of Mathematics em 1934. Estes
autores mostraram que as propriedades estatisticas de um sistema mecanico quantico ficavam
mais simples, quando descritas usando a algebra M, (R)*). Esta algebra é obtida quando
consideramos a dlgebra de matrizes M, (R) e trocamos a multiplicagao usual AB das matrizes
A e B pela multiplicacao

AoB:%MB+Bm.
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Uma &lgebra é denominada dlgebra de Jordan se é comutativa e verifica a identidade de
Jordan (2%, y,z) = 0.

Se A é uma algebra associativa (ou alternativa), entdo a algebra A) obtida quando
trocamos o produto xy de dois elementos de A pelo produto de Jordan

1
zoy =gy +yw)

¢ uma algebra de Jordan.

Sejam V' um espago vetorial de dimensao n (2 < n < oo) sobre F', f : V xV — F
uma forma bilinear simétrica e J(V, f) = F' & V. Definimos uma multiplicagdo em J(V f)
da seguinte maneira: (o + z)(6 +y) = (af + f(z,y)) + (Bx + ay). Obtemos uma &lgebra
de Jordan denominada dlgebra de Jordan de grau 2 ou dlgebra de Jordan da forma bilinear
simétrica f. Esta dlgebra é comutativa e é quadratica pois, para todo a = a +x € J(V, f),
temos a® — t(a)a+n(a) = 0, em que t(a) = 2a e n(a) = o® — f(z,x). Reciprocamente, toda
algebra quadratica comutativa A é uma &dlgebra de Jordan de grau 2. Mais precisamente,
A=JV,g),emque V={x € A|t(zx)=0}eg(z,y) =2y (v,y € V). A élgebra J(V, f) é
simples quando f é nao-degenerada e nao é finitamente gerada quando n = co.

Seja A uma algebra com involugdo = : a € A —a € A. SejaH(A,” )={rx € A|T=z}.
Temos que (H(A,”),+,0) é uma algebra. Denotemos por A,, a édlgebra das matrizes n x n
com coeficientes em A. O operador ~* : A, — A, definido por @t = (@;;) é¢ uma involugao
de A,,. Para simplificar a notagao denotamos por H(A,) a dlgebra H(A,,™"). Se a involug¢ao
~ satisfaz a + @, aa € F (Va € A), H(A,) é uma &lgebra de Jordan e n > 3, entdo A é
necessariamente associativa.

Se A é uma algebra associativa (ou alternativa) entdao H(A,” ) é uma subdlgebra de A,
logo, é uma algebra de Jordan. Denotemos por C' = C(u,3,7) uma élgebra de Cayley-
Dickson (veja a Secao 2.2). As algebras H(C), H(Cy) e H(C3) sao édlgebras de Jordan.
Como C' nao é associativa, temos que H(C,,) nao é uma élgebra de Jordan para n > 3.

Uma &lgebra de Jordan J ¢é dita dlgebra de Jordan especial se existe uma algebra
associativa A tal que J é uma subélgebra de A™). No caso em que isto ndo é possivel,
J é dita uma dlgebra de Jordan excepcional.

Se A é associativa ou alternativa entdo AH) é uma dlgebra de Jordan especial. Se A é
associativa a afirmagao é trivial. Suponhamos que A é alternativa com 1. Consideremos o
homomorfismo L : a € A — L, € Hom(A, A), em que L,(x) = ax. Como L(aob) = L,0 L,
(para todo a,b € A), temos que L é um homomorfismo de A™) em Hom(A, A)*). Mas se
Lo = 0 temos que a = L,(1) = 0. Portanto, L é um homomorfismo injetor e A™®) ¢é isomorfa
a uma subélgebra de Hom(A, A)*). Se A ndo tem 1, entdo usamos a dlgebra alternativa
com 1 A* = '@ A no lugar de A.

Seja V' um espago vetorial sobre F' com base {1,v1,...,v,} (1 < n < o0) e seja [ :
V x V — F uma forma bilinear simétrica. A dlgebra de Clifford CI(f) da forma f é a
subélgebra da algebra associativa livre gerada por vy, . . ., v, que verifica v;v;+v;v; = f(v;,v;).
A dlgebra CI(f) tem base {1,v;, ...v;, | k> 1, i3 < i < -+ < ix}. A dlgebra J(V, f) é
especial pois é isomorfa & subalgebra de CI(f)™*) com base {1,v1,...,v,}

As élgebras H(C) e H(Cy) sao algebras de Jordan especiais, pois sao algebras do tipo
J(V, f). O primeiro exemplo de algebra de Jordan excepcional, a algebra H(C3), foi obtido
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por Albert em 1934. Suponhamos, por absurdo, que H(C3) é uma subélgebra de A,
em que A é uma algebra associativa. A aplicacdo ¢ : A — C definida por o(x) =
Eyi(xE9 + TE9)(E12 + F21) é um homomorfismo. Como C' é uma &lgebra simples, o é
injetor. Logo, C ¢é isomorfa a uma subdlgebra de A. Mas isto é uma contradi¢ao pois C' nao
é associativa.

Uma &lgebra de Jordan J sobre F' é denominada uma dlgebra de Albert se existe uma
extensao K de F tal que J ®p K = H(C3). Toda élgebra de Albert é excepcional, simples
e tem dimensao 27 sobre seu centro.

A estrutura das algebra de Jordan de dimensao finita sobre corpos de caracteristica # 2
foi obtida por Albert (1946, 1947, 1950), Kalish (1947) e Jacobson (1949).

Toda algebra de Jordan J é associativa nas poténcias e logo o nilradical Nil(J) estd bem
definido. Como no caso das dlgebras alternativas, temos os seguintes resultados:

Teorema 19. (Jacobson [43]) Seja J uma dlgebra de Jordan de dimensdo finita. Entdo o
nilradical Nil(J) € nilpotente e a dlgebra quociente J/Nil(J) € isomorfa a uma soma direta
finita de dalgebras simples.

Teorema 20. (Jacobson [{3]) Seja J uma dlgebra de Jordan simples de dimensdo finita
sobre um corpo algebricamente fechado F'. Entao J é isomorfa a uma das sequintes dalgebras:
F; J(V.,f), em que f € nao-degenerada; H(A,), n > 3, em que A é uma dlgebra com
composicao e A € associativa para n > 3.

A estrutura das dlgebras de Jordan simples de dimensao qualquer é dada pelo seguinte
teorema:

Teorema 21. (Zelmanov [66]) Seja J uma dlgebra de Jordan simples. Entao J € isomorfa
a uma das sequintes dlgebras: J(V,f), em que f é ndo-degenerada; A, em que A ¢
uma dlgebra associativa simples; H(A,” ), em que A é uma dlgebra associativa simples com
involucao ~; uma dlgebra de Albert.

Um subespaco K de uma &lgebra de Jordan J é denominado um ideal quadrdtico se, para
todok € K e a€ Jtemos 2(ka)k — k?a € K. Por exemplo, todo ideal & direita de A
é um ideal quadratico de A, E claro que todo ideal de J é um ideal quadratico, mas a
reciproca nao vale. Dizemos que J satisfaz a condicao minimal para ideais quadrdticos se
todo conjunto nao-vazio de ideais quadraticos de J contem um ideal quadratico minimal.

Como no caso das algebras alternativas, podemos definir o radical quasi-regular Rad(.J)
de uma &lgebra de Jordan J e temos:

Teorema 22. (Jacobson [43], Zhevlakov et al [67]) Seja J uma dlgebra de Jordan. Supon-
hamos que J satisfaz a condicao minimal para os ideais quadrdticos. Entao temos:

(i) (Slin’ko-Zelmanov) O radical Rad(J) € nilpotente e tem dimensdo finita.

(i1) (Jacobson-Osborn) A dlgebra quociente A/Rad(J) € isomorfa a uma soma direta finita
de dlgebras de Jordan simples que tem uwma das sequintes forma: uma dlgebra de Jordan
com divisao; H(A,”), em que A € uma dlgebra associativa artiniana com involu¢ao ~ e €
~-simples (i.e., se I é um ideal de A e I C I entio I =0 oul = A); J(V,f), em que f é
nao-degenerada; uma dlgebra de Albert.
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4.2 Algebras de Jordan Especiais Livres

A &lgebra quociente F[X|/Jord, em que Jord é o ideal de F[X] gerado pelos elementos
da forma [f1, fo] e (f% f2, f1), ¢ denominada dlgebra de Jordan livre e é denotada por
J[X].

A dlgebra de Jordan especial livre SJ[X] é a subdlgebra de Ass[X]™*+) gerada por X. Os
elementos de SJ[X] sdo denominados polinémios de Jordan. Um elemento f de Ass[X] é
um polinémio de Jordan se f pode ser expresso nas variaveis x; via as operagdes + e o.
Por exemplo, x1x9x3 + x32921 é um polindmio de Jordan pois

T1Tox3 + T3ToX1 = 2 {(131 o 33'2) o x3+ (l’g @) 1'3) ox| — (;Cg o CEl) o 1'2}.

Se J ¢ uma algebra de Jordan especial e ¢ : X — J € uma aplicagao entao existe um tnico
homomorfismo ¢ : SJ[X] — J tal que o diagrama

X = SJX]
N g
J

é comutativo.
Denotemos por * a involu¢ao em Ass[X] definida por

(x129 ... 2p)" = TpXp_1...21

e por H(X) a élgebra H(Ass[X],*). Como (z oy)* = z oy é claro que SJ[X]| C H[X].
Se cardX < 3 entao SJ[X] = H(X). Mas se car(X) > 3 temos SJ[X] # H(X) pois
T1ToT3T4 + T4x3xowy € H[X] mas ndo é um polinémio de Jordan. Se card(X) = 1 é claro
que SJ[X] = Ass[X]*). No entanto, se card(X) > 1 entdo SJ[X] ndo é isomorfa a A
para toda algebra associativa A.

Se I é um ideal de SJ[X] e I denota o ideal de Ass[X] gerado por I temos I € INSJ[X].
A igualdade ocorre se e somente se SJ[X]/I é uma algebra de Jordan especial. No caso em
que X = {z,y} a igualdade sempre ocorre e temos entdao que toda imagem homomorfa de
SJ[X] é uma &lgebra de Jordan especial.

A 4lgebra de Jordan SJ[z,y, 2]/ < x* —y? > é excepcional, em que < z? —y? > denota o
ideal gerado por 2% —y?. Isto ocorre devido ao fato de que se v = (2?2 —y?)zyz + 2yx(z* —y?)
entdo v € Hlz,y, 2] = SJ[z,y,2], ve I masv ¢ I.

Teorema 23. Se J ¢é uma dlgebra de Jordan especial com um conjunto enumerdvel de
geradores entao J pode ser imersa em uma dlgebra de Jordan especial com dois geradores.

Demonstragao. Sem perda de generalidade vamos supor que J é gerada por Z = {z; :=
zy'z}is1 C Asslz,y]. Da propriedade universal de SJ[Z] obtemos que existe um homomor-
fismo sobrejetor ¥ que torna o diagrama

Z — SJ[Z]
N Y
J
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comutativo. Seja I = ker(y). Como J é especial e SJ[Z]/I = J temos que SJ[Z]/I é
especial. Logo, I NSJ[Z] = 1. Seja I o ideal de Ass|z,y] gerado por I. Temos:

~ ~ A

SJZINI = SJ[ZNAss[Z)n]=8J[Z]n]=1

Logo,
J=SJ(Z)/1=SJ[Z)/(SI[Z)N]).

Como zy'z = 2(y’ o z) o — y' 0 2? a dlgebra SJ[Z]/(SJ[Z] N I) estd contida na subélgebra
de (Ass[Z]/I)) gerada por z +1 e y+ I e entdo J pode ser imersa nesta subdlgebra.

Teorema 24. (Shirshov) Toda dlgebra de Jordan com dois geradores € especial.

Demonstragao. Toda imagem homomorfa de SJ[x,y] é uma édlgebra de Jordan especial.
Por outro lado, existe um isomorfismo ¢ : SJ[x,y] — J|x,y] tal que () =z, ¥(y) =v.
Seja J uma &lgebra de Jordan com dois geradores z, y. Pela propriedade universal da
algebra de Jordan livre J]z,y] temos um homomorfismo sobrejetor 6 que torna comutativo
o seguinte diagrama:
{z,y} — Jlx,y
N Lo
J

Logo, fov : SJ[x,y] — J é um homomorfismo sobrejetor. A dlgebra J é entao uma imagem
homomorfa de SJ[z,y] e segue que J é especial.

Em 1959, Albert e Paige estabeleceram que se H(A,) é uma imagem homomorfa de uma
algebra de Jordan especial entdao A é associativa. Logo, como a dlgebra de Cayley-Dickson
C' nao é associativa, segue que H(C3) nao é a imagem homomorfa de uma algebra de Jordan
especial. Como H(Cj3) tem 3 geradores, isto mostra que o resultado enunciado no Teorema
24 é o melhor que se pode conseguir.

Usando a propriedade universal das algebras Flzy,...x,] e J[z1,...,x,] encontramos
homomorfismos sobrejetores o, 5 e m, que tornam comutativo o seguinte diagrama:

Flzy,...,xn) & Jlwy, ... 1)
N L
STy, ..., T

Seja f € Flxy,...,x,). Se f é uma identidade em SJ[zy,...,z,] entdo a(f) = 0 e logo
T (B(f)) = a(f) = 0, isto é, G(f) € ker(m,). Agora, se f nao é uma identidade em
J[z1, ..., z,) temos que B(f) # 0 e logo ker(m,) # {0}. Reciprocamente, se ker(m,) # {0}
entdo existe uma identidade que vale em SJ[zy, ..., x,] mas nao vale em J[xq,...,x,].

Toda identidade em duas varidveis que vale em SJ[x,y] vale em qualquer &lgebra de
Jordan pois ker(my) = {0} ja que SJ[z,y] e J|x,y] sdo isomorfas. Em 1960, Macdonald
mostrou que este resultado continua valido quando temos 3 variaveis xq, xo, x3 € a identidade
¢ de grau < 1 em x3. Olhando novamente para H(C3) vemos que ker(ms) # {0}. Logo,
existem identidades que valem para as dlgebras de Jordan especiais mas nao vale para todas
as algebras de Jordan. Estas identidades sao chamadas identidades especiais.
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Analisando a prova dada por Albert e Paige, Glennie encontrou em 1966 a identidade
especial (4) abaixo que tem grau 8 e também outra de grau 9. Em 1970, Glennie provou que
nao existem identidades especiais de grau < 7 em qualquer niimero de variaveis sobre um
corpo de caracteristica 0. Veja também Hentzel [37].

Denotemos por {abc} a expressiao (ab)c + (cb)a — (ac)b e por U, o operador 2 R? — Rz,
em que R,(y) = yx. As seguintes identidades valem para toda élgebra de Jordan:

{zyz}? = {a{ya®y}a}, (2)
Uu,(@)(2) = UyUsUy(2). (3)
De fato, pelo resultado de Macdonald basta mostrar que estas identidades valem em S.J [z, y]

e fazemos isto tratando todos os produtos como produtos de Jordan e expandindo.
Glennie encontrou as seguintes identidades especiais:

2 {{y{zzzty}z(zy)} — {y{z{z(zy) 2}z }y}
=2 {(zy)z{z{yzy}z}} + {z{y{z(zy)2}y}a} = 0, (4)

2 ({zza}) ({y{zy?z}a}) — 2 ({yzy)) ({afza®2}y})
—{r{z{z{yzytytzta} + {ylz{y{rza}a}z}y} = 0. (5)

Para verificar que estas duas ultimas identidades valem em SJ[x,y, z] é sé expandir. Em
H(Cj), a identidade (4) nao ¢é satisfeita pelos elementos

1 00 010 0 v v
xr=|0 0 0O, y=11 0 1|, z=|u 0 w
0 01 010 v w 0
e (5) nao é satisfeita pelos elementos
010 000 0 v w
r=1100, y=|00 1], 2=z 0 wl,
0 00 010 v w 0

em que u,v,w € C' e (u,v,w) #0.

O grau minimo que uma identidade especial pode ter é 8. Logo, para verificar que uma
identidade de grau < 7 vale em toda algebra de Jordan, basta verificar que ela vale em
SJ[xy,...,x,], em que n é o grau da identidade considerada.

5 Algebras de Bernstein

As algebras de Bernstein foram introduzidas nos anos 70 e desde entao foram publicados
cerca de 150 artigos sobre estas algebras. Neste capitulo, vamos ver como as algebras de
Bernstein surgiram e mencionar alguns de seus aspectos. Alguns dos outros aspectos nao
mencionados aqui podem ser encontrados nos seguintes artigos: [1, 3, 9, 13, 14, 18, 19, 20,
24, 26, 27, 29, 46, 49, 52, 54].
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5.1 O Problema de Bernstein

Em 1923 Bernstein propos o problema da descricao explicita de todos os operadores
evolucao que atingem o equilibrio na segunda geracao.

Sejam ay, ..., a, n tipos hereditdrios. Denotemos por d;;, a probabilidade de obtermos ay
a partir de a; e a; (0i6 = 0jik >0, > p_, 0ije = 1). Se z = (21, ...,x,), com xq,...,2, >0
ey »,x; =1, representa a distribuigao de frequéncias dos tipos hereditdrios em uma dada
geragao, entao a distribuigao de frequéncias na geragao seguinte é ' = (2, ...,2}), em que
X = szzl z;ixi0i (k=1,...,n). O operador evolugdo é o operador quadratico V' definido
por V(x) = 2’. A populagio atinge o equilibrio na segunda geragio se e somente se V2 = V;
neste caso, dizemos que o operador V' é estaciondrio. Bernstein resolveu o problema para
n = 3 e obteve resultados para n arbitrario em certos casos.

A seguir temos dois exemplos.

Exemplo 1. Seja V' o operador quadratico dado por

2

oy = (z1+ s23)", = (224 %I3)2, ahy = 2(xy + 3x3) (22 + 323),

em que x1 + x5 +x3 = 1. Se P = (p1,p2), pi(x) = 21 + %ZE?), po(r) = a9 + %ZE3 e
Q(phpQ) = (p%ap%a 2p1p2)7 entao V = QP Temos:

pr(@') = o + Lo = py(2)? + pu(@)pala) = pr (@)1 () + pa(2)] = pr(2),
ja que p1(x) + po(x) = 21 + x9 + 23 = 1. Analogamente, po(2’) = po(z). Logo, PV = P.
Segue entao que V2 = QPV = QP =1V.

O operador dado no Exemplo 1 é conhecido como operador de Hardy-Weinberg e foi
obtido independentemente por Hardy e Weinberg em 1908. A descoberta deste operador foi
importante para o desenvolvimento da genética de populacoes. Uma das interpretacoes que
pode ser dada ¢ a de que este operador é o operador evolucao de uma populagao com gene
dominante A e recessivo a e tipos hereditarios a; = AA, a9 = aa e a3 = Aa.

Exemplo 2. (Lei da Quadrilha) Seja V' o operador quadratico dado por

) = (v + x2)(x1 +x3), = (x1 + x2) (22 + 24),
xh = (x3 4+ x4) (21 +23), o) = (v3+ x4) (22 + 24),
em que 1 + 22 +x3+ x4 = 1. Temos V = QP, em que

P: (p17p27p37p4)7
p1(x) =21 + 22, pa(x) = x5 + x4, p3(x) =21 + 23, pa(x) = T2 + T4,
Q(p1, P2, p3, Pa) = (P1P3, P1P4, P2P3, P2P4)-

E imediato verificar que PV = P e logo que V2 =1V.

Lyubich deu a seguinte interpretacao para o operador dado no Exemplo 2. Consideremos
uma populacao com genes femininos X, x e genes masculinos Y, y. Os tipos hereditarios que
aparecem sao sempre hibridos e sao os seguintes: a; = XY, as = Xy, a3 = x2Y e ay = zy.
Existe diferenciagao pelo sexo entre os genes mas nao entre os zigotos. O operador evolugao
desta populacao é dado pela lei da quadrilha.

Denotemos por 6"t o simplexo {z = (z1,...,2,) € R | z1,...,2, >0, > 2 = 1}.
Seja V : 0" ! — ¢™~! um operador evolucao. Uma forma linear p : R™ — R ¢é dita invariante
se p(V(z)) = p(z) para todo z € 0" . O conjunto de todas as formas invariantes é um
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espago vetorial e o conjunto das formas invariantes com coeficientes nao-negativos é um
cone neste espaco. Sejam pq, ..., ps uma base para este cone, normalizada no sentido de que
o maior coeficiente de cada forma p; é 1. A transformacao linear P : ¢"! — R®, dada
por P = (p1,...,ps), é denominada operador meiose e representa a transformacao de zigotos
em gametas. Dizemos que o operador V' tem estrutura génica se existe uma transformacao
quadrética Q : R® — o™ ! com coeficientes nao-negativos tal que V = QP; neste caso,
zy, = >0 pi(®) pi() din(k = 1,...,n). Esta transformaciao @ é denominada operador
fertilizacao e descreve a formacgao de zigotos a partir da uniao de gametas. Quando as formas
P1, ---, Ps sa0 linearmente independentes, dizemos que V' tem estrutura génica elementar. No
caso contrario, dizemos que V tem estrutura génica ndao-elementar. O operador dado no
Exemplo 1 tem estrutura geénica elementar enquanto que aquele dado no Exemplo 2 tem
estrutura génica nao-elementar. Todo operador evolugao com estrutura génica é estacionario.
O operador V' ¢é dito normal quando a populacao que ele descreve tem as seguintes
propriedades: nenhum tipo hereditario desaparece (isto é, z # 0); dois tipos heredita-
rios nao sao do mesmo tipo (isto é, z; ndao é um multiplo de x; quando i # 7); dois tipos
hereditérios nao podem ser unificados (isto é, o operador depende de z; e z; e nao de z;+x;).
Nos anos 70, Lyubich obteve os resultados que vamos descrever a seguir.

Teorema 25. (Lyubich [50]) Um operador evolugdo tem estrutura génica elementar e é
normal se e somente se (a menos de permutacoes de coordenadas) tem a sequinte forma:
Ty =PI 2 D1 ks Gk Phy - - Ty =PE 2P D s sk D (1<K <0s),
$;+1 =2 blpilpk17 SRS xiz =2 b5pi5pk57
§>20=n—s5>1,1 < ky,....,is < ks, nenhum dos pares (i, k1), ..., (is, ks) coincidem,

Pk :.%'k‘{‘Z?:l Ckl Tsyl (IC: 1,...,8),
0s coeficientes ai, b;, ¢y estao contidos em [0,1], b; > 0, ¢;;1 > 0, cg1 > 0,..., s > 0, 0s
cpy restantes sao nulos,

Cut o =1, QG +cubi =13, i, + crb = 3.
(l=1,...,9) e, finalmente, para os pares (i,k) que ainda nao foram considerados,

1
Qi = Qik = 5.

A lei da quadrilha pode ser generalizada. Seja n = kl com k,l > 1. O elemento x =
(21, ..., z,) pode ser escrito na forma matricial

T N
Ti4+1 N D

T = +
Tk-1)+1 - - - Tk

Denotemos por p;(z) e gj(x) a soma dos elementos da i-ésima linha e da j-ésima coluna,
respectivamente. A lei da quadrilha generalizada é o operador evolugao dada por
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piqgr - - . D14q
I = p2q1 - - - P2q
Prqr - - - Pr4i
O operador meiose é dado por P = (py, ..., pk, q1, ---, @) € 0 operador fertilizagao por

QP1, s Dy Q15 -y 1) = (P11, -, PIQL, P25 -, PRGL)-

Temos V' = QP e este operador tem estrutura génica nao-elementar.

Teorema 26. (Lyubich [50]) Seja V' um operador evolugao normal com estrutura génica.
Entao, V' tem estrutura génica elementar ou é uma ler da quadrilha generalizada.

Assim, o problema de Bernstein com certas restrigoes foi resolvido por Lyubich. Estas
restricoes foram impostas para que o problema nao saisse do campo da genética. Lyubich
forneceu dois possiveis modelos genéticos: um é descrito por um operador do tipo dado pelo
Teorema 25 e o outro pela lei da quadrilha generalizada.

Lyubich conjecturou que todo operador evolucao estacionario e normal tem estrutura
génica. Esta conjectura foi confirmada por Gutiérrez Ferndndez [36]. Portanto, no Teorema
26, a hipotese com estrutura génica pode ser substituida por estacionario.

5.2 Algebras de Bernstein

Lyubich (e também Holgate [40]) introduziu o conceito de &lgebra de Bernstein, forne-
cendo uma formulacao algébrica para o problema de Bernstein.

Seja V(x) = 2’ o operador evolucdo dado por zj = > 7| w0, Seja {ei, ...,en} uma
base de R". Introduzindo em R™ a multiplicacao dada por e;e; = ZZ:l dijkek, obtemos uma
dlgebra Ay. Em termos da dlgebra Ay, V(z) = 2% e a estabilidade na segunda geragio ¢
expressa por 2222 = 2 (z = (21, ..., ), Yo, 2; = 1). E imediato verificar que a forma linear
wy : Ay — R definida por wy(z) = Y2, 2; é um homomorfismo e que 2222 = wy ()22,
para todo x € Ay.

Uma dlgebra de Bernstein é um par (A,w) consistindo de uma algebra nao-associativa
comutativa A sobre um corpo F' e um homomorfismo nao-nulo w : A — F' tais que

?2? = w(x)’s® (V€ A). (6)

E importante observar que w é unicamente determinado: se (A, w;) e (A,w,) sdo dlgebras de
Bernstein entao w; = ws.

Em particular, (Ay,wy) é uma élgebra de Bernstein.

Seja (A,w) uma algebra de Bernstein sobre um corpo F' de caracteristica # 2. Sey € A e
w(y) # 0, seja x = (w(y)) 'y. Daidentidade (6) segue que z2 é um idempotente. Escolhendo
um idempotente e temos a soma direta (de espagos vetoriais) A = Ke @ N, em que N é o
niicleo de w. Se R, denota a multiplicagao & direita por e atuando sobre N, temos 2R? = R..
Isto fornece a decomposicao de Peirce A = Ke® U @&V, em que U é o ntcleo de 2R, — I e
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V ¢ o nicleo de R, isto é, U ={n € N | en=3n}, V ={n € N | en = 0}. Os subespacos
U e V satisfazem

UlcVv, UVcU V:cU UV?={0}.

A decomposicao acima depende da escolha do idempotente. No entanto, quando a dimensao
de A é finita, a dimensao de U e consequentemente a dimensao de V' sao invariantes de A.
Neste caso, o par (dimU + 1, dimV’) é denominado o tipo de A.

A condigao U? = {0} ndo depende do idempotente e define a subclasse das 4lgebras de
Bernstein ezcepcionais. As condigoes UV = {0} e V? = {0} também nio dependem do
idempotente e definem a subclasse das algebras de Bernstein regulares.

O problema da classificacao das dlgebras de Bernstein tem-se mostrado dificil. Como
observado por Lyubich, existem obstaculos a uma classificacao em geral pois esta classi-
ficacao contem como subproblema, por exemplo, a classificacao de formas quadraticas. No
entanto, certos teoremas de classificacao tem sido obtidos. Por exemplo, Lyubich classificou
as algebras de Bernstein de dimensao n sobre C de tipos (n,0), (n —1,1), (I,n—1) e
(2,n—2) e as algebras de tipo (3,7 —3) que sao excepcionais. Gutiérrez Fernandez et al [32]
obteve a classificagao das algebras de Bernstein de tipo (2,n —2) e das dlgebras de Bernstein
de tipo (3,n — 3) que nao sao excepcionais sobre um corpo qualquer de caracteristica # 2.

Retornando ao problema de Bernstein, observamos que um operador evolugao V' tem
estrutura génica se e somente se a dlgebra de Bernstein (Ay,wy) é regular; neste caso, o
operador V' é denominado reqular. Dizemos que o operador evolucao V' é excepcional quando
(Ay,wy) é excepcional.

A classificacao dos operadores evolucao regulares e excepcionais foi obtida por Lyubich
nos anos 70. Mais recentemente, nos anos 90, Gutiérrez Ferndndez [36] obteve a descri¢ao
dos operadores nao-regulares, completando a classificagao.

5.3 Nilpoténcia e Solubilidade do Niicleo

Sejam (A,w) uma algebra de Bernstein e N = ker(w). Nesta se¢do vamos considerar a
seguinte questao: N é nilpotente ou soltivel? Vejamos inicialmente dois exemplos.
Exemplo 3. Seja A = Z5 & Z5 & Z5 munido da multiplicagao

1 1
(k’l, ai, bl)(kg, as, bg) = (k’lk’g, 5]{1&2 + 5[(32(1,1 + (Ilbg + a261 + ble, O)

E facil ver que o par (A,w) onde w(k,a,b) = k ¢ uma élgebra de Bernstein. O nicleo de w
¢N={0}®Zs® Z5. Sea=(0,1,0) e b = (0,0,1) (1 <i < n) temos

(o (((aby)b2)b3)..) by = a 2 0.

Logo, N nao é nilpotente.

Exemplo 4. Zhevlakov deu o seguinte exemplo de uma nilalgebra comutativa N de
nilindice 3. Seja X = {x1,x9,...}. Dizemos que o monomio (...((z;,xs,)Ts) ... )T, é
reqular se 11 < iy < --- < i,. Os monomios regulares formam uma base para N, e a
multiplicacao * ¢ definida por: x; * x; = z;2;; uxv =0seu e v tem pelo menos duas
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variaveis; u x x; = 0 se x; aparece em u; uxzr;, =0seu=ux;...7, k>2 e i<i;
uxx; = sinal(o)(...(...xy o)z )xy,, k>2, 1>14; eo éapermutacao que leva x; na
posicao correta. A dlgebra N nao é finitamente gerada e nao é nilpotente. Para transformar
N em uma algebra de Bernstein A, acrescentamos um idempotente e obtendo A = Fe @ N,
e definimos a agao deste idempotente sobre os monomios regulares da seguinte maneira: U é
formado pelos monomios regulares com um numero impar de variaveis e V' é formado pelos
monomios regulares com um nimero par de varidveis. Temos que V = U? e logo A% = A.

Odoni e Stratton [55] e Grishkov [31] provaram que se A é uma algebra de Bernstein de
dimensao finita e A? = A entao N é nilpotente. Grishkov conjecturou que no caso em que A
é finitamente gerada por n geradores entao existe ¢ = ¢(n) tal que N é nilpotente de indice
< ¢. Peresi [57] mostrou que a conjectura de Grishkov é verdadeira, isto é, mostrou que N é
nilpotente, mas sem encontrar ¢. Krapivin [47] também provou esta conjectura encontrando
c.

Teorema 27. Seja (A,w) uma dlgebra de Bernstein finitamente gerada tal que A* = A.
Entao N € nilpotente.

Demonstracao. Seja A = Fe ® U &V a decomposicao de A relativa a um idempotente
e. Sejam L =Uy(A) ={ue U |uwU ={0}} e M ={z € N|aN C L}. O conjunto Uy(A)
¢ um ideal de A (veja a Segao 5.4). Temos que n® € L, para todo n € N. Logo, N/L ¢é
uma nildlgebra de nilindice 3. Temos que M é um ideal de N e que N/M é uma &lgebra
de Jordan especial. Isto significa que N/M é isomorfa a uma subdlgebra de ™) em que
E é uma algebra associativa. No nosso caso, E é a algebra dos endomorfismos de (N/L, +).
Como N/M é isomorfa ao quociente de N/L por M/L, temos que N/M também é uma
nildlgebra de indice 3. E conhecido que toda nildlgebra de Jordan especial de indice finito
é localmente nilpotente, isto é, toda subalgebra finitamente gerada é nilpotente (Zhevlakov
et al [67], p. 114). Logo, N/M é nilpotente (aqui estamos usando a hipétese de que A
é finitamente gerada). Temos entdo que (N/M)" = {0} para algum r, isto é, N” C M.
Portanto, (N"N)N C (MN)N C LN = {0} e, como A é comutativa, disto segue que N é
nilpotente.

Os Exemplos 3 e 4 acima mostram que as hipdteses impostas para se obter a nilpoténcia
de N nao sao redundantes: somente finitamente gerada ou somente A2 = A nao é suficiente
para implicar que N é nilpotente.

Suazo [63] mostrou que toda algebra de Bernstein finitamente gerada A tal que A% = A
tem dimensao finita.

Em [38], Hentzel e Peresi provaram que N é solivel quando A é finitamente gerada. Em
[39], Hentzel et al provaram que para toda algebra de Bernstein N? ¢ nilpotente de indice
no maximo 9. Como uma consequéncia deste fato obtiveram que N é soluvel de indice no
maximo 5.

Estes resultados foram melhorados e o melhor resultado que temos atualmente é o
seguinte:

Teorema 28. (Bernad et al [5]) Sejam (A,w) uma dlgebra de Bernstein. Entao, temos:
(i) N ¢ solivel de indice no mdwimo 3, isto é, N® = {05}
(ii) N? € nilpotente de indice no mdximo 5, isto é, (N?)” = {0}.
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Existem outras classes de algebras que surgiram a partir da descrigao de modelos gené-
ticos. Uma destas classes é a das algebras genéticas. Uma algebra comutativa A de dimensao
n é genética se tem uma base {eg, e1,...,e,—1} tal que, se e;e; = ZZ;(I) dijk €k, entao temos:
dooo =1, doit =0 (0 <k <i<n-—1), 6 =0 (0 <k <mazx(i,j), 1 <i,j <n-1
Lyubich provou que uma élgebra de Bernstein (A,w) de dimensao n é uma &lgebra genética
se e somente se N é nilpotente. Portanto, toda &dlgebra de Bernstein (A,w) de dimensao
finita satisfazendo A%2 = A é uma 4lgebra genética.

5.4 Estrutura das Algebras de Bernstein

As élgebras de Bernstein (Aj,wq) e (Az,wsy) sdo isomorfas se existe um isomorfismo
¢ : Ay — Ay que satisfaz a condicao w; = wy.

Seja (A;, w;)ier uma familia de algebras de Bernstein. O produto direto IL;c;(A;, w;) é
uma algebra, mas nao é de Bernstein quando I tem pelo menos dois elementos. Consideremos
em Il;e/(A;, w;), a subélgebra

xieI(A,-,wi) = {(Q?Z> < HiGIAi ‘ wl(azl) = wj(:rj), VZ,] € [}

Se definimos w : X;er(A;, w;) — F por w((z;)) = w;(x;), obtemos que (X;er(A;, w;),w) é uma
algebra de Bernstein, denominada o produto direto de (A;, w;)ier-
Uma élgebra de Bernstein (A,w) é denominada decomponivel se existem &lgebras de

Bernstein (Aj,w;) e (A2, wy) nao triviais (isto é, nao isomorfas a F') tais que (A,w) =
(A1, w1) X (Ag,wq). No caso contrério, dizemos que (A,w) é indecomponivel.

Teorema 29. (Cortés e Montaner [15], Costa e Guzzo [17])

Seja (A,w) uma dlgebra de Bernstein de dimensdo finita. Entao temos:

(i) A dlgebra (A,w) € isomorfa a um produto direto de um nimero finito de dlgebras de
Bernstein indecomponiveis.

(ii) Suponhamos que

(A,w) Z (A, wy) X - X (Ap,wy) = (B, 71) X -+ X (Bmy Tin)

sao duas decomposicoes de A como um produto direto de dlgebras de Bernstein indecom-
poniveis. Entdo n =m e, apds uma reordenagao dos indices, temos que (A;,w;) = (B;, Ti).

Se e é um idempotente de uma &dlgebra de Bernstein (A,w) e A = Fe® U @ V entao o
conjunto dos idempotentes de (A,w) é I(A) = {e + u+ u? | u € U}. Dizemos que (A,w) é
uma dlgebra de Bernstein-Jordan se as seguintes condi¢oes equivalentes sao satisfeistas: A
é uma algebra de Jordan; para todo g € I(A), se A = Fg& U, @V, é a decomposicao de
Peirce de A relativa a g, temos V,? = {0}; (A, w) satisfaz 2 = w(x)2?, para todo z € A.

O conjunto Up(A) = {u € U | uU = {0}} é um ideal de A e A/Uy(A) é uma algebra
de Bernstein-Jordan. O ideal Uy(A) nao depende da escolha do idempotente pois Up(A) =
Ngera)Uy (veja Cortés e Montaner [15]).

O fato de que A/Uy(A) é uma algebra de Bernstein-Jordan foi mostrado por Hentzel e
Peresi [38] e também por Gonzélez e Martinez [23], e foi fundamental para o desenvolvimento
da teoria das algebras de Bernstein. Como um exemplo de aplicacao deste fato, mencionamos
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o resultado obtido por Gradl e Walcher [30] sobre o comportamento da equagao de Andreoli
para o caso das dlgebras de Bernstein. A equagao diferencial 2’ = 22 — x, z(0) = y, é
denominada equacdo de Andreoli e serve para modelar a dependéncia ao longo do tempo
das frequéncias de gendtipos de uma populacao. Gradl e Walcher mostraram o seguinte
resultado: se (A4,w) é um 4lgebra de Bernstein satisfazendo A% = A e s(y,t) é a solugao da
equagao 7' = 2? — z, z(0) =y, w(y) = 1, entdo lim; ., s(y,t) = .

Dizemos que uma &lgebra de Bernstein (A,w) é reduzida quando Uy(A) = {0}. Para
toda élgebra de Bernstein (A,w), a algebra quociente A/Uy(A) é uma dlgebra de Bernstein
reduzida.

Cortés e Montaner [15] sugeriram o seguinte enfoque para a estrutura das algebras de
Bernstein (A,w) de dimensao finita: o primeiro passo é fazer o quociente da algebra pelo
ideal Uy(A) para obter uma algebra reduzida; o segundo é decompor esta algebra reduzida
como um produto direto de dlgebras indecomponiveis; o passo final consiste em classificar as
algebras de Bernstein-Jordan indecomponiveis. Este procedimento funciona para dimensoes
pequenas, pois ja em dimensao 7 aparece um numero infinito de algebras de Bernstein-Jordan
indecomponiveis nao-isomorfas.

Cortés e Montaner [16] usaram o enfoque sugerido acima para classificar as dlgebras de
Bernstein-Jordan de dimensao < 5 sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica
# 2. Inicialmente, estes autores descreveram todas as algebras de Bernstein reduzidas de
dimensao < 5 através de seus fatores indecomponiveis. Em seguida, descreveram as algebras
de Bernstein-Jordan de dimensao < 5 usando o seguinte argumento: se (A,w) é uma tal
algebra entdo A/Uy(A) é reduzida, logo, é uma das élgebras ja listadas; em seguida, ob-
tiveram a dlgebra A a partir de A/Uy(A). A classificacao das dlgebras de Bernstein-Jordan
de dimensao < 4 ja era conhecida.

Uma &algebra de Bernstein de dimensao < 5 sobre um corpo algebricamente fechado de
caracteristica # 2 é reduzida e indecomponivel se e somente se é isomorfa a uma das seguintes
algebras:

Ay=Fe, Ai=Fe® Fv, Ay=Fe® Fu® Fv, u* =,
As=Fe® Fuy ® Fus ® Fu, ujus = v,

Ay =Fe® Fuy ® Fus, ® Fus @ Fu, u?:v,
By=Fe® Fu; ® Fuy, @ Fo; @ Fug, uj = v1, ujuy = vs,

em que €2 = e, u,u;,Us,uzs €U e v,v1,v5 €V e todos os produtos nao listados sao zeros.
Por outro lado, se (A;,w;) e (As,ws) sdo duas dlgebras de Bernstein, entao o produto

direto (Aj,wr) X (Ag,ws) é reduzida se e somente se (A, w;) e (Ag,wsy) sdo reduzidas.
Portanto, temos:

Teorema 30. (Cortés e Montaner [16]) Uma dlgebra de Bernstein de dimensao <5 sobre
um corpo algebricamente fechado de caracteristica # 2 € reduzida se e somente se € isomorfa
a uma das sequintes dlgebras:

(i) Ay de dimensdo 1;

(i1) Ay de dimensdo 2;

(iii) As, Ay x Ay de dimensao 3;

(iv) Az, Ay x As, Ay x A; X Ay de dimensao 4;
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(’U) A4, B4, A1 X Ag, Ag X AQ, Al X Al X AQ, Al X Al X Al X Al de dimensao 5.

Consideremos também as seguintes algebras de Bernstein indecomponiveis mas nao re-
duzidas:

Ci=Fe® Fu, Cy3=Fe® Fu; ® Fuy,® Fv, u1v = us,
D4:F€@F’U,1€BFU2€BFU1@FU2, U%:'Ul, U1V = U2,

em que u,uy,us € U, v,v1,v9 € V e todos os produtos nao listados sao zeros.

Teorema 31. (Cortés e Montaner [16]) Toda dlgebra de Bernstein-Jordan de dimensao <5
sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica # 2 € isomorfa a exatamente uma
das sequintes dlgebras:
dimensao 1: Ay,
dimensao 2: Ci, A,
dimensao 3: Ol X Cl, Ol X Al, Al X Al; Az,
dimensao 4: Cy xCy xCp, Cy xCy x Ay, C; x A x Ay, A x A; x Ay,
Ci1 x Ay, Ap X Ay, (O3, Az,
dimensao 5: Cl X Cl X Cl X Cl, Cl X Cl X C1 X Al, Cl X Cl X Al X Al,
Ci x A x Ay x Ay, A1 x Ay x Ay x Ay, C1 xCp x Ay,
Ci x Ay x Ay, Ay x Ay x Ay, C; xC3, O x As,
Ay x O3, Ay x Ag, Ay x Ay, Dy, By, Ay

Usando método diferente, Correa e Peresi obtiveram a classificacao das algebras de
Bernstein-Jordan de dimensao 5 sobre o corpo dos niimeros reais, que nao é algebricamente
fechado. Mais precisamente, temos:

Teorema 32. (Correa e Peresi [10]) Existem 20 dlgebras de Bernstein-Jordan nao isomorfas
de dimensdao 5 sobre R. As tdbuas de multiplicacao sao dadas por:
(Somente os produtos nao-nulos sao listados.)

I. N*={0}, N =<uwz >, tipo(l+n,4—n).
e =e, eui:%ui (sen>1 e 1<i<n)
em que n € {0,1,2,3,4}.
II. dimN? =1, N =<uw;z >, N?=Rc.

1

II1. e =e, eu=3u, u=ac (i=123)

em que c €V e (aq,a9,a3) é um elemento do conjunto
{(1,0,0), (1,1,0), (1,—1,0), (1, 1,1), (1,1, —1)}.

II.2. e =e¢, eu;= %ui, u? =qic (i=1,2)

em quec eV e (ar,a) € {(1,0),(1,1),(1,-1)}.

II.3. ¢*=e, euy=3u, uji=c.

II}. e =e, eu;= %ul (1=1,2,3), w1z = us.
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IL5. e =e, eu; = %u, (1=1,2), 1wz = us.
III. dimN? =2, N =<u,y,2% 2y >
III1. e =e, ex=
AT T
III.2. 2 =e, ex =iz,
vy =ay, y>= A\’
em que A € {0,1,—1}.

_ 1 _
T, exy=3rYy, T.T=1I,

Gonzélez et al [28] introduziram o conceito de radical e de algebra completa para as
algebras de Bernstein de dimensao finita sobre um corpo F' algebricamente fechado de
caracteristica 0.

Denotemos por End(A?) a algebra (associativa) dos homomorfismos de A? em A? e por
Ass(A) a subdlgebra de End(A?) gerada pelas multiplicacoes a direita R, (a € A). O radical
de A é o conjunto

R(A)={z € A| R, € J(Ass(A))},

em que J(Ass(A)) é o radical de Jacobson de Ass(A) (veja a Segao 1.3).
Se (A,w) é uma algebra de Bernstein e t : A — A é uma aplicagao, definimos a algebra
A1 e 0 homomorfismo w; da seguinte maneira: A; = A @ Ft e a multiplicacao é dada por

((ll + Ozlt) (ag + Oégt) = 1049 + Ojgt((ll) + alt(ag),
wi(a) = w(a) (a € A), w(t) =0.
(7)

Dizemos que t é uma A-aplicagdo se (Ay,w;) é uma élgebra de Bernstein. Se e é um idem-
potente de A, dizemos que a A-aplicacdo t é uma e-aplicacao se t(e) = 0. A A-aplicagao t é
denominada interna quando existe um a € A tal que t(z) = R,(x) (Vz € A?).

Se A=FedU®V, u,ui,us € U, v1,v9 € V, as aplicagoes t1, to,t3 sao e-aplicagoes, em
que

tl - va o sza
t2(e) = 07 lo = RumRvg + Rungvl em U @ ‘/7
t3<€) =0, t3 = R(U1U2)vl R,, + R(uluQ)UZva emUV.

A algebra de Bernstein A é denominada completa quando t;, t9, t3 sao internas para todo
idempotente e de A.

Suponhamos que a dlgebra de Bernstein A nao é completa. Vamos mostrar que A pode ser
imersa em uma algebra de Bernstein completa. A e-aplicagao t = t; para algum i (i = 1,2, 3)
nao é interna. Construimos a algebra A; = A® F't e A estda imersa em A;. Se A; é completa
o resultado esta provado. Se A; nao é completa, continuamos o processo, obtendo a algebra
A, (n>2) e A estd imersa em A,. Como A2 = A? = ... = A% A, ¢é completa para algum
n.

Temos o seguinte teorema de estrutura.
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Teorema 33. (Gonzdlez et al [28]) Seja A uma dlgebra de Bernstein de dimensdo finita
sobre um corpo F algebricamente fechado de caracteristica 0. Entdao temos:

(i) O radical R(A) € um ideal nilpotente.

(ii) Se A é completa e e € um idempotente de A entio A = Fe @ R(A) ® T, em que
el ={0} e J={R,: A2 — A% | x € T} é uma dlgebra de Jordan e Nil(J) = {0}.

5.5 Base de Identidades

As identidades desempenham um papel importante na teoria de estrutura das algebras
nao-associativas. O problema de classificar dlgebras nao tem, é claro, uma resposta satis-
fatoria. Torna-se entao interessante estudar classes de dlgebras satisfazendo um conjunto de
identidades.

Um outro problema consiste em encontrar identidades para uma classe de algebras. A
questao central nesta direcao é a seguinte:

Problema de Specht. Dada uma classe de dlgebras C, € verdade que toda dlgebra A € C
tem uma base finita de identidades (isto €, o ideal de identidades T(A) de A é gerado por
um numero finito de identidades sem relagdes de dependéncia)?

Em 1950, Specht propos este problema para dlgebras associativas sobre um corpo de
caracteristica 0. Para esta classe de dlgebras Kemer [45] deu a solu¢do completa: toda
dlgebra associativa sobre um corpo de caracteristica 0 tem uma base finita de identidades.
Belov [4] construiu uma sequéncia de polinémios que geram um T-ideal de Ass[X]| (sobre
um corpo de caracteristica positiva), e este T-ideal ndo tem uma base finita de identidades.
Portanto, o resultado de Kemer nao vale para a classe das algebras associativas sobre um
corpo de caracteristica positiva.

Resultados analogos ao de Kemer para algebras de Jordan, alternativas e de Lie foram
obtidas por Vais e Zelmanov [65] e Ilt'yakov [41, 42]. Outros resultados sobre o problema de
Specht para dlgebras quadréticas sdo mencionados em Peresi [58].

Uma forma mais fraca do problema de Specht é a seguinte: Dada uma classe de dlgebras
ndo-associativas C, € verdade que o ideal de identidades T'(C) de C tem uma base finita de
identidades?

Vamos considerar nesta se¢ao o problema de Specht no contexto das élgebras de Bern-
stein.

A classe das algebras de Bernstein nao é uma variedade de algebras, isto é, nao pode
ser definida por um conjunto de identidades polinomiais. Logo, é interessante determinar
a menor variedade de algebras que contem esta classe. Em outras palavras, determinar as
identidades minimais, isto €, de menor grau, que nao sao consequéncias da lei comutativa e
que sao satisfeitas por toda algebra de Bernstein.

Teorema 34. (Correa et al [11])A menor variedade de dlgebras que contem a classe das
dlgebras de Bernstein é definida pelas identidades (car(F') # 2,3,5):

zy = yz,
(z%2%,y,x) — 2(2?, y, x)2” = 0, (8)
(4,252 1) — 2y, 2,2) + (a2, 2%, 1) + 2, o, a?) = O, )
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As algebras comutativas que satisfazem a identidade (8) ou a identidade (9) foram estu-
dadas por Correa [12].

Em [6], Bernad et al deram um exemplo de uma &lgebra de Bernstein excepcional que
nao tem uma base finita de identidades. Portanto, o problema de Specht nao tem solucao
positiva para a classe das algebras de Bernstein. Mas, para certas subclasses o problema
tem solugao positiva.

Teorema 35. (Bernad et al [6]) Seja (A,w) uma dlgebra de Bernstein-Jordan ou uma dlgebra
de Bernstein satisfazendo A? = A, sobre um corpo F de caracteristica 0. Entdo o ideal T(A)
tem uma base finita de identidades.

Denotemos por N a subclasse das dlgebras de Bernstein regulares, e por M a subclasse
das dlgebras de Bernstein excepcionais que satisfazem UV = {0}.

Em [7], Bernad et al encontraram 5 identidades que geram T'(N) e 7 identidades que
geram T'(M) (car(F) = 0). Estes conjuntos de geradores nao sao bases de identidades pois
existem relagoes de dependéncia entre as identidades.

Os teoremas que seguem fornecem bases de identidades para T'(N) e T'(M).

Teorema 36. (Peresi [59]) Seja F' um corpo de caracteristica 0. Entao uma base de iden-
tidades para T(N) € dada por

(',1;71:73/2) - 2(&3,y,y)£€ = 07 (1())
(a,b,c)d + (d,b,a)c+ (¢,b,d)a = 0. (11)

Teorema 37. (Peresi [59]) Seja F' um corpo de caracteristica 0. Entdo uma base de iden-
tidades para T(M) é dada por (a,(bc)d,e) — 2(a,be,e)d = 0,

(a,b,c)(de) —2 ((a,b,c)d)e =0, 3 (z,zx,zx)—2 (x,2,22)T =0,

(a,c,bd) — (b, c,ad) — (a,d,bc) + (b,d, ac) — 3(a,c,b)d + 3(a,d, b)c = 0.

Correa et al [11] provaram que as identidades de grau 4 satisfeitas por todas as algebras
de Bernstein regulares sao consequéncias de (11) e das identidades

3 (yr*)r — 2 ((yx)x)r — ya® =0, (12)
2 (xy)(zy) — («%y)y — (y°x)z =0, (13)

e que estas 3 identidades formam uma base para as identidades de grau 4. Mas uma &algebra
sobre um corpo de caracteristica # 2 satisfaz a identidade (10) se e somente se satisfaz (12)
e (13). Portanto, como uma consequéncia do Teorema 36, temos o seguinte resultado:

Corolario 6. Seja F' um corpo de caracteristica 0. Entdo as identidades (11), (12) e (13)
formam uma base de identidades para T(N).
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