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Resumo

Estas notas tem por objetivo apresentar uma introdução a Teoria das Álgebras
Não-Associativas. Este tópico da Álgebra tem importância não só por si mesmo mas
também por suas conexões com outras áreas da Matemática, F́ısica e Genética.

Consideramos as álgebras com composição, as álgebras alternativas, as álgebras
de Jordan e as álgebras de Bernstein. Outra classe de álgebras muito importante é
formada pelas álgebras de Lie, que não consideramos nestas notas.

Para cada classe de álgebras, apresentamos a motivação que levaram ao seu
surgimento e enunciamos os teoremas de estrutura. Damos os argumentos principais
das provas de alguns resultados sobre álgebras com composição, alternativas e de Jor-
dan. Os detalhes destas provas podem ser encontrados no livro texto Rings That Are
Nearly Associative de Zhevlakov et al [67]. As provas dos outros resultados podem ser
encontradas nas referências citadas.

1 Introdução

1.1 Introdução Histórica

A fórmula que fornece as ráızes da equação ax2 + bx + c = 0 em termos do radical√
b2 − 4ac era conhecida na antiguidade entre os babilônios. Durante a renascença italiana

(séculos XV e XVI), esforço considerável foi despendido com o objetivo de generalizar o
método de resolver equações por radicais. O trabalho Ars Magna, publicado por Cardano
em 1545, contém o método para resolver equações de grau 3 obtido por Scipione del Ferro e
Tartaglia, e de grau 4 obtido por Ferrari.

No peŕıodo compreendido entre a metade do século XVI e começo do século XIX, várias
tentativas de generalização foram feitas pelos matemáticos do peŕıodo, entre eles, Euler,
Lagrange, Ruffini e Abel. Em 1833, Galois apresentou um critério para decidir se uma dada
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equação é ou não solúvel por radicais. Mais do que um critério, Galois apresentou uma
teoria matemática interessante por si mesma, que teve grande influência no desenvolvimento
da Álgebra.

A tentativa de resolver uma equação levava frequentemente a ráızes quadradas de números
negativos e, quando isto acontecia, considerava-se que a equação não tinha solução. Em 1572,
Bombelli observou que radicais como

√
−1 não tinham significado mas era posśıvel fazer

contas com estes radicais quando eles se cancelavam. Os cálculos com números complexos
foram se desenvolvendo, embora houvesse muitas dúvidas sobre a validade destes números,
que eram chamdos de imaginários ou imposśıveis. A representação gráfica destes números
como vetores ou pontos do plano foi mencionada por Wallis (1673), Wessel (1797), Argand
(1813), Warren (1828) e Gauss (1832).

No ińıcio do século XIX, os matemáticos britânicos estavam isolados do continente, devido
em grande parte à controvérsia sobre quem tivera prioridade na descoberta do Cálculo: o
inglês Newton ou o alemão Leibniz. Este isolamento levou-os a um tipo de investigação que
contribuiu de maneira decisiva para a fundamentação da Álgebra.

Nesta época, havia na Inglaterra quem se opusesse ao uso dos números negativos, ale-
gando falta de fundamentação aceitável. Rejeitando os números negativos, estavam rejei-
tando os imaginários, toda a teoria de equações desenvolvida no continente e, em particular,
O Teorema Fundamental da Álgebra provado por Gauss (todo polinômio com coeficientes
em C tem todas as suas ráızes em C, isto é, C é algebricamente fechado). Maseres, por
exemplo, reduziu a Álgebra à Álgebra Aritmética, em que os śımbolos significavam apenas
números positivos e a operação subtração só podia ser efetuada no caso em que o minuendo
era maior ou igual ao subtraendo.

A primeira resposta satisfatória ao problema dos números negativos foi dada por Peacock
(da Universidade de Cambridge) nos trabalhos A Treatise On Algebra de 1830 e Report On
The Recent Progress And Present State of Certain Branches of Analysis de 1833. Peacock
introduziu a Álgebra Simbólica justificando da seguinte maneira: “Quando generalizamos a
operação denotada por − de tal maneira que ela possa ser efetuada em todos os casos, deve-
mos introduzir uma classe de quantidades cuja existência nunca foi contemplada na Álgebra
Aritmética. Esta generalização é uma suposição já que não pode ser deduzida a partir da
operação de subtração. A Álgebra Simbólica é a ciência que trata as combinações dos sinais
e dos śımbolos arbitrários, que não representam somente os números mas todas as espécies
de quantidades, através de leis arbitrariamente definidas. Podemos assumir quaisquer leis
para a combinação dos śımbolos.”

A abordagem simbólica da Álgebra foi inicialmente rejeitada pelo matemático irlandês
Hamilton. Em uma carta de 1835 a Graves, um amigo e correspondente matemático, Hamil-
ton explicou sua relutância em aceitar as idéias de Peacock: “Eu e você Graves, pertencemos
a polos distintos em Álgebra. Você, como Peacock, parece considerar a Álgebra como um
sistema de sinais e suas combinações, enquanto que eu não fico satisfeito a menos que possa
olhar através dos śımbolos as coisas significativas.” Por ironia do destino, Hamilton foi o
primeiro matemático a exercitar a liberdade pregada por Peacock, como veremos a seguir.

Em 1833, Hamilton apresentou uma reformulação dos números complexos: o número
complexo a + bi nada mais é do que o par ordenado (a, b) de números reais; o mistério
envolvendo as ráızes da equação x2 +1 = 0 desaparece pois suas ráızes são (0, 1) e (0,−1);
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as fórmulas (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d) e (a, b)(c, d) = (ac − bd, ad + bc) definem uma
estrutura de corpo em R2. Motivado por problemas da F́ısica, Hamilton tentou durante 10
anos definir uma multiplicação no R3 para obter igualmente um corpo (o que hoje sabemos
ser imposśıvel). Finalmente, em 1843, Hamilton conseguiu definir uma multiplicação em R4:

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j,

em que 1 = (1, 0, 0, 0), i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0), k = (0, 0, 0, 1). Hamilton mostrou
que todos os axiomas de corpo são satisfeitos exceto a comutatividade. Este sistema de
números, denominados quatêrnios, foi o primeiro exemplo de corpo não-comutativo. Em
1847, Hamilton estava disposto a admitir: “Existe uma ciência simbólica ou da linguagem
que merece ser estudada.”

Dois meses depois da descoberta dos quatêrnios, Graves introduziu os octônios, definindo
uma multiplicação em R8. Este sistema de números foi descoberto independentemente por
Cayley em 1845 e por esta razão são chamados também de números de Cayley. Este sistema
de números não é comutativo e nem associativo (veja a Seção 2.2).

A partir dáı, surgiram vários outros exemplos e generalizações. No seu trabalho Lecture
on Quaternions de 1853, Hamilton introduziu os números hipercomplexos. Um sistema de
números hipercomplexos é o conjunto de todos os śımbolos da forma x1e1 +x2e2 + · · ·+xnen,
em que x1, x2, . . . , xn são números reais ou complexos e e1, e2, . . . , en são as unidades do
sistema. No artigo A Memoir On The Theory of Matrices, publicado em 1858, Cayley
introduz o que chamamos hoje de álgebra de matrizes. Outras contribuições foram dadas
por Grassmann (1844), Clifford (1878) e Silvester (1884).

O problema da classificação dos sistemas de números hipercomplexos associativos, isto é,
de álgebras associativas, foi estudado extensivamente durante a segunda metade do século
XIX por B. Peirce e seu filho C. S. Peirce, Frobenius, Scheffers, Molien, Cartan e outros. Os
resultados obtidos constituiam uma teoria satisfatória para álgebras sobre R ou C. Esta teo-
ria de estrutura foi estendida para álgebras de dimensão finita sobre um corpo arbitrário por
Wedderburn em 1907. Neste artigo, denominado On Hipercomplex Numbers, Wedderburn
inclui uma seção sobre álgebras não-associativas.

Em 1927, Artin (estimulado pelos trabalhos de Noether) estendeu a teoria de Wedderburn
para álgebras associativas satisfazendo condições de finitude para cadeias de ideais. Em 1945,
Jacobson desenvolveu uma nova teoria de estrutura sem condições de finitude; a principal
ferramenta usada nesta teoria foi um novo conceito de radical.

Até o fim dos anos 20 do século XX, a teoria desenvolveu-se principalmente como teoria
de álgebras associativas. Mas, é claro que a história desta teoria está entrelaçada com a
da teoria das álgebras não-associativas, e uma influenciou a outra. A partir dos anos 30, a
investigação sobre as álgebras não-associativas avançou rapidamente em muitas direções.

Para quem está interessado em aprender mais sobre a história das álgebras não-
associativas, recomendamos o artigo de Tomber [64].

1.2 Conceitos Básicos

Seja F um corpo infinito. Um espaço vetorial A sobre F é denominado uma álgebra
sobre F se está definida em A uma operação de multiplicação, isto é, uma aplicação (a, b) ∈
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A× A→ ab ∈ A, satisfazendo as seguintes relações:

(a+ b)c = ac+ bc, a(b+ c) = ab+ ac, α(ab) = (αa)b = a(αb),

para todo α ∈ F, a, b, c ∈ A.
Se a, b, c são elementos de uma álgebra A definimos o associador (a, b, c) := (ab)c−a(bc)

e o comutador [a, b] := ab − ba. Dizemos que A é uma álgebra associativa se (a, b, c) = 0
para todo a, b, c ∈ A e que A é uma álgebra comutativa se [a, b] = 0 para todo a, b ∈ A.

O corpo F é uma álgebra associativa e comutativa sobre F . A álgebra de matrizes
Mn(F ) formada por todas as matrizes n× n com coeficientes em F é associativa mas não é
comutativa.

Seja V um espaço vetorial sobre F e denotemos por L(V ) o espaço vetorial dos
operadores lineares de V em V . A multiplicação TS dos operadores T e S é dada por
TS(v) = T (S(v)) (v ∈ V ). Temos então que L(V ) é uma álgebra associativa, denominada
a álgebra de operadores lineares de V .

Se A é uma álgebra sobre F , a dimensão de A é a dimensão de A como espaço vetorial
sobre F . Toda álgebra sobre F de dimensão finita n pode ser definida por uma tábua de
multiplicação vivj =

∑n
k=1 δijk vk, em que {v1, . . . , vn} é uma base de A e δijk ∈ F . Os

escalares δijk são denominados constantes de estrutura da álgebra correspondentes a base
considerada. Por outro lado, se V é um espaço vetorial sobre F com base {v1, . . . , vn} e
δijk (1 ≤ i, j, k ≤ n) são escalares, a expressão vivj =

∑n
k=1 δijk vk define a multiplicação

ab =
∑n

k=1{
∑n

i,j=1 αiβjδijk} vk, em que a =
∑n

i=1 αivi e b =
∑n

j=1 βjvj, e V munido
desta multiplicação é uma álgebra sobre F .

Vejamos um exemplo de uma álgebra que não é associativa. Seja V um espaço ve-
torial sobre F com base {v1, . . . , vn}. Consideremos a multiplicação em V definida por
vivj = 1

2
(vi + vj). O espaço V munido desta multiplicação é uma álgebra mas não é

associativa pois, por exemplo, (v1, v2, v3) 6= 0.
Ao longo do texto a palavra álgebra significa álgebra não-associativa, isto é, uma álgebra

que não é necessariamente associativa.
Sejam A uma álgebra e a ∈ A. O operador linear Ra : A → A, dado por Ra(x) = xa, é

denominado multiplicação à direita por a.
Sejam A e B álgebras sobre F . A transformação linear φ : A → B é denominada

um homomorfismo se φ(xy) = φ(x)φ(y), para todo x, y ∈ A. O núcleo de φ é o conjunto
Ker(φ) = {a ∈ A | φ(a) = 0}. Quando φ é bijetor, dizemos que φ é um isomorfismo, a
álgebra A é isomorfa a B e indicamos este fato por A ∼= B. Por exemplo, quando V tem
dimensão n, temos que L(V ) ∼= Mn(F ).

Um operador linear a ∈ A → a ∈ A é denominado uma involução se satisfaz ab =
b a, a = a, para todo a, b ∈ A.

Um elemento a 6= 0 de uma álgebra A é denominado divisor de zero se existe um b ∈
A, b 6= 0, tal que ab = 0.

Uma álgebra A é denominada álgebra com divisão se, para quaisquer elementos a, b ∈ A
com a 6= 0, cada uma das equações ax = b, ya = b tem solução em A. Se A é uma álgebra
de dimensão finita, então A é uma álgebra com divisão se e somente se A não tem divisores
de zero. Toda álgebra associativa com divisão tem um elemento identidade.
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Um ideal à esquerda (à direita) de uma álgebra A é um subespaço I de A tal que aI ⊂ I
(Ia ⊂ I). Quando I é ao mesmo tempo um ideal à esquerda e à direita, dizemos que I é um
ideal de A.

Um ideal M 6= A (6= {0}) de uma álgebra A é maximal (minimal) se não existe um
ideal I (J) de A, I 6= M, I 6= A (J 6= {0}, J 6= M) tal que M ⊂ I ⊂ A ({0} ⊂ J ⊂M).

Uma álgebra A é simples quando A2 6= {0} e os seus únicos ideais são {0} e A. Toda
álgebra com divisão é simples.

Uma álgebra A é denominada artiniana (à esquerda) se satisfaz a condição da cadeia
descendente para ideais (à esquerda), isto é, se I1 ⊇ I2 ⊇ . . . é uma tal cadeia então existe
k ≥ 1 tal que In = Ik, para todo n ≥ k. Toda álgebra de dimensão finita é artiniana.

Sejam A uma álgebra sobre F e I um ideal de A. Definimos em A a seguinte relação de
equivalência: a ≡ b se a− b ∈ I. A classe de equivalência determinada por a é a = a + I =
{a + b | b ∈ I}. A álgebra quociente de A por I é o conjunto A/I = {a | a ∈ A} munido
das operações a1 + a2 = a1 + a2, αa = αa, a1 a2 = a1a2 (α ∈ F, a, a1, a2 ∈ A). A aplicação
π : A→ A/I dada por π(a) = a é um homomorfismo, denominado homomorfismo conônico.

Sejam {Ai}i∈L uma famı́lia de álgebras sobre F . Definindo no produto cartesiano Πi∈LAi
as operações (ai) + (bi) = (ai + bi), α(ai) = (αai), (ai)(bi) = (aibi), obtemos uma álgebra
sobre F denominada produto direto das álgebras Ai. A soma direta das álgebras Ai é a
subálgebra de Πi∈LAi formada por todos os elementos (ai) tais que ai = 0, exceto para um
número finito de ı́ndices i ∈ L. Quando L é um conjunto finito, digamos L = {1, . . . , k}, o
produto direto coincide com a soma direta e ambos são denotados por A1 ⊕ · · · ⊕ Ak.

Sejam Πi∈LAi o produto direto das álgebras Ai e seja πk : Πi∈L → Ak a projeção na k-
ésima coordenada, isto é, πk((ai)) = ak. Uma álgebra B sobre F é denominada um produto
subdireto das álgebras Ai se B é uma subálgebra de Πi∈LAi e πk(B) = Ak, para todo k ∈ L.

Sejam A uma álgebra e {Ii}i∈L uma famı́lia de ideais de A. Vamos mostrar que a álgebra
quociente A/ ∩i∈L Ii é isomorfa a um produto subdireto das álgebras quocientes {A/Ii}i∈L.
Consideremos o homomorfismo θ : A → Πi∈LA/Ii, θ(a) = (a + Ii). Temos que A/ ∩i∈L Ii é
isomorfa a θ(A). A álgebra θ(A) = {(a + Ii) | a ∈ A} é um produto subdireto das álgebras
A/Ii pois é uma subálgebra de Πi∈LA/Ii e πk(θ(A)) = A/Ik pois se x = b+ Ik (b ∈ A) temos
(b+ Ii) ∈ θ(A) e logo πk((b+ Ii)) = b+ Ik = x.

Uma álgebra é denominada associativa nas potências se cada um de seus elementos gera
uma subálgebra associativa. Seja A uma álgebra associativa nas potências. As potências de
a ∈ A estão bem definidas por a1 = a, . . . , an+1 = ana, e dizemos que a é nilpotente se existe
um inteiro positivo k tal que ak = 0. Quando todos os elementos de A (de um ideal I de A)
são nilpotentes dizemos que A é uma nilálgebra (I é um nilideal).

Toda álgebra associativa nas potências A contem um único nilideal maximal Nil(A)
tal que a álgebra quociente A/Nil(A) não contem nilideais não-nulos. Este ideal Nil(A) é
denominado o nilradical de A.

Seja A uma álgebra não-associativa. Definimos indutivamente as seguintes potências de

A: A1 = A, . . . , An = An−1A + An−2A2 + · · · + AAn−1; A(0) = A, . . . , A(n) = (A(n−1))
2
.

Dizemos que A é nilpotente (solúvel) quando Ak = {0} (A(k) = {0}) para algum k. Quando
A é nilpotente o menor k tal que Ak = {0} é denominado o ı́ndice de nilpotência de A.
Analogamente, definimos o ı́ndice de solubilidade de A.

Em outras palavras, a álgebra A é nilpotente quando existe um inteiro positivo k tal que
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qualquer produto de k elementos de A (não importando a maneira como são associados)
é igual a zero. A álgebra A é dita localmente nilpotente quando toda subálgebra finita-
mente gerada de A é nilpotente. Nenhuma álgebra simples pode ser localmente nilpotente
(Zhevlakov et al [67], p. 138).

Albert conjecturou que toda nilálgebra associativa nas potências comutativa de dimensão
finita é nilpotente. Esta conjectura ficou vários anos sem resposta até que Suttles apresentou
o seguinte contra-exemplo em 1972. Seja A a álgebra comutativa com base {e1, . . . , e5} e
produtos não-nulos dado por e1e2 = e2e4 = −e1e5 = e3, e1e3 = e4, e2e3 = e5. Esta álgebra
A é uma nilálgebra de niĺındice 4, é associativa nas potências e é solúvel, mas não é nilpotente
(pois A3 = A2 e A2A2 = {0}).

Temos o seguinte problema em aberto.

Problema de Albert Toda nilálgebra associativa nas potências comutativa de dimensão
finita é solúvel?

Seja X = {x1, x2, . . . }. Constrúımos o conjunto M [X] dos monômios não-associativos
e não-comutativos indutivamente como segue: se xi, xj ∈ X então xixj ∈ M [X]; se u, v ∈
M [X]−X então xi(u), (u)xi, (u)(v) ∈M [X]. Seja

F [X] = {
n∑
i=1

αi ui | n ∈ N, αi ∈ F, ui ∈M [X]}

o espaço vetorial sobre F gerado por M [X]. Os elementos de F [X] são denominados
polinômios não-associativos nas variáveis xi. Definindo em F [X] a multiplicação

xi.xj = xixj, xi.u = xi(u), u.xi = (u)xi, u.v = (u)(v),

(
n∑
i=1

αi ui).(
m∑
j=1

βj vj) =

n,m∑
i,j=1

αiβj ui.vj,

em que xi, xj ∈ X, u, ui, vj ∈ M [X] − X, obtemos uma álgebra denominada álgebra não-
associativa livre gerada por X, que também denotamos por F [X]. Se A é uma álgebra sobre
F e φ : X → A é uma aplicação então existe um único homomorfismo φ : F [X] → A que
torna o seguinte diagrama comutativo:

X ↪→ F [X]

↘φ ↓φ
A

A álgebra associativa livre gerada por X, denotada por Ass[X], é a álgebra quociente
F [X]/Ass, em que Ass denota o ideal de F [X] gerado pelos elementos da forma (f1, f2, f3),
em que f1, f2, f3 ∈ F [X].

Dizemos que um ideal I de F [X] é um T-ideal se ψ(I) ⊂ I para todo homomorfismo
ψ : F [X]→ F [X].

Um polinômio não-associativo f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ F [X] é denominado uma identi-
dade da álgebra A se f(a1, a2, . . . , an) = 0 para todo a1, a2, . . . , an ∈ A. Dizemos também
que A satisfaz f ou que f vale em A. O conjunto de todas as identidades de A é um T-ideal,
denominado ideal de identidades de A e é denotado por T (A).
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1.3 Estrutura das Álgebras Associativas

Nesta seção todas as álgebras são associativas.
Seja D uma álgebra com divisão. A álgebra D tem um elemento identidade 1. Sejam

n um inteiro positivo e Mn(D) a álgebra de matrizes com coeficientes em D. Seja Eij a
matriz cujo único elemento não-nulo é 1 e está na posição (i, j). Vamos mostrar que Mn(D)
é uma álgebra simples. Claramente temos que (Mn(D))2 6= {0}. Seja I 6= {0} um ideal de
Mn(D). Seja P = (aij) uma matriz não-nula em I. Temos que akl 6= 0 para algum k e
algum l. Como I é um ideal temos Q =

∑n
r=1 aklErr =

∑n
r=1ErkPElr ∈ I. Como akl 6= 0,

Q é uma matriz invert́ıvel e Q−1 =
∑n

r=1 a
−1
kl Err. Logo, In = Q−1Q ∈ I e temos então que

Mn(D) = Mn(D)In ⊂ I. Portanto, I = Mn(D).

Teorema 1. (Wedderburn) Seja A uma álgebra associativa simples de dimensão finita sobre
F . Então A é isomorfa à álgebra de matrizes Mn(D), em que D é uma álgebra associativa
com divisão. Além disso, n é único e D é única a menos de isomorfismo.

Demonstração. Seja I um ideal à direita minimal de A. Sejam L(I) a álgebra dos
operadores lineares de I, considerado como um espaço vetorial sobre F , e

D = {T ∈ L(I) | TRa = RaT, ∀a ∈ A}.

Temos que D é uma álgebra com divisão e que a ∈ A→ Ra ∈ LD(I) é um isomorfismo, em
que LD(I) é a álgebra dos operadores lineares de I, considerado como um espaço vetorial
sobre D. Se n é a dimensão de I sobre D, temos LD(I) ∼= Mn(D) e portanto A ∼= Mn(D).

Se A ∼= Mn(D) e A ∼= Mn′(D′), em que D e D′ são álgebras com divisão, então temos um
isomorfismo θ : Mn(D) → Mn′(D′). Se F11 = θ(E11) então F11 é semelhante a E ′11. Logo,
existe uma matriz invert́ıvel P ∈ Mn′(D′) tal que E ′11 = P−1F11P . Seja ψ : Mn′(D′) →
Mn′(D′) o isomorfismo dado por ψ(X) = P−1XP . Temos:

D ∼= E11Mn(D)E11
∼=θ F11Mn′(D′)F11

∼=ψ E ′11Mn′(D′)E ′11
∼= D′,

n = dimD(Mn(D)E11) = dimD′(Mn′(D′)F11) = dimD′(Mn′(D′)E ′11) = n′.

Teorema 2. (Felzenszwalb [22]) Seja A uma álgebra associativa de dimensão finita. Então
temos:
(i) O nilradical Nil(A) é nilpotente.
(ii) A álgebra quociente A/Nil(A) é isomorfa a uma soma direta finita de álgebras associa-
tivas simples.

O radical de Jacobson de uma álgebra A, denotado por J(A), é a interseção de todos os
ideais à esquerda maximais de A.

Quando A é uma álgebra artiniana, J(A) é nilpotente e é a soma de todos os ideais
nilpotentes à esquerda de A. Em particular, Nil(A) ⊂ J(A). Por outro lado, como A/Nil(A)
não contem nilideais não-nulos e J(A)/Nil(A) é um nilideal de A/Nil(A), temos J(A) ⊂
Nil(A). Portanto, neste caso, J(A) = Nil(A).

Teorema 3. (Wedderburn-Artin) (Jacobson [44]) Seja A uma álgebra associativa artini-
ana. Então existem inteiros positivos n1, . . . , nr e álgebras com divisão D1, . . . , Dr tais que
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A/J(A) ∼= Mn1(D1)⊕ · · · ⊕Mnr(Dr). Além disso, se A/J(A) ∼= Mt1(D
′
1)⊕ · · · ⊕Mts(D

′
s) é

outra decomposição temos r = s, ni = ti e Di
∼= D′i (i = 1, . . . , r, reordenando os ı́ndices

se necessário).

Uma álgebra A é denominada primitiva (à direita) se existe um A-módulo (à direita) M
irredut́ıvel e fiel. Isto significa que está definida uma adição m1 + m2 e uma multiplicação
ma (∀m,m1,m2 ∈M,a ∈ A) que tem as seguintes propriedades: (M,+) é um grupo comuta-
tivo, (m1 +m2)a = m1a+m2a, (ma1)a2 = m(a1a2), m(a1 +a2) = ma1 +ma2 (∀m,m1,m2 ∈
M, a, a1, a2 ∈ A) (A-módulo); se a ∈ A e Ma = {0} então a = 0 (fiel); os únicos A-
submódulos de M são {0} e M (irredut́ıvel). Toda álgebra simples é primitiva; em particular,
a álgebra de matrizes Mn(D) é primitiva.

Um ideal P de uma álgebra A é denominado primitivo quando a álgebra A/P é primitiva.
O radical de Jacobson J(A) é a interseção de todos os ideais primitivos de A.

Seja V um espaço vetorial sobre uma álgebra com divisão D. Seja S uma subálgebra de
LD(V ). Dizemos que S é densa se dados x1, . . . , xn elementos linearmente independentes de
V e y1, . . . , yn elementos quaisquer de V existe T ∈ S tal que T (xi) = yi (i = 1, . . . , n).

Teorema 4. (Jacobson [44]) Seja A uma álgebra associativa. Então temos:
(i) A álgebra quociente A/J(A) é isomorfa a um produto subdireto de álgebras associativas
primitivas.
(ii) (Chevalley) Uma álgebra associativa é primitiva se e somente se é isomorfa a uma
subálgebra densa de uma álgebra de operadores lineares de um espaço vetorial sobre uma
álgebra associativa com divisão.

2 Álgebras Com Composição

2.1 O Problema de Hurwitz

Se z = a1 + a2i e z′ = b1 + b2i são números complexos, sabemos que |zz′| = |z| |z′|, isto
é, que

(a2
1 + a2

2)(b
2
1 + b22) = (a1b1 − a2b2)

2 + (a1b2 + a2b1)
2.

Isto mostra que o produto de duas somas de dois quadrados é novamente uma soma de dois
quadrados. Uma pergunta que surge então é se isto pode ser generalizado para soma de n
quadrados.

Em 1818, Degen construiu um exemplo para n = 8 que ficou sem divulgação. Hamilton
construiu um exemplo para n = 4 (quatêrnios) e Graves e Cayley para n = 8 (octônios).

Em casos particulares surgiu então a idéia que vamos descrever a seguir. Se

(a2
1 + · · ·+ a2

n)(b21 + · · ·+ b2n) = A2
1 + · · ·+ A2

n (1)

então cada Ak é uma forma bilinear em a = (ai) e b = (bi), isto é,

Ak =
n∑

i,j=1

cijkaibj.
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Seja V um espaço vetorial sobre R com base {e1, . . . , en}. Se v = a1e1 + · · ·+ anen identifi-
camos v com (ai). Considerando as operações (ai)+(bi) = (ai+bi), λ(ai) = (λai), (ai)(bi) =
(Ai), obtemos uma álgebra sobre R. Esta álgebra é normada pois definindo |a| = a2

1+· · ·+a2
n

obtemos |ab| = |a||b|. Portanto, a existência de uma identidade do tipo (1) implica a
existência de uma álgebra normada de dimensão n sobre R.

Toda álgebra normada de dimensão finita é uma álgebra com divisão. Em 1878, Frobenius
(e também C. S. Peirce em 1881) estabeleceu que R, C e quatêrnios são as únicas álgebras
associativas com divisão de dimensão finita sobre R.

Em 1898, Hurwitz provou que identidades do tipo (1), isto é, identidades para soma de
n quadrados que permitem composição, só existem para n = 1, 2, 4, 8.

O problema de Hurwitz consiste em encontrar formas quadráticas não-degeneradas (no
lugar de soma de quadrados) sobre um corpo qualquer que permitem composição. Este
problema foi resolvido por Dickson (1919), Albert (1942), Kaplansky (1953) e Jacobson
(1958).

2.2 Álgebras Com Composição

Seja V um espaço vetorial sobre um corpo F . Sejam n : V → F uma forma quadrática e
f(x, y) := n(x+y)−n(x)−n(y) a forma bilinear simétrica associada. Dizemos que n permite
composição se é posśıvel definir em V uma multiplicação xy tal que n(xy) = n(x) n(y).

Uma álgebra A com elemento identidade 1 sobre F é dita uma álgebra com composição
se existe uma forma quadrática n : A→ F tal que n(xy) = n(x) n(y) (∀x, y ∈ A) e f(x, y)
é não-degenerada, isto é, f(a, x) = 0, ∀x ∈ A, implica a = 0.

Seja n : V → F uma forma quadrática tal que f(x, y) é não-degenerada. Suponhamos
que n permite a composição xy. Então n admite uma composição x.y tal que V munido
da multiplicação x.y é uma álgebra com composição. Portanto, o problema de Hurwitz é
equivalente ao problema de descrever as álgebras com composição de dimensão finita.

Uma álgebra é dita alternativa se satisfaz as leis alternativas (x, x, y) = 0 e (y, x, x) = 0.
Uma álgebra A sobre o corpo F com elemento identidade 1 é dita quadrática se x2− t(x) x+
n(x) = 0 para todo x ∈ A, em que t : A→ F é uma forma linear e n : A→ F é uma forma
quadrática.

Toda álgebra com composição A é alternativa e quadrática. Mais precisamente, para todo
x ∈ A, x2 − f(x, 1)x+ n(x) = 0. O operador linear a ∈ A→ a ∈ A, em que a = f(a, 1)− a,
é uma involução. Temos a+ a = f(a, 1) ∈ F e a a = n(a) ∈ F .

Seja A uma álgebra com composição sobre F . Então A é uma álgebra simples ou A ∼=
F ⊕ F . Para ver que isto é verdade, consideremos inicialmente um ideal I de A tal que
I 6= A e I = I. Temos que I ∩ F = {0} e logo a + a = 0 para todo a ∈ I. Logo,
f(a, x) = ax + xa = ax + ax = 0, para todo a ∈ I, x ∈ A, pois ax ∈ I. Como f é
não-degenerada segue então que a = 0. Logo, I = {0}. Agora, suponhamos que A não é
simples. Vamos mostrar que A ∼= F ⊕ F . Existe um ideal T de A tal que T 6= {0} e T 6= A.

Temos que T +T é um ideal de A e T + T = T +T . Pelo que foi observado, T +T = A pois
T +T 6= {0}. De modo análogo, vemos que T ∩T = {0}. Portanto, A = T ⊕T . Finalmente,

se t, s ∈ T e t 6= 0 então s = (t+ t)
−1

(s+ s) t ∈ Ft, donde segue que T ∼= F e T ∼= F .
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Portanto, uma álgebra com composição sobre um corpo F é alternativa, quadrática, e é
simples ou isomorfa a F ⊕ F .

Para construir exemplos de álgebras com composição usamos o processo descrito a seguir.

Processo de Cayley-Dickson. Seja A uma álgebra sobre um corpo F . Suponhamos
que A tem um elemento identidade 1, a dimensão de A é m e em A está definida uma
involução a → a tal que a + a, a a ∈ F , para todo a ∈ A. O processo de Cayley-Dickson
consiste em construir a partir de A uma álgebra (A,α) (α ∈ F, α 6= 0) de dimensão 2m. A
álgebra (A,α) é obtida quando definimos no produto cartesiano A× A a multiplicação

(a1, a2) (a3, a4) = (a1a3 + αa4a2, a1a4 + a3a2).

O elemento (1, 0) é um elemento identidade em (A,α) e (a1, a2) = (a1,−a2) define uma
involução em (A,α). A álgebra (A,α) é associativa se e somente se A é associativa e comu-
tativa. A álgebra (A,α) é alternativa se e somente se A é associativa. Se A é uma álgebra
com composição, então (A,α) é uma álgebra com composição se e somente se A é associativa.

Temos os seguintes exemplos de álgebras com composição:

I. F (corpo de caracteŕıstica 6= 2), n(x) = x2.

II. K(µ) = F ⊕ Fv1, em que F é um corpo de caracteŕıstica qualquer,
v2

1 = v1 + µ (µ ∈ F, 4µ+ 1 6= 0), a+ bv1 = (a+ b)− bv1.

III. Q(µ, β) = (K(µ), β).

IV. C(µ, β, γ) = (Q(µ, β), γ).

As álgebras Q(µ, β) e C(µ, β, γ) são constrúıdas a partir de K(µ) pelo processo de Cayley-
Dickson. No caso em que car(F ) 6= 2, K(µ) também pode ser constrúıda a partir de F por
este processo.

As álgebras do tipo I, II são comutativas, as do tipo I, II e III são associativas e a do
tipo IV é alternativa.

Se x2 − x − µ é irredut́ıvel, a álgebra K(µ) é uma extensão quadrática separável de F .
Quando x2 − x− µ é redut́ıvel temos K(µ) = F ⊕ F .

A álgebra Q(µ, β) é denominada álgebra de quatêrnios generalizada e C(µ, β, γ) é denom-
inada álgebra de Cayley-Dickson.

Quando F tem caracteŕıstica 6= 2 é posśıvel escolher uma base 1, e1, · · · , e7 de tal maneira
que C(µ, β, γ) tem a tábua de multiplicação dada a seguir (α = µ + 1

4
). Quando α = β =

γ = −1 obtemos os casos clássicos: álgebra de quatêrnios e álgebra de octônios.
1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

1 1 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 e1 α e3 αe2 e5 αe4 −e7 −αe6

e2 e2 −e3 β −βe1 e6 e7 βe4 βe5

e3 e3 −αe2 βe1 −αβ e7 αe6 −βe5 −αβe4
e4 e4 −e5 −e6 −e7 γ −γe1 −γe2 −γe3

e5 e5 −αe4 −e7 −αe6 γe1 −αγ γe3 αγe2
e6 e6 e7 −βe4 βe5 γe2 −γe3 −βγ −βγe1
e7 e7 αe6 −βe5 αβe4 γe3 −αγe2 βγe1 αβγ
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Começando com F1 = F e F2 = K(µ) podemos construir pelo Processo de Cayley-
Dickson uma sequência de álgebras Ft (t = 1, 2, 3, . . . ): F3 = Q(µ, β), F4 = C(µ, β, γ), F5 =
(F4, γ5), . . . , Ft = (Ft−1, γt). Como F4 não é associativa temos que F5 não é alternativa. Que
propriedade as álgebras Ft têm em comum? Daremos a resposta em seguida.

Uma álgebra não associativa é denominada flex́ıvel quando satisfaz a identidade (x, y, x) =
0.

Teorema 5. (Schafer [61]) A álgebra Ft é flex́ıvel para todo t.

2.3 Teorema de Hurwitz Generalizado

Vimos na Seção 2.2 as álgebras com composição de tipos I-IV. Vamos mostrar agora que
estes são os únicos tipos posśıveis.

Teorema 6. Seja A uma álgebra com composição sobre um corpo F . Então A é uma das
álgebras do tipo I-IV.

Demonstração. Seja B uma subálgebra de A contendo o elemento identidade 1 de A
tal que a restrição de f a B é não-degenerada. Então A = B ⊕ B⊥, em que B⊥ = {x ∈
A | f(x, y) = 0,∀y ∈ B}. Se B 6= A então existe v ∈ B⊥ tal que n(v) = −α 6= 0. Além
disso, B + vB = (B,α), 1 ∈ B + vB e f restrita a B + vB é não-degenerada.

Agora, suponhamos que car(F ) 6= 2. Neste caso, f restrita a F é não-degenerada.
Tomando B = F , temos que B = A e neste caso A = F é do tipo I, ou B 6= A. Se B 6= A
então A contem uma subálgebra B1 do tipo II. Se B1 = A então A é do tipo II. Se B1 6= A
então tomando B = B1 vemos que A contem uma subálgebra B2 do tipo III. Se B2 = A
então A é do tipo III. Se B2 6= A tomando B = B2 vemos que A contem uma subálgebra B3

do tipo IV. Neste caso, necessariamente B3 = A.
Finalmente, suponhamos que F tem caracteŕıstica 2. Neste caso, A 6= F pois F não é

uma álgebra com composição. Existe a ∈ A − F tal que a + a 6= 0. De fato, se x + x =
0 (∀x ∈ A − F ) então f(1, x) = 0 (∀x ∈ A − F ). Como f(1, α) = 2α para todo α ∈ F ,
temos então que f(1, x) = 0 (∀x ∈ A), contradizendo o fato de f ser não-degenerada. Pondo
s = (a+ a)−1 a obtemos s2 = s + µ (µ ∈ F, 4µ + 1 6= 0), F + Fs é uma subálgebra de A
do tipo II e f restrita a F + Fs é não-degenerada. E, como fizemos acima, podemos provar
que A é do tipo II, III ou IV.

Corolário 1. Seja n : V → F uma forma quadrática não-degenerada. Se n admite com-
posição então a dimensão de V é 1, 2, 4 ou 8. Além disso, se car(F ) 6= 2 podemos escolher
uma base de V tal que n(x) assume uma das seguintes formas:

(i) n(x) = x2,
(ii) n(x) = x2

1 − αx2
2,

(iii) n(x) = x2
1 − αx2

2 − βx2
3 + αβx2

4,
(iv) n(x) = x2

1 − αx2
2 − βx2

3 + αβx2
4 − γx2

5 + αγx2
6 + βγx2

7 − αβγx2
8,

em que α, β, γ ∈ F, αβγ 6= 0.
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2.4 Álgebras Com Composição Cindidas

Uma álgebra com composição A tem divisores de zero se e somente se n(x) = 0 para
algum x 6= 0. Quando isto ocorre dizemos que A é uma álgebra com composição cindida.
Por exemplo, K(0), Q(0, 1) e C(0, 1, 1) são álgebras cindidas.

Uma álgebra com composição A é cindida se e somente se A contem um idempotente
e 6= 0, 1. De fato, se A é cindida então existe x ∈ A tal que n(x) = 0 e x + x = α 6= 0.
O elemento e = α−1x é um idempodente de A e e 6= 0, 1. Reciprocamente, se e é um
idempotente de A com e 6= 0, 1 então n(e) = 0 e A é cindida.

Teorema 7. Se A é uma álgebra com composição cindida sobre F então A é isomorfa a
K(0), Q(0, 1) ou C(0, 1, 1).

Demonstração. Seja B uma subálgebra de A contendo o elemento identidade 1 de A.
Suponhamos que f restrita a B é não-degenerada. Então se B 6= {0} podemos encontrar
u ∈ B⊥ tal que n(u) = −α 6= 0. Agora, se B contem um idempotente e 6= 0, 1 e
v = u+ α−1 (1− α) ue então v ∈ B⊥ e v2 = 1. Segue que B + vB = (B, 1) contem 1 e
além disso f restrita a B + vB é não-degenerada.

Como A é cindida sabemos que A contem um idempotente e 6= 0, 1. A álgebra K(0) =
F ⊕ Fe é uma subálgebra de A e um cálculo simples mostra que f restrita a K(0) é não-
degenerada. Se A = K(0) o resultado está provado. Se A 6= K(0) fazendo B = K(0) vemos
que A contem a subálgebra Q(0, 1) = (K(0), 1). Se A = Q(0, 1) o resultado está provado.
Se A 6= Q(0, 1) fazendo B = Q(0, 1) encontramos a subálgebra C(0, 1, 1) = (Q(0, 1), 1) em
A. Mas neste caso temos necessariamente que A = C(0, 1, 1).

Corolário 2. Sobre um corpo algebricamente fechado F existem quatro álgebras com com-
posição não-isomorfas: F, K(0), Q(0, 1), C(0, 1, 1).

Demonstração. Seja A uma álgebra com composição sobre F de dimensão > 1. Sejam
a ∈ A−F e α ∈ F uma raiz de x2− t(a)x+ n(a) = 0. Então (a−α) (a+α− t(a)) = 0 e
a−α é um divisor de zero em A. Portanto, A é cindida e o resultado segue pelo Teorema 7.

A aplicação K(0) = F ⊕ Fv1 → F ⊕ F que leva α + βv1 em (α + β, α) fornece um
isomorfismo entre K(0) e F ⊕F . A álgebra Q(0, 1) é isomorfa à álgebra M2(F ) das matrizes
2× 2 com coeficientes em F . Um isomorfismo é dado por

α + βv1 + γv2 + δv1v2 →
[
α + β γ + δ
γ α

]
.

A álgebra C(0, 1, 1) é isomorfa à álgebra (M2(F ), 1) que é denotada por C(F ) e é de-
nominada álgebra de matrizes de Cayley-Dickson.

Seja F um corpo qualquer (incluindo a possibilidade de F ser algebricamente fechado).
Considerando uma extensão transcendente F1 de F , é posśıvel construir uma álgebra com
composição sobre F1 de dimensão 2, 4 e 8 que não tem divisores de zero.
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2.5 Álgebras Com Composição Generalizadas

Vamos generalizar o conceito de álgebra com composição não exigindo que a álgebra tenha
um elemento identidade. Chamamos esta álgebra de álgebra com composição generalizada.

O problema da classificação das álgebras com composição generalizadas foi estudado por
Myung, Okubo e Osborn no começo dos anos 80, Faulkner em 1988, e Elduque e Myung [21]
em 1993.

Okubo encontrou um exemplo de uma álgebra com composição generalizada sobre C, a
álgebra de pseudo-octônios P8, e generalizou este exemplo construindo a álgebra que vamos
definir a seguir.

Seja F um corpo de caracteŕıstica 6= 2, 3 contendo
√
−3. Seja sl(3, F ) = {X ∈ M3(F ) |

tr(X) = 0}, em que tr(X) é o traço da matriz X. Obtemos a álgebra P8(F ), de dimensão 8
sobre F , definindo no espaço vetorial sl(3, F ) a multiplicação

X.Y = µXY + (1− µ)Y X − 1

3
tr(XY )I,

em que µ = 1
6
(3 +

√
−3) e I é a matriz identidade 3 × 3. Em particular, quando F = C,

obtemos a álgebra P8 = P8(C).
Se n(X) = 1

6
tr(X2) então n é uma forma quadrática, a forma simétrica associada

f(X, Y ) = 1
3
tr(XY ) é não-degenerada e temos que n(X.Y ) = n(X) n(Y ) para todo X, Y ∈

P8(F ).
A álgebra P8(F ) tem propriedades diferentes daquelas verificadas pelas álgebras com

composição: P8(F ) não é alternativa; P8(F ) verifica x3 = n(x)x (no lugar da equação
quadrática) e é flex́ıvel.

Quando F não contem
√
−3 ou car(F ) = 3, definimos a álgebra P8(F ) sobre F usando

a tábua de multiplicação da álgebra P8(F ), em que F é o fecho algébrico de F .
Em qualquer caso, a álgebra P8(F ) é denominada álgebra de Okubo. Vamos usar o termo

álgebra de Hurwitz para indicar uma das álgebras do tipo I-IV.
Se A é uma álgebra com composição generalizada. Um elemento e ∈ A é denominado

uma para-unidade se f(e, e) = 1 e ex = xe = x (∀x ∈ A), em que x = 2f(e, x)e − x.
A álgebra A é denominada para-Hurwitz quando A, considerada como álgebra sobre alguma
extensão F̃ de F , possui uma para-unidade. Se A é Hurwitz com elemento identidade e
então x.y = x y define uma nova multiplicação em A e munido desta multiplicação A é para-
Hurwitz. Reciprocamente, se A é para-Hurwitz com para-unidade e, esta nova multiplicação
transforma A em uma álgebra de Hurwitz com elemento identidade e. Neste sentido, existe
uma correspondência entre as álgebras de Hurwitz e as álgebras para-Hurwitz.

As álgebras de Okubo e as álgebras para-Hurwitz são flex́ıveis.

Teorema 8. (Okubo [56]) Seja A uma álgebra com composição generalizada flex́ıvel de di-
mensão finita sobre um corpo F de caracteŕıstica 6= 2. Então A é uma álgebra de Hurwitz
ou uma álgebra para-Hurwitz ou a álgebra de Okubo.

Seja F um corpo de caracteŕıstica 6= 2, 3. Suponhamos que F contem
√
−3. Seja A uma

álgebra alternativa de dimensão finita sobre F satisfazendo

x3 − t(x)x2 + s(x)x− n(x) = 0,
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em que t : A → F é uma forma linear, s : A → F é uma forma quadrática e n : A → F
é uma forma cúbica. Dizemos que A é uma álgebra alternativa de grau 3. Se A0 = {x ∈
A | t(x) = 0}, todo elemento x ∈ A pode ser escrito como x = x0 − 1

3
t(x), em que x0 ∈ A0.

Temos que s(x) = −1
2
t(x2) para todo x ∈ A0. Quando t(x2) é não-degenerada, dizemos que

A é separável sobre F . Seja ω 6= 1 uma raiz cúbica da unidade e note que ω = µ−1(µ− 1) e√
−3 = 2ω + 1. Definimos uma multiplicação ∗ em A0 por

a ∗ b = ωab− ω2ba− 1

3
(2ω + 1)t(ab),

em que a, b ∈ A0. Em particular, quando A = M3(F ) temos A0 = sl(3, F ) e a ∈ (A0, ∗) →√
−3 a ∈ P8(F ) é um isomorfismo. Além disso, s(a ∗ b) = s(a)s(b), para todo a, b ∈ (A0, ∗).

Se F não contem
√
−3, consideramos o corpo K = F (

√
−3) = F (ω) e uma álgebra

alternativa de dimensão finita e de grau 3 sobre K, munida de uma involução − do segundo
tipo, isto é, que satisfaz x = x, xy = y x, αx = α x, para todo α ∈ K e x, y ∈ A, em que
α→ α é o único F-automorfismo de K de grau 2. Se Ã0 = {x ∈ A | t(x) = x, x = −x} então
Ã0 é fechado sob a multiplicação ∗, (Ã0, ∗) é uma álgebra sobre F e s(a ∗ b) = s(a)s(b), para
todo a, b ∈ Ã0. Como s(a) = s(a) = s(a) para todo a ∈ Ã0, temos que s(Ã0) ⊂ F e então s
restrita a Ã0 é uma forma quadrática sobre F .

Teorema 9. (Elduque e Myung [21]) Seja B uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo
F de caracteŕıstica 6= 2, 3. Suponhamos que B não é uma álgebra de Hurwitz.
(i) Se F contem

√
−3, então B é uma álgebra com composição generalizada flex́ıvel sobre

F se e somente se existe uma álgebra alternativa separável de grau 3 A sobre F tal que B
é isomorfa a (A0, ∗). Além disso, duas tais álgebras B são isomorfas se e somente se as
correspondentes álgebras alternativas A são isomorfas.
(ii) Se F não contem

√
−3, então B é uma álgebra com composição generalizada flex́ıvel

se e somente se existe uma álgebra alternativa separável de grau 3 sobre F (
√
−3) com uma

involução do segundo tipo tal que B é isomorfa a (Ã0, ∗). Além disso, duas tais álgebra
B são isomorfas se e somente se as correspondentes álgebras alternativas A são isomorfas
como álgebras com involução.

2.6 Álgebras Com Pseudo-Composição

Seja F um corpo de caracteŕıstica 6= 2, 3 e seja A uma álgebra comutativa sobre F .
Dizemos que A é uma álgebra com pseudo-composição se existe uma forma bilinear simétrica
não-nula φ : A× A→ F tal que

x3 = φ(x, x)x, ∀x ∈ A.

A forma φ é única e é denominada norma de A. Definimos o radical de φ como sendo o
conjunto Radφ = {x ∈ A | φ(x, y) = 0, ∀y ∈ A}.

Quando A é uma álgebra com pseudo-composição e φ é a sua norma temos φ(x2, x2) =
φ(x, x)2, ∀x ∈ A. Compare esta equação com a equação n(xy) = n(x)n(y) (∀x, y ∈ A)
satisfeita pelas álgebras com composição.

Para simplificar, vamos supor que F é algebricamente fechado. Neste caso, a álgebra
com pseudo-composição A sobre F tem um idempotente e e A = Fe ⊕ A 1

2
⊕ A−1, em que
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Aα = {z ∈ A | ez = αz} (α = 1
2
,−1). Quando A−1 = {0} ou A 1

2
= {0} dizemos que A é do

tipo quadrático pois
x2 + β(x)x+ γ(x, x)e = 0 (∀x ∈ A),

em que β : A→ F é uma forma linear e γ : A× A→ F é uma forma bilinear simétrica.
O teorema de estrutura das álgebras com pseudo-composição é dado a seguir.

Teorema 10. (Meyberg e Osborn [53]) Seja A uma álgebra com pseudo-composição sobre
um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica 6= 2, 3. Então Radφ é um ideal de A, e
um dos seguintes casos acontece:
(i) A é do tipo quadrático;
(ii) A/Radφ é do tipo quadrático;
(iii) A pode ser constrúıda a partir de uma álgebra alternativa quadrática com composição.

3 Álgebras Alternativas

A estrutura das álgebras alternativas simples foi obtida através dos trabalhos de Zorn
(1930), Schafer (1943), Albert (1952), Skornyakov (1950), Bruck e Kleinfeld (1951), Kleinfeld
(1953) e Zhevlakov (1967).

Os teoremas de estrutura das álgebras alternativas foram obtidas por Kleinfeld (1955),
Slater(1969,1970,1971), Zhevlakov (1972) e Shestakov (1976).

Como já definimos na Seção 2.2, uma álgebra é alternativa quando satisfaz as identidades
(x, x, y) = 0 e (y, x, x) = 0. O primeiro resultado fundamental sobre as álgebras alternativas
é dado a seguir.

Teorema 11. (Artin) Em uma álgebra alternativa, quaisquer dois elementos geram uma
subálgebra associativa.

Demonstração. Sejam A uma álgebra alternativa e A0 a subálgebra gerada por a, b ∈ A.
Para concluir que A0 é associativa, devemos provar que, para produtos finitos arbitrários
u1, u2, u3 dos elementos a, b, temos (u1, u2, u3) = 0. Fazemos isto por indução sobre
n = d(u1) + d(u2) + d(u3), em que d(ui) é o número de fatôres em ui. Se n = 3 o resultado
é claro e este é o primeiro passo da indução. Suponhamos que n > 3 e (como hipótese de
indução) que se v1, v2, v3 são produtos finitos de a, b e d(v1) + d(v2) + d(v3) < n temos
(v1, v2, v3) = 0. Usando esta hipótese de indução, podemos supor sem perda de generalidade,
que u1 = t1a, u2 = t2a. Usando algumas identidades que valem para as álgebras alternativas,
temos que (u1, u2, u3) = −a(t1u3, t2, a) = 0, pois d(t1u3) + d(t2) + d(a) < n.

Corolário 3. Toda álgebra alternativa é associativa nas potências.

3.1 Álgebras Alternativas Quadráticas Simples

Como observamos na Seção 2.2, toda álgebra com composição A sobre um corpo F (a
menos do caso A = F ⊕ F ) é alternativa, quadrádica e simples. O seguinte teorema fornece
uma rećıproca para este fato.
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Teorema 12. Toda álgebra alternativa, quadrática e simples é uma álgebra com composição
ou um corpo de caracteŕıstica 2.

Demonstração. Seja A uma álgebra quadrática sobre um corpo F . Isto significa que
x2 − t(x)x + n(x) = 0, em que t(x), n(x) ∈ F e são unicamente determinados por x ∈ A.
Além disso, temos que x ∈ A → t(x) ∈ F é uma forma linear e x ∈ A → n(x) ∈ F é uma
forma quadrática. Agora, com a hipótese adicional de que A é alternativa, podemos verificar
que n(xy) = n(x) n(y), para todo x, y ∈ A.

Suponhamos que A é alternativa, quadrática e simples. Consideremos a forma bilinear
simétrica f(x, y) := n(x+ y)− n(x)− n(y). O conjunto

W = {a ∈ A | f(a,A) = 0}

é um ideal de A. Como A é simples, temos que W = {0} ou W = A. No primeiro caso,
f é não-degenerada e A é uma álgebra com composição. No segundo caso, f = 0 e então
n(x+ y) = n(x) + n(y). Logo, n : A→ F é um homomorfismo de anéis e ker(n) é um ideal
de A. Mas, como ker(n) 6= A e A é simples, temos que ker(n) = {0}. Assim, A é isomorfa ao
subanel θ(A) = {n(x) | x ∈ A} de F . Mais ainda, θ(A) é um corpo pois se x ∈ A e n(x) 6= 0
então o inverso de n(x) é n(n(x)−1 x) ∈ θ(A). Logo, A é um corpo e A tem caracteŕıstica 2
pois 1 + 1 = 2 = f(1, 1) = 0.

3.2 Álgebras Alternativas Simples

Seja A uma álgebra qualquer sobre um corpo F . O conjunto

N(A) = {n ∈ A | (n,A,A) = (A, n,A) = (A,A, n) = {0}}

é denominado centro associativo de A e o conjunto

K(A) = {n ∈ A | [n,A] = {0}}

é denominado centro comutativo de A. O centro de A é o conjunto

Z(A) = N(A) ∩K[A].

Temos que N(A) e Z(A) são subálgebras de A. Quando A é alternativa, K(A) é uma
subálgebra de A e 3K(A) ⊂ N(A). Logo, toda álgebra alternativa e comutativa de carac-
teŕıstica 6= 3 é associativa.

Se A é simples então Z(A) = {0} ou Z(A) é um corpo. Se A é simples e central sobre F
(isto é, Z(A) = F ) e K é uma extensão de F , então o produto tensorial K ⊗F A é simples e
central sobre K.

No que segue A é uma álgebra alternativa.
Seja ZN(A) o ideal de A gerado pelos elementos [n, a] (n ∈ N [A], a ∈ A). Temos que

(ZN [A], A,A) ⊂ N [A].
Vamos mostrar que se A é simples e não é associativa então N [A] = Z[A]. Suponhamos

o contrário, isto é, que N(A) não está contido em Z(A). Temos então que ZN [A] 6= {0} e
como A é simples segue que ZN(A) = A. Logo, (A,A,A) = (ZN(A), A,A) ⊂ N [A]. Como
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A não é associativa, existe n = (x, y, z) 6= 0 e sabemos que n ∈ N [A]. Por outro lado,
(x, y, A) ⊂ (A,A,A) ⊂ N(A) e podemos verificar que disto segue que < n >2= {0}, em que
< n > denota o ideal de A gerado por n. Logo, sendo A simples, temos que < n >= {0}
levando a uma contradição.

Lema 1. Suponhamos que a álgebra alternativa A satisfaz a identidade [x, y]n = 0. Então,
os elementos nilpotentes de A formam um ideal de A.

Demonstração. Suponhamos inicialmente que A é associativa. A álgebra A = A/Nil(A)
não contem nilideais não-nulos. Seja x ∈ A um elemento nilpotente; temos xk = 0 para
algum k. Suponhamos que x /∈ Nil(A). Segue que x 6= 0, xk = 0. Usando a identidade
[x, y]n = 0 podemos provar que x y é nilpotente para todo y ∈ A. Logo, x A é um nilideal
à direita de A. Um resultado devido a Levitzki afirma que toda nilálgebra, associativa,
finitamente gerada e que satisfaz uma identidade polinomial, é nilpotente. Logo, x A é
localmente nilpotente. Notemos que x A 6= {0} pois se x A = {0} então x gera um nilideal
não-nulo de A. Mas então o radical de Levitzki (isto é, o radical locamente nilpotente) L(A)
de A é 6= {0}. Mas L(A) é um nilideal de A, o que leva a uma contradição. Portanto,
x ∈ Nil(A). Suponhamos, agora, que A é alternativa. Sejam x, y ∈ A elementos nilpotentes.
Pelo Teorema 11, a álgebra B gerada por x, y é associativa. Pelo caso que já foi provado, os
elementos nilpotentes de B formam o ideal Nil(B). Portanto, x+ y é nilpotente. De modo
análogo, podemos provar que se x é nilpotente e y é um elemento arbitrário de A então xy
e yx são nilpotentes.

Observamos acima que toda álgebra alternativa e comutativa de caracteŕıstica 6= 3 é
associativa. Observemos agora que se A é uma álgebra alternativa, comutativa e simples
então A é um corpo. Sejam a, b, c ∈ A e suponhamos que (a, b, c) 6= 0. Podemos provar que
toda álgebra alternativa e comutativa verifica a identidade (x, y, z)2 = 0. Logo, (a, b, c)2 = 0.
Como A é comutativa, A satisfaz [x, y]n = 0. Logo, pelo Lema 1, os elementos nilpotentes
de A formam um ideal I e este ideal contem o elemento não-nulo (a, b, c). Temos então que
I 6= {0} e logo I = A pois A é simples. Portanto, A é uma nilálgebra satisfazendo uma
identidade polinomial e isto implica que A é localmente nilpotente. Mas este fato junto com
a simplicidade não é posśıvel. Logo, devemos ter (a, b, c) = 0, para todo a, b, c ∈ A, e A é
associativa. Mas uma álgebra associativa, comutativa e simples é um corpo.

Seja X = {x1, x2, . . . }. A álgebra alternativa livre, determinada por X e denotada por
Alt[X], é a álgebra quociente F [X]/Alt, em que Alt denota o ideal de F [X] gerado pelos
elementos da forma (f1, f1, f2), (f2, f1, f1) (f1, f2 ∈ F [X]). Temos que NAlt[X](A) ⊂ N [A],
em que

NAlt[X](A) = {p(a1, . . . , an) | n ≥ 1, p(x1, . . . , xn) ∈ N(Alt[X]), a1, . . . , an ∈ A}.

O centro associativo N(Alt[X]) de Alt[X] contem os elementos

n1(x, y) = [x, y]4, n2(x, y) = [x, y]2([x, y] ◦ [x, yx]), n3(x, y) = [x, y]2[x, yx]2,

em que [x, y] ◦ [x, yx] = 1
2
{[x, y][x, yx] + [x, yx][x, y]}. Estes elementos são não-nulos em

Alt[X] pois são não-nulos na álgebra associativa livre Ass[X].
O teorema principal sobre as álgebras alternativas simples é o seguinte:
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Teorema 13. Seja A uma álgebra alternativa, não-comutativa e simples sobre um corpo
F . Suponhamos que NAlt[X](A) ⊂ Z(A). Então Z(A) é um corpo e A é uma álgebra de
quatêrnios generalizada Q(µ, β) ou uma álgebra de Cayley-Dickson C(µ, β, γ) sobre o seu
centro Z(A).

Demonstração. Do fato de A ser simples temos que Z(A) = {0} ou Z(A) é um corpo.
Vamos provar que Z(A) 6= {0}. Para todo x, y ∈ A temos que

[x, y]4 ∈ NAlt[X](A) ⊂ Z(A).

Basta portanto provar que existem a, b ∈ A tais que [a, b]4 6= 0. Suponhamos o contrário,
isto é, que [x, y]4 = 0, ∀x, y ∈ A. Então

{[x, y] | x, y ∈ A} ⊂ I,

em que I é o ideal formado pelos elementos nilpotentes de A. Como A é não-comutativa,
certamente I 6= {0} e a simplicidade de A fornece I = A. Logo, A é nilálgebra e, como A
satisfaz a identidade [x, y]4 = 0, A é localmente nilpotente, o que leva a uma contradição
pois A é simples. Portanto, existem a, b ∈ A tais que [a, b]4 6= 0, Z(A) 6= {0} e então Z(A)
é um corpo.

Consideremos a álgebra A como uma álgebra sobre Z(A). Esta álgebra continua sim-
ples. Seja K uma extensão de Z(A). A álgebra AK = K ⊗Z(A) A é alternativa, simples
e central sobre K. Como ni(x, y) ∈ N(Alt[X]) e NAlt[X](A) ⊂ Z(A) (por hipótese) temos
(ni(x, y), z, t) = [ni(x, y), z] = 0, para todo x, y, z, t ∈ A e i = 1, 2, 3. Estas identidades
continuam válidas quando tomamos x, y, z, t ∈ AK . Portanto, ni(x, y) ∈ Z(AK) = K, para
todo x, y ∈ AK , i = 1, 2, 3. Por outro lado, provamos acima que existem a, b ∈ A tais que
n1(a, b) = [a, b]4 6= 0. Podemos concluir disto que AK é uma álgebra quadrática. Assim, AK
é uma álgebra alternativa, quadrática e simples, e não é comutativa. Logo, pelo Teorema
12, AK é uma álgebra com composição. É posśıvel concluir disto que A é uma álgebra com
composição. Portanto, A = Q(µ, β) ou A = C(µ, β, γ) para algum µ, β, γ ∈ F .

Corolário 4. (Kleinfeld) Se A é uma álgebra alternativa, simples e A não é associativa
então o centro Z(A) de A é um corpo e A é uma álgebra de Cayley-Dickson sobre Z(A).

Demonstração. Se A é comutativa então A é um corpo, contradizendo a hipótese de que
A não é associativa. Logo, A não é comutativa. Por outro lado, NAlt[X](A) ⊂ N [A] = Z(A).
Logo, podemos aplicar o Teorema 13 e concluir que A é uma álgebra de Cayley-Dickson
sobre Z(A).

Como toda álgebra com divisão é simples, usamos o Corolário 4 para obter o seguinte
resultado:

Corolário 5. (Bruck-Kleinfeld-Skornyakov) Se A é uma álgebra alternativa com divisão e A
não é associativa então Z(A) é um corpo e A é uma álgebra de Cayley-Dickson sobre Z(A).
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3.3 Estrutura das Álgebras Alternativas

Pelo Corolário 3, toda álgebra alternativa A é associativa nas potências. Logo, o nilradical
Nil(A) está bem definido (veja a Seção 1.2). Quando A tem dimensão finita, Nil(A) é
nilpotente.

Teorema 14. (Schafer [62]) Seja A uma álgebra alternativa de dimensão finita. Então
A/Nil(A) é isomorfa a uma soma direta finita de álgebras simples. Cada uma destas álgebras
simples ou é associativa (e, neste caso, isomorfa a uma álgebra de matrizes sobre uma álgebra
associativa com divisão) ou é uma álgebra de Cayley-Dickson sobre o seu centro.

No que segue A é uma álgebra alternativa de dimensão qualquer (inclusive infinita).
Um ideal à direita I de A é chamado ideal à direita modular se existe e ∈ A tal que

x− ex ∈ I, para todo x ∈ A. Se I é um ideal à direita modular de A então (I : A) = {a ∈
A : Aa ⊂ I} é o maior ideal de A contido em I.

A álgebra A é denominada primitiva (à direita) se A contem um ideal à direita modular
maximal I e este ideal não contem ideais não-nulos; neste caso, (I : A) = {0}. Toda álgebra
de Cayley-Dickson é primitiva. Um ideal I de A é denominado primitivo se A/I é uma
álgebra primitiva.

Uma álgebra B é prima se para quaisquer ideais não-nulos I e J de B temos IJ 6= 0.
Toda álgebra alternativa primitiva é prima.

Teorema 15. (Kleinfeld) Toda álgebra alternativa primitiva ou é associativa primitiva ou é
uma álgebra de Cayley-Dickson sobre seu centro.

Demonstração. Suponhamos que A é primitiva e não é associativa. Como A é primitiva,
A tem um ideal à direita modular maximal I. O fato de A ser prima e (I : A) = {0} implica
I = {0}. Logo, não existem ideais à direita próprios em A. Portanto, A é simples e, pelo
Corolário 4, A é uma álgebra de Cayley-Dickson sobre o seu centro.

Seja A uma álgebra sobre F . Quando A não contem um elemento identidade, podemos
construir a álgebra A] que contem A e tem um elemento identidade. Como espaço vetorial
A] = F ⊕ A e a multiplicação em A] é definida por

(α + a)(β + b) = (αβ) + (αb+ βa+ ab).

Um ideal I de A é denominado quasi-regular se, para todo x ∈ I, o elemento 1−x tem um
inverso em A]. O radical quasi-regular Rad(A) de A é o maior ideal à direita quasi-regular
de A e também é a interseção de todos os ideais à direita modulares maximais de A.

Teorema 16. (Zhevlakov et al [67]) Seja A uma álgebra alternativa artiniana. Então temos:
(i) O radical Rad(A) é o maior ideal nilpotente de A.
(ii) A álgebra quociente A/Rad(A) é isomorfa a uma soma direta finita de álgebras de
matrizes (sobre álgebras associativas com divisão) e álgebras de Cayley-Dickson.

Teorema 17. (Kleinfeld) Seja A uma álgebra alternativa. Então temos:
(i) O radical Rad(A) é a interseção de todos os ideais primitivos de A.
(ii) A álgebra quociente A/Rad(A) é isomorfa a um produto subdireto de álgebras primitivas
associativas ou de álgebras de Cayley-Dickson.
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Demonstração. Seja Iα um ideal à direita modular maximal de A. O ideal Qα = (Iα : A)
é o maior ideal de A contido em Iα. O homomorfismo canônico A → A/Qα leva Iα em
Iα/Qα, que é um ideal à direita modular maximal de A/Qα e não contem ideais não-nulos
de A/Qα. Logo, A/Qα é uma álgebra primitiva e segue que Qα é primitivo. Como Qα ⊂ Iα
temos então

∩ Q ⊂ ∩ Qα ⊂ ∩ Iα = Rad(A),

em que Q percorre o conjunto dos ideais primitivos de A.
Por outro lado, seja Q um ideal primitivo de A. Então, A/Q é primitiva e segue do

Teorema 15 que A/Q é uma álgebra associativa primitiva ou uma álgebra de Cayley-Dickson.
Em qualquer caso, Rad(A/Q) = {0}. O homomorfimso canônico A→ A/Q estabelece uma
correspondência entre os ideais à direita modulares maximais de A e os de A/Q. Logo,
Rad(A) é levado em Rad(A/Q) = {0}. Portanto, Rad(A) ⊂ Q e segue que Rad(A) ⊂ ∩ Q.

Como Rad(A) = ∩ Q, em que Q percorre o conjunto dos ideais primitivos de A, segue que
A/Rad(A) é um produto subdireto de A/Q. Mas A/Q é uma álgebra associativa primitiva
ou uma álgebra de Cayley-Dickson.

A álgebra A é semiprima quando I = {0} é o único ideal de A tal que I2 = {0}. O radical
primo de A é o menor ideal P (A) de A tal que a álgebra quociente A/P (A) é semiprima.
O ideal P (A) pode não ser nilpotente, mas é um nilideal. Um ideal I de A é primo quando
A/I é prima. O radical P (A) é a interseção dos ideais primos de A.

Os radicais de A estão relacionados pelas seguintes inclusões:

P (A) ⊂ Nil(A) ⊂ Rad(A).

Um anel de Cayley-Dickson é um subanel B de uma álgebra de Cayley-Dickson C sobre
F tal que o centro Z = Z(B) está contido em F e Z−1B = C, em que Z−1B = {z−1b | z ∈
Z − {0}, b ∈ B}.

Teorema 18. (Zhevlakov et al [67])
(i) Se A é uma álgebra alternativa então A/P (A) é isomorfa a um produto subdireto de
álgebras primas.
(ii) Toda álgebra alternativa prima de caracteŕıstica 6= 3, que não é associativa, é um anel
de Cayley-Dickson.

4 Álgebras de Jordan

4.1 Álgebras de Jordan Especiais e Excepcionais

As álgebras conhecidas como álgebras de Jordan apareceram pela primeira vez no trabalho
de Jordan, von Neumann e Wigner publicado no Annals of Mathematics em 1934. Estes
autores mostraram que as propriedades estat́ısticas de um sistema mecânico quântico ficavam
mais simples, quando descritas usando a álgebra Mn(R)(+). Esta álgebra é obtida quando
consideramos a álgebra de matrizes Mn(R) e trocamos a multiplicação usual AB das matrizes
A e B pela multiplicação

A ◦B =
1

2
(AB +BA).
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Uma álgebra é denominada álgebra de Jordan se é comutativa e verifica a identidade de
Jordan (x2, y, x) = 0.

Se A é uma álgebra associativa (ou alternativa), então a álgebra A(+) obtida quando
trocamos o produto xy de dois elementos de A pelo produto de Jordan

x ◦ y =
1

2
(xy + yx)

é uma álgebra de Jordan.
Sejam V um espaço vetorial de dimensão n (2 ≤ n ≤ ∞) sobre F , f : V × V → F

uma forma bilinear simétrica e J(V, f) = F ⊕ V . Definimos uma multiplicação em J(V, f)
da seguinte maneira: (α + x)(β + y) = (αβ + f(x, y)) + (βx + αy). Obtemos uma álgebra
de Jordan denominada álgebra de Jordan de grau 2 ou álgebra de Jordan da forma bilinear
simétrica f . Esta álgebra é comutativa e é quadrática pois, para todo a = α + x ∈ J(V, f),
temos a2− t(a)a+ n(a) = 0, em que t(a) = 2α e n(a) = α2− f(x, x). Reciprocamente, toda
álgebra quadrática comutativa A é uma álgebra de Jordan de grau 2. Mais precisamente,
A = J(V, g), em que V = {x ∈ A | t(x) = 0} e g(x, y) = xy (x, y ∈ V ). A álgebra J(V, f) é
simples quando f é não-degenerada e não é finitamente gerada quando n =∞.

Seja A uma álgebra com involução − : a ∈ A→ a ∈ A. Seja H(A,− ) = {x ∈ A | x = x}.
Temos que (H(A,− ),+, ◦) é uma álgebra. Denotemos por An a álgebra das matrizes n× n
com coeficientes em A. O operador −t : An → An definido por (aij)

t
= (aji) é uma involução

de An. Para simplificar a notação denotamos por H(An) a álgebra H(An,
−t ). Se a involução

− satisfaz a + a, aa ∈ F (∀a ∈ A), H(An) é uma álgebra de Jordan e n > 3, então A é
necessariamente associativa.

Se A é uma álgebra associativa (ou alternativa) então H(A,− ) é uma subálgebra de A(+),
logo, é uma álgebra de Jordan. Denotemos por C = C(µ, β, γ) uma álgebra de Cayley-
Dickson (veja a Seção 2.2). As álgebras H(C), H(C2) e H(C3) são álgebras de Jordan.
Como C não é associativa, temos que H(Cn) não é uma álgebra de Jordan para n > 3.

Uma álgebra de Jordan J é dita álgebra de Jordan especial se existe uma álgebra
associativa A tal que J é uma subálgebra de A(+). No caso em que isto não é posśıvel,
J é dita uma álgebra de Jordan excepcional.

Se A é associativa ou alternativa então A(+) é uma álgebra de Jordan especial. Se A é
associativa a afirmação é trivial. Suponhamos que A é alternativa com 1. Consideremos o
homomorfismo L : a ∈ A→ La ∈ Hom(A,A), em que La(x) = ax. Como L(a◦b) = La ◦Lb
(para todo a, b ∈ A), temos que L é um homomorfismo de A(+) em Hom(A,A)(+). Mas se
La = 0 temos que a = La(1) = 0. Portanto, L é um homomorfismo injetor e A(+) é isomorfa
a uma subálgebra de Hom(A,A)(+). Se A não tem 1, então usamos a álgebra alternativa
com 1 A] = F ⊕ A no lugar de A.

Seja V um espaço vetorial sobre F com base {1, v1, . . . , vn} (1 ≤ n ≤ ∞) e seja f :
V × V → F uma forma bilinear simétrica. A álgebra de Clifford Cl(f) da forma f é a
subálgebra da álgebra associativa livre gerada por v1, . . . , vn que verifica vivj+vjvi = f(vi, vj).
A álgebra Cl(f) tem base {1, vi1 . . . vik | k ≥ 1, i1 < i2 < · · · < ik}. A álgebra J(V, f) é
especial pois é isomorfa à subálgebra de Cl(f)(+) com base {1, v1, . . . , vn}

As álgebras H(C) e H(C2) são álgebras de Jordan especiais, pois são álgebras do tipo
J(V, f). O primeiro exemplo de álgebra de Jordan excepcional, a álgebra H(C3), foi obtido
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por Albert em 1934. Suponhamos, por absurdo, que H(C3) é uma subálgebra de A(+),
em que A é uma álgebra associativa. A aplicação σ : A → C definida por σ(x) =
E11(xE12 + xE21)(E12 + E21) é um homomorfismo. Como C é uma álgebra simples, σ é
injetor. Logo, C é isomorfa a uma subálgebra de A. Mas isto é uma contradição pois C não
é associativa.

Uma álgebra de Jordan J sobre F é denominada uma álgebra de Albert se existe uma
extensão K de F tal que J ⊗F K ∼= H(C3). Toda álgebra de Albert é excepcional, simples
e tem dimensão 27 sobre seu centro.

A estrutura das álgebra de Jordan de dimensão finita sobre corpos de caracteŕıstica 6= 2
foi obtida por Albert (1946, 1947, 1950), Kalish (1947) e Jacobson (1949).

Toda álgebra de Jordan J é associativa nas potências e logo o nilradical Nil(J) está bem
definido. Como no caso das álgebras alternativas, temos os seguintes resultados:

Teorema 19. (Jacobson [43]) Seja J uma álgebra de Jordan de dimensão finita. Então o
nilradical Nil(J) é nilpotente e a álgebra quociente J/Nil(J) é isomorfa a uma soma direta
finita de álgebras simples.

Teorema 20. (Jacobson [43]) Seja J uma álgebra de Jordan simples de dimensão finita
sobre um corpo algebricamente fechado F . Então J é isomorfa a uma das seguintes álgebras:
F ; J(V, f), em que f é não-degenerada; H(An), n ≥ 3, em que A é uma álgebra com
composição e A é associativa para n > 3.

A estrutura das álgebras de Jordan simples de dimensão qualquer é dada pelo seguinte
teorema:

Teorema 21. (Zelmanov [66]) Seja J uma álgebra de Jordan simples. Então J é isomorfa
a uma das seguintes álgebras: J(V, f), em que f é não-degenerada; A(+), em que A é
uma álgebra associativa simples; H(A,− ), em que A é uma álgebra associativa simples com
involução −; uma álgebra de Albert.

Um subespaço K de uma álgebra de Jordan J é denominado um ideal quadrático se, para
todo k ∈ K e a ∈ J temos 2(ka)k − k2a ∈ K. Por exemplo, todo ideal à direita de A(+)

é um ideal quadrático de A(+). É claro que todo ideal de J é um ideal quadrático, mas a
rećıproca não vale. Dizemos que J satisfaz a condição minimal para ideais quadráticos se
todo conjunto não-vazio de ideais quadráticos de J contem um ideal quadrático minimal.

Como no caso das álgebras alternativas, podemos definir o radical quasi-regular Rad(J)
de uma álgebra de Jordan J e temos:

Teorema 22. (Jacobson [43], Zhevlakov et al [67]) Seja J uma álgebra de Jordan. Supon-
hamos que J satisfaz a condição minimal para os ideais quadráticos. Então temos:
(i) (Slin’ko-Zelmanov) O radical Rad(J) é nilpotente e tem dimensão finita.
(ii) (Jacobson-Osborn) A álgebra quociente A/Rad(J) é isomorfa a uma soma direta finita
de álgebras de Jordan simples que tem uma das seguintes forma: uma álgebra de Jordan
com divisão; H(A,− ), em que A é uma álgebra associativa artiniana com involução − e é
−-simples (i.e., se I é um ideal de A e I ⊂ I então I = 0 ou I = A); J(V, f), em que f é
não-degenerada; uma álgebra de Albert.
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4.2 Álgebras de Jordan Especiais Livres

A álgebra quociente F [X]/Jord, em que Jord é o ideal de F [X] gerado pelos elementos
da forma [f1, f2] e (f 2

1 , f2, f1), é denominada álgebra de Jordan livre e é denotada por
J [X].

A álgebra de Jordan especial livre SJ [X] é a subálgebra de Ass[X](+) gerada por X. Os
elementos de SJ [X] são denominados polinômios de Jordan. Um elemento f de Ass[X] é
um polinômio de Jordan se f pode ser expresso nas variáveis xi via as operações + e ◦.
Por exemplo, x1x2x3 + x3x2x1 é um polinômio de Jordan pois

x1x2x3 + x3x2x1 = 2 {(x1 ◦ x2) ◦ x3 + (x2 ◦ x3) ◦ x1 − (x3 ◦ x1) ◦ x2}.

Se J é uma álgebra de Jordan especial e φ : X → J é uma aplicação então existe um único
homomorfismo φ : SJ [X]→ J tal que o diagrama

X ↪→ SJ [X]

↘φ ↓φ
J

é comutativo.
Denotemos por ∗ a involução em Ass[X] definida por

(x1x2 . . . xn)∗ = xnxn−1 . . . x1

e por H(X) a álgebra H(Ass[X],∗ ). Como (x ◦ y)∗ = x ◦ y é claro que SJ [X] ⊂ H[X].
Se cardX ≤ 3 então SJ [X] = H(X). Mas se car(X) > 3 temos SJ [X] 6= H(X) pois
x1x2x3x4 + x4x3x2x1 ∈ H[X] mas não é um polinômio de Jordan. Se card(X) = 1 é claro
que SJ [X] = Ass[X](+). No entanto, se card(X) > 1 então SJ [X] não é isomorfa a A(+)

para toda álgebra associativa A.
Se I é um ideal de SJ [X] e Î denota o ideal de Ass[X] gerado por I temos I ⊂ Î∩SJ [X].

A igualdade ocorre se e somente se SJ [X]/I é uma álgebra de Jordan especial. No caso em
que X = {x, y} a igualdade sempre ocorre e temos então que toda imagem homomorfa de
SJ [X] é uma álgebra de Jordan especial.

A álgebra de Jordan SJ [x, y, z]/ < x2−y2 > é excepcional, em que < x2−y2 > denota o
ideal gerado por x2−y2. Isto ocorre devido ao fato de que se v = (x2−y2)xyz+zyx(x2−y2)
então v ∈ H[x, y, z] = SJ [x, y, z], v ∈ Î mas v /∈ I.

Teorema 23. Se J é uma álgebra de Jordan especial com um conjunto enumerável de
geradores então J pode ser imersa em uma álgebra de Jordan especial com dois geradores.

Demonstração. Sem perda de generalidade vamos supor que J é gerada por Z = {zi :=
xyix}i≥1 ⊂ Ass[x, y]. Da propriedade universal de SJ [Z] obtemos que existe um homomor-
fismo sobrejetor ψ que torna o diagrama

Z ↪→ SJ [Z]
↘ ↓ψ

J
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comutativo. Seja I = ker(ψ). Como J é especial e SJ [Z]/I ∼= J temos que SJ [Z]/I é
especial. Logo, Î ∩ SJ [Z] = I. Seja Ĩ o ideal de Ass[x, y] gerado por Î. Temos:

SJ [Z] ∩ Ĩ = SJ [Z] ∩ Ass[Z] ∩ Ĩ = SJ [Z] ∩ Î = I.

Logo,
J ∼= SJ [Z]/I = SJ [Z]/(SJ [Z] ∩ Ĩ).

Como xyix = 2(yi ◦ x) ◦ x− yi ◦ x2 a álgebra SJ [Z]/(SJ [Z] ∩ Ĩ) está contida na subálgebra
de (Ass[Z]/Ĩ)(+) gerada por x+ Ĩ e y + Ĩ e então J pode ser imersa nesta subálgebra.

Teorema 24. (Shirshov) Toda álgebra de Jordan com dois geradores é especial.

Demonstração. Toda imagem homomorfa de SJ [x, y] é uma álgebra de Jordan especial.
Por outro lado, existe um isomorfismo ψ : SJ [x, y]→ J [x, y] tal que ψ(x) = x, ψ(y) = y.

Seja J uma álgebra de Jordan com dois geradores x, y. Pela propriedade universal da
álgebra de Jordan livre J [x, y] temos um homomorfismo sobrejetor θ que torna comutativo
o seguinte diagrama:

{x, y} ↪→ J [x, y]
↘ ↓θ

J

Logo, θ ◦ψ : SJ [x, y]→ J é um homomorfismo sobrejetor. A álgebra J é então uma imagem
homomorfa de SJ [x, y] e segue que J é especial.

Em 1959, Albert e Paige estabeleceram que se H(An) é uma imagem homomorfa de uma
álgebra de Jordan especial então A é associativa. Logo, como a álgebra de Cayley-Dickson
C não é associativa, segue que H(C3) não é a imagem homomorfa de uma álgebra de Jordan
especial. Como H(C3) tem 3 geradores, isto mostra que o resultado enunciado no Teorema
24 é o melhor que se pode conseguir.

Usando a propriedade universal das álgebras F [x1, . . . xn] e J [x1, . . . , xn] encontramos
homomorfismos sobrejetores α, β e πn que tornam comutativo o seguinte diagrama:

F [x1, . . . , xn] →β J [x1, . . . , xn]
↘α ↓πn

SJ [x1, . . . , xn]

Seja f ∈ F [x1, . . . , xn]. Se f é uma identidade em SJ [x1, . . . , xn] então α(f) = 0 e logo
πn(β(f)) = α(f) = 0, isto é, β(f) ∈ ker(πn). Agora, se f não é uma identidade em
J [x1, . . . , xn] temos que β(f) 6= 0 e logo ker(πn) 6= {0}. Reciprocamente, se ker(πn) 6= {0}
então existe uma identidade que vale em SJ [x1, . . . , xn] mas não vale em J [x1, . . . , xn].

Toda identidade em duas variáveis que vale em SJ [x, y] vale em qualquer álgebra de
Jordan pois ker(π2) = {0} já que SJ [x, y] e J [x, y] são isomorfas. Em 1960, Macdonald
mostrou que este resultado continua válido quando temos 3 variáveis x1, x2, x3 e a identidade
é de grau ≤ 1 em x3. Olhando novamente para H(C3) vemos que ker(π3) 6= {0}. Logo,
existem identidades que valem para as álgebras de Jordan especiais mas não vale para todas
as álgebras de Jordan. Estas identidades são chamadas identidades especiais.
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Analisando a prova dada por Albert e Paige, Glennie encontrou em 1966 a identidade
especial (4) abaixo que tem grau 8 e também outra de grau 9. Em 1970, Glennie provou que
não existem identidades especiais de grau ≤ 7 em qualquer número de variáveis sobre um
corpo de caracteŕıstica 0. Veja também Hentzel [37].

Denotemos por {abc} a expressão (ab)c+ (cb)a− (ac)b e por Ua o operador 2 R2
a − Ra2 ,

em que Rx(y) = yx. As seguintes identidades valem para toda álgebra de Jordan:

{xyx}2 = {x{yx2y}x}, (2)

UUy(x)(z) = UyUxUy(z). (3)

De fato, pelo resultado de Macdonald basta mostrar que estas identidades valem em SJ [x, y]
e fazemos isto tratando todos os produtos como produtos de Jordan e expandindo.

Glennie encontrou as seguintes identidades especiais:

2 {{y{xzx}y}z(xy)} − {y{x{z(xy)z}x}y}
−2 {(xy)z{x{yzy}x}}+ {x{y{z(xy)z}y}x} = 0, (4)

2 ({xzx}) ({y{zy2z}x})− 2 ({yzy}) ({x{zx2z}y})
−{x{z{x{yzy}y}z}x}+ {y{z{y{xzx}x}z}y} = 0. (5)

Para verificar que estas duas últimas identidades valem em SJ [x, y, z] é só expandir. Em
H(C3), a identidade (4) não é satisfeita pelos elementos

x =

1 0 0
0 0 0
0 0 1

 , y =

0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , z =

0 u v
u 0 w
v w 0


e (5) não é satisfeita pelos elementos

x =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , y =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , z =

0 u v
u 0 w
v w 0

 ,
em que u, v, w ∈ C e (u, v, w) 6= 0.

O grau mı́nimo que uma identidade especial pode ter é 8. Logo, para verificar que uma
identidade de grau ≤ 7 vale em toda álgebra de Jordan, basta verificar que ela vale em
SJ [x1, . . . , xn], em que n é o grau da identidade considerada.

5 Álgebras de Bernstein

As álgebras de Bernstein foram introduzidas nos anos 70 e desde então foram publicados
cerca de 150 artigos sobre estas álgebras. Neste caṕıtulo, vamos ver como as álgebras de
Bernstein surgiram e mencionar alguns de seus aspectos. Alguns dos outros aspectos não
mencionados aqui podem ser encontrados nos seguintes artigos: [1, 3, 9, 13, 14, 18, 19, 20,
24, 26, 27, 29, 46, 49, 52, 54].
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5.1 O Problema de Bernstein

Em 1923 Bernstein propôs o problema da descrição expĺıcita de todos os operadores
evolução que atingem o equiĺıbrio na segunda geração.

Sejam a1, ..., an n tipos hereditários. Denotemos por δijk a probabilidade de obtermos ak
a partir de ai e aj (δijk = δjik ≥ 0,

∑n
k=1 δijk = 1). Se x = (x1, ..., xn), com x1, . . . , xn ≥ 0

e
∑n

i=1 xi = 1, representa a distribuição de frequências dos tipos hereditários em uma dada
geração, então a distribuição de frequências na geração seguinte é x′ = (x′1, ..., x

′
n), em que

x′k =
∑n

i,j=1 xixjδijk (k = 1, . . . , n). O operador evolução é o operador quadrático V definido

por V (x) = x′. A população atinge o equiĺıbrio na segunda geração se e somente se V 2 = V ;
neste caso, dizemos que o operador V é estacionário. Bernstein resolveu o problema para
n = 3 e obteve resultados para n arbitrário em certos casos.

A seguir temos dois exemplos.

Exemplo 1. Seja V o operador quadrático dado por

x′1 = (x1 + 1
2
x3)

2
, x′2 = (x2 + 1

2
x3)

2
, x′3 = 2(x1 + 1

2
x3)(x2 + 1

2
x3),

em que x1 + x2 + x3 = 1. Se P = (p1, p2), p1(x) = x1 + 1
2
x3, p2(x) = x2 + 1

2
x3 e

Q(p1, p2) = (p2
1, p

2
2, 2p1p2), então V = QP . Temos:

p1(x
′) = x′1 + 1

2
x′3 = p1(x)2 + p1(x)p2(x) = p1(x)[p1(x) + p2(x)] = p1(x),

já que p1(x) + p2(x) = x1 + x2 + x3 = 1. Analogamente, p2(x
′) = p2(x). Logo, PV = P .

Segue então que V 2 = QPV = QP = V .
O operador dado no Exemplo 1 é conhecido como operador de Hardy-Weinberg e foi

obtido independentemente por Hardy e Weinberg em 1908. A descoberta deste operador foi
importante para o desenvolvimento da genética de populações. Uma das interpretações que
pode ser dada é a de que este operador é o operador evolução de uma população com gene
dominante A e recessivo a e tipos hereditários a1 = AA, a2 = aa e a3 = Aa.

Exemplo 2. (Lei da Quadrilha) Seja V o operador quadrático dado por

x′1 = (x1 + x2)(x1 + x3), x′2 = (x1 + x2)(x2 + x4),
x′3 = (x3 + x4)(x1 + x3), x′4 = (x3 + x4)(x2 + x4),

em que x1 + x2 + x3 + x4 = 1. Temos V = QP , em que

P = (p1, p2, p3, p4),
p1(x) = x1 + x2, p2(x) = x3 + x4, p3(x) = x1 + x3, p4(x) = x2 + x4,
Q(p1, p2, p3, p4) = (p1p3, p1p4, p2p3, p2p4).

É imediato verificar que PV = P e logo que V 2 = V .
Lyubich deu a seguinte interpretação para o operador dado no Exemplo 2. Consideremos

uma população com genes femininos X, x e genes masculinos Y , y. Os tipos hereditários que
aparecem são sempre h́ıbridos e são os seguintes: a1 = XY , a2 = Xy, a3 = xY e a4 = xy.
Existe diferenciação pelo sexo entre os genes mas não entre os zigotos. O operador evolução
desta população é dado pela lei da quadrilha.

Denotemos por σn−1 o simplexo {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn | x1, . . . , xn ≥ 0,
∑n

i=1 xi = 1}.
Seja V : σn−1 → σn−1 um operador evolução. Uma forma linear p : Rn → R é dita invariante
se p(V (x)) = p(x) para todo x ∈ σn−1. O conjunto de todas as formas invariantes é um
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espaço vetorial e o conjunto das formas invariantes com coeficientes não-negativos é um
cone neste espaço. Sejam p1, ..., ps uma base para este cone, normalizada no sentido de que
o maior coeficiente de cada forma pi é 1. A transformação linear P : σn−1 → Rs, dada
por P = (p1, ..., ps), é denominada operador meiose e representa a transformação de zigotos
em gametas. Dizemos que o operador V tem estrutura gênica se existe uma transformação
quadrática Q : Rs → σn−1 com coeficientes não-negativos tal que V = QP ; neste caso,
x′k =

∑n
i,j=1 pi(x) pj(x) δijk(k = 1, . . . , n). Esta transformação Q é denominada operador

fertilização e descreve a formação de zigotos a partir da união de gametas. Quando as formas
p1, ..., ps são linearmente independentes, dizemos que V tem estrutura gênica elementar. No
caso contrário, dizemos que V tem estrutura gênica não-elementar. O operador dado no
Exemplo 1 tem estrutura gênica elementar enquanto que aquele dado no Exemplo 2 tem
estrutura gênica não-elementar. Todo operador evolução com estrutura gênica é estacionário.

O operador V é dito normal quando a população que ele descreve tem as seguintes
propriedades: nenhum tipo hereditário desaparece (isto é, x′i 6= 0); dois tipos hereditá-
rios não são do mesmo tipo (isto é, x′i não é um múltiplo de x′j quando i 6= j); dois tipos
hereditários não podem ser unificados (isto é, o operador depende de xi e xj e não de xi+xj).

Nos anos 70, Lyubich obteve os resultados que vamos descrever a seguir.

Teorema 25. (Lyubich [50]) Um operador evolução tem estrutura gênica elementar e é
normal se e somente se (a menos de permutações de coordenadas) tem a seguinte forma:

x′1 = p2
1 + 2 p1

∑
k 6=1 a1k pk, . . ., x′s = p2

s + 2 ps
∑

k 6=s ask pk (1 ≤ k ≤ s),
x′s+1 = 2 b1pi1pk1 , . . ., x′n = 2 bδpiδpkδ ,

s ≥ 2, δ = n− s ≥ 1, i1 < k1, ..., iδ < kδ, nenhum dos pares (i1, k1), ..., (iδ, kδ) coincidem,

pk = xk +
∑δ

l=1 ckl xs+l (k = 1, ..., s),

os coeficientes aik, bj, ckl estão contidos em [0,1], bj > 0, ci11 > 0, ck11 > 0,..., ckδδ > 0, os
ckl restantes são nulos,

cill + ckll = 1, ailkl + cillbl = 1
2
, aklil + ckllbl = 1

2
.

(l = 1, ..., δ) e, finalmente, para os pares (i, k) que ainda não foram considerados,

aki = aik = 1
2
.

A lei da quadrilha pode ser generalizada. Seja n = kl com k, l > 1. O elemento x =
(x1, ..., xn) pode ser escrito na forma matricial

x =


x1 . . . xl
xl+1 . . . x2l

. . . . .
x(k−1)l+1 . . . xkl


Denotemos por pi(x) e qj(x) a soma dos elementos da i-ésima linha e da j-ésima coluna,
respectivamente. A lei da quadrilha generalizada é o operador evolução dada por
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x′ =


p1q1 . . . p1ql
p2q1 . . . p2ql
. . . . .

pkq1 . . . pkql

 .

O operador meiose é dado por P = (p1, ..., pk, q1, ..., ql) e o operador fertilização por

Q(p1, ..., pk, q1, ..., ql) = (p1q1, ..., p1ql, p2q1, ..., pkql).

Temos V = QP e este operador tem estrutura gênica não-elementar.

Teorema 26. (Lyubich [50]) Seja V um operador evolução normal com estrutura gênica.
Então, V tem estrutura gênica elementar ou é uma lei da quadrilha generalizada.

Assim, o problema de Bernstein com certas restrições foi resolvido por Lyubich. Estas
restrições foram impostas para que o problema não saisse do campo da genética. Lyubich
forneceu dois posśıveis modelos genéticos: um é descrito por um operador do tipo dado pelo
Teorema 25 e o outro pela lei da quadrilha generalizada.

Lyubich conjecturou que todo operador evolução estacionário e normal tem estrutura
gênica. Esta conjectura foi confirmada por Gutiérrez Fernández [36]. Portanto, no Teorema
26, a hipótese com estrutura gênica pode ser substitúıda por estacionário.

5.2 Álgebras de Bernstein

Lyubich (e também Holgate [40]) introduziu o conceito de álgebra de Bernstein, forne-
cendo uma formulação algébrica para o problema de Bernstein.

Seja V (x) = x′ o operador evolução dado por x′k =
∑n

i,j=1 xixjδijk. Seja {e1, ..., en} uma
base de Rn. Introduzindo em Rn a multiplicação dada por eiej =

∑n
k=1 δijkek, obtemos uma

álgebra AV . Em termos da álgebra AV , V (x) = x2 e a estabilidade na segunda geração é
expressa por x2x2 = x2 (x = (x1, ..., xn),

∑n
i=1 xi = 1). É imediato verificar que a forma linear

ωV : AV → R definida por ωV (x) =
∑n

i=1 xi é um homomorfismo e que x2x2 = ωV (x)2x2,
para todo x ∈ AV .

Uma álgebra de Bernstein é um par (A, ω) consistindo de uma álgebra não-associativa
comutativa A sobre um corpo F e um homomorfismo não-nulo ω : A→ F tais que

x2x2 = ω(x)2x2 (∀x ∈ A). (6)

É importante observar que ω é unicamente determinado: se (A, ω1) e (A, ω2) são álgebras de
Bernstein então ω1 = ω2.

Em particular, (AV , ωV ) é uma álgebra de Bernstein.
Seja (A, ω) uma álgebra de Bernstein sobre um corpo F de caracteŕıstica 6= 2. Se y ∈ A e

w(y) 6= 0, seja x = (w(y))−1y. Da identidade (6) segue que x2 é um idempotente. Escolhendo
um idempotente e temos a soma direta (de espaços vetoriais) A = Ke ⊕ N , em que N é o
núcleo de ω. Se Re denota a multiplicação à direita por e atuando sobre N , temos 2R2

e = Re.
Isto fornece a decomposição de Peirce A = Ke⊕ U ⊕ V , em que U é o núcleo de 2Re − I e
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V é o núcleo de Re, isto é, U = {n ∈ N | en = 1
2
n}, V = {n ∈ N | en = 0}. Os subespaços

U e V satisfazem

U2 ⊂ V, UV ⊂ U, V 2 ⊂ U, UV 2 = {0}.

A decomposição acima depende da escolha do idempotente. No entanto, quando a dimensão
de A é finita, a dimensão de U e consequentemente a dimensão de V são invariantes de A.
Neste caso, o par (dimU + 1, dimV ) é denominado o tipo de A.

A condição U2 = {0} não depende do idempotente e define a subclasse das álgebras de
Bernstein excepcionais. As condições UV = {0} e V 2 = {0} também não dependem do
idempotente e definem a subclasse das álgebras de Bernstein regulares.

O problema da classificação das álgebras de Bernstein tem-se mostrado dif́ıcil. Como
observado por Lyubich, existem obstáculos a uma classificação em geral pois esta classi-
ficação contem como subproblema, por exemplo, a classificação de formas quadráticas. No
entanto, certos teoremas de classificação tem sido obtidos. Por exemplo, Lyubich classificou
as álgebras de Bernstein de dimensão n sobre C de tipos (n, 0), (n − 1, 1), (1, n − 1) e
(2, n−2) e as álgebras de tipo (3, n−3) que são excepcionais. Gutiérrez Fernández et al [32]
obteve a classificação das álgebras de Bernstein de tipo (2, n−2) e das álgebras de Bernstein
de tipo (3, n− 3) que não são excepcionais sobre um corpo qualquer de caracteŕıstica 6= 2.

Retornando ao problema de Bernstein, observamos que um operador evolução V tem
estrutura gênica se e somente se a álgebra de Bernstein (AV , ωV ) é regular; neste caso, o
operador V é denominado regular. Dizemos que o operador evolução V é excepcional quando
(AV , ωV ) é excepcional.

A classificação dos operadores evolução regulares e excepcionais foi obtida por Lyubich
nos anos 70. Mais recentemente, nos anos 90, Gutiérrez Fernández [36] obteve a descrição
dos operadores não-regulares, completando a classificação.

5.3 Nilpotência e Solubilidade do Núcleo

Sejam (A, ω) uma álgebra de Bernstein e N = ker(ω). Nesta seção vamos considerar a
seguinte questão: N é nilpotente ou solúvel? Vejamos inicialmente dois exemplos.

Exemplo 3. Seja A = Z5 ⊕ Z5 ⊕ Z5 munido da multiplicação

(k1, a1, b1)(k2, a2, b2) = (k1k2,
1

2
k1a2 +

1

2
k2a1 + a1b2 + a2b1 + b1b2, 0).

É fácil ver que o par (A, ω) onde ω(k, a, b) = k é uma álgebra de Bernstein. O núcleo de ω
é N = {0} ⊕ Z5 ⊕ Z5. Se a = (0, 1, 0) e bi = (0, 0, 1) (1 ≤ i ≤ n) temos

(...(((ab1)b2)b3)...)bn = a 6= 0.

Logo, N não é nilpotente.
Exemplo 4. Zhevlakov deu o seguinte exemplo de uma nilálgebra comutativa N de

niĺındice 3. Seja X = {x1, x2, . . . }. Dizemos que o monômio (. . . ((xi1xi2)xi3) . . . )xin é
regular se i1 < i2 < · · · < in. Os monômios regulares formam uma base para N , e a
multiplicação ∗ é definida por: xi ∗ xj = xixj; u ∗ v = 0 se u e v tem pelo menos duas
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variáveis; u ∗ xi = 0 se xi aparece em u; u ∗ xi = 0 se u = xi1 . . . xik , k ≥ 2 e i < i1;
u∗xi = sinal(σ)(. . . (. . . xi1 . . . )xi . . . )xis , k ≥ 2, i > i1 e σ é a permutação que leva xi na
posição correta. A álgebra N não é finitamente gerada e não é nilpotente. Para transformar
N em uma álgebra de Bernstein A, acrescentamos um idempotente e obtendo A = Fe⊕N ,
e definimos a ação deste idempotente sobre os monômios regulares da seguinte maneira: U é
formado pelos monômios regulares com um número ı́mpar de variáveis e V é formado pelos
monômios regulares com um número par de variáveis. Temos que V = U2 e logo A2 = A.

Odoni e Stratton [55] e Grishkov [31] provaram que se A é uma álgebra de Bernstein de
dimensão finita e A2 = A então N é nilpotente. Grishkov conjecturou que no caso em que A
é finitamente gerada por n geradores então existe c = c(n) tal que N é nilpotente de ı́ndice
≤ c. Peresi [57] mostrou que a conjectura de Grishkov é verdadeira, isto é, mostrou que N é
nilpotente, mas sem encontrar c. Krapivin [47] também provou esta conjectura encontrando
c.

Teorema 27. Seja (A, ω) uma álgebra de Bernstein finitamente gerada tal que A2 = A.
Então N é nilpotente.

Demonstração. Seja A = Fe ⊕ U ⊕ V a decomposição de A relativa a um idempotente
e. Sejam L = U0(A) = {u ∈ U | uU = {0}} e M = {x ∈ N | xN ⊂ L}. O conjunto U0(A)
é um ideal de A (veja a Seção 5.4). Temos que n3 ∈ L, para todo n ∈ N . Logo, N/L é
uma nilálgebra de niĺındice 3. Temos que M é um ideal de N e que N/M é uma álgebra
de Jordan especial. Isto significa que N/M é isomorfa a uma subálgebra de E(+), em que
E é uma álgebra associativa. No nosso caso, E é a álgebra dos endomorfismos de (N/L,+).
Como N/M é isomorfa ao quociente de N/L por M/L, temos que N/M também é uma
nilálgebra de ı́ndice 3. É conhecido que toda nilálgebra de Jordan especial de ı́ndice finito
é localmente nilpotente, isto é, toda subálgebra finitamente gerada é nilpotente (Zhevlakov
et al [67], p. 114). Logo, N/M é nilpotente (aqui estamos usando a hipótese de que A
é finitamente gerada). Temos então que (N/M)r = {0} para algum r, isto é, N r ⊂ M .
Portanto, (N rN)N ⊂ (MN)N ⊂ LN = {0} e, como A é comutativa, disto segue que N é
nilpotente.

Os Exemplos 3 e 4 acima mostram que as hipóteses impostas para se obter a nilpotência
de N não são redundantes: somente finitamente gerada ou somente A2 = A não é suficiente
para implicar que N é nilpotente.

Suazo [63] mostrou que toda álgebra de Bernstein finitamente gerada A tal que A2 = A
tem dimensão finita.

Em [38], Hentzel e Peresi provaram que N é solúvel quando A é finitamente gerada. Em
[39], Hentzel et al provaram que para toda álgebra de Bernstein N2 é nilpotente de ı́ndice
no máximo 9. Como uma consequência deste fato obtiveram que N é solúvel de ı́ndice no
máximo 5.

Estes resultados foram melhorados e o melhor resultado que temos atualmente é o
seguinte:

Teorema 28. (Bernad et al [5]) Sejam (A, ω) uma álgebra de Bernstein. Então, temos:
(i) N é solúvel de ı́ndice no máximo 3, isto é, N (3) = {0}.
(ii) N2 é nilpotente de ı́ndice no máximo 5, isto é, (N2)

5
= {0}.
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Existem outras classes de álgebras que surgiram a partir da descrição de modelos gené-
ticos. Uma destas classes é a das álgebras genéticas. Uma álgebra comutativa A de dimensão
n é genética se tem uma base {e0, e1, . . . , en−1} tal que, se eiej =

∑n−1
k=0 δijk ek, então temos:

δ000 = 1, δ0ik = 0 (0 ≤ k < i ≤ n − 1), δijk = 0 (0 ≤ k ≤ max(i, j), 1 ≤ i, j ≤ n − 1.
Lyubich provou que uma álgebra de Bernstein (A, ω) de dimensão n é uma álgebra genética
se e somente se N é nilpotente. Portanto, toda álgebra de Bernstein (A, ω) de dimensão
finita satisfazendo A2 = A é uma álgebra genética.

5.4 Estrutura das Álgebras de Bernstein

As álgebras de Bernstein (A1, ω1) e (A2, ω2) são isomorfas se existe um isomorfismo
φ : A1 → A2 que satisfaz a condição ω1 = ω2φ.

Seja (Ai, ωi)i∈I uma famı́lia de álgebras de Bernstein. O produto direto Πi∈I(Ai, ωi) é
uma álgebra, mas não é de Bernstein quando I tem pelo menos dois elementos. Consideremos
em Πi∈I(Ai, ωi), a subálgebra

×i∈I(Ai, ωi) = {(xi) ∈ Πi∈IAi | ωi(xi) = ωj(xj), ∀i, j ∈ I}.

Se definimos ω : ×i∈I(Ai, ωi)→ F por ω((xi)) = wi(xi), obtemos que (×i∈I(Ai, ωi), ω) é uma
álgebra de Bernstein, denominada o produto direto de (Ai, ωi)i∈I .

Uma álgebra de Bernstein (A, ω) é denominada decompońıvel se existem álgebras de
Bernstein (A1, ω1) e (A2, ω2) não triviais (isto é, não isomorfas a F ) tais que (A, ω) ∼=
(A1, ω1)× (A2, ω2). No caso contrário, dizemos que (A, ω) é indecompońıvel.

Teorema 29. (Cortés e Montaner [15], Costa e Guzzo [17])
Seja (A, ω) uma álgebra de Bernstein de dimensão finita. Então temos:
(i) A álgebra (A, ω) é isomorfa a um produto direto de um número finito de álgebras de
Bernstein indecompońıveis.
(ii) Suponhamos que

(A, ω) ∼= (A1, ω1)× · · · × (An, ωn) ∼= (B1, τ1)× · · · × (Bm, τm)

são duas decomposições de A como um produto direto de álgebras de Bernstein indecom-
pońıveis. Então n = m e, após uma reordenação dos ı́ndices, temos que (Ai, ωi) ∼= (Bi, τi).

Se e é um idempotente de uma álgebra de Bernstein (A, ω) e A = Fe ⊕ U ⊕ V então o
conjunto dos idempotentes de (A, ω) é I(A) = {e + u + u2 | u ∈ U}. Dizemos que (A, ω) é
uma álgebra de Bernstein-Jordan se as seguintes condições equivalentes são satisfeistas: A
é uma álgebra de Jordan; para todo g ∈ I(A), se A = Fg ⊕ Ug ⊕ Vg é a decomposição de
Peirce de A relativa a g, temos V 2

g = {0}; (A, ω) satisfaz x3 = ω(x)x2, para todo x ∈ A.
O conjunto U0(A) = {u ∈ U | uU = {0}} é um ideal de A e A/U0(A) é uma álgebra

de Bernstein-Jordan. O ideal U0(A) não depende da escolha do idempotente pois U0(A) =
∩g∈I(A)Ug (veja Cortés e Montaner [15]).

O fato de que A/U0(A) é uma álgebra de Bernstein-Jordan foi mostrado por Hentzel e
Peresi [38] e também por González e Mart́ınez [23], e foi fundamental para o desenvolvimento
da teoria das álgebras de Bernstein. Como um exemplo de aplicação deste fato, mencionamos
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o resultado obtido por Gradl e Walcher [30] sobre o comportamento da equação de Andreoli
para o caso das álgebras de Bernstein. A equação diferencial x′ = x2 − x, x(0) = y, é
denominada equação de Andreoli e serve para modelar a dependência ao longo do tempo
das frequências de genótipos de uma população. Gradl e Walcher mostraram o seguinte
resultado: se (A, ω) é um álgebra de Bernstein satisfazendo A2 = A e s(y, t) é a solução da
equação x′ = x2 − x, x(0) = y, ω(y) = 1, então limt→∞ s(y, t) = y3.

Dizemos que uma álgebra de Bernstein (A, ω) é reduzida quando U0(A) = {0}. Para
toda álgebra de Bernstein (A, ω), a álgebra quociente A/U0(A) é uma álgebra de Bernstein
reduzida.

Cortés e Montaner [15] sugeriram o seguinte enfoque para a estrutura das álgebras de
Bernstein (A, ω) de dimensão finita: o primeiro passo é fazer o quociente da álgebra pelo
ideal U0(A) para obter uma álgebra reduzida; o segundo é decompor esta álgebra reduzida
como um produto direto de álgebras indecompońıveis; o passo final consiste em classificar as
álgebras de Bernstein-Jordan indecompońıveis. Este procedimento funciona para dimensões
pequenas, pois já em dimensão 7 aparece um número infinito de álgebras de Bernstein-Jordan
indecompońıveis não-isomorfas.

Cortés e Montaner [16] usaram o enfoque sugerido acima para classificar as álgebras de
Bernstein-Jordan de dimensão ≤ 5 sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica
6= 2. Inicialmente, estes autores descreveram todas as álgebras de Bernstein reduzidas de
dimensão ≤ 5 através de seus fatôres indecompońıveis. Em seguida, descreveram as álgebras
de Bernstein-Jordan de dimensão ≤ 5 usando o seguinte argumento: se (A, ω) é uma tal
álgebra então A/U0(A) é reduzida, logo, é uma das álgebras já listadas; em seguida, ob-
tiveram a álgebra A a partir de A/U0(A). A classificação das álgebras de Bernstein-Jordan
de dimensão ≤ 4 já era conhecida.

Uma álgebra de Bernstein de dimensão ≤ 5 sobre um corpo algebricamente fechado de
caracteŕıstica 6= 2 é reduzida e indecompońıvel se e somente se é isomorfa a uma das seguintes
álgebras:

A0 = Fe, A1 = Fe⊕ Fv, A2 = Fe⊕ Fu⊕ Fv, u2 = v,

A3 = Fe⊕ Fu1 ⊕ Fu2 ⊕ Fv, u1u2 = v,

A4 = Fe⊕ Fu1 ⊕ Fu2 ⊕ Fu3 ⊕ Fv, u2
i = v,

B4 = Fe⊕ Fu1 ⊕ Fu2 ⊕ Fv1 ⊕ Fv2, u
2
1 = v1, u1u2 = v2,

em que e2 = e, u, u1, u2, u3 ∈ U e v, v1, v2 ∈ V e todos os produtos não listados são zeros.
Por outro lado, se (A1, ω1) e (A2, ω2) são duas álgebras de Bernstein, então o produto

direto (A1, ω1)× (A2, ω2) é reduzida se e somente se (A1, ω1) e (A2, ω2) são reduzidas.
Portanto, temos:

Teorema 30. (Cortés e Montaner [16]) Uma álgebra de Bernstein de dimensão ≤ 5 sobre
um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica 6= 2 é reduzida se e somente se é isomorfa
a uma das seguintes álgebras:
(i) A0 de dimensão 1;
(ii) A1 de dimensão 2;
(iii) A2, A1 × A1 de dimensão 3;
(iv) A3, A1 × A2, A1 × A1 × A1 de dimensão 4;
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(v) A4, B4, A1 × A3, A2 × A2, A1 × A1 × A2, A1 × A1 × A1 × A1 de dimensão 5.

Consideremos também as seguintes álgebras de Bernstein indecompońıveis mas não re-
duzidas:

C1 = Fe⊕ Fu, C3 = Fe⊕ Fu1 ⊕ Fu2 ⊕ Fv, u1v = u2,

D4 = Fe⊕ Fu1 ⊕ Fu2 ⊕ Fv1 ⊕ Fv2, u
2
1 = v1, u1v2 = u2,

em que u, u1, u2 ∈ U, v, v1, v2 ∈ V e todos os produtos não listados são zeros.

Teorema 31. (Cortés e Montaner [16]) Toda álgebra de Bernstein-Jordan de dimensão ≤ 5
sobre um corpo algebricamente fechado de caracteŕıstica 6= 2 é isomorfa a exatamente uma
das seguintes álgebras:
dimensão 1: A0,
dimensão 2: C1, A1,
dimensão 3: C1 × C1, C1 × A1, A1 × A1, A2,
dimensão 4: C1 × C1 × C1, C1 × C1 × A1, C1 × A1 × A1, A1 × A1 × A1,

C1 × A2, A1 × A2, C3, A3,
dimensão 5: C1 × C1 × C1 × C1, C1 × C1 × C1 × A1, C1 × C1 × A1 × A1,

C1 × A1 × A1 × A1, A1 × A1 × A1 × A1, C1 × C1 × A2,
C1 × A1 × A2, A1 × A1 × A2, C1 × C3, C1 × A3,
A1 × C3, A1 × A3, A2 × A2, D4, B4, A4.

Usando método diferente, Correa e Peresi obtiveram a classificação das álgebras de
Bernstein-Jordan de dimensão 5 sobre o corpo dos números reais, que não é algebricamente
fechado. Mais precisamente, temos:

Teorema 32. (Correa e Peresi [10]) Existem 20 álgebras de Bernstein-Jordan não isomorfas
de dimensão 5 sobre R. As tábuas de multiplicação são dadas por:

(Somente os produtos não-nulos são listados.)

I. N2 = {0}, N =< ui, zj >, tipo (1 + n, 4− n).

e2 = e, eui = 1
2
ui (se n ≥ 1 e 1 ≤ i ≤ n)

em que n ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.
II. dimN2 = 1, N =< ui, zj >, N2 = Rc.

II.1. e2 = e, eui = 1
2
ui, u2

i = αic (i = 1, 2, 3)

em que c ∈ V e (α1, α2, α3) é um elemento do conjunto

{(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1,−1, 0), (1, 1, 1), (1, 1,−1)}.
II.2. e2 = e, eui = 1

2
ui, u2

i = αic (i = 1, 2)

em que c ∈ V e (α1, α2) ∈ {(1, 0), (1, 1), (1,−1)}.
II.3. e2 = e, eu1 = 1

2
u1, u2

1 = c.

II.4. e2 = e, eui = 1
2
ui (i = 1, 2, 3), u1z1 = u3.
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II.5. e2 = e, eui = 1
2
ui (i = 1, 2), u1z1 = u2.

III. dimN2 = 2, N =< x, y, x2, xy >

III.1. e2 = e, ex = 1
2
x, e.xy = 1

2
xy, x.x = x2,

x.y = xy.

III.2. e2 = e, ex = 1
2
x, ey = 1

2
y, x.x = x2,

x.y = xy, y2 = λx2

em que λ ∈ {0, 1,−1}.

González et al [28] introduziram o conceito de radical e de álgebra completa para as
álgebras de Bernstein de dimensão finita sobre um corpo F algebricamente fechado de
caracteŕıstica 0.

Denotemos por End(A2) a álgebra (associativa) dos homomorfismos de A2 em A2 e por
Ass(A) a subálgebra de End(A2) gerada pelas multiplicações à direita Ra (a ∈ A). O radical
de A é o conjunto

R(A) = {x ∈ A | Rx ∈ J(Ass(A))},

em que J(Ass(A)) é o radical de Jacobson de Ass(A) (veja a Seção 1.3).
Se (A, ω) é uma álgebra de Bernstein e t : A → A é uma aplicação, definimos a álgebra

A1 e o homomorfismo ω1 da seguinte maneira: A1 = A⊕ Ft e a multiplicação é dada por

(a1 + α1t)(a2 + α2t) = a1a2 + α2t(a1) + α1t(a2),

w1(a) = w(a) (a ∈ A), w(t) = 0.

(7)

Dizemos que t é uma A-aplicação se (A1, ω1) é uma álgebra de Bernstein. Se e é um idem-
potente de A, dizemos que a A-aplicação t é uma e-aplicação se t(e) = 0. A A-aplicação t é
denominada interna quando existe um a ∈ A tal que t(x) = Ra(x) (∀x ∈ A2).

Se A = Fe⊕U ⊕ V, u, u1, u2 ∈ U, v1, v2 ∈ V , as aplicações t1, t2, t3 são e-aplicações, em
que

t1 = Rv1 ◦Rv2 ,

t2(e) = 0, t2 = Ruv1Rv2 +Ruv2Rv1 em U ⊕ V,
t3(e) = 0, t3 = R(u1u2)v1Rv2 +R(u1u2)v2Rv1 em U ⊕ V.

A álgebra de Bernstein A é denominada completa quando t1, t2, t3 são internas para todo
idempotente e de A.

Suponhamos que a álgebra de Bernstein A não é completa. Vamos mostrar que A pode ser
imersa em uma álgebra de Bernstein completa. A e-aplicação t = ti para algum i (i = 1, 2, 3)
não é interna. Construimos a álgebra A1 = A⊕Ft e A está imersa em A1. Se A1 é completa
o resultado está provado. Se A1 não é completa, continuamos o processo, obtendo a álgebra
An (n ≥ 2) e A está imersa em An. Como A2 = A2

1 = · · · = A2
n, An é completa para algum

n.
Temos o seguinte teorema de estrutura.
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Teorema 33. (González et al [28]) Seja A uma álgebra de Bernstein de dimensão finita
sobre um corpo F algebricamente fechado de caracteŕıstica 0. Então temos:
(i) O radical R(A) é um ideal nilpotente.
(ii) Se A é completa e e é um idempotente de A então A = Fe ⊕ R(A) ⊕ T , em que
eT = {0} e J = {Rx : A2 → A2 | x ∈ T} é uma álgebra de Jordan e Nil(J) = {0}.

5.5 Base de Identidades

As identidades desempenham um papel importante na teoria de estrutura das álgebras
não-associativas. O problema de classificar álgebras não tem, é claro, uma resposta satis-
fatória. Torna-se então interessante estudar classes de álgebras satisfazendo um conjunto de
identidades.

Um outro problema consiste em encontrar identidades para uma classe de álgebras. A
questão central nesta direção é a seguinte:

Problema de Specht. Dada uma classe de álgebras C, é verdade que toda álgebra A ∈ C
tem uma base finita de identidades (isto é, o ideal de identidades T (A) de A é gerado por
um número finito de identidades sem relações de dependência)?

Em 1950, Specht propôs este problema para álgebras associativas sobre um corpo de
caracteŕıstica 0. Para esta classe de álgebras Kemer [45] deu a solução completa: toda
álgebra associativa sobre um corpo de caracteŕıstica 0 tem uma base finita de identidades.
Belov [4] construiu uma sequência de polinômios que geram um T-ideal de Ass[X] (sobre
um corpo de caracteŕıstica positiva), e este T-ideal não tem uma base finita de identidades.
Portanto, o resultado de Kemer não vale para a classe das álgebras associativas sobre um
corpo de caracteŕıstica positiva.

Resultados análogos ao de Kemer para álgebras de Jordan, alternativas e de Lie foram
obtidas por Vais e Zelmanov [65] e Ilt’yakov [41, 42]. Outros resultados sobre o problema de
Specht para álgebras quadráticas são mencionados em Peresi [58].

Uma forma mais fraca do problema de Specht é a seguinte: Dada uma classe de álgebras
não-associativas C, é verdade que o ideal de identidades T (C) de C tem uma base finita de
identidades?

Vamos considerar nesta seção o problema de Specht no contexto das álgebras de Bern-
stein.

A classe das álgebras de Bernstein não é uma variedade de álgebras, isto é, não pode
ser definida por um conjunto de identidades polinomiais. Logo, é interessante determinar
a menor variedade de álgebras que contem esta classe. Em outras palavras, determinar as
identidades minimais, isto é, de menor grau, que não são consequências da lei comutativa e
que são satisfeitas por toda álgebra de Bernstein.

Teorema 34. (Correa et al [11])A menor variedade de álgebras que contem a classe das
álgebras de Bernstein é definida pelas identidades (car(F ) 6= 2, 3, 5):

xy = yx,

(x2x2, y, x)− 2(x2, y, x)x2 = 0, (8)

(y, x2x2, x)− 2(yx2, x, x2) + 2y(x2, x2, x) + 2(x, yx.x, x2) = 0. (9)
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As álgebras comutativas que satisfazem a identidade (8) ou a identidade (9) foram estu-
dadas por Correa [12].

Em [6], Bernad et al deram um exemplo de uma álgebra de Bernstein excepcional que
não tem uma base finita de identidades. Portanto, o problema de Specht não tem solução
positiva para a classe das álgebras de Bernstein. Mas, para certas subclasses o problema
tem solução positiva.

Teorema 35. (Bernad et al [6]) Seja (A, ω) uma álgebra de Bernstein-Jordan ou uma álgebra
de Bernstein satisfazendo A2 = A, sobre um corpo F de caracteŕıstica 0. Então o ideal T (A)
tem uma base finita de identidades.

Denotemos por N a subclasse das álgebras de Bernstein regulares, e por M a subclasse
das álgebras de Bernstein excepcionais que satisfazem UV = {0}.

Em [7], Bernad et al encontraram 5 identidades que geram T (N ) e 7 identidades que
geram T (M) (car(F ) = 0). Estes conjuntos de geradores não são bases de identidades pois
existem relações de dependência entre as identidades.

Os teoremas que seguem fornecem bases de identidades para T (N ) e T (M).

Teorema 36. (Peresi [59]) Seja F um corpo de caracteŕıstica 0. Então uma base de iden-
tidades para T (N ) é dada por

(x, x, y2)− 2(x, y, y)x = 0, (10)

(a, b, c)d+ (d, b, a)c+ (c, b, d)a = 0. (11)

Teorema 37. (Peresi [59]) Seja F um corpo de caracteŕıstica 0. Então uma base de iden-
tidades para T (M) é dada por (a, (bc)d, e)− 2(a, bc, e)d = 0,
(a, b, c)(de)− 2 ((a, b, c)d)e = 0, 3 (x, xx, xx)− 2 (x, x, xx)x = 0,
(a, c, bd)− (b, c, ad)− (a, d, bc) + (b, d, ac)− 3(a, c, b)d+ 3(a, d, b)c = 0.

Correa et al [11] provaram que as identidades de grau 4 satisfeitas por todas as álgebras
de Bernstein regulares são consequências de (11) e das identidades

3 (yx2)x− 2 ((yx)x)x− yx3 = 0, (12)

2 (xy)(xy)− (x2y)y − (y2x)x = 0, (13)

e que estas 3 identidades formam uma base para as identidades de grau 4. Mas uma álgebra
sobre um corpo de caracteŕıstica 6= 2 satisfaz a identidade (10) se e somente se satisfaz (12)
e (13). Portanto, como uma consequência do Teorema 36, temos o seguinte resultado:

Corolário 6. Seja F um corpo de caracteŕıstica 0. Então as identidades (11), (12) e (13)
formam uma base de identidades para T (N ).
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Bernstein, Linear Alg. Appl. 219:179-186 (1995).

[10] I. Correa, L. A. Peresi, Bernstein-Jordan algebras of dimension five, Alg. Groups Geom.
11:397-402 (1994).

[11] I. Correa, I. R. Hentzel, L. A. Peresi, Minimal identities of Bernstein algebras, Algebras
Groups Geom. 11:181-199 (1994).

[12] I. Correa, Commutative algebras satisfying an identity of degree six, Nova J. Math.
Game Theory Algebra 4:79-87 (1996).

[13] I. Correa, A. Labra, Bernstein algebras satisfying a polynomial identity, Nova J. Math.
Game Theory Algebra 5:277-285 (1996).

[14] T. Cortés, Modular Bernstein algebras, J. Algebra 163:191-206 (1994).

[15] T. Cortés, F. Montaner, On the structure of Bernstein algebras, J. London Math. Society
51:41-52 (1995).

[16] T. Cortés, F. Montaner, Low dimensional Bernstein algebras, J. London Math. Society
51:53-61 (1995).

[17] R. Costa, H. Guzzo Jr, Indecomposable baric algebras, Linear Alg. Appl. 183:223-236
(1993).

37



[18] R. Costa, L. S. Ikemoto, A. Suazo, On the multiplication algebra of a Bernstein algebra,
Comm. Alg. 26:3727-3736 (1998).

[19] R. Costa, A. Grishkov, Graphs and nonassociative algebras, J. Math. Sci. (New York)
93:877-882 (1999).

[20] R. Costa, J. Picanço, Invariance of dimension of p-subspaces in Bernstein algebras,
Comm. Alg. 27:4039-4055 (1999).

[21] A. Elduque, H. C. Myung, On flexible composition algebras, Comm. Alg. 21:2481-2505
(1993).

[22] B. Felzenszwalb, Álgebras de Dimensão finita, 120 Colóquio Brasileiro de Matemática,
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Algebras Groups Geom. 8:145-158 (1991).

[47] A. Krapivin, An indicator of the geneticism of finitely generated Bernstein algebras,
Sib. Math. J. 32:409-415 (1991).

[48] E. N. Kuz’min, I. P. Shestakov, Nonassociative Structures, in Algebra VI ( A. I.
Kostrikin, I. R. Shafarevich, editors), Encyclopaedia of Mathematical Sciences 57, p.
197-280, 1994.

[49] J. Laliena, The Frattini subalgebra of a Bernstein algebra, Proc. Edinburgh Math. Soc.
35:397-403 (1992). Corrigendum et addendum: Proc. Edinburgh Math. Soc. 37:519-520
(1994).

[50] Y. I. Lyubich, Mathematical Structures in Population Genetics, Springer-Verlag, Berlin,
1992.

[51] K. MacCrimmon, The Russian revolution in Jordan algebras, Algebra, Groups Geom.
1:1-61 (1984).

39



[52] C. Mart́ınez, J. A. Sánchez-Nadal, Bernstein algebra with lattice isomorphism that does
not preserve the nucleus, Comm. Alg. 22:4781-4791 (1994).

[53] K. Meyberg, J. M. Osborn, Pseudo-composition algebras, Math. Z., 214:67-77 (1993).

[54] A. Micali, M. Ouattara, Structure des algèbres de Bernstein, Linear Algebra Appl.
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