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Introducao

Uma funcao densidade de probabilidade f(z) descreve a distribuigao de uma varidvel
aleatéria continua x, em que a probabilidade de x estar entre um intervalo (a,b) é
determinado pela integral

b
Pla <z <b) = / f(z)dx.

A teoria das probabilidades é de grande importancia em aplica¢oes no dia a dia, pois
fornece confiabilidade na tomada de decisoes. Exemplos praticos sao o desenvolvi-
mento de muitos produtos de consumo, tais como automéveis e eletro - eletronicos,
em que a teoria é utilizada para reduzir a probabilidade de falha, ou por exemplo,
para analisar a probabilidade do efeito nos precos do petréleo influenciar drastica-
mente a economia, entre varias outras aplicagoes em economia, mercado, etc.

Objetivo

Desenvolver uma rotina baseada no método de Romberg para o calculo da integral
definida de uma dada funcao e aplica-lo no cédlculo de probabilidades.

Instrucoes

e O exercicio-programa devera ser feito individualmente e em linguagem C ou
Python 3.x. EPs atrasados nao serao aceitos.

e Entregar o cédigo usado para as simulagbes computacionais (com extensao .c
ou .py). Colocar o nome e nimero USP no arquivo, ex: JoaodaSilval23435.c
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e Serao levados em conta na corregao organizacao e comentdarios, portanto vocé
deve usar funcoes no seu programa.

e Vocé também deve entregar um relatério explicando as andlises que fez e os
resultados obtibos (.pdf).

O Método de Romberg

O método de Romberg usa como base o método de n-trapézios, cujas propriedades
foram analisadas em detalhe nas aulas da disciplina. O célculo da integral pelo
método dos trapézios é muito simples. Subdivide-se o intervalo de integracao em
n subintervalos de igual tamanho, aproximando-se a area definida pela integral da
funcao em cada subintervalo pela area do trapézio obtido ao se interpolar os valores
da funcao nos extremos do subintervalo por uma reta.

Vamos introduzir alguma notagao. Seja [a, b] o intervalo em que queremos integrar
a funcao f(x). Vamos definir os n subintervalos de [a, b] de espacamento h = (b—a)/n,
através da introducao dos pontos x; = a +ih,i =0,1,...,n. Assim,

/abf(:v)dx _ i / F(z)dz.

Aproximando, ffﬁl f(z)dz por hw em cada subintervalo obtemos a férmula
dos n-trapézios (com espagamento h = (b — a)/n):

n—1

/a f(x)de = T(h) = ; hf@"l); ) _ ), (@ + > fl) + @) .

i=1

O erro de aproximagao na integral (para fungoes f(z) em C?[a,b]) é dado por:

b

B(h) = [ fla)ds = T(h) = (b~ )b f"(5)/12 .
para algum y em [a,b]. Esta ultima relagdo mostra que o método de n-trapézios
é convergente de ordem 2. Para fungoes de classe C*™*2[a, b] mostra-se através da

férmula de Euler-Maclaurin (veja por exemplo Stoer and Bulirsch, Introduction to
Numerical Analysis) que:

b m
E(h) = / fe)yde —T(h) = cxh™ + B(h)h*™ >
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em que os valores ¢ sdo constantes que dependem da funcao f(z), mas nao do
espacamento h. FEsta ultima expressao é uma ”expansao assintotica do erro”, e
através dela podemos derivar esquemas convergentes de ordem mais alta.

Caso calculemos T'(h) e T'(h/2) (ou seja a férmula dos trapézios para n e 2n),
podemos combinar estes valores de forma a eliminar o termo proporcional a h? na
expansao do erro, obtendo:

AT(h/2) — T

b
S(h/2) = (h) _ / F(@)dz — Goht — GhS — . — B2

tal que as novas constantes ¢, resultam desta combinacao. Este novo método, apro-
xima a integral de f pelo valor S(h/2) com erro de ordem 4. Esta mesma ideia pode
ser generalizada, combinando valores de S(h/2) com S(h/4) de forma a cancelar o
erro de ordem 4 (formando a expressao R(h/4) = %5—5(}1/2)7 verifique!), aumen-
tando o ordem de convergéncia para 6, etc. O método de Romberg consiste em uma
exploracao recursiva desta ideia, sintetizada na tabela a seguir:

T(h) = Too

T(%) =Ty Tn

T(%) =Ty T Tsy (1)
T(%) =Th10 Tn—l,l Tn—l,? : To-1n-1

T(Q%) =Tho T T R e T

Cada coluna k do esquema acima ¢ obtida da coluna anterior pela expressao

k
AT — Tk Tig—1—Ti—1 k1

T; = Lk ;
k 4k — 1 kot 4k — 1

em que a segunda igualdade é conveniente do ponto de vista numérico por expressar
o novo valor calculado como um valor da coluna anterior mais uma correcao.

Todas as entradas da tabela representam uma aproximacao para a integral, e o
erTo entre esta e Ty, decai proporcionalmente a (h/2°7%)%+2. Em particular, o erro
entre T}, e a integral decai como h?"*2, o que nos d4 um método de integracao de
ordem alta. Note que a coluna k& = 0 é construida usando-se a férmula dos trapézios
e o espacamento diminui por um fator de dois entre linhas consecutivas.



Implementacao

O método de Romberg pode ser implementado iterativamente da seguinte forma.
Fixe um valor de n (em geral n entre 4 e 6 ¢ suficiente). Construa a tabela acima
a partir dos valores T'(h;), i = 0,...,n, com h; = (b —a)/2". Se o valor T,,, obtido
for satisfatorio (ver abaixo), pare. Senado, descarte hg e acrescente h, 1, € repita o
processo comec¢ando com T'(h;y1), i =0,...,n. E assim sucessivamente.

Critério de parada

Um critério de parada que funciona bem na pratica consiste em especificar uma
tolerancia €, e parar a execugao do processo caso o erro relativo entre T, e T}, ,—1
seja menor do que €. Isto significa que a tltima entrada da tabela nao difere sig-
nificativamente, dentro da precisao escolhida, de seu vizinho da coluna anterior, e
estamos acreditando que dai em diante nao havera ganho de precisao. Um nimero
maximo de iteracoes também deve ser especificado.

Funcao Romberg

Implemente o método de Romberg conforme descrito acima (em ¢ ). O subpro-
grama para o calculo da integral deve ser da forma

romb(a,b,n, e, [TMAX)

em que os parametros sao: a e b, extremos do intervalo de integracao; n, nimero
inteiro especificando quantos valores sao usados na coluna k = 0 (n + 1 valores); e,
tolerancia; e I'TM AX, nimero maximo de iteragoes. A execucao deve parar quando
pelo menos uma das condigoes abaixo for verificada:

d (1) |T7m - Tn,n—1| S € * |Tnn|a

e (ii) nimero de iteragoes = ITMAX.

Trapézios

A férmula dos trapézios pode ser implementada de forma eficiente em um processo
iterativo, duplicando-se o nimero de intervalos a cada passo de modo que valores
calculados anteriormente possam ser aproveitados. Se considerarmos hg = (b — a), e
hi = hi_1/2, 1= ]., 2, e (1e Nl = 27'>, entao

27L71

T(hi) = %T(hi—l) + h; Z fla+ (27 = Dhi].

=1



Note que para obter o proximo passo, precisamos calcular os valores de f apenas nos
novos pontos acrescentados. Para o uso da férmula dos trapézios, implemente uma
rotina separada da forma

trapz(a,b,t,1)

em que o parametro de entrada e saida t recebe o valor calculado pela férmula dos
trapézios com 2°~! intervalos e retorna o valor calculado pela férmula dos trapézios
com 2 intervalos (no caso ¢ = 0, a rotina simplesmente retorna em ¢ o valor calculado
pela férmula dos trapézios com um intervalo). Esta rotina deve ser usada pela rotina
do método de Romberg.

Distribuicoes

1. A distribuicao normal é uma distribuicao de probabilidade continua com
x € R, cuja funcao densidade de probabilidade é denotada por:

flas o) = ! exp (—M> (2)

 oV2r 202

em que 4 é a média, o é o desvio padrio e o2 é a variancia.

2. A funcao densidade de probabilidade de uma distribuigao chi com suporte
no intervalo [0, 00) é dada por

2 (6/2-1) g—2/2 .
——a i >0
floik)={ 2L (E) 5

0, caso contrario.

em que I'(k/2) denota a funcdo Gamma a qual tem forma fechada para k
inteiro.

3. A funcao densidade de probabilidade de uma distribuigao exponencial é
dada por:

e ™ x>0,
0 z < 0.

Fla; ) = { (4)

Temos que A > 0 é o parametro da distribuigdo com suporte em x € [0, 00).



4. Se uma variavel aleatéria x tem uma distribuigcao F com parametros d; e ds,
escrevemos x ~ F(dy,dy). Entao, a fungao de densidade de probabilidade para
x, com x € [0,00) e B é a fungao beta, é dada por

(dy z)41 d32
(dia+da)P1td2 (5)

3513(““'—1 d—2)

27 2

fx;dy, dy) =

Problemas

1. Teste se seu método de Romberg estd bem implementado para calcular as

integrais:
1 1 0.995 g
/ pidr == e / - In(200)
0 3 0 1—=x

Aplicagoes

2. As contas mensais de servigos publicos em determinada cidade sao normalmente
distribuidas, com média de R$100 e desvio padrao de R$12. Uma conta é
escolhida aleatoriamente. Determine

a) A probabilidade de seu valor estar entre R$76 e R$123 (P(76 < x < 123)).
b) A probabilidade do valor ser maior que R$120 (P(x > 120)).
3. O tempo de vida (em horas) de um transistor é uma variavel aleatéria T com

distribuicao exponencial. O tempo médio de vida do transistor é de 500 horas.
Calcule:

a) A probabilidade de o transistor durar entre 200 e 500h (P(200 < 7" < 500)).
b) A probabilidade de o transistor durar mais do que 500h (P(7" > 500)).

4. Uma amostra de 395 pessoas foi convidada a reportar o nivel de educagao mais
alto que obtiveram. Resultados sao mostrados na tabela abaixo:

Ensino Médio | Graduacao | Mestrado | Doutorado | Total
Mulheres 60 o4 46 41 201
Homens 40 44 53 o7 194
Total 100 98 99 98 395




Calculando a tabela com frequéncias esperadas, obtemos que X? = 8.0063.
Calcule:

a) A probabilidade P(0 < = < 8.0).
b) A probabilidade P(z > 8.0).

5. Ao realizar um teste estatistico de anédlise de variancias (ANOVA), foi obtida
uma estatistica de teste F com valor 2,57. Assumindo d; = 3 e dy = 246 graus
de liberdade, calcule a probabilidade P(x > 2.57).

Entrada

O seu programa deve ser geral, no sentido de prever a possibilidade de calcular pro-
bablidades para qualquer intervalo (inclusive quando a ou b forem mais ou menos
infinito) para todas as distribui¢oes descritas acima. Os seus parametros para o
método Romberg podem estar definidos internamente no cédigo, sendo apenas ne-
cessario fornecer um arquivo de entrada (ou entrada via linha de comando) contendo:

e o nimero da distribuigao escolhida (1 a 4) ou fungao a ser integrada (Problema
1, integral 1 ou 2),

e os valores a,b para o intervalo de integragao, onde deve ser possivel usar como
entrada “inf” e “-inf” para designar infinito.

e 0s parametros da distribuigao.

Saida

Para esse EP, nao é obrigatorio a entrega de um relatério junto com o cédigo, entao a
saida do seu programa deve ser bem clara, e conter uma impressao de um cabegalho
com seu nome e nimero usp, e para cada problema proposto, a impressao da proba-
bilidade calculada.

Dicas

Podem (devem) ser usadas as propriedades das distribuigdes para transformar o
problema de integragao para um intervalo compacto (caso o intervalo inicial nao o
seja).



Bons Estudos!
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