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Prefacio

Uma tese de doutorado é muito mais que apenas um conjunto de paginas escritas. A tese é
na verdade um conjunto de experiéncias vividas. Sao as experiéncias que fazem o amadurecimento
cientifico acontecer, e isso geralmente nao estéa explicito na tese. Esta tese foi realizada num periodo

de 4 anos, nos quais muitas coisas aconteceram e impactaram nos resultados que serao apresentados.

Breve historico

O primeiro ano foi dedicado para as disciplinas, fundamentais para fortalecer a base do conhe-
cimento cientifico. Em paralelo, o projeto da tese comecou a ser pensado e a revisao de literatura
comecou. No ano que se seguiu, além de tentar compreender o que ja havia sido feito na area,
comecei a desenvolver o codigo de geragdo de malhas icosaédricas para a esfera. No final do segundo
ano, alguns testes com pequenos exemplos de discretizagoes e algumas anélises de interpolagoes ja
mostravam alguns problemas em aberto que mereciam atencao. No terceiro ano, analisamos diversos
problemas e, tanto a parte de teoria desta tese, quanto a implementagao de codigo que diz respeito
a ela, tiveram um salto significativo. No quarto e ultimo ano, tivemos um artigo aceito, mostrando
que o trabalho feito até entao estava num bom caminho.

Durante o ultimo ano tive o privilégio de ficar 2 meses no Instituto Isaac Newton de Ciéncias
Matematicas da Universidade de Cambridge, Reino Unido, e participar do semestre temético de
analise numeérica para atmosfera e oceano. La pude conviver com pessoas brilhantes e grandes nomes
da area. As experiéncias aprendidas certamente influenciaram muito o resultado final desta tese.

O trabalho desenvolvido exigiu muita programagao e, com excecao do algoritmo de triangu-
lagao para a esfera (desenvolvido pelo pesquisador Robert Renka), todo o resto foi desenvolvido
para este projeto. Porém o resultado vai além do doutorado. O produto final é uma plataforma
robusta de geragao de malhas geodésicas para a esfera, com implementacoes de diversos métodos
de interpolacbes para campos escalares e vetoriais, além de discretizagoes por volumes finitos de
operadores diferenciais como o divergente, laplaciano, gradiente e rotacional. Além disso, é claro,
foi desenvolvido o modelo de transporte semi-lagrangiano. Espera-se que a plataforma desenvolvida
sirva como base para futuros projetos de modelagem em malhas geodésicas.

O trabalho desenvolvido nesses 4 anos respondeu algumas perguntas, mas também gerou muitas
outras. H4 muito o que ser investigado na area de estudo e, com isso, fica claro que o doutorado é

sO6 0 comeco.
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Resumo

Peixoto, Pedro S. Analise de discretizagoes e interpolacoes em malhas icosaédricas e
aplicagoes em modelos de transporte semi-lagrangianos. 2013. 241f. Tese (Doutorado) -

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2013.

A esfera é utilizada como dominio computacional na modelagem de diversos fenémenos fisicos,
como em previsao numérica do tempo. Sua discretizacdo pode ser feita de diversas formas, sendo
comum o uso de malha regulares em latitude/longitude. Recentemente, também para melhor uso
de computagao paralela, hd uma tendéncia ao uso de malhas mais isotropicas, dentre as quais a
icosaédrica. Apesar de ji existirem modelos atmosféricos que usam malhas icosaédricas, ndo hé
consenso sobre as metodologias mais adequadas a esse tipo de malha. Nos propusemos, portanto, a
estudar em detalhe diversos fatores envolvidos no desenvolvimento de modelos atmosféricos globais
usando malhas geodésicas icosaédricas.

A discretizacao usual por volumes finitos para divergente de um campo vetorial utiliza como
base o Teorema da Divergéncia e a regra do ponto médio nas arestas das células computacionais.
A distribuicao do erro obtida com esse método apresenta uma forte relagdo com caracteristicas
geométricas da malha. Definimos o conceito geométrico de alinhamento de células computacionais e
desenvolvemos uma teoria que serve de base para explicar interferéncias de malha na discretizagao
usual do divergente. Destacamos os impactos de certas relagoes de alinhamento das células na ordem
da discretizacao do método. A teoria desenvolvida se aplica a qualquer malha geodésica e também
pode ser usada para os operadores rotacional e laplaciano.

Investigamos diversos métodos de interpolacao na esfera adequados a malhas icosaédricas, e
abordamos o problema de interpolagao e reconstrugao vetorial na esfera em malhas deslocadas.
Usamos métodos alternativos de reconstrugao vetorial aos usados na literatura, em particular, de-
senvolvemos um método hibrido de baixo custo e boa precisao.

Por fim, utilizamos as técnicas de discretizagdo, interpolacdo e reconstrugao vetorial analisadas
em um método semi-lagrangiano para o transporte na esfera em malhas geodésicas icosaédricas.
Realizamos experimentos computacionais de transporte, incluindo testes de deformagoes na distri-
buicao do campo transportado, que mostraram a adequagao da metodologia para uso em modelos
atmosféricos globais.

A plataforma computacional desenvolvida nesta tese, incluindo geracao de malhas, interpolagoes,
reconstrugoes vetoriais e um modelo de transporte, fornece uma base para o futuro desenvolvimento

de um modelo atmosférico global em malhas icosaédricas.

Palavras-chave: Malhas geodésicas, malha icosaédrica, volumes finitos, discretizagoes, transporte

semi-lagrangiano, interpolagoes, reconstrugao vetorial, malhas nao estruturadas, malhas deslocadas.
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Abstract

Peixoto, Pedro S. Analysis of discretizations and interpolations on icosahedral grids and
applications to semi-Lagrangian transport models. 2013. 241f. Thesis (Doctoral) - Instituto

de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2013.

Spherical domains are used to model many physical phenomena, as, for instance, global nume-
rical weather prediction. The sphere can be discretized in several ways, as for example a regular
latitude-longitude grid. Recently, also motivated by a better use of parallel computers, more isotro-
pic grids have been adopted in atmospheric global circulation models. Among those, the icosahedral
grids are promising. Which kind of discretization methods and interpolation schemes are the best
to use on those grids are still a research subject. Discretization of the sphere may be done in many
ways and, recently, to make better use of computational resources, researchers are adopting more
isotropic grids, such as the icosahedral one. In this thesis, we investigate in detail the numerical
methodology to be used in atmospheric models on icosahedral grids.

The usual finite volume method of discretization of the divergence of a vector field is based
on the divergence theorem and makes use of the midpoint rule for integration on the edges of
computational cells. The error distribution obtained with this method usually presents a strong
correlation with some characteristics of the icosahedral grid. We introduced the concept of cell
alignment and developed a theory which explains the grid imprinting patterns observed with the
usual divergence discretization. We show how grid alignment impacts in the order of the divergence
discretization. The theory developed applies to any geodesic grid and can also be used for other
operators such as curl and Laplacian.

Several interpolation schemes suitable for icosahedral grids were analysed, including the vec-
tor interpolation and reconstruction problem on staggered grids. We considered alternative vector
reconstruction methods, in particular, we developed a hybrid low cost and good precision method.

Finally, employing the discretizations and interpolations previously analysed, we developed a
semi-Lagrangian transport method for geodesic icosahedral grids. Several tests were carried out,
including deformational test cases, which demonstrated that the methodology is suitable to use in
global atmospheric models.

The computational platform developed in this thesis, including mesh generation, interpolation,
vector reconstruction and the transport model, provides a basis for future development of global

atmospheric models on icosahedral grids.

Keywords: Geodesic grids, icosahedral grid, finite volume, discretization, semi-Lagrangian trans-

port, interpolation, vector reconstruction, non structured grids, staggered grids.
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Capitulo 1

Introducao

Diversas areas do conhecimento utilizam a esfera como base para a modelagem de fenémenos
fisicos, como a previsao do tempo, a modelagem oceénica, problemas de electromagnetismo e tan-
tos outros. Dentre elas, a modelagem de fenémenos atmosféricos globais é de grande importancia
cientifica e também econdémica, social e politica. Os modelos atmosféricos sao de alta complexidade
e geralmente sao formados por um conjunto de submodelos relativos a diversos fenémenos fisicos.
No niicleo dos modelos temos a dindmica atmosférica que consiste basicamente em um conjunto de
equacoes diferenciais parciais fundamentadas nas relacoes fisicas entre velocidade, pressao e tempe-
ratura para o fluido atmosférico, o ar. Essa dindmica contempla entre outras coisas a advecgao, ou
transporte, de propriedades do fluido como a vorticidade e temperatura, ou de substancias contidas
no fluido, como a umidade e o COs.

Historicamente os modelos de previsao de tempo globais comegam na década de 1960 com apli-
cagbes em previsdo numeérica do tempo, previsoes sazonais e climatologicas (Williamson [2007]),
contendo essencialmente as mesmas equagoes mas com escalas de tempo diferentes. As equagdes
sao tradicionalmente resolvidas em malhas uniformes em coordenadas esféricas (latitude-longitude).
Nesse tipo de malha h& uma concentragao de pontos proximo aos polos, fazendo com que sejam
necessarios passos de tempos muito pequenos em métodos explicitos de diferencas finitas, ou de
volumes finitos, devido & condi¢do de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). Para viabilizar o seu uso é
possivel usar filtros préoximos aos polos para eliminar as ondas rapidas computacionalmente insta-
veis. Em geral o uso de malhas uniformes em coordenadas esféricas fornece boas propriedades de
discretizacao de EDPs, como ortogonalidade, mas pode exigir um esfor¢o computacional adicional
para resolver os problemas dos polos.

Diversas malhas mais isotrépicas foram sendo propostas ao longo dos anos. Uma delas, de in-
teresse deste trabalho, é a malha geodésica icosaédrica. Essa malha foi proposta simultaneamente
por Sadourny et al. [1968] e Williamson [1968], e estudada em mais detalhes nos trabalhos de
Ohnishi e Masuda [1986] e Baumgardner e Frederickson [1985]. Ela é obtida a partir de um icosa-
edro regular inscrito na esfera, onde os vértices do icosaedro serao pontos da malha. Esses pontos
sao conectados por arcos geodésicos formando uma triangulacdo esférica. Para obter malhas com
mais pontos (malhas mais finas), pode-se incluir pontos nas arestas geodésicas, por exemplo nos
seus pontos médios, e conecta-los. O algoritmo pode ser aplicado recursivamente até se obter o
espacgamento entre pontos desejado. A malha resultante é triangular, mas para a resolucao de equa-
coes diferenciais esta nao precisa ser necessariamente a malha base. E comum o uso da malha dual,
definida pelo diagrama de Voronoi relativo a triangulag@o obtida com o icosaedro. Essa malha dual,
de Voronoi, é formada por hexagonos e 12 pentagonos.

Os resultados obtidos nos primeiros trabalhos com malhas icosaédricas para as equagoes da
vorticidade barotrépica eram satisfatérios, porém em modelos mais gerais, usando por exemplo as
equacgoes de Aguas rasas, comegaram a se observar ruidos para métodos de ordens mais altas, espe-
cialmente ligados a ondas com ntimero de onda 5 (Majewski et al. [2002], Steppeler et al. [2008]).
Além disso, apresentavam custo computacional proibitivo em relacao aos métodos espectrais que
estavam em alta na época e que persistem até hoje. Na década de 1990, com o avango do potencial



2 INTRODUCAO 1.0

computacional, os problemas das malhas icosaédricas se tornaram menos relevantes, pois em suma
estavam ligados a baixa resolugdo das malhas usadas e discretizagoes inadequadas (Tomita et al.
[2008]). Logo esse tipo de malha passou a se tornar de grande interesse da comunidade cientifica.
Em Heikes e Randall [1995a] grandes avangos foram propostos para viabilizar o uso de malhas ico-
saédricas em modelagem atmosférica, entre eles, a construgao de um método multigrid para resolver
as equagoes de agua rasa nesse tipo de malha. A partir de entdo muitos grupos de pesquisa apre-
sentaram resultados relevantes nesta area, como em Thuburn [1997] e Stuhne e Peltier [1999]. O
servigo nacional alemao de meteorologia (Deutscher Wetterdienst-DWD) desenvolveu o primeiro
modelo de previsao de tempo operacional com malha icosaédrica, denominado GME (Global Mo-
del + European Model), substituindo o modelo espectral até entdao usado (Majewski et al. [2002],
Majewski et al. [2008]). Com base nesse modelo, o DWD, em parceria com o Instituto de Meteorolo-
gia Max Planck ( Maz Planck Institute for Meteorology - MPI-M), vem desenvolvendo o Modelo de
Circulagao Geral Icosaédrico Nao Hidrostatico (ICOsahedral Non-hydrostatic General Circulation
Model - ICON GCM ), que se propoe a ser operacional num futuro préximo e ira substituir o GME
(Bonaventura et al. [2004], Bonaventura e Ringler [2005]).

Diversos grupos passaram a produzir modelos atmosféricos usando esse tipo de malha. O grupo
do Centro Nacional de Pesquisas Atmosféricas (National Center for Atmospheric Research - NCAR)
do Colorado, Estados Unidos, desenvolve diversas pesquisas principalmente ligadas ao Modelo Aco-
plado do Estado do Colorado (Coupled Colorado State Model - CCoSM ), como pode ser visto em
Ringler et al. [2000] e Randall et al. [2002]. O grupo do Centro Nacional de Administragao Oceanica
e Atmosférica dos EUA (National Oceanic and Atmospheric Administration - NOAA) desenvolveu
o Modelo Icosaédrico de Volumes Finitos que acompanha o fluxo (Flow-following finite-volume
Icosahedral Model - FIM), cuja documentacao recente pode ser vista em Bao et al. [2011]. Hoje
esse modelo esta sendo aperfeigoado para o Modelo Icosaédrico Nao hidrostatico (Non-hydrostatic
Icosahedral model - NIM ), implementado inclusive para ser rodado em processadores graficos
(Govett et al. [2010]). Com base no Sistema de Modelagem Atmosférica Regional (Regional At-
mospheric Modeling System - RAMS), foi desenvolvido o Modelo de Atmosfera Terra e Oceano
(Ocean Land Atmosphere Model - OLAM ), atualmente mantido pela universidade de Duke nos
Estados Unidos (Walko e Avissar [2008a]). Esse modelo tem sido testado no Brasil no Centro de
Previsao de Tempo e Estudos Climéaticos (CPTEC - INPE) com colaboragoes de outros institutos
(Silva et al. [2009]). No Japao foi desenvolvido o Modelo Atmostérico Icosaédrico Nao hidrostético
(Nonhydrostatic ICosahedral Atmospheric Model - NICAM ) pela JAMSTEC em conjunto com a
Universidade de Toquio (Tomita e Satoh [2004]). Esse modelo traz avangos significativos no trata-
mento da malha icosaédrica com uma otimizacado conhecida por spring dynamics. Além disso, em
Satoh et al. [2008], foram capazes de rodar um modelo capaz de resolver nuvens com resoluc¢ao de
apenas 3,5 km. Detalhamos os principais modelos que usam malhas icosaédricas no apéndice A.

O desenvolvimento de um modelo atmosférico global com malhas geodésicas é um objetivo de
longo prazo do grupo de pesquisa no qual este trabalho de doutorado esté inserido. Dada a com-
plexidade dos sistemas meteorolégicos, para o desenvolvimento do modelo completo sao necessarias
etapas preliminares de desenvolvimento de modelos simplificados. Os modelos simplificados servem
como base para modelos completos e também permitem analises mais detalhadas de comportamen-
tos atmosféricos isolados. Uma importante parte do modelo envolve o transporte de substéancias e
esta sera a aplicagao final deste estudo. Um modelo de transporte, além de ser essencial no desenvol-
vimento de um modelo atmosférico completo, tem uma importancia por si s6 e pode ser incorporado
diretamente em modelos atmosféricos globais para a evolucao de substancias. Apesar da criacdo de
um modelo transporte ser um objetivo primario deste trabalho, ele nao é o inico. H& diversas etapas
preliminares que possuem perguntas em aberto para serem exploradas e precisam ser investigadas.

O uso de malhas geodésicas na modelagem numérica exige que um conjunto de ferramentas
computacionais sejam desenvolvidas, por exemplo no que diz respeito a métodos de geometria com-
putacional, interpolacoes e métodos de visualizagao. Neste trabalho de doutorado foi desenvolvida
uma plataforma computacional que servird de base para modelos numéricos em malhas geodési-
cas. O arcabougo computacional contempla ferramentas de geracdo e uso de malhas icosaédricas,
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incluindo uma estruturacdo de dados com base em pontos, arestas, tridngulos e poligonos, que
permite um facil acesso & informacoes locais e globais da malha. A estrutura foi desenvolvida de
forma geral, podendo ser usado para qualquer malha geodésica formada por tridngulos ou células
de Voronoi. Além disso, ha rotinas de busca de ponto em malha, diversos métodos de interpolagoes
e métodos de visualizagao da malha ou campos escalares e vetoriais atribuidos a ela.

O avancgo dos modelos atmosféricos usando malhas icosaédricas foi muito grande nesta tltima
década, principalmente do ponto vista pratico, mas alguns problemas mais teéricos ligados & discre-
tizacao de certos operadores, e de interpolagoes, nao estao bem resolvidos. Um primeiro problema
interessante ¢ a interferéncia de malha, também conhecido como grid imprinting (Weller et al.
[2012]). Esse problema ocorre ao discretizarmos certos operadores diferenciais, ou realizarmos algu-
mas interpolagoes, pois observamos um curioso padrao de malha na distribuicao do erro. Esse tipo
de problema pode gerar modos computacionais espturios na solucao numeérica obtida para modelos
atmosféricos, possivelmente gerando instabilidades. Esse padrao seguramente deve ter sido obser-
vado desde o principio da modelagem com malhas icosaédricas, mas foi apenas em Tomita et al.
[2001] que o problema foi descrito na literatura. A interferéncia de malha pode ser vista fortemente
em uma discretizacdo comum do divergente por um método de volumes finitos, na qual usa-se o
Teorema da Divergéncia e a regra do ponto médio para integracao nas arestas. No trabalho de
Tomita et al. [2001] esse padrao é descrito para o divergente quando discretizado na malha de
Voronoi formada por hexagonos e pentagonos. A origem do problema é atribuida a variagbes de
distorgoes das células computacionais, mas nao foi investigada em detalhes. Em Weller et al. [2012]
o problema é apresentado para diversas malhas geodésicas, incluindo a icosaédrica. As malhas sdo
comparadas no contexto de interferéncia de malha para as equagOes de agua rasa e a malha ico-
saédrica, considerando as células hexagonais, é descrita como sendo a melhor do ponto de vista de
minimizar modos computacionais. Porém, nao foi descrita nenhuma anélise sobre os motivos para
ocorréncia do grid imprinting, o que potencialmente poderia ajudar no desenvolvimento de métodos
que inibam os seus efeitos danosos em modelos numéricos.

Em parte desta tese investigamos em detalhes os motivos da ocorréncia de interferéncia de
malha na discretizagdo comumente adotada para o divergente. Percebemos que a distor¢ao nao é o
fator preponderante na geracao da interferéncia. Definimos o conceito de poligono alinhado, que no
plano é um poligono com ntimero par de arestas e lados opostos paralelos e com mesmo tamanho,
e na esfera a definicdo é feita com auxilio de uma projecao no plano tangente. Mostramos que em
células alinhadas a discretizacao do divergente é de segunda ordem. Porém, nas células que nao sao
alinhadas, somente primeira ordem pode ser garantida. Com base em um indice de alinhamento da
célula que propusemos, mostramos que a interferéncia de malha do divergente é justamente causada
pela diferenca de alinhamento das células, sendo que vemos em destaque erros maiores nas células
mal alinhadas. As anéalises valem para qualquer malha geodésica e podem ser facilmente aplicadas
para operadores diferenciais como o rotacional e laplaciano. Esses resultados foram publicados em
Peixoto e Barros [2013].

Um outro problema relevante esta ligado a interpolagoes escalares e vetoriais em malhas geodé-
sicas. As interpolagoes dependem do esquema de posicionamento dos escalares e vetores na malha
e também podem depender do método de discretizagao adotado para o modelo. Ha diversas for-
mas da posicionar os campos escalares e vetoriais em malhas icosaédricas. Uma forma interessante,
que leva a uma melhor representacao das ondas rapidas em modelos atmosféricos e reduz modos
computacionais, é obtida com uma malha deslocada do tipo C de Arakawa para células de Voronoi
(Nickovic et al. [2002], Thuburn et al. [2009]). Nesse tipo de malha os escalares sao colocados nos
nos (vértices dos triangulos) e as componentes normais dos vetores sao guardados nos pontos médios
das arestas das células de Voronoi. Esse tipo de malha traz desafios do ponto de vista de reconstru-
¢ao do campo vetorial para pontos quaisquer da esfera, ja que s6 conhecemos componentes do campo
em pontos especificos. Investigamos diversos métodos de reconstrugoes vetoriais existentes, desde
métodos de bases de elementos finitos a reconstrucoes polinomiais, métodos construidos no estilo
de volumes finitos e de fungoes de bases radiais. Os métodos de fungoes de bases radiais vém sendo
usados na area de modelagem atmosférica em malhas geodésicas (Wan [2009], Bonaventura et al.
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[2011], Skamarock et al. [2012]), por garantirem boas aproximagoes com conjuntos de pontos pe-
quenos e custo aceitavel. Porém, esse tipo de método esta sujeito a instabilidades numéricas em
malhas muitos finas, tornando interessante o desenvolvimento de alternativas. Percebemos que o
problema de interferéncia de malha também aparece no contexto de reconstrugoes vetoriais, assim,
a teoria desenvolvida para o divergente pode ser facilmente estendida para alguns métodos de re-
construgoes vetoriais. Com base na teoria de alinhamento das células de Voronoi desenvolvida neste
trabalho, propusemos um método de reconstrugao hibrido, que usa um método de reconstrucao de
baixo custo e segunda ordem somente em células alinhadas e um método de custo mais elevado e
segunda ordem nas células nao alinhadas. Como as células nao alinhadas sao minoria na malha,
isso nos fornece um método de baixo custo de segunda ordem.

Investigamos ainda diversos métodos de interpolacoes de varidveis escalares e destacamos as ex-
celentes propriedades do sistema de coordenadas baricéntricas generalizadas (Gillette et al. [2012])
para interpolacoes em células poligonais em geral. As coordenadas baricéntricas garantem uma
aproximagcao do polinémio interpolador de segunda ordem com baixo custo e podem ser usadas
também na interpolacao de vetores.

O transporte de substancias na esfera pode ser modelado numericamente de diversas formas e se
dividem basicamente em trés categorias: os métodos lagrangianos, que acompanham as trajetorias
das particulas, os eulerianos, os quais fixam uma malha e observam as variagoes das particulas com
base nesta malha, e os semi-lagrangianos, que sdao um misto entre os anteriores. Em um método
semi-lagrangiano sao estimadas, com base em uma malha de referéncia, as trajetérias das particu-
las a cada passo de tempo, mas mantendo o referencial na malha. Os métodos semi-lagrangianos
permitem passos de tempo maiores que os métodos eulerianos, porém, a um custo computaci-
onal maior, mas ainda menores que os métodos efetivamente lagrangianos. Esse custo adicional
em relagao aos métodos eulerianos pode ser diluido quando queremos na modelagem final obter o
transporte de vérias substancias, ou dependendo da complexidade de outros modelos que estarao
acoplados a esse transporte, por exemplo das for¢cantes. Os modelos de transporte que usam mé-
todos semi-lagrangianos tém mostrado sua relevincia na area de previsao numérica do tempo ha
algumas décadas. Hoje s@o usados em diversos modelos (Staniforth e Coté [1991]) e inclusive foram
testados em malhas icosaédricas Majewski et al. [2002]. Atualmente, os modelos que usam malhas
icosaédricas usam métodos eulerianos, geralmente com diferengas ou volumes finitos. Nota-se ainda
que ha um investimento crescente de alguns grupos em possiveis melhorias para os métodos de
integracao no tempo (Lipscomb e Ringler [2005], Miura [2007], Skamarock e Menchaca [2010al),
geralmente no sentido de obter um método monotonico e conservativo. Em Carfora [2007b] ha um
estudo simplificado a respeito de um método semi-lagrangiano para malha icosaédricas.

Um bom modelo semi-lagrangiano de transporte na esfera depende de diversos fatores, entre eles
o calculo da trajetoria. Uma forma de calculo de trajetoria que vem sendo usado com sucesso em
malhas do tipo latitude longitude é devido a Ritchie [1987|. Nessa abordagem a trajetoria é calculada
resolvendo-se uma equacao nao linear de forma iterativa, que pode ser feito com pouquissimas
iteragoes. A elaboracao de um modelo de transporte semi-lagrangiano com essa abordagem é objeto
de estudo do presente trabalho.

Na modelagem semi-lagrangiana de transporte sao necessarios bons métodos de interpolacoes
escalares e vetoriais. Ha dois momentos onde interpolacoes sao necessarias: para o calculo da traje-
toria, que envolve interpolagdes do campo de velocidades, e para estimar a quantidade da substéancia
a ser transportada, que necessita de interpolacao do campo escalar. Testamos os melhores méto-
dos de reconstrugoes vetoriais investigados no modelo de transporte e percebemos que o método
hibrido proposto neste estudo é adequado. Para a interpolagao do campo escalar adotamos o mé-
todo de Renka [1997], que garante uma funcdo interpoladora globalmente C'! e mostrou excelentes
aproximacoes a custos aceitaveis. E possivel tornar esse método monoténico impondo que o valor
interpolado nao ultrapasse o maximo dos valores usados na interpolacao e nem seja menor que o
minimo.

Para um modelo de transporte de densidade (equagao da continuidade) é preciso discretizar
o operador divergente. Na literatura é comum o uso do método que considera a estimativa do
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divergente com base nos fluxos nos pontos médios das arestas descrito anteriormente. Mostramos
que ao usar esse método o problema de interferéncia de malha é gerado a cada passo de tempo e
também ¢é transportado com o fluido. Ao final, observamos que a interferéncia de malha gera um
ruido na solu¢do numérica totalmente espirio e nao fisico.

Como resultado final desta tese de doutoramento apresentamos um modelo semi-lagrangiano de
transporte em malhas icosaédricas que incluem inclusive a possibilidade de conservacao de massa
global e monotonicidade. A conservacao de massa adotada € uma correcdo a cada passo de tempo
para garantir a conservagao global.

1.1 Objetivos

O objetivo primério deste estudo é aprimorar as técnicas numéricas de resolugdo de equagoes
diferenciais existentes para malhas esféricas geodésicas e o desenvolvimento de um modelo de trans-
porte semi-lagrangiano para malhas geodésicas deslocadas.

Objetivos especificos

e Desenvolvimento de uma plataforma computacional para trabalhar com malhas geodésicas.
e Analise das propriedades das malhas geodésicas, com enfoque principal na icosaédrica.

e Analise da discretizacdo do operador divergente em malhas geodésicas e do problema de
interferéncia de malha na discretizagao pelo método do fluxo nos pontos médios das arestas.

e Analise de métodos de interpolacées para malhas ndo estruturadas. Investigacao de adequa-
¢oOes e modificagbes, se necessario, para o problema na esfera geodésica icosaédrica.

e Desenvolvimento de um método de interpolagao e reconstrugao vetorial para malhas geodésicas
deslocadas.

e Desenvolvimento de um modelo semi-lagrangiano de transporte para malhas geodésicas des-
locadas.

1.2 Organizacao da tese

No capitulo 2 apresentamos uma revisao de literatura sobre as caracteristicas das malhas nu-
méricas para a esfera geradas a partir de um icosaédrico regular. Nesse capitulo vamos mostrar
como construimos e estruturamos as malhas icosaédricas, bem como suas propriedades geométri-
cas. Destacamos os trés principais tipos de otimizagoes existentes na literatura para esse tipo de
malha. Esse capitulo constitui-se basicamente de uma revisao de literatura que servird de base para
os demais.

No capitulo 3 descrevemos o método comumente usado na literatura de discretizacao do operador
diferencial divergente. Em seguida apresentamos resultados teodricos, frutos deste trabalho, sobre
algumas relagoes geométricas que interferem na ordem de discretizagao deste operador, além de
testes numeéricos exemplificando as propriedades tedricas discutidas. Nesse capitulo estao contidos
os principais resultados recém publicados em Peixoto e Barros [2013].

No capitulo 4 fazemos uma revisao de métodos de interpolacao adequados para malhas ico-
saédricas e discutimos diversas propriedades dos métodos, detalhando aquilo que serid usado na
modelagem do transporte. Ainda no capitulo 4, analisamos diversos métodos para resolver o pro-
blema de reconstrucao de vetores definidos em arestas da malha. Com base nos métodos analisados,
propomos um método de reconstrugao vetorial hibrido, de baixo custo e segunda ordem.

No capitulo 5 é apresentado um método semi-lagrangiano para um modelo de transporte na
esfera, construido com base nos métodos analisados nos capitulos anteriores. Para avaliar o método
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proposto realizamos diversos testes de transporte aonde ocorrem deformacoées do campo transpor-
tado.

Apesar do enfoque desta tese ser em malhas icosaédricas, muitos resultados apresentados aqui
se estendem a malhas geodésicas em geral, tais como no caso da anélise de interferéncia de malha
realizada no capitulo 3 e do método de reconstrucao hibrido proposto no capitulo 4.

Deixamos como apéndice algumas descrigbes de modelos atmosféricos que usam malhas icosaé-
dricas (apéndice A). No apéndice B apresentamos algumas notagoes e propriedades das coordenadas
esféricas e algumas ferramentas de geometria esférica pertinentes a malhas icosaédricas. Por fim,
descrevemos em no apéndice D algumas consideragbes técnicas da plataforma computacional e
softwares usados no desenvolvimento da tese.



Capitulo 2

Malhas esféricas geodésicas icosaédricas

Neste capitulo vamos detalhar diversas caracteristicas e propriedades das malhas esféricas geodé-
sicas icosaédricas. Inicialmente vamos descrever a origem das malhas geodésicas icosaédricas e fazer
comentarios sobre outras malhas geodésicas, que nao as icosaédricas, e em seguida entraremos em
detalhes nas caracteristicas das malhas icosaédricas. Detalharemos ainda as principais otimizagoes
das malhas icosaédricas existentes.

Uma boa revisao sobre malhas para a esfera, com o foco na modelagem atmosférica, pode ser
encontrada em Williamson [2007], ou em Washington et al. [2009]. Para malhas esféricas geodésicas
de proposito geral vide Sahr et al. [2003].

2.1 Origens

Ha diversas formas de discretizar a esfera. Historicamente sao usadas discretizacoes em coordena-
das geogréaficas (latitude e longitude). Esse tipo de coordenada gera naturalmente uma discretizagao
para a esfera, em pontos de diferentes latitudes e longitudes, uniformemente espacados. Na Figura
2.1 mostramos um exemplo de malha em coordenadas geograficas. Uma caracteristica positiva desse
tipo de malha é sua ortogonalidade, que facilita o desenvolvimento de métodos de interpolagoes e
discretizacoes de equacoes diferenciais. Por outro lado, possui o problema de concentragao de pontos
proximos aos polos, conforme vemos na Figura 2.2. Com isso o tamanho das células computacio-
nais e a distancia entre dois pontos da malha ficam dependendo da latitude e temos uma malha
anisotropica. Para estudos ligados & dindmica meteorologica essa propriedade é indesejada, pois as
escalas dos fendmenos meteorologicos variam pouco com a latitude. Além disso, a convergéncia de
pontos nos polos gera complicagoes computacionais, como limitagoes para obter esquemas numeri-
camente estiveis. Existem diversas formas de contornar esse problema, tais como o uso de malhas
reduzidas, o uso de filtros em algumas variaveis, ou adaptando o esquema numérico (Williamson
[2007], Randall et al. [1998], Bates et al. [1990]). Apesar desses possiveis artificios, o problema do
polo pode levar a um mal aproveitamento dos recursos computacionais. Por exemplo, o uso de fil-
tros para contornar o problema dos polos, conforme relatado por Randall et al. [1998], é um tipico
exemplo de resolugdo espacial excessiva que nao usa eficientemente os recursos computacionais.

Com o aumento do poder computacional, e consequentemente o uso de malhas cada vez mais
finas, o problema dos polos vem se tornando mais relevante. O principal desafio esta no uso eficiente
de processamento paralelo distribuido préximo aos polos, por conta de gargalos de comunicagao entre
os nés computacionais. Uma alternativa é uso de malhas mais uniformes, com células de tamanhos
mais homogéneos. A decomposi¢ao da esfera em poligonos regulares é possivel somente até 20
tridngulos, com base no solido platonico de maior ntiimero de faces, o icosaedro. Para modelagem
numeérica essa quantidade de células é muito pequena e portanto qualquer malha na esfera com mais
de 20 poligonos tera irregularidades nos formatos das células. Apesar disso, os solidos platénicos
podem servir de base para o desenvolvimento de malhas quase uniformes. Um soélido platonico
pode ser inscrito na esfera e suas faces podem ser projetadas na superficie, gerando uma malha
base que por sua vez pode ser refinada até a resolugdo desejada. Na Figura 2.3 mostramos os
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Figura 2.1: Caracteriza¢ao de um mapa com uma malha em coordenadas geogrdficas, do tipo latitude
longitude. Fonte: Wikipédia - Imagem de dominio publico.

Figura 2.2: Concentragdo de pontos prozimos aos polos em malhas que usam coordenadas esféricas do tipo
latitude-longitude.

cinco sélidos platénicos e suas projecoes para a esfera. Como geralmente sdo utilizadas projecoes
radiais, ou gnomonicas, as arestas do solido platénico resultam em arestas geodésicas na esfera.
Consequentemente esse tipo de malha é também denominada por malha geodésica para a esfera.
Essa nomenclatura permite que qualquer conjunto de pontos na esfera seja denominado de geodésico,
uma vez que a malha depende basicamente dos pontos e nao das arestas. Porém, em geral, na
literatura usa-se essa denominagdo para malhas geradas a partir de solidos platonicos. Sua origem
vem da forma geométrica conhecida por “domo geodésico”, para o qual usa-se um icosaedro como
base para construir uma esfera onde os tridngulos sdo geodésicos (Sahr et al. [2003]). N6s adotaremos
a denominacao de esfera geodésica para nos referirmos & esfera discretizada a partir de solidos
platonicos e, mais adiante, quando isso nao for trazer ambiguidade, essa notagao ira se referir a
esferas discretizadas a partir de um icosaedro.

Na discretizacao da esfera que usa um cubo como referéncia, também conhecida por esfera cu-
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Figura 2.3: Visdes planas e esféricas dos cinco sdlidos platonicos: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro,
icosaedro. Adaptado de Gregory et al. [2008], com licenga de reuso.

bada, repartimos cada quadrado esférico (projegoes dos lados do cubo na esfera) uniformemente em
novos retangulos esféricos para obter uma malha com espacamento de grade adequado & representa-
¢ao da esfera. Apresentamos um exemplo de esfera cubada na Figura 2.4. Essa malha foi inicialmente
proposta por Sadourny [1972] e re-inventada por Ronchi et al. [1996]. Atualmente vem sendo usada
por alguns grupos de pesquisa na modelagem atmosférica (Chen e Xiao [2008], Nair et al. [2005],
Ullrich e Jablonowski [2012]).

!
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Figura 2.4: Discretizacdo da esfera usando um cubo como sdlido platonico bdsico. Fonte: Ullrich et al.
[2010], com licenga de reuso.

Na esfera cubada temos uma malha estruturada cujas faces podem ser descritas em termos
de coordenadas locais. A resolucdo é quase uniforme e, por ser retangular, sua implementacao
é computacionalmente mais intuitiva. Nesse tipo de malha hd uma deformacao das células nas
proximidades dos oito vértices do cubo. Possiveis aperfeicoamentos deste tipo de malha existem e
podem ser vistos em Rancic et al. [1996] ou em Putman e Lin [2007].
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Dentre as malhas geodésicas para a esfera, certamente a que vem ganhando mais espaco den-
tro dos grupos de estudos de modelagem meteorolégica é a do tipo icosaédrica. Inicialmente pro-
posta por Sadourny et al. [1968] e Williamson [1968] para previsdo numeérica do tempo, a ma-
lha consiste numa triangulagdo da esfera partindo do icosaedro projetado na superficie da esfera.
Esse tipo de malha ganhou mais espa¢o com os trabalhos de Baumgardner e Frederickson [1985],
Ohnishi e Masuda [1986], Heikes e Randall [1995a], Giraldo [1997] e Thuburn [1997|. Atualmente
ele é usado em diversos modelos de previsao de tempo, alguns ja operacionais e outros em fase
de pesquisa (Heikes e Randall [1995a], Majewski et al. [2002], Thuburn [1997], Tomita et al. [2008],
Walko e Avissar [2008a], Williamson [2007]). No apéndice A fornecemos alguns detalhes de modelos
que empregam malhas icosaédricas.

2.2 Construcao

O posicionamento do icosaedro na esfera é arbitrario e ha duas formas mais usadas. A primeira
forma é obtida colocando-se dois vértices no equador e outro no meridiano de Greenwich. Com
isso temos o icosaedro unicamente definido na esfera, cujos vértices, em coordenadas cartesianas do
R3, sao: (0,b, —a), (b,a,0), (=b,a,0), (0,b,a), (0,—b,a), (—a,0,b), (0,—b, —a), (a,0,—b), (a,0,b),
(—a,0,-0), (b,—a,0), (=b,—a,0), onde

1++5

"= ot 21
o2 (2.2)

V10 +2v5

Na Figura 2.5 apresentamos a malha icosaédrica inicial, somente com os pontos dados pelos vértices
do icosaedro. Esse posicionamento do icosaedro na esfera é simétrico em relagao aos hemisférios.

Uma outra forma de posicionar o icosaedro na esfera ¢ com um ponto em cada polo e os demais
alinhados nas latitudes de +arctan(1/2) (Walko e Avissar [2008a|). Apresentamos essa forma de
posicionamento na Figura 2.6. Apesar de gerar uma malha que ndo é simétrica em relagdo aos
hemisférios norte e sul, esse € o tipo de posicionamento mais usado na literatura. Veja em Sahr et al.
[2003] uma descrigdo completa dos tipos de malhas geodésicas e o posicionamento dos vértices do
icosaedro na esfera.

O icosaedro é um sélido convexo que possui 12 vértices e 20 faces e 30 arestas, o que por ser
verificado pela férmula de Euler,

#arestas = #faces + F#vértices — 2. (2.3)

As faces dos triangulos sao projetadas radialmente (usando a proje¢ao gnomoénica), resultando em
tridngulos esféricos com arestas geodésicas.

A malha inicial pode ser refinada adicionando pontos nas arestas dos tridngulos e depois
conectando-os na malha. Isso pode ser feito de forma recursiva, incluindo pontos nos pontos médios
das arestas geodésicas (Figura 2.7), ou ndo recursivamente, subdividindo-se uniformemente cada
aresta de cada triangulo diretamente em N partes (Figura 2.8). E claro que dependendo da escolha
de N as malhas podem ser equivalentes, por exemplo se N = 2™, onde m = 0,1,2,... indica o
nivel de recursdao. Neste trabalho adotamos uma malha icosaédrica do tipo recursiva. Mostramos
na Figura 2.7 uma malha gerada com 642 pontos, com método recursivo e posicionamento sem
pontos nos polos (simétrica com relagdo ao equador). Para o método recursivo, o nimero de pontos
é calculado com base na equagao 10 - 2(2m) 4 9. O nivel de recursdo é frequentemente denominado
glevel-m, indicando um nivel de malha (Miura e Kimoto [2005]).
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Figura 2.5: Icosaedro projetado na esfera. Os tridngulos indicam os circuncentros dos tridngulos formados
por vértices de vértices do icosaedro.
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Figura 2.6: Icosaedro projetado na esfera com vértices posicionados com dois pontos nos polos e os de-
mais nas latitudes + arctan(1/2). Os circulos indicam os vértices do icosaedro e os tridngulos indicam os
circuncentros dos tridngulos formados por vértices de nds do icosaedro.
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Figura 2.7: Malha icosaédrica de nivel 3, com 642 nds, gerada recursivamente.
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Figura 2.8: Malha icosaédrica com subdivisoes nao recursivas. Neste caso dividiu-se cada aresta em 10
pedagos. Fonte: Ii e Xiao [2010], com licenga de reuso.
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2.3 Definigoes

A malha icosaédrica define um conjunto de tridngulos esféricos, isto é uma triangulacdo. De
forma geral, dadas as posicoes de pontos na esfera, uma triangulacdo da esfera é o conjunto de
tridngulos esféricos satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) os vértices dos tridngulos sao nos;

(ii) nenhum tridngulo contém outros vértices a nao ser os seus proprios vértices;
(iii) os interiores dos triangulos s@o dois a dois disjuntos;
(iv) a unido dos triangulos define a esfera toda.

Para um tridngulo esférico definimos seu circuncentro como sendo um ponto da esfera equidis-
tante em relacgao aos trés vértices do tridngulo. Deve-se considerar uma métrica condizente com a
curvatura da esfera, como por exemplo medindo o &ngulo entre pontos. Note que o circuncentro
também pode ser visto como a projecao na esfera do ponto equidistante entre os vértices, no sentido
euclidiano em R3. Para o caso da esfera, temos dois pontos que satisfazem essa condicdo e deve-
mos considerar o ponto mais proximo dos vértices. Os trés vértices definem uma circunferéncia, o
circuncirculo.

Uma triangulacao de Delaunay, ou de Thiessen, para a esfera é uma triangulacao na qual
o interior do circuncirculo de qualquer tridngulo esférico ndo contém ponto de malha algum. A
triangulacao de Delaunay maximiza o menor de todos os angulos dos tridngulos, assim esse tipo
de triangulacdo gera uma malha com os triAngulos mais equilateros possiveis. Além disso, d& boas
bases para algoritmos de interpolacdo em malhas triangulares (Lawson [1984], Renka [1984]). A
triangulacdo considerada a partir do icosaedro gerada por bipartigcoes dos triangulos geodésicos
constitui uma triangulacao de Delaunay.

Apesar do algoritmo recursivo de geracdo da malha icosaédrica ja fornecer uma triangulacao de
Delaunay, estaremos interessados mais adiante em malhas que sdo modificagoes das icosaédricas,
aonde a definicao da triangulacao nao é mais tao evidente. Por outro lado, a triangulagao na
esfera para pontos arbitrarios envolve suas peculiaridades. Neste trabalho utilizamos o algoritmo
desenvolvido por Renka [1997] e seu pacote STRIPACK para gerar triangulagoes de Delaunay na
esfera.

As malhas icosaédricas geralmente partem de malhas triangulares, mas nao necessariamente
precisam usar os tridngulos como células computacionais. Chamamos a malha triangular de Delau-
nay de malha primal e, associada a ela, podemos definir uma malha dual, formada a partir do seu
diagrama de Voronoi.

Um diagrama de Voronoi para a esfera é uma decomposi¢do de dominio determinado a partir
de distancias relativas a um conjunto de pontos na esfera (S?). Dado um conjunto de pontos
IT = {x;,i = 1, ..., N} naesfera, definimos para cada ponto z; uma regiao de Voronoi V; caracterizada
pela regiao em torno de z; tal que qualquer ponto desta regiao estd mais perto de x; do que de
qualquer outro ponto de II, isto é,

Vi = {x € 8?|d(z,2;) < d(z,x;),§ =1,..., N, j #i}, (2.4)

onde d(-,-) ¢ uma métrica associada & distancia geodésica entre pontos da esfera. Chamamos o
conjunto Vi1 = {V;}i=1,.. v de diagrama de Voronoi para a esfera associado ao conjunto de pontos
de II, também denominados por geradores.

Algumas propriedades de diagramas de Voronoi na esfera sao:

(i) nao interseccao, V;(\V; =0, se i # j;

(ii) decomposi¢ao de dominio, UZ]\L1 V; = 82, onde ~ indica o fecho do conjunto com a métrica
d(-,-) na esfera.
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Se usarmos os vértices da triangulagao de Delaunay gerada a partir de bisse¢oes do icosaedro
na esfera como geradores, o diagrama de Voronoi gerado serd formado por poligonos esféricos
pentagonais ou hexagonais. No diagrama de Voronoi de malhas icosaédricas os 12 pontos originais
do icosaedro formam regices de Voronoi pentagonais, os demais pontos formam regioes hexagonais.
Mostramos na Figura 2.9 exemplos de malhas icosaédricas e seus diagramas de Voronoi. Nessa figura
é possivel perceber que os hexdgonos nao sao necessariamente regulares, assim como os tridngulos
da malha de Delaunay também nao sao necessariamente equilateros.

Outro fato relevante é que os vértices dos hexagonos/pentédgonos sao geometricamente equiva-
lentes aos circuncentros dos tridngulos. Portanto a regiao de Voronoi pode ser facilmente construida
conectando-se os circuncentros de 5 ou 6 tridngulos que compartilhem um mesmo n6é. Um bom texto
sobre o uso de malhas de Voronoi para modelagem atmosférica é o trabalho de Ju et al. [2011].
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Figura 2.9: Diagrama de Voronoi para malhas icosaédricas de niveis 0, 1 e 2, respectivamente com 12, 42,

162 nds geradores.
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2.4 Propriedades

Vamos analisar as caracteristicas das arestas, tridngulos, pentagonos e hexagonos geodésicos
gerados a partir de triangulagoes de Delaunay a partir do icosaedro e seus respectivos diagramas de
Voronoi. Estamos buscando uma malha quase uniforme, entdo as caracteristicas que vamos analisar
irao servir de base para compreendermos a estrutura da malha.

2.4.1 Comprimentos de arestas

Comegamos mostrando na Tabela 2.1 as relagoes de distancias entre vértices dos tridngulos (nos
da malha) de diversos niveis de recursao para malhas icosaédricas. Isso é também uma medida de
comprimento das arestas dos tridngulos. A medida da razao entre a menor e maior distancia da
uma ideia do grau de homogeneidade dos comprimentos das arestas dos tridngulos. Percebe-se que
as distancias minimas convergem para aproximadamente 83% das distincias maximas nas malhas
mais finas. Para o calculo de distancias utilizamos as equacgoes descritas no apéndice B.

Malhas Icosaédricas Distancia entre nés - graus (km)

Nivel | Noés | Triangulos | Arestas Minima Maxima Meédia Min/Max
0 12 20 30 63.43 (7054) | 63.43 (7054) | 63.43 (7054) 1.0000
1 42 80 120 31.72 (3527) | 36.00 (4003) | 33.86 (3765) 0.8810
2 162 320 480 15.86 (1763) | 18.70 (2079) | 17.22 (1914) 0.8481
3 642 1280 1920 7.93 (882) 9.44 (1050) 8.64 (961) 0.8396
4 2562 5120 7680 3.96 (441) 4.73 (526) 4.33 (481) 0.8375
5 10242 20480 30720 1.98 (220) 2.37 (263) 2.16 (241) 0.8369
6 40962 81920 122880 0.99 (110) 1.18 (132) 1.08 (120) 0.8368
7 163842 327680 491520 0.50 (55) 0.59 (66) 0.54 (60) 0.8368
8 655362 1310720 1966080 0.25 (28) 0.30 (33) 0.27 (30) 0.8367

Tabela 2.1: Nivel de recursdo, numero de nds, tridngulos e arestas para cada nivel de recursao de malha
icosaédrica. Nas colunas sequintes apresentamos as distdncias minimas, mdzimas e médias entre 0s nds em
graus e, entre parénteses, em quilometros, para cada malha. Na dltima coluna apresentamos as razoes entre
as distdncias minimas e mdrimas.

As distancias entre os nés dos tridngulos de malhas icosaédricas podem ser vistas como as
distancias geodésicas entre os centros das regides de Voronoi (células hexagonais ou pentagonais), ou
como os comprimentos das arestas dos triangulos. Outra medida de disténcia relevante é a distancia
entre os circuncentros dos tridngulos. Essa medida é conveniente para indicar a disténcia entre
células computacionais triangulares ou os comprimentos de arestas de regides de Voronoi (hexagonos
ou pentagonos esféricos). Naturalmente estas duas medigoes estarao correlacionadas. Na Tabela 2.2
mostramos as distancias minima, maxima e média entre os circuncentros dos tridngulos em graus e
quilémetros. Mostramos também a razao entre distancia minima e méxima, onde novamente temos
convergéncia. Note que a menor distancia converge para cerca de 52% da distincia maxima. Isso
indica que os vértices dos triAngulos geram uma malha mais homogénea que os circuncentros dos
tridngulos. Portanto, do ponto de vista de uniformidade no espagamento de pontos da malha, o uso
dos vértices dos triangulos como referéncia parece ser mais adequado que o dos circuncentros dos
tridngulos. Por outro lado, ao usarmos células de Voronoi teremos que suas arestas, que sao formadas
por conexdes entres os circuncentros dos tridngulos, nao terao comprimentos com distribuigao tao
uniforme quanto as arestas dos tridngulos.
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Distancia entre circuncentros - graus (km)
Nivel | Minima Maxima Média Min/Max
0 41.81 (4649) | 41.81 (4649) | 41.81 (4649) 1.0000
1 18.03 (2005) | 22.46 (2497) | 20.24 (2251) 0.8028
2 6.85 (762) | 11.45 (1273) | 10.03 (1115) 0.5988
3 3.13 (348) 5.75 (640) 5.00 (556) 0.5441
4 1.53 (170) 2.88 (320) 2.5 (278) 0.5303
5 0.76 (84) 1.44 (160) 1.25 (139) 0.5269
6 0.38 (42) 0.72 (80) 0.62 (69) 0.5260
7 0.19 (21) 0.36 (40) 0.31 (35) 0.5258
8 0.09 (11) 0.18 (20) 0.16 (17) 0.5257

17

Tabela 2.2: Distdncias entre circuncentros dos tridngulos esféricos para malhas icosaédricas para cada
refinamento de malha icosaédrica. Apresentamos as distdncias minimas, mdzrimas e médias em graus e em
quilometros (entre parénteses). Na dltima coluna apresentamos as razoes entre as distdncias minimas e

mdzximas.
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2.4.2 Areas

Na discretizagao de equacoes diferenciais na esfera geralmente o erro estaré associado ao tama-
nho da célula computacional, logo uma medida relevante neste sentido ¢é a area da célula. Na Tabela
2.3 mostramos as areas minimas, maximas e médias, além das razoes entre as areas minimas e ma-
ximas, para malhas hexagonais/pentagonais geradas a partir do icosaedro. Verifica-se convergéncia
da razao entre as dreas minimas e maximas para 0.73, indicando o grau de uniformidade das areas
das células na malha. Esse mesmo comportamento é observado na malha triangular também, ja que
pela construcdo das células de Voronoi, a area de uma célula hexagonal/pentagonal ira depender
diretamente da area dos triAngulos que a formam. Todas as &reas consideradas aqui sdo geodésicas,
vide o apéndice B para detalhes de célculos.

Areas das células de Voronoi

Nivel Min Max Média | Min/Max

0 1.047198 | 1.047198 | 1.047198 1.0000
0.273844 | 0.309341 | 0.299199 0.8852
0.069292 | 0.082271 | 0.077570 0.8422
0.017376 | 0.022761 | 0.019574 0.7634
0.004347 | 0.005861 | 0.004905 0.7417
0.001087 | 0.001477 | 0.001227 0.7361
0.000272 | 0.000370 | 0.000307 0.7347
0.000068 | 0.000093 | 0.000077 0.7343
0.000017 | 0.000023 | 0.000019 0.7342

||| T = | W N+~

Tabela 2.3: Para cada refinamento de malha icosaédrica, apresentamos a drea minima, mdzima e média,
dos hexdgonos ou pentdagonos. Consideramos a esfera unitdria.

Na Figura 2.10 mostramos a distribuigao das areas para malhas malhas hexagonais/pentagonais.
H& uma concentracao de células computacionais de areas menores em torno dos 12 vértices iniciais
do icosaedro, que sdo também os locais onde se formam os 12 pentagonos no caso das malhas de
Voronoi. Para essa figura consideramos uma malha com 10242 nés (nivel de malha 5) para que fosse
possivel ainda visualizarmos as células computacionais, mas o padrao se estende para malhas mais
finas e também para malhas de tridngulos. Para a normalizacao da medida de area, dividimos a
area de cada célula pela maior delas.
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Figura 2.10: Distribuicdo das dreas dos hexdgonos/pentigonos na esfera para uma malha com 10242 nds.
As dreas foram normalizadas dividindo-as pela drea mdzima.
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2.4.3 Distorgoes

As distancias entre os nos e as areas provém uma noc¢ao de homogeneidade dos tamanhos
das células da malha, mas nao dao informagoes sobre o formato das células computacionais. Para
analise do formato das células as métricas mais comuns na literatura sao aquelas que avaliam
distor¢oes. Ha varias formas de se medir distor¢ao e adotaremos uma medida semelhante & proposta
em Tomita et al. [2001]. Considere uma célula computacional com n arestas de comprimentos [;,
i=1,...,n, entao a distor¢ao dessa célula sera dada por

\/% Z?:l(li - l_)Q
5= ]

) (2.5)

onde estimamos o comprimento médio das arestas como [ = \/%2?21 2.

A distor¢gdo mede o quanto os comprimentos das arestas se afastam de seu valor médio. Uma
célula regular nao tem distorgao. O ideal seria termos células computacionais proximas de regulares,
com distor¢oes minimas. Na Tabela 2.4 mostramos os indices maximos e médios de distorcoes das
células computacionais para malhas triangulares e hexagonais/pentagonais. Os indices de distor¢oes
minimos para cada malha sdo nulos, pois em cada malha h& sempre algumas células regulares. O
grau de distor¢ao parece estabilizar com o aumento do nimero de nés, convergindo em média para
cerca de 8% de distor¢ao nas células triangulares e 15% para células de Voronoi. Isso indica que as
células hexagonais/pentagonais sdo mais distorcidas que as triangulares.

Mostramos na Figura 2.11 a distribuicao da distor¢cao em uma malha icosaédrica com 10242
células hexagonais/pentagonais. As células mais distorcidas tendem a se concentrar proximas aos
vértices do icosaedro original, ou seja, dos pentagonos. Isso ocorre também na malha formada por
tridngulos.

Distorgoes Triangulos Hexagonos/Pentagonos
Nivel Max Média | Méd/Max | Max Média | Méd/Max
1 0.105496 | 0.079122 | 0.750000 | 0.106601 | 0.076144 | 0.714285
2 0.128188 | 0.083643 | 0.652505 | 0.205656 | 0.119277 | 0.579985
3 0.133632 | 0.083508 | 0.624907 | 0.245241 | 0.137627 | 0.561193
4 0.134979 | 0.083379 | 0.617717 | 0.255423 | 0.146141 | 0.572155
5 0.135315 | 0.083340 | 0.615896 | 0.257981 | 0.150248 | 0.582400
6 0.135399 | 0.083330 | 0.615439 | 0.258622 | 0.152269 | 0.588771
7 0.135420 | 0.083327 | 0.615324 | 0.258782 | 0.153272 | 0.592282
8 0.135425 | 0.083327 | 0.615296 | 0.258822 | 0.153772 | 0.594122

Tabela 2.4: Para cada refinamento de malha icosaédrica, apresentamos a distor¢ao mdxima, média e a razdo
entre elas para malhas formadas por triagngulos e também malhas formadas por hexdgonos ou pentdigonos.
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Figura 2.11: Distribuicdo das distorgoes dos hexdgonos/pentdgonos na esfera para uma malha com 10242
nds (nivel 5).
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2.4.4 Centros de massa

Dado um tridngulo esférico, vamos analisar a distancia geodésica entre o centro de massa (bari-
centro) e o circuncentro. Essa também é uma medida de distor¢ao do triangulo, pois um tridngulo
regular possui baricentro coincidente com o seu circuncentro. Para uma célula de Voronoi esférica
definimos por centro geométrico o ponto gerador dessa, isto é, um vértice de um tridngulo da ma-
lha de Delaunay. Esse ponto nao necessariamente coincide com o seu centro de massa, assim é
interessante analisarmos a distancia geodésica entre o centro geométrico e o centro de massa do
poligono.

O centro de massa usual em R3 de um poligono esférico © pode ser calculado como

p*—/pdﬂ, (2.6)
Q

que nao estara na superficie da esfera, mas sim dentro dela. Gostarfamos de ter uma nogao de centro
de massa restrita a esfera, ou seja, com o centro de massa contido no interior do poligono esférico.
Vamos considerar o conceito de centro de massa restrito, descrito em Du et al. [2003], que é valido
para um conjunto amplo de variedades, mas que vamos adotar apenas para a esfera.

Definigao 2.4.1 (Centro de massa esférico). Dado um poligono esférico Q, o centro de massa
esférico p* € R3 ¢ o ponto tal que F(p®) < F(q), Vq € Q, onde

F(p) = /Q b — al2d2(q). (2.7)

el -|l2 € a norma euclidiana.

Caso o poligono seja plano, essa definicao de p® coincide com p*. Com base nessa definigao, é
mostrado em Du et al. [2003] que o centro de massa esférico pode ser obtido a partir do centro de

massa geral em R? como
*

pP=—t (2.8)
[P |2
onde supomos que a esfera esta centrada na origem do sistema cartesiano, logo p* # 0.
Com isso, mostra-se ainda que os centros de massa em R? para triangulos esféricos podem ser
calculados em coordenadas cartesianas como

13
s gzz‘:lpi
= S==
H%Ei:1pi||2

onde consideramos os vértices do triangulo definidos pelos pontos p; € 82, com i = 1,2, 3.

Para poligonos esféricos convexos, como os hexigonos e pentidgonos, podemos obter o centro
de massa dividindo-os em tridngulos (vide Miura e Kimoto [2005]). Considere um poligono esférico
convexo de m lados formado pelos pontos g;, ¢ = 1, ...,m, dados no sentido anti-horario. Seja p um
ponto no seu interior. Considere o tridngulo esférico T; formado pelos pontos {p, ¢;, ¢i+1}. Entao o
seu centro de massa esférico serd dado por

P (2.9)

s _ Y Ti(p+ g + giv1)
1> T (p+ @i + qiv1) |2

P (2.10)

onde assumimos que ¢m+1 = q1 € T; é a area do triangulo esférico formado por {p, ¢;, ¢i+1}. No caso
de malhas de Voronoi os pontos g; serao os circuncentros dos tridngulos de Delaunay e o ponto p
serd um ponto da malha triangular (vértice de um tridngulo). No que segue, ao nos referirmos ao
centro de massa, vamos estar nos referindo sempre ao centro de massa esférico.

Na Tabela 2.5 mostramos as relagoes entre os centros de massa (esféricos) e os centros geo-
meétricos (no caso de células de Voronoi) ou circuncentros (no caso de tridngulos). Para as malhas
hexagonais/pentagonais, percebe-se que o maximo das distancias cai por um fator de ordem 2, ja a
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média cai com um fator de ordem maior. Isso evidencia nesse caso que as distancias entre os nos e o
centros de massa das células sdo reduzidas de formas diferentes entre as células ao refinar a malha.

Centro de Massa Triangulos Voronoi
Nivel Maxima | Média | Med/Max | Maxima | Média | Med/Max
0 4.21E-08 | 1.30E-08 | 1.000000 2.98E-08 | 9.51E-09 1.000000
1 3.26E-02 | 2.45E-02 | 0.750000 2.98E-08 | 6.35E-09 | 0.213107
2 2.04E-02 | 1.29E-02 | 0.633291 1.11E-02 | 5.43E-03 | 0.488322
3 1.07E-02 | 6.46E-03 | 0.602463 5.56E-03 | 2.55E-03 | 0.458683
4 5.42E-03 | 3.22E-03 | 0.594578 2.78E-03 | 8.53E-04 | 0.306480
5 2.72E-03 | 1.61E-03 | 0.592590 1.39E-03 | 2.48E-04 | 0.178465
6 1.36E-03 | 8.06E-04 | 0.592091 6.96E-04 | 6.75E-05 | 0.097037
7 6.81E-04 | 4.03E-04 | 0.591967 3.48E-04 | 1.77E-05 | 0.050847
8 3.40E-04 | 2.01E-04 | 0.591935 1.74E-04 | 4.54E-06 | 0.026099

Tabela 2.5: Mdximo, média e razao média/mdzimo das distdncias (em radianos) entre os centros de massas

e 0s centros geométricos.

Nas figuras 2.12 e 2.13 mostramos as distribui¢ées das distancias entre os centros de massa e os
centros geométricos respectivamente para uma malha triangular e uma malha hexagonal /pentagonal
com 10242 n6s geradores. No caso da malha triangular nota-se o mesmo observado no estudo de
distor¢oes anterior, que as regioes em torno dos vértices originados do icosaedro priméario tendem
a ter tridngulos menos equilateros, ou seja, com mais distorgoes. Na malha hexagonal /pentagonal
percebem-se maiores distancias entre centros de massa e centros geométricos em todo um conjunto
de arestas pertencentes as malhas mais grossas. Ficam em destaque os hexégonos que coincidem
com arestas das malhas de niveis 0 e 1. Vamos analisar o motivo disso a seguir.
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I 2.7e-04

—- 0.0e+00

Figura 2.12: Distribuicao das distdncias entre circuncentros e centros de massa de tridngulos na esfera
para uma malha icosaédrica de nivel 5 (10242 nds). Distancias geodésicas em radianos.

Considere a malha originada pelo icosaedro primario, com 12 nés. Nessa malha ha uma sub-
divisao da esfera em 20 regioes triangulares, como visto anteriormente e ilustrado na Figura 2.6.
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Figura 2.13: Distribuicao das distdncias entre centros de massa e os pontos geradores de hexdgonos ou
pentdgonos na esfera para uma malha icosaédrica de nivel 5 (10242 nds). Distancias geodésicas em radianos.

Ao realizarmos as subdivisoes sucessivas de cada um desses triAngulos iremos gerar novas regioes
triangulares. Os hexégonos formados dentro de cada nova regido tendem a ficar mais regulares, ja
aqueles que sao formados em regides de interface ficam menos regulares. Isso ocorre pois os novos
tridngulos gerados em sub-regides triangulares tém um melhor alinhamento das suas arestas. Na
Figura 2.14 ilustramos esse fato, onde nota-se que ao cruzar de uma sub-regido para outra ha um
desalinhamento na configuracao dos tridngulos. O hexédgono na parte de cima, em vermelho, esta
entre sub-regides do icosaedro primario e, portanto, tende a ser mais irregular. O circulo preenchido
em laranja ilustra seu centro de massa aproximado e vemos que este dista levemente do centro
geométrico. O hexdgono na parte inferior, em verde, esta completamente dentro de uma sub-regiao
do icosaedro primério. Porém, ele estd em uma regiao de transicao entre duas outras sub-regioes do
icosaedro de nivel 1, isto é, estd em uma aresta da malha com 42 nés. Como a transi¢do de regioes
nesse caso é mais suave, o seu centro de massa estd praticamente junto do centro geométrico, por
isso foi representado como um tnico circulo verde. Essa é uma representagao apenas ilustrativa,
em propor¢oes aumentadas, do que ocorre na esfera. Na Figura 2.15 mostramos essa situagdao em
perspectiva esférica. Percebe-se que os hexdgonos formados na borda do tridngulo maior em verde,
originado do icosaedro primario, tendem a serem mais desalinhados e, assim, possuem centro de
massa mais afastado do centro geométrico. Mais adiante vamos analisar a questao de alinhamento
das células computacionais com mais detalhes.
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Figura 2.14: Alinhamento entre tridngulos e hexdgonos mo plano. Hexdgono central, em vermelho, estd
entre sub-regioes originadas do icosaedro primdrio. O circulo preenchido em laranja ilustra seu centro de
massa aproximado. O hexdgono na parte inferior, em verde, estd completamente dentro de uma sub-regido
do icosaedro primdrio e seu centro de massa coincide com o centro geométrico.
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Figura 2.15: Alinhamento entre tridngulos e hexdgonos representado em perspectiva. O hexdgono na parte
superior, em vermelho, estd entre sub-regioes originadas do icosaedro primdrio. O hexdgono na parte inferior,
em azul, estd completamente dentro de uma sub-regido do icosaedro primdrio.
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2.4.5 Relagao entre arestas da malha primal e dual

O ponto de intersecgao das arestas de Voronoi e dos tridngulos nao necessariamente resultam no
ponto médio da aresta de Voronoi. Vemos esse fato na Figura 2.16, onde mostramos os pontos médios
das arestas das duas malhas, primal e dual. Essa caracteristica de malha pode ser um agravante
na discretizacao de alguns operadores diferenciais, em particular o laplaciano (Heikes e Randall
[1995a]). Uma medida para avaliar essa propriedade na malha ¢ considerar a distancia entre os
pontos médios das arestas, dividida pelo respectivo comprimento da aresta da célula de Voronoi.
Na Tabela 2.6 mostramos estatisticas dessa métrica, onde percebe-se que as distancias normalizadas
maximas nao sao reduzidas com o refinamento da malha. Por outro lado, note que a média dessa
métrica cai com o refinamento da malha, indicando que essa propriedade reage de forma diferente
em diferentes locais da malha com o refinamento. Na Figura 2.17 vemos que as células com maiores
distancias entre pontos médios de arestas primais e duais estdao em regides onde originalmente se
encontravam arestas das malhas mais grossas. Vimos que as regioes oriundas de arestas de malhas
mais grossas apresentam a propriedade de terem centro de massa mais distante do n6, agora temos
que elas também nao possuem uma boa relagao entre as arestas primais e duais, portanto, mais
adiante nos dedicaremos a entender o que ocorre com essas células no contexto de resolugao numérica
de equagoes diferenciais.

Figura 2.16: Pontos médios de arestas da malha de Delaunay (destacados em tridngulos azuis) e pontos
médios das arestas das células de Voronoi (destacados com circulos verdes).
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Distancias entre arestas primal e dual
Nivel | Max Média | Min/Max
1 9.97E-02 | 7.12E-02 0.714286
2 9.74E-02 | 6.78E-02 0.695515
3 9.69E-02 | 4.61E-02 0.475848
4 9.68E-02 | 2.77E-02 0.286261
5 9.67E-02 | 1.55E-02 0.160061
6 9.67E-02 | 8.28E-03 0.085578
7 9.67E-02 | 4.31E-03 0.044518
8 9.67E-02 | 2.20E-03 0.022781
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Tabela 2.6: Distdncias mdximas e médias entre os pontos médios das arestas da malha triangular e de
Voronoi normalizadas pelos respectivos comprimentos das arestas das células de Voronoi.
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Figura 2.17: Distribuicao das distdncias entre os pontos médios das arestas dos tridngulos e os pontos
médios das arestas das células de Voronoi normalizadas pelos respectivos comprimentos das arestas das
células de Voronoi. Para cada célula de Voronoi apresentamos o mdrimo da distdncia entre arestas dessa

célula. Foi usada uma malha icosaédrica de nivel 5 (10242 nds).
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2.5 Posicionamento de campos

H4 diversas formas de posicionar os campos escalares e vetoriais em malhas icosaédricas. Nesta
secao vamos descrever as existentes e algumas outras variagoes possiveis. Mais adiante, vamos
analisar seus comportamentos.

Em malhas icosaédricas hé dois tipos de células computacionais que sao interessantes: a trian-
gular, que é gerada pela triangulagdo de Delaunay, e a hexagonal /pentagonal, que é gerada pela
construgao do dual da malha, conhecida coma malha de Voronoi. Denotaremos as malhas triangu-
lares com o prefixo "T"e as hexagonais/pentagonais com o prefixo "H".

Dada uma célula numérica, podemos associar tipos de colocacao dos campos na malha de forma
analoga ao que é feito em malhas retangulares, usando a classificacdo de Arakawa de A até E
(Mesinger e Arakawa [1976]). Destacamos de forma genérica as principais diferengas entre elas a
seguir.

e Tipo A : Escalares e vetores nos centros da célula. Como tanto escalares como vetores ficam
na mesma posi¢ao, esse tipo de malha é chamada de colocada.

e Tipo B : Escalares nos centros das células e vetores nos cantos das células. Como escalares e
vetores ficam em posicoes distintas, esse tipo de malha é descrita como deslocada.

e Tipo C : Escalares nos centros das células e vetores perpendiculares as arestas/faces das células
no centro das arestas. Deslocada.

e Tipo D : Escalares nos centros das células e vetores tangentes as arestas/faces das células no
centro das arestas. Deslocada.

Nao consideramos a malha do tipo E, por se tratar apenas de uma variagao (rotagao) da malha
tipo B, sendo também conhecida como B/E (Randall [1994]).
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Figura 2.18: Tipos de grades numéricas. Os circulos representam campos escalares e os vetores velocidades.
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Na Figura 2.18 destacamos diversos tipos de malhas, tanto retangulares, quanto triangulares e
hexagonais. No que diz respeito aos tipos de grade A, deve-se lembrar da relagao tridangulo/hexagono
dado pela formulagao Delaunay /Voronoi. Dessa forma os centros dos hexégonos sao os vértices dos
tridngulos, como apresentado na Figura 2.19. Analogamente, os centros dos tridngulos sao os vértices
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dos hexagonos, como mostrado na Figura 2.20. Nestes casos, e também nos casos das malhas do
tipo B, pode ser necessario que o campo vetorial tenha uma base de referéncia. Por exemplo, pode-
se decompor o vetor de velocidade nas diregoes leste-norte (u e v), como feito nas figuras 2.19 e
2.20. Mostramos na Figura 2.21 o alinhamento com as linhas de latitude e longitude desse tipo de
referenciamento. Outra possibilidade é armazenar o vetor em coordenadas cartesianas do R3.

Figura 2.19: Escalares e vetores nos vértices dos tridngulos ou centros dos hexdgonos. Os circulos preen-
chidos nos vértices dos tridngulos indicam locais para escalares, os vetores mostram a base para os vetores.

Figura 2.20: FEscalares e vetores nos vértices dos hexdgonos ou centros dos tridngulos. O circulo preenchido
no centro do tridngulo indica o local para escalares, os vetores mostram a base para os vetores.

Figura 2.21: FEscalares e vetores mos vértices dos tridngulos. Os circulos preenchidos nos vértices dos
tridngulos indicam locais para escalares, os vetores mostram a base para os vetores e as linhas tracejadas
indicam paralelos (linhas de latitude constantes) da esfera.

As posigoes deslocadas dos tipos C e D para os campos vetoriais em malhas retangulares cos-
tumam separar as velocidades zonais (u) das meridionais (v), mas os vetores permanecem perpen-
diculares ou tangentes as arestas. Porém, nas malhas hexagonais a situagdo pode ser um pouco
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diferente, pois ao considerarmos vetores perpendiculares ou tangentes nao necessariamente garan-
timos um sistema de referéncia comum para todos os vetores. O mais natural parece ser considerar
os vetores na sua forma cartesiana, em coordenadas do R? restritas ao plano tangente da esfera no
ponto de origem do vetor. Outra forma é considerar para cada ponto de malha contendo vetores uma
base local definida por sua componente normal e tangente a aresta, nesse caso fica simples calcular
fluxos e rotacionais, como veremos em capitulos mais adiantes. Exemplificamos essa possibilidade
na Figura 2.22.

n

Figura 2.22: Células hexagonais com fluxos nas arestas. As setas indicam as posi¢des dos vetores, normais
as arestas dos hexdgonos, ou tangentes as arestas dos tridngulos e o circulo preenchido representa a posicao
dos escalares, nos centros dos hexdgonos, ou vértices dos tridngulos.

Nas malhas C e D os vetores normais/tangentes seguem uma certa orienta¢ao dada pela célula
em questao, por exemplo, de dentro para fora, no caso da malha C, e seguindo o sentido anti-
horério, no caso da malha D. Os fluxos entre células, bem como os divergentes, sdo calculadas com
os vetores normais as arestas hexagonais, apontando sempre na direcdo de dentro para fora da
célula. Os rotacionais sao calculados com os vetores tangentes as arestas hexagonais sempre em um
mesmo sentido, por exemplo, anti-horario. Logo, um problema desse método é que as orientacgoes dos
vetores tangentes podem nao serem evidentes, pois a sua orientacao depende do referencial, conforme
ilustramos na Figura 2.23. Logo, computacionalmente, é preciso armazenar as componentes normais
e tangentes a uma aresta e ainda suas relagdes de diregoes (de dentro para fora no caso de vetores
normais, ou anti-horéario no caso de vetores tangentes) com as células hexagonais ou triangulares.
Nas malhas triangulares do tipo TC o problema persiste, mostramos na Figura 2.24 a disposigao
dos campos.

A questao de escolha do tipo de colocacao de variaveis envolve muitos fatores. A escolha é natu-
ralmente dependente do conjunto de equagoes que se deseja resolver e do método de discretizagao
desejado. Nas equagoes para modelagem atmosférica geralmente ha necessidade de se conhecer ven-
tos e variaveis escalares em um mesmo ponto. Isso faz com que a malha colocada (tipo A) seja
atraente, para evitar a necessidade de métodos de interpolagoes. Porém, esse tipo de colocagao re-
sulta em modos computacionais espirios no campo de pressao, que podem levar a instabilidades em
modelos tridimensionais. O cuidado que temos que ter ao propor alternativas é manter o balango
entre o nimero de informagdes a respeito do vento e escalares coerente. Numa malha do tipo A
temos 2 componentes de vento para cada escalar. Na malha tipo C em retangulos esse balango é
mantido, porém em triangulos (TC) temos 3/2 componentes de vento para cada escalar, o que pode
gerar modos computacionais no campo de divergéncia, e na hexagonal (HC) temos 3 componentes
de vento para cada escalar, que pode gerar modos computacionais no campo do rotacional. De todos
os problemas relatados, de acordo com Weller et al. [2012], o menos grave, em termos de impacto
nos resultados do modelo atmosférico, é a colocacao do tipo HC.

As malhas do tipo C sao interessantes pois permitem uma representagao mais precisa das ondas
mais rapidas, como as ondas acusticas e de gravidade. Esses tipos de ondas fornecem mecanismos
de ajuste do balancgo geostrofico, que consiste nos movimentos devidos ao equilibrio entre forca de
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Figura 2.23: Células hexagonais com fluros nas arestas com fluros nas arestas dados pelos tridngulos. As
setas indicam as posi¢oes dos vetores, normais e tangentes as arestas dos hexdgonos e o circulo preenchido
representa a posicao dos escalares, nos centros dos hexdgonos, ou vértices dos tridngulos. A cor vermelha
refere-se ao hexdgono a esquerda e a azul refere-se ao da direita.

Figura 2.24: Células triangulares com fluxos nas arestas. As setas indicam as posi¢ées dos vetores, normais
e tangentes as arestas dos tridngulos, o circulo preenchido representa a posi¢cao dos escalares, nos centros
dos tridngulos, ou vértices dos hexdgonos, e a estrela indica o ponto de vorticidade.

Coriolis e gradientes de pressao. Um estudo sobre a representacao numérica e colocagao dos campos
em malhas retangulares no ajuste geostrofico pode ser visto em Randall [1994]. Para malhas hexa-
gonais, Nickovic et al. [2002] analisaram o ajuste geostrofico com diversas colocagoes de escalares
e vetores e, mais recentemente, para malhas do tipo C em poligonos quaisquer, temos o estudo
de Thuburn et al. [2009] que prop6e metodologias para preservar o balango geostrofico. De acordo
com o estudo de Nickovic et al. [2002], a colocagao do tipo HC parece ser uma das formas mais
adequadas de colocacao das varidveis na malha e é a metodologia que vem sendo adotada pelos gru-
pos de pesquisa que usam malhas hexagonais Bonaventura e Ringler [2005], Ringler et al. [2010],
Skamarock et al. [2012]. Neste estudo chegamos a fazer testes com vérias formas de colocagao de
variaveis na malha (TA, TB, TC, HA, HB, HC), mas usamos principalmente o tipo HC.

Na Tabela 2.7 destacamos as malhas usadas em modelos existentes na literatura. A malha do
tipo HA é usada no modelo japonés NICAM, porém, nesse caso, os pontos onde as variaveis sao
armazenadas sao os centros de massa dos hexdgonos, que nao necessariamente coincidem com o
vértice dos triangulos. Além disso também usam um método de otimizacdo da malha, conhecido
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Modelo Tipo de Malha | Vetores Artigo de referéncia
GME HA (u,v) Majewski et al. [2002]
FIM HA (u,v) Bao et al. [2011]

NICAM HA R3 Satoh et al. [2008]

OLAM TC R3 Walko e Avissar [2008a]

OMEGA TC (u,v) Bacon et al. [2000]

ICONSWM TC i, t Ripodas et al. [2009)

MPAS HC R3 Skamarock et al. [2012]

Tabela 2.7: Tipos de malhas usadas em diversos modelos existentes na literatura. Os tipo de base para os
vetores usados sio: R3, onde usam-se os vetores em coordenadas cartesianas; (u,v), onde o0s vetores sdo nas
diregoes de linhas de longitudes e latitudes; e (71, t), onde o0s vetores sGo normais e tangentes & arestas.

por spring dynamics, para melhorar a regularidade dos hexdgonos. Mais detalhes sobre as malhas
usadas em cada modelo estdao no apéndice A.

Nas malhas triangulares, a distancia do circuncentro de um tridngulo até o ponto médio de uma
aresta pode ser diferente da distancia entre o ponto médio dessa mesma aresta e o circuncentro do
triangulo vizinho. E possivel melhorar essa descentralizacdo utilizando, por exemplo, o algoritmo
de Heikes e Randall [1995a]. Isso pode impactar na ordem de discretizagdo dos fluxos do modelo.
[ustramos essa descentralizacao na Figura 2.25. Quanto mais regulares forem os tridngulos, menor
serd esse problema. As distancias dos vértices até o ponto de interseccdo com o arco que conecta 0s
centros de massa dos tridngulos sao as mesmas. Isso deve-se as propriedades de construgao da malha
de Voronoi. Por outro lado, se os escalares forem armazenados nos baricentros dos tridngulos, entao
a reta que conecta dois centros de tridngulos vizinhos nao é necessariamente perpendicular a aresta
do tridngulo. Essa ortogonalidade também é uma propriedade desejavel para as discretizagoes.

Figura 2.25: Descentralizagao dos pontos de centro de massa em tridngulos. O arco que conecta os centros
de massa tem distdncias até a aresta nao necessariamente iguais (b # c¢). Porém, as distdncias dos vértices
até o ponto em que ocorre essa intersec¢do € igual (a).

O modelo OLAM (Walko e Avissar [2008a|, Walko e Avissar [2008b]) usa uma colocacdo de
pontos do tipo TC com escalares nos baricentros. O fato de termos células triangulares, apesar dos
problemas relatados anteriormente, permite maior flexibilidade na geracao da malha, possibilitando,
por exemplo, refinamentos locais. Para discretizagoes de ordem mais alta é possivel usar pontos
dados em tridngulos vizinhos. Mostramos na Figura 2.26 a colocacao das variaveis no modelo OLAM.

No caso de malhas que utilizam células de Voronoi, o campo escalar pode ser colocado tanto
nos vértices dos tridngulos quanto nos centros de massa das células. O uso dos vértices dos tri-
angulos garante ortogonalidade entre arestas da malha primal (de Delaunay) e dual (de Voronoi),
mas, assim como nos tridngulos, o ponto de intersecgao entre as arestas primal e dual nao coincide
necessariamente com o ponto médio das arestas da malha dual. O uso do centro de massa garante
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Figura 2.26: Colocacio de varidveis do OLAM. Os pontos u;, i = 1,2, ...,12 indicam pontos de vetores e
0s w;, i =1,2,...,6, de escalares. Fonte: Walko e Avissar [2008a], (©2013 American Meteorological Society.
Permissao para uso de figura em trabalho académico sob as condig¢oes de uso aceitdvel ou razodvel (“fair
use”).

boas aproximagoes para algumas discretizacoes de operadores diferenciais, mas a perda da orto-
gonalidade prejudica as discretizagoes de outros operadores. Uma forma de resolver esse impasse
¢é utilizando uma otimizacao de malha que force com que os centros de massa coincidam com os
vértices dos tridngulos. Veremos mais detalhes a respeito mais adiante.

Ha ainda outras possibilidades de colocagao dos valores na malha. Uma alternativa é a malha
do tipo Z, para o qual as equacgoes sao resolvidas na forma de vorticidade-divergente e todos os
campos sao escalares, sendo estes colocados nos centros das células (Randall [1994]). Ou ainda,
pode ser considerada uma malha do tipo ZM, que é uma malha muito similar & malha do tipo B,
mas que considera vetores em todos os cantos da célula (Ringler e Randall [2002]). Isso resulta em
muito mais pontos do campo vetorial do que dos campos escalares. Ilustramos esses dois tipos de
colocagao na Figura 2.27.

Figura 2.27: Malhas do tipo Z e ZM. h € um ponto de massa, § o divergente, n a vorticidade e V um vetor,
como por exemplo a velocidade. Fonte: Ringler e Randall [2002], ©2013 American Meteorological Society.
Permissao para uso de figura em trabalho académico sob as condig¢oes de uso aceitdvel ou razodvel (“fair
use”).

Neste estudo, vamos analisar os métodos de colocacao descritos anteriormente, mas daremos
mais enfoque na malha com colocag@o de valores do tipo HC.


http://www2.ametsoc.org/ams/index.cfm/publications/authors/journal-and-bams-authors/author-resources/copyright-information/copyright-policy/
http://www2.ametsoc.org/ams/index.cfm/publications/authors/journal-and-bams-authors/author-resources/copyright-information/copyright-policy/
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2.6 Estrutura computacional

A malha icosaédrica carrega uma certa regularidade na sua estrutura, que pode ser usada na
estrutura de dados. A malha icosaédrica priméria é constituida de 20 tridngulos que agrupados dois
a dois geram 10 losangos, ou diamantes. Nesse caso, podemos usar uma estrutura de dados do tipo
(i,7) para varrer as células, como ilustrado na Figura 2.28.

Not used

(NP if the diamond is
northern hemisphere.)

(SP if the diamond is
southern hemisphere.)

Not used

Figura 2.28: Indexacdo da malha icosaédrica em losangos, ou diamantes. NP indica polo norte, SP polo
sul. Fonte: Tomita et al. [2008], ©2013 Society for Industrial and Applied Mathematics. Permissio para
uso de figura em trabalho académico sob as condig¢des de uso aceitdvel ou razodvel (“fair use”).

Apesar dessa estruturagdo permitir um acesso mais rapido e facil aos pontos de malhas, ela
pode se tornar inviavel no caso de malhas otimizadas (que veremos mais adiante) ou alguns tipos de
malhas com refinamentos locais. Queremos neste estudo usar uma estrutura de malha robusta, que
permita uma facil incorporacao de outros tipos de malhas geodésicas. Por isso vamos armazenar as
malhas de forma nao estruturada, com base em listas de nos, tridngulos e arestas. Construimos uma
hierarquia de tipos em Fortran para a estruturagao da malha. Essa hierarquia usa indices inteiros
para nds, tridngulos e arestas, e listas de indices para descrever as relagdes entre os elementos. A
estrutura é muito similar & estrutura de malhas nao estruturadas triangulares do tipo Half-Edge,
porém, nao usamos listas ligadas com ponteiros, a fim de facilitar otimizagoes do compilador e
paralelismo.

A estrutura que usamos é formada basicamente por trés listas: de nds, de arestas e de triangulos.
Descrevemos a seguir as propriedades armazenadas de cada elemento para as trés listas.

e No:

- coordenadas;

- nés vizinhos;

- arestas que possuem o no;

- triAngulos que possuem o noé.
o Aresta:

- coordenadas do ponto médio;
- nés que a formam;

- tridngulos que a compartilham;

comprimento.
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e Triangulo:

angulos internos;

coordenadas do circuncentro e baricentro;

noés geradores;

arestas geradoras;

tridngulos vizinhos;

- area.

Nota-se que essa estrutura proposta carrega redundéncias, por exemplo, contendo tanto as
arestas que conectam os nés, como os nos que formam uma aresta. Apesar disso implicar em maior
uso de memoria, ha beneficios no desempenho computacional. Toda a construcao dessa estrutura
é pré-computada e armazenada em arquivos binarios em disco para acessos futuros. Com essa
abordagem, qualquer tipo de malha geodésica pode ser armazenada e, de fato, chegamos a investigar
com essa estrutura outros tipos de malhas que nao as icosaédricas, por exemplo as octaédricas,
centroidais de Voronoi com refinamento local (Ju et al. [2011]), ou ainda malhas geradas com pontos
aleatoriamente.
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2.7 Otimizagoes

Muitos métodos de discretizagoes de equagoes diferenciais do tipo volumes ou diferencas finitas
sao sensiveis ao formato da célula computacional. Com isso, as irregularidades da malha icosaédrica
que descrevemos anteriormente podem afetar o esquema de discretizagdo usado. Para minimizar
as irregularidades da malha é possivel aplicar otimizagoes, isto é, deslocar os nds para obtermos
melhores propriedades. Algumas otimizagoes sao passiveis de serem feitas na malha icosaédrica e em
outras malhas geodésicas. Neste capitulo vamos mostrar algumas otimizagoes existentes e comparé-
las entre si e com a malha sem otimizagao, para ajudar na identificagdo da melhor abordagem para
o desenvolvimento de um modelo atmosférico.

Uma boa referéncia sobre otimizagoes de malhas geodésicas é o trabalho de Miura e Kimoto
[2005], onde diversos métodos de otimizagoes sdo comparados. Nos vamos focar apenas nas otimi-
zagoes consideradas mais relevantes na literatura.

Heikes e Randall [1995a] propuseram um reajuste dos nos para garantir consisténcia de uma
discretizacao por diferencas finitas do laplaciano. Esse ajuste é feito minimizando uma funcao
objetivo com um método quase-Newton e métodos de gradientes por diferencas finitas. A fungéo
objetivo ajusta os nés no sentido de fazer com que o ponto de interseccao das arestas da malha
primal e dual (da malha triangular com a malha hexagonal/pentagonal) seja o mais perto possivel
do ponto médio da aresta que liga vértices dos hexagonos/pentagonos.

Um outro método de otimizagao, proposto na area de meteorologia por Tomita et al. [2001], usa
uma técnica baseada na dinamica de molas (spring dynamics) para ajustar os nés da malha e gerar
malhas com mais uniformidade na distribuicao dos nos, isto é, com menos variacao de distancias
entre os nos.

Uma abordagem que é mais antiga no plano, porém mais recente na esfera, é o uso de malha
centroidais de Voronoi (Du et al. [2003]). Nesse tipo de malha os nos geradores das células de
Voronoi sao também os centros de massas das células. Tendo-se como base a malha icosaédrica
pode-se perturbar os nés no sentido de gerar uma malha com essa propriedade. Vamos analisar em
detalhes esse tipo de malha na proxima secao.

Apesar das otimizagbes originarem malhas diferentes da icosaédrica, como usualmente sdao ge-
radas a partir delas, vamos continuar denotando as malhas otimizadas como malhas icosaédricas,
mas nesse caso adicionaremos o termo “otimizadas”.

2.7.1 Malhas centroidais de Voronoi

Considerando a malha dual, os nés geradores das células de Voronoi nao sao necessariamente os
centros de massa (esféricos) da célula. A ideia da otimizagao do tipo centroidal de Voronoi é ajustar
a malha para que os nos geradores sejam justamente os centros de massa das células de Voronoi.
Uma forma de ajuste é usando o algoritmo iterativo de Loyde (Du et al. [2003], Miura e Kimoto
[2005]). Esse algoritmo, no qual a cada iteragdo movem-se os noés da malha para os centros de
massa da célula de Voronoi, leva assintoticamente a uma malha cujos nds sao centros de massa das
células. Na literatura esse tipo de malha é denominada malha esférica centroidal de Voronoi, do
inglés, Spherical Centroidal Voronoi Tesselation (SCVT).

Na nossa implementacao do método de Loyde usamos como critério de parada um ntmero
méaximo de iteragoes de 50000, de distdncia maxima entre o né e o centro de massa menor que
hx 10~ ou variacdo entre as distancias até o centro de massa de duas iteracdes menor que hx 10710,
onde h é o espacamento médio entre dois pontos da malha. A convergéncia desse método é bem
lenta, porém podemos armazenar a malha resultante da otimizagao para uso futuro, rodando o
algoritmo uma tnica vez. Na Figura 2.29 mostramos um comparativo entre a malha icosaédrica
usual e a otimizada, apenas para indicar que a mudanga é sutil e a estrutura basica da malha
icosaédrica se mantem preservada. Apesar de sutil, veremos mais adiante que as otimizagoes de
malha podem ter grandes impactos na discretizacao de operadores diferenciais.

Vamos analisar algumas propriedades desse tipo de malha. Na Tabela 2.8 vemos que a razao
entre as distédncias minimas e maximas entre os nés decresce com o refinamento da malha. Isso
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Figura 2.29: Células de Voronoi para icosaedro otimizado com SCVT (em azul) e em preto o icosaedro
reqular. Os pontos indicam os nds geradores das células. Malhas com 2562 nds.

indica que quanto mais fina a malha, menos homogénea em termos de distancias entre nos ela seré.
Note que as malhas SCV'T sdo menos homogéneas nesse sentido que as icosaédricas sem otimizagoes
(compare a Tabela 2.8 com a 2.1). O mesmo ocorre com as areas das células computacionais (veja
a Tabela 2.9), mas por outro lado, a distribui¢ao das areas parece ser mais suave como vemos na
Figura 2.30, apesar das menores areas continuarem se concentrando em torno dos 12 pentagonos.

Estrutura da Malha Distancias entre n6s em graus (km) - SCVT
Nivel | No6s | Triangulos | Arestas Minima Maxima Meédia Min/Max

0 12 20 30 63.43 (7054) | 63.43 (7054) | 63.43 (7054) 1.0000
1 42 80 120 31.72 (3527) | 36.00 (4003) | 33.86 (3765) 0.8810
2 162 320 480 15.63 (1738) | 18.22 (2026) | 17.2 (1913) 0.8577
3 642 1280 1920 7.63 (849) 9.13 (1016) 8.63 (960) 0.8355
4 2562 5120 7680 3.71 (412) 4.57 (509) 4.32 (480) 0.8106
5 10242 20480 30720 1.80 (200) 2.29 (254) 2.16 (240) 0.7868
6 40962 81920 122880 0.87 (97) 1.14 (127) 1.08 (120) 0.7633
7 163842 327680 491520 0.42 (47) 0.57 (64) 0.54 (60) 0.7405
8 655362 1310720 1966080 0.21 (23) 0.29 (32) 0.27 (30) 0.7183

Tabela 2.8: Andlogo a Tabela 2.1 mas para a malhas otimizadas com SCVT.
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Areas das células de Voronoi - SCVT
Nivel Min Max Média | Min/Max
0 1.047198 | 1.047198 | 1.047198 1.0000
1 0.273844 | 0.309341 | 0.299199 0.8852
2 0.067315 | 0.080267 | 0.077570 0.8386
3 0.016095 | 0.020224 | 0.019574 0.7958
4 0.003802 | 0.005064 | 0.004905 0.7508
5 0.000896 | 0.001267 | 0.001227 0.7070
6 0.000211 | 0.000317 | 0.000307 0.6654
7 0.000050 | 0.000079 | 0.000077 0.6262
8 0.000012 | 0.000020 | 0.000019 0.5892

Tabela 2.9: Andlogo a Tabela 2.3 mas para a malhas otimizadas com SCVT.

1.0e+00
9.7e-01
9.4e-01
9.1e-01
8.8e-01
8.5e-01
I 8.2e-01
- 7.9e-01
I 7.6e-01

I 7.3e-01

Figura 2.30: Razdao entre a drea da célula de Voronoi e o maior drea de célula de Voronoi da malha (andlogo
a Figura 2.10 mas para a malha otimizada com SCVT).

Do ponto de vista de distor¢oes comecamos a ver vantagens da malha SCVT em relagao a
icosaédrica original. Na Tabela 2.10 mostramos a meétrica de distor¢do, descrita anteriormente,
agora para malhas SCV'T, onde é possivel perceber que temos uma malha com menores distor¢oes
maximas e médias das células de Voronoi que a malha icosaédrica sem otimizagoes (compare com a
Tabela 2.4). A distribuic¢ao da distorgdo na malha também é mais suave, como podemos observar na
Figura 2.31, mas nota-se que as células em torno dos pentagonos continuam a ter maiores distorgoes.
Esse tipo de padrao de distribuigao também pode ser percebido na analise das distancias entre
pontos médios das arestas das malhas primal e dual (Figura 2.36). Vemos ainda que o problema
de ndo decaimento da distancia maxima entre arestas primal e dual com o refinamento permanece
semelhante a malha original, como pode ser visto na Tabela 2.11. Porém, as células responséveis
pelas maiores distancias entre pontos médios de arestas primais e duais nao sao as originadas de
arestas de malhas icosaédricas mais grossas, mas as mais proximas aos 12 pentagonos.
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Distorgoes - SCVT Triangulos Hexagonos/Pentagonos
Nivel Max Média | Méd/Max | Max Média | Méd/Max
1 0.105496 | 0.079122 | 0.750000 | 0.106601 | 0.076144 | 0.714285
2 0.128397 | 0.069989 | 0.545101 | 0.162290 | 0.106686 | 0.657379
3 0.133765 | 0.066390 | 0.496316 | 0.185692 | 0.111204 | 0.598864
4 0.135036 | 0.064623 | 0.478565 | 0.190140 | 0.110346 | 0.580339
5 0.135335 | 0.064012 | 0.472987 | 0.191035 | 0.109641 | 0.573932
6 0.135405 | 0.063794 | 0.471135 | 0.191239 | 0.109301 | 0.571541
7 0.135422 | 0.063728 | 0.470587 | 0.191287 | 0.109181 | 0.570771
8 0.135426 | 0.063708 | 0.470423 | 0.191299 | 0.109141 | 0.570525

Tabela 2.10: Andlogo a Tabela 2.4 mas para a malha otimizada com SCVT.
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Figura 2.31: Distor¢ao das células de Voronoi (andlogo & Figura 2.11 mas para a malha otimizada com

SCVT).

Distancias entre arestas primal e dual (SCVT)
Nivel | Max Média Min/Max

1 9.97E-02 | 7.12E-02 0.714286

2 9.13E-02 | 5.72E-02 0.626127

3 8.71E-02 | 3.25E-02 0.373203

4 8.77E-02 | 1.67E-02 0.190999

) 8.80E-02 | 8.28E-03 0.094046

6 8.81E-02 | 4.05E-03 0.045963

7 8.81E-02 | 1.98E-03 0.022525

8 8.81E-02 | 9.78E-04 0.011099

Tabela 2.11: Distdncias mdzimas e médias entre os pontos médios das arestas da malha triangular e
de Voronoi normalizadas pelos respectivos comprimentos das arestas das células de Voronoi para malhas
otimizadas com SCVT.
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Figura 2.32: Distribuicio das distdncias entre os pontos médios das arestas dos tridngulos e os pontos
médios das arestas das células de Voronoi mormalizadas pelos respectivos comprimentos das arestas das
células de Voronoi. Para cada célula de Voronoi mostramos o mdzimo da distdncia entre arestas dessa
célula. Foi usada uma malha icosaédrica de nivel 5 (10242 nés) otimizada com SCVT.
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2.7.2 Malhas otimizadas com spring dynamics

Técnicas de suavizacao de malhas triangulares sdo comuns na area de Desenho Assistido por
Computador (CAD - Computer-Aided design) e consistem basicamente em mover os pontos de
malha sem alterar a conectividade (Thompson et al. [1999]). Uma forma de se fazer isso é considerar
que as arestas sao molas e que os né6s da malha fazem parte de um sistema de molas. Assim, a malha
suavizada é obtida por relaxacoes até encontrar o equilibrio do sistema.

Essa técnica foi inicialmente proposta para malhas icosaédricas em modelos atmosféricos por
Tomita et al. [2002], que batizou a otimizacao de spring dynamics. O objetivo é deslocar os nos
para minimizar uma func¢ao de energia e em Tomita et al. [2002] o método foi desenvolvido no
sentido de minimizar as distor¢oes das células. O método original resolve um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias por diferencas finitas para o conjunto de molas que conectam os pontos. No
nosso trabalho usamos o algoritmo descrito em Miura e Kimoto [2005], que é interativo e desloca
cada n6 para minimizar a métrica de energia do sistema de spring dynamics, e representa um caso
particular do método proposto em Tomita et al. [2002].

Podemos analisar a distribuicao das distancias em relagao aos vizinhos de um né com base na
diferenga em relagdo ao comprimento médio das arestas

_ 1
Li=— L, 2.11
mZ:j j (2.11)

onde L;; é a distancia geodésica do i-ésimo ponto de malha até o seu j-ésimo vizinho e m; ¢é
o namero de vizinhos ao i-ésimo ponto da malha. No método de spring dynamics, o objetivo é
minimizar uma métrica de energia que tem como base o conceito de distribuigao de distancias, mas
com um parametro de forcante do sistema. A energia minimizada é dada por,

n m; 1 B
Espra =y 5 (L~ L*)", (2.12)

i=1 j=1
onde n é o namero de nés da malha e L*® é o comprimento natural da mola, dado por
L* = B, (2.13)

onde
2

= 10 x 92slevel—1"

é o comprimento caracteristico entre dois nés no equador e 8 é um parametro de forgante, que neste
estudo adotamos como f = 1.2 (recomendado em Tomita et al. [2002]). Note que, como 8 > 1,
definimos uma mola que em sua posi¢do natural for¢ca os pontos a se repelirem.

H& uma questao problemética quanto ao critério de parada a ser usado nesse método. No método
iterativo implementado definimos como critério de parada um nimero maximo de iteragoes de 20000,
que na verdade nao ¢ atingido em nenhum dos casos testados (malhas com até 655362 nos). Para as
malhas até o nivel 6 o critério de parada sugerido em Miura e Kimoto [2005], de esperar o sistema
estabilizar, funcionou e paramos quando a variacdo de energia entre iteradas foi menor que A x 1077,
Porém, nas malhas mais finas, de niveis 7 e 8, a func¢ao de energia decresce indefinidamente, até
um ponto em que a estrutura de vizinhanga da malha precisaria ser alterada, portanto esse critério
de parada deixa de ser coerente. Nestes casos usamos como critério de parada o ponto de distor¢ao
minima. Usamos em todos os casos um parametro de relaxagdo a = 0.09 (vide Miura e Kimoto
[2005]).

Na Figura 2.33 mostramos o tipo de efeito gerado pela otimizagao na malha icosaédrica, onde
percebe-se que a otimizacao pode afetar mais algumas regioes que outras. Diferentemente das malhas
SCVT, as malhas otimizadas com spring dynamics tendem a gerar malhas com o mesmo tipo de
uniformidade em relacao as icosaédricas do ponto de vista de distancias entre os nos (veja a Tabela

(2.14)
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Figura 2.33: Células de Voronoi para icosaedro otimizado com spring dynamics, em azul, com pontos
marcados com tridngulos. Em preto, com nds marcados com circulos, estd o icosaedro regular. Malha com

2562 nos.

2.12), e mais uniformes no que diz respeito a areas (veja a Tabela 2.13). A distribuigao das areas
é mais suave do que na malha icosaédrica, porém continuamos tendo células menores proximas aos
pentagonos, como pode ser visto na Figura 2.34.

Estrutura da Malha Distancias entre nos em graus (km) - SPRG
Nivel | No6s | Triangulos | Arestas Minima Maxima Média Min/Max

0 12 20 30 63.43 (7054) | 63.43 (7054) | 63.43 (7054) 1.0000
1 42 80 120 31.72 (3527) 36 (4003) 33.86 (3765) 0.8810
2 162 320 480 15.85 (1762) | 18.5 (2057) | 17.21 (1914) 0.8566
3 642 1280 1920 7.9 (879) 9.3 (1034) 8.64 (961) 0.8495
4 2562 5120 7680 3.92 (436) 4.64 (516) 4.33 (481) 0.8455
5 10242 20480 30720 1.95 (217) 2.32 (258) 2.16 (241) 0.8400
6 40962 81920 122880 0.97 (108) 1.16 (129) 1.08 (120) 0.8353
7 163842 327680 491520 0.48 (54) 0.58 (65) 0.54 (60) 0.8326
8 655362 1310720 1966080 0.24 (27) 0.29 (32) 0.27 (30) 0.8312

Tabela 2.12: Andlogo o Tabela 2.1 mas para a malha otimizada com spring dynamics.

Areas das células de Voronoi - SPRG
Nivel Min Max Média | Min/Max
0 1.047198 | 1.047198 | 1.047198 1.0000
1 0.273844 | 0.309342 | 0.299199 0.8852
2 0.069396 | 0.079854 | 0.077570 0.8690
3 0.017371 | 0.020032 | 0.019574 0.8672
4 0.004311 | 0.005012 | 0.004905 0.8601
5 0.001069 | 0.001253 | 0.001227 0.8534
6 0.000266 | 0.000313 | 0.000307 0.8491
7 0.000066 | 0.000078 | 0.000077 0.8477
8 0.000017 | 0.000020 | 0.000019 0.8521

Tabela 2.13: Andlogo a Tabela 2.3 mas para a malha otimizada com spring dynamics.
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Figura 2.34: Razao entre a drea da célula de Voronoi e o maior drea de célula de Voronoi da malha (andlogo
a Figura 2.10 mas para a malha otimizada com spring dynamics).

Apesar do método ter sido desenvolvido para minimizar as distor¢oes das células hexagonais,
observamos que as malhas otimizadas com spring dynamics tem distor¢des maiores que as SCVT,
porém, em média, menores que na malha icosaédrica (veja a Tabela 2.14). A distribui¢ao da distor¢ao
na malha apresenta um padrao semelhante ao observado na malha SCVT (veja a Figura 2.35). Ao
analisarmos o problema da distancia entre os pontos médios das malhas primal e dual, observamos
agora convergéncia da métrica méxima, como pode ser visto na Tabela 2.15. Isso indica que esse tipo
de malha pode oferecer boas bases para discretizagoes de operadores que necessitam de proximidade
dos pontos médios das malhas primal e dual. As células problematicas nesse sentido sao semelhantes
as observadas com as malhas SCVT, as proximas aos pentidgonos (veja a Figura 2.36).

Distorgoes - SPRG Triangulos Hexagonos/Pentagonos
Nivel Max Média | Méd/Max Max Média | Méd/Max
0 0.000000 | 0.000000 | 1.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 1.000000
1 0.105504 | 0.079122 | 0.749945 | 0.106606 | 0.076144 | 0.714258
2 0.128185 | 0.077621 | 0.605544 | 0.174367 | 0.117227 | 0.672298
3 0.133639 | 0.076949 | 0.575798 | 0.209900 | 0.129031 | 0.614725
4 0.134988 | 0.075945 | 0.562603 | 0.222096 | 0.130277 | 0.586580
5 0.135325 | 0.075433 | 0.557416 | 0.228592 | 0.129890 | 0.568220
6 0.135441 | 0.075222 | 0.555383 | 0.234854 | 0.129583 | 0.551758
7 0.135797 | 0.075148 | 0.553385 | 0.242543 | 0.129455 | 0.533740
8 0.135999 | 0.075136 | 0.552476 | 0.255534 | 0.129444 | 0.506563

Tabela 2.14: Andlogo a Tabela 2.4 mas para a malha otimizada com spring dynamics.
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Figura 2.35: Distor¢do das células de Voronoi (andlogo & Figura 2.11 mas para a malha otimizada com

spring dynamics).

Distancias entre arestas primal e dual (SPRG)
Nivel | Max Média Min/Max

1 9.97E-02 | 7.12E-02 0.714254

2 7.67E-02 | 5.49E-02 0.716213

3 5.61E-02 | 3.03E-02 0.539285

4 4.67E-02 | 1.56E-02 0.334822

5 3.97E-02 | 7.79E-03 0.196407

6 3.18E-02 | 3.85E-03 0.120930

7 2.24E-02 | 1.90E-03 0.084866

8 1.35E-02 | 9.43E-04 0.070003

Tabela 2.15: Distdncias mdzrimas e médias entre os pontos médios das arestas da malha triangular e
de Voronoi normalizadas pelos respectivos comprimentos das arestas das células de Voronoi para malhas

otimizadas com spring dynamics.
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Figura 2.36: Distribuicao das distdncias entre os pontos médios das arestas dos tridngulos e os pontos
médios das arestas das células de Voronoi mormalizadas pelos respectivos comprimentos das arestas das
células de Voronoi. Para cada célula de Voronoi apresentamos o mdzximo da distdncia entre arestas dessa
célula. Foi usada uma malha icosaédrica de nivel 5 (10242 nds) otimizada com spring dynamics.
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2.7.3 Malhas de Heikes and Randall (1995)

Vimos na sec¢ao 2.4.5 que os pontos médios das arestas das malhas primal e dual nao necessa-
riamente coincidem. Heikes e Randall [1995a] propuseram um método para minimizar globalmente
essas distancias entre os pontos médios das arestas. O método proposto consiste em escrever o
problema como um conjunto de restrigoes e uma fungéo objetivo a ser minimizada. Dessa forma,
aplicando um algoritmo de otimizacao nao linear, podemos obter uma distribuicao de pontos que
satisfazem a propriedade desejada. Miura e Kimoto [2005] propuseram um método iterativo para
imitar a otimizagao de Heikes e Randall [1995a], deslocando gradativamente cada n6 no sentido de
reduzir a disténcia entre pontos médios das arestas que se intersectam. Tentamos reproduzir esse
método, mas os resultados nao foram tao bons quanto os descritos por Heikes e Randall [1995a].
Neste trabalho usamos o método implementado por J. Thuburn (ndo publicado), que utiliza um
método bidimensional de dire¢do conjugada de Powell para achar o minimo local da fungéao objetivo.
As malhas obtidas com o otimizador de J. Thuburn se mostraram muito semelhantes as malhas
obtidas por Heikes e Randall [1995a] (o pesquisador R. Heikes nos forneceu alguns exemplares de
malhas deles).

Esse tipo de malha apresenta uma homogeneidade semelhante a icosaédrica basica no que diz
respeito as distancias entre nos (veja a Tabela 2.16), mas uma homogeneidade maior do ponto de
vista de areas (veja a Tabela 2.17), que agora apresenta distribuigdo mais suave (Figura 2.37).

Estrutura da Malha Distancias entre nés em graus (km) - HR95
Nivel | Noés | Triangulos | Arestas Minima Maxima Meédia Min/Max

0 12 20 30 63.43 (7054) | 63.43 (7054) | 63.43 (7054) 1.0000
1 42 80 120 31.72 (3527) 36 (4003) 33.86 (3765) 0.8810
2 162 320 480 15.49 (1722) | 18.98 (2110) | 17.23 (1916) 0.8160
3 642 1280 1920 7.7 (856) 9.68 (1076) 8.65 (962) 0.7955
4 2562 5120 7680 3.84 (427) 4.88 (542) 4.33 (482) 0.7885
5 10242 20480 30720 1.92 (213) 2.44 (272) 2.17 (241) 0.7857
6 40962 81920 122880 0.96 (107) 1.22 (136) 1.08 (120) 0.7859
7 163842 327680 491520 0.48 (0) 0.61 (0) 0.54 (0) 0.7871
8 655362 1310720 1966080 0.24 (0) 0.31 (0) 0.27 (0) 0.7874

Tabela 2.16: Andlogo a Tabela 2.1 mas para a malha otimizada com HR95.

Areas das células de Voronoi - HR95
Nivel Min Max Média | Min/Max
0 1.047198 | 1.047198 | 1.047198 1.0000
1 0.273844 | 0.309341 | 0.299199 0.8852
2 0.072425 | 0.079109 | 0.077570 0.9155
3 0.018650 | 0.019858 | 0.019574 0.9392
4 0.004722 | 0.004999 | 0.004905 0.9446
5 0.001186 | 0.001252 | 0.001227 0.9472
6 0.000297 | 0.000313 | 0.000307 0.9478
7 0.000074 | 0.000078 | 0.000077 0.9482
8 0.000019 | 0.000020 | 0.000019 0.9491

Tabela 2.17: Andlogo a Tabela 2.3 mas para a malha otimizada com HR95.

Os indicadores de distor¢oes também sao semelhantes aos da malha icosaédrica bésica (tabela
2.18), mas com distribui¢do um pouco mais suave (Figura 2.38). O grande diferencial desse tipo
de malha é em relacdo ao problema de disténcia entre ponto médio de arestas da malha primal e
dual. Vemos na Tabela 2.19 que ha convergéncia linear da métrica maxima, essencial para termos
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Figura 2.37: Razdo entre a drea da célula de Voronoi e o maior drea de célula de Voronoi da malha (andlogo
a Figura 2.10 mas para a malha otimizada com HR95).

convergéncia da discretizagao do laplaciano, conforme descrito em Heikes e Randall [1995a).

Distorg¢oes - HR95 Triangulos Hexagonos/Pentagonos
Nivel Max Média | Méd/Max Max Média | Méd/Max
0 0.000000 | 0.000000 | 1.000000 | 0.000000 | 0.000000 | 1.000000

0.105496 | 0.079122 | 0.750000 | 0.106601 | 0.076144 | 0.714286
0.131209 | 0.089662 | 0.683358 | 0.194115 | 0.132687 | 0.683546
0.136710 | 0.089940 | 0.657891 | 0.232189 | 0.150342 | 0.647500
0.137819 | 0.089796 | 0.651549 | 0.248960 | 0.154885 | 0.622130
0.137950 | 0.089699 | 0.650228 | 0.256254 | 0.155983 | 0.608706
0.137545 | 0.089635 | 0.651679 | 0.259126 | 0.156196 | 0.602778
0.136608 | 0.089485 | 0.655049 | 0.259952 | 0.156213 | 0.600929
0.136122 | 0.089523 | 0.657668 | 0.259945 | 0.156318 | 0.601352

O || U = W DO =

Tabela 2.18: Andlogo ¢ Tabela 2.4 mas para a malha otimizada com HR95.
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Figura 2.38: Distor¢ao das células de Voronoi (andlogo & Figura 2.11 mas para a malha otimizada com
HRY95).

Distancias entre arestas primal e dual (HR95)
Nivel | Max Média Min/Max

1 9.97E-02 | 7.12E-02 0.714286

2 5.83E-02 | 5.03E-02 0.862595

3 3.13E-02 | 2.70E-02 0.863417

4 1.62E-02 | 1.37E-02 0.846550

5 8.30E-03 | 6.89E-03 0.830282

6 4.24E-03 | 3.45E-03 0.814804

7 2.17E-03 | 1.74E-03 0.799330

8 1.08E-03 | 8.68E-04 0.802373

Tabela 2.19: Distdncias mdzrimas e médias entre os pontos médios das arestas da malha triangular e
de Voronoi normalizadas pelos respectivos comprimentos das arestas das células de Voronoi para malhas
otimizadas com HR95.
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Figura 2.39: Distribuicio das distdncias entre os pontos médios das arestas dos tridngulos e os pontos
médios das arestas das células de Voronoi normalizadas pelos respectivos comprimentos das arestas das
células de Voronoi. Para cada célula de Voronoi apresentamos o mdaximo da distdncia entre arestas dessa
célula. Foi usada uma malha icosaédrica de nivel 5 (10242 nds) otimizada com HR95.
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Capitulo 3

Analise de interferéncia de malha na
discretizacao do divergente

Na literatura o operador divergente é geralmente discretizado com base nos fluxos nos pontos
médios das arestas das células computacionais, com auxilio do Teorema da Divergéncia. Ao longo
da evolugao do uso de malhas icosaédricas na modelagem atmosférica, constatou-se um curioso
padrao entre o erro de discretizacao do operador divergente e a estrutura geométrica da malha. De
acordo com a revisdo que fizemos, esse problema é relatado explicitamente pela primeira vez em
Tomita et al. [2001], mas aparentemente estaria presente em trabalhos mais antigos. No trabalho
de Tomita et al. [2001] o padrao de interferéncia de malha no erro de discretizagao do divergente é
atribuido a um problema de distor¢ao das células computacionais. Eles verificaram que o padrao en-
contrado estava correlacionado com regides de grandes variagoes na distribuicao de area e distor¢ao
das células. Para contornar o problema propuseram uma otimizacao de spring dynamics, descrita
no capitulo anterior.

Veremos neste capitulo que a distor¢ao das células computacionais nao é a causadora do padrao
de interferéncia do erro de discretizagdo do divergente, mas sim um outro fator ligado ao alinha-
mento das arestas da célula. Analisamos detalhadamente essa relacido entre a geometria da malha
icosaédrica e o erro de discretizacao do divergente pelo método mais usado na literatura. Provamos
condicoes suficientes para obtermos ordem 2 de convergéncia de discretizacao do divergente usual
na esfera. Por fim, mostramos diversos resultados numéricos da discretizagao do divergente e suas
relacoes com a geometria da malha. Os resultados apresentados neste capitulo foram publicados em
Peixoto e Barros [2013].

Comegaremos a analise de discretizagao do divergente em poligonos no plano, para em seguida
estendé-la a esfera. Depois, analisamos os resultados no contexto de malhas icosaédricas e apresen-
tamos resultados numéricos.

3.1 Analise no plano

3.1.1 Geometria

Comegamos com algumas notagoes, defini¢es e resultados de geometria. Seja 2 um poligono
convexo no plano com n lados, formado pelos pontos F;, ¢ = 1,...,n. Para facilitar a notagao
consideramos os pontos ordenados no sentido anti-horario, e ainda que P,y = Py, para 1 < k < n.
Seja Py o baricentro, ou centro de massa, de ). Seja @); o ponto médio da aresta ~;, que conecta
P; e Py;. Considere que a aresta ; tenha comprimento l; = ||P;+1 — P;||. Representamos esses
elementos na Figura 3.1, onde também apresentamos os vetores normais as arestas (7;).

Definigao 3.1.1 (Poligono com lados opostos paralelos). Denominaremos por um poligono com
lados opostos paralelos um poligono convero com um numero par de arestas n tal que cada aresta i
seja paralela a sua aresta oposta i +n/2.

51
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Figura 3.1: Notagoes para o poligono €2 no plano.

Definigao 3.1.2 (Poligono alinhado). Diremos que um poligono é alinhado se tiver lados opostos
paralelos e o comprimento das arestas opostas for igual.

Uma outra nomenclatura possivel, existente na literatura para hexagonos, é de poligono centroi-
dal (Villiers [2007]), mas esta nomenclatura pode gerar confusao com outros termos deste trabalho,
portanto nao vamos usé-la. Exemplos de poligonos alinhados sao os paralelogramos, ou ainda os
hexégonos com arestas 2 a 2 paralelas e de mesmo tamanho, ou qualquer poligono regular com
nimero par de lados.

Proposicao 3.1.3. Em um poligono com 4 ou 6 lados opostos paralelos, as retas que conectam os
pontos médios das arestas opostas se intersectam em unico ponto no intertor do poligono.

Para o caso em que n = 4 temos um paralelogramo, logo é simples verificar que o resultado é
valido. Para o hexagono, o resultado da intersecgdo das retas em um tnico ponto estd mostrado
nos trabalhos de Villiers [2006] e Villiers [2007]. Esse ponto de intersecgdo nao é necessariamente
o centro de massa (veja na Figura 3.2 o caso de um hexagono). Além disso, esse resultado nao é
passivel de ser estendido para poligonos com lados opostos paralelos com mais lados do que 6. Veja
por exemplo o caso de um octégono com lados opostos paralelos na Figura 3.3, com 4 pontos de
interseccao.

Proposicao 3.1.4. Em um poligono alinhado com 4 ou 6 lados as retas que conectam os pontos
médios das arestas opostas se intersectam no centro de massa do poligono.

Demonstracao. Por definicao, o centro de massa ¢é a interseccao de todas as linhas retas que dividem
o poligono em regioes de mesma area. Para n = 4 temos um paralelogramo, logo é simples verificar
que o resultado é valido. Para o hexdgono alinhado, como o poligono tem lados opostos paralelos e
de mesmo tamanho, uma reta que conecta os pontos médios opostos divide o poligono em 2 sub-
poligonos de mesma area. As 3 retas que conectam os pontos médios das arestas dividem o poligono
em elementos de mesma area, logo, o seu ponto de encontro deve ser o centro de massa. O

Uma consequéncia direta da proposi¢ao anterior é que as diagonais de um poligono alinhado
também irdo se encontrar em tnico ponto, que é o centro de massa. Além disso, o ponto de encontro
serd o ponto médio tanto das diagonais quanto das retas que conectam os pontos médios das arestas.
Logo a distancia de P; a Py serd a mesma de F;,, /2 € Py, assim como a distancia de Q); a Py seré
a mesma de Q;1,,/2 € Py, onde @Q); ¢ o ponto médio da aresta 1.
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Figura 3.2: Hexdgono com lados opostos paralelos. Q € o ponto de encontro das retas que conectam os
pontos médios das arestas e Py o centro de massa do poligono.

Figura 3.3: Octdgono com lados opostos paralelos. Q; sao o pontos de encontros das retas que conectam os
pontos médios das arestas.
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Proposigao 3.1.5. Um poligono convexo com pontos P;, i = 1,...,n, onde n € par, é alinhado se,
e somente se, satisfizer = =0, onde

n/2

_ 1

== an Z |d(Pis14n/2, Pi) — d(Piin o, Pis1)| + |d(Pis1, B) — d(Piynj241, Pignja)
=1

(31

d(P;, P;) = ||P — P, d= %Z?:1 d(Pit1, P;) e identificamos P11 = Py.

Demonstracdo. Temos que

[1]

0(:){ d(Piy14n/2, Pi) = d(Piyn2, Pit1) }
d(Pi+17 Pi) = d(Pi—l-n/Z—i-l) Pz’+n/2)

e portanto, se = = 0, o poligono tem lados opostos paralelos e de mesmo tamanho e vale a reciproca.
O

3.1.2 Discretizagao do divergente

O divergente de um campo vetorial 7 : R? — R2, com @ = (u,v), em um ponto (g, yo) no plano
é dado por

L . 0 0
div(V)(xo,y0) = V - ¥(wo, yo) = afz(iﬁo,yo) + 87;)(960’ Y0)- (3.2)

Como consequéncia do Teorema da Divergéncia de Gauss, ele também pode ser expresso como

div(V) (o, yo) = v -1 dosd, (3.3)

o (o)) 1 Jon
onde cada €2 é uma regiao do plano compacta contendo o ponto (zg, o) com fronteira 02 suave
por pedagos. || é a area de Q, 7 o vetor normal & fronteira e dd2 o elemento de linha para a
fronteira da célula. Definimos v - 7 d0S2 como o fluxo por um elemento de linha d0S). Sendo assim,
o divergente nada mais é do que uma medida de fluxo por um elemento de linha.

Suponha que conhecemos vetores normais as arestas em seus pontos médios de uma célula
poligonal  para um campo vetorial U e que queremos estimar o divergente em Fy, o centro de
massa de 2. O método mais usual para tanto é tomarmos os fluxos nos pontos médios das arestas
de uma célula computacional 2 (veja a Figura 3.1), isto é,

1
div(0)(Fy) = 0] QdiV(i‘)’)dQ
1
= — U - 1doS
€2 Joo
1 n
~ @Zﬁ(Qz) i l; (3'4)
i=1

Note que hé duas aproximacoes na discretizagao descrita, uma devida & aproximacao do valor
do divergente no centro de massa pela média do divergente na célula, e outra devida a aproximagao
da integral de linha pela regra do ponto médio.

Vamos estimar a ordem do erro associado a esse método em relagao a uma medida de tamanho
de uma célula computacional poligonal. Tomaremos como métrica de comprimento da célula Q o
seu diametro d = sup, ,cq ||p — ql|. Seja h; = || P; — Pol|, entdao temos que max;—1 ., h; < d, assim
como os comprimentos das arestas também estao delimitados por d, isto é, max;—1 . ,1; < d.

Proposicao 3.1.6. Seja ¥ : R? — R? wm campo vetorial C* e Q um poligono convexo em R? com
diagmetro d. Entao existe uma constante C' que independe do didmetro d, tal que, para d pequeno,
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temos

"é' /Q div(7) dQ — div(T)(Po)| < Cd?, (3.5)

onde Py € o centro de massa de ). Em outras palavras, a aproximacao do divergente no centro de
massa do poligono pela média do divergente no poligono € uma aprorimacao de ordem 2 em relagdo
ao didmetro do poligono.

Demonstragao. Para facilitar a notagao, seja § = div(¥) o divergente do campo vetorial ¥. O campo
escalar § sera pelo menos C3, logo podemos considerar a expansio em Taylor de § ao redor do ponto
Py até ordem 3 e integral em relacao a 2, obtendo

1 1
+£12|/Q(PP0)-(V25(P0)(PPO))dQ+..., (3.6)

onde as integrais devem ser calculadas em relagdo & variavel P. Usando o fato de que Py é o centro
de massa, teremos que o segundo termo do lado direito da equagao se anula. Majorando os termos
das integrais temos o desejado, onde a constante C' ird depender dos elementos da hessiana de § em
Py. O

Proposicao 3.1.7. Seja 7 : R? — R? wm campo vetorial C* e Q um poligono convexo em R? com
drea satisfazendo ad?® < Q| < d?, onde d ¢ o diametro do poligono e o > 0. Entdo existe uma
constante C' que independe do didmetro d, tal que, para d pequeno, temos

< Cd. (3.7)

1/ 1 <
— [ 5dQ— = #(Qi) -7l
12| Jo IQIZZ;

onde Py € o centro de massa de e Q;, 1; e l; sao respectivamente o ponto médio, o vetor normal
e o comprimento da aresta v de ). Em outras palavras, a aproximacao do divergente médio em €}
pelo fluxo médio no centro das arestas € uma aproximacao de ordem 1 em relacdo ao tamanho do
poligono.

Demonstragao. Utilizando o Teorema da Divergéncia (Teorema de Gauss), temos que

1 / 1
L [ saa=L [ & 7doq, 3.8
1 Ja 1] Jaq (3:8)

onde temos que 9€) é o bordo de 2 e 77 é o vetor unitario normal ao bordo de €2, que é poligonal.
Agora considere a seguinte parametrizagao das arestas,

Yi(l) = Ut + Qi 1€ [~1;/2,1;/2] (3.9)

onde t; é o vetor unitério tangente & aresta ¢ no sentido anti-horéario (de P; para P;y1). Note
que v;(—1;/2) = P;, vi(l;/2) = Piy1, %(0) = Qi e que ~/(l) = ; independe de I. Além disso
17/ @) = [[t:]] = 1, entao,

n

1 1 & 1 1;/2
— U -ndid = — /ﬁ-ﬁdi: / (v (1)) - 72; dl,
1 oo a2 ) TR =g [, T0)

onde o vetor 7i; é normal & aresta ;.
Considere a velocidade normal em relagao a aresta ; como sendo w;(l) = ¥(v;(1)) - 7i;. Expan-
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dindo em série de Taylor ao redor de [ = 0 temos

li/2 3
/ H(l0)) - il = wi(O)s + ! (0) 2 + O(F),
1,2

onde as integrais de ordens impares anulam-se por conta da paridade. Note que w;(0) = 9(Q;) - 71;
e w/(0) é a derivada segunda da componente normal de ¥ na dire¢do tangente a aresta em @;, isto
6, w!(0) = t; - V2(¥(Q;) - i1;)t;, onde V2(3(Q;) - ;) é a hessiana de 7 - 77; calculado em @Q;. Portanto
obtemos

1 . 1 R o
|Q| ndoQ) = |Q|ZU(QZ) 7 i +
of i=1
1 - l? g 2/~ O 5
=1

Considerando que existe uma constante o > 0 tal que ad? < [€], isto ¢, Q ndo é muito distorcido,
entdao 1/|Q] < 1/(ad?). Usando ainda que I; < d, temos que existe uma constante C' que depende
somente da geometria do poligono e das derivadas segundas do campo vetorial nos pontos médios
das arestas, tal que,

1 Lo
‘m/émv‘ndaﬁ |Q‘Z U(Qi) - 11 L,

<C’d d® < Cd. (3.11)

O

Teorema 3.1.8. Seja 7 : R? — R? um campo vetorial C* e Q um poligono convero em R? com drea
satisfazendo ad® < | < d?, onde d é o diagmetro do poligono. Entdo existe uma constante C que
independe do didmetro d, tal que, para d pequeno, temos

div(7)(Po) |Q|Z T(Q;) -t ;| < Cd, (3.12)

onde Py € o centro de massa de S, d = sup,, ,eq ||p — ql| e Qi, 7i; e l; sio respectivamente o ponto
médio, o vetor normal e o comprimento da aresta i de Q. Em outras palavras, o erro de aproximacao
do método de estimativa do divergente com base nos fluros nos pontos médio tem erro de pelo menos
ordem um em relacdo ao tamanho da célula.

Demonstracao. Consequéncia direta das proposicoes 3.1.6 e 3.1.7 anteriores, bastando aplicar a
desigualdade triangular. O

Observagao 3.1.1. Na Proposicao 3.1.7 foi usada uma aprozimacdo da integral ao longo de uma
aresta com base apenas no valor da funcdo no ponto médio da aresta, que € um método de ordem
8 em relacao ao comprimento da aresta. Métodos de integracao de ordem mais alta poderiam ser
usados, assim a ordem do erro de aprorimagao resultante (Teorema 3.1.8) fica restrito a ordem de
aproximacao dada pela Proposicao 5.1.6, ou seja, ordem 2. Nao parece ser interessante usar métodos
de integragcao com ordens maiores que 4, pois aumentariamos o custo computacional sem ganho na
ordem de discretizagao resultante.

Embora no caso geral podemos mostrar ordem um de discretizacao do divergente pela regra
do ponto médio, ha alguns casos especiais onde é possivel verificarmos ordem 2 na discretizagao,
mesmo usando o método de integragdao com base no ponto médio das arestas. Esses casos ocorrem
quando o poligono €2 for alinhado. Vamos verificar essa proposi¢ao a seguir e detalhar as condigoes
para termos segunda ordem de discretizacao.



3.1 ANALISE NO PLANO 57

Proposicao 3.1.9. Seja 7 : R2 — R? um campo vetorial C* e Q um poligono alinhado em R?, com
drea satisfazendo ad?® < Q| < d?, onde d ¢ o diagmetro do poligono e o > 0. Entdo existe uma
constante C' que independe do didmetro d, tal que, para d pequeno, temos

5 d§ 7(Q;) - 7 1| < Cd>. 3.13
al, \mz (3.13)

onde Q;, n; e l; sao respectivamente o ponto médio, o vetor normal e o comprimento da aresta i
de Q, d = sup, seq lp — qll e Po € o centro de massa de Q2. Em outras palavras, a aprorimagdo do
divergente médio em §2 pelo fluro médio no centro das arestas € uma aproximagdo de ordem 2 em
relacdo ao tamanho do poligono, se esse for alinhado.

Demonstragao. A demonstragdo ¢ a mesma da Proposic¢ao 3.1.7 até a equagao (3.10), porém vamos
mostrar que, no caso de poligonos alinhados, os termos relativos as derivadas segundas do campo
vetorial tem ordem um em relagao a d e com isso seguira o resultado.

Primeiro note que para poligonos alinhados temos n par, [; = li+%, M = —ﬁi+% ety = —f;+
para i = 1,.., &. Considerando essas relagoes na equagao (3.10) temos que

n
2

1 [ 1S
@ v 1 doS) = @ZU(Qz) i li+
0% =1
1 n/2 B , , 5
@Zﬁti' (VA(TQi) - 713) = V*(@(Qigny2) - ) Ti + o7 a2 Zoz (3.14)
=1

Agora observe que os termos das hessianas V2(3(Q;) - 71;) € VA(0(Qj4/2) - 71;) diferem por O(d)
e, como, l; = O(d) para todo i, segue que

1 O(d%)
— | F-idon = FQy) - s s 3.15
9 Jo mrz o (3.15)

Usando que \ﬁll < ﬁ temos o resultado.

O

Teorema 3.1.10. Seja ' : R? — R? um campo vetorial C* e Q um poligono alinhado em R? com
drea satisfazendo ad® < |Q| < d?, onde d é o diametro do poligono. Entdo existe uma constante C
que independe do didmetro d, tal que, para d pequeno, temos

div (V) (o, yo) P4 Z < Cd?, (3.16)

onde Py = (w0, y0) € o centro de massa de §2, d = sup,, .cq |[|[p—ql| € Q;, 7i; e l; sdo respectivamente
o ponto médio, o vetor normal e o comprimento da aresta i de Q). Em outras palavras, o erro de
aproximacgao do método de estimativa do divergente com base nos fluxos nos pontos médio tem erro
de pelos menos ordem dois em relacdo ao tamanho da célula, para células alinhadas.

Demonstracao. Consequéncia direta das proposigoes 3.1.6 e 3.1.9 anteriores, bastando-se aplicar a
desigualdade triangular. O

Observacao 3.1.2. No caso de poligonos com nimero impar de lados, mesmo se 0s mesmos forem
regulares, a sequnda ordem na discretizacao do divergente pode nao ser atingida. Considere o tridn-

gulo equildtero com vértices P, = l(—%, %) = l(—i, —5) e Py = l(\f 0), que possui o centro

de massa na origem do plano cartesiano e dzametro d=1>0 (ver Figura 3.4). Para um campo
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0.4 1

0.24

0.4 0.2

Figura 3.4: Exemplo de tridngulo equildtero.

vetorial dado por

. ug + urx + ugz?
U= 0 ,

o divergente exato é § = wuy, enquanto a discretizacdo resulta em 6q = u; — l:—z/g, com erro de

primeira ordem. Nao € dificil estender o exemplo para pentdgonos regulares.

3.2 Analise na esfera

Comegamos com conceitos de geometria esférica, defini¢oes, notagoes e resultados de relagoes
geométricas.

3.2.1 Projegao radial de um poligono

Definicao 3.2.1 (Projecao Radial). Denotamos por projecao radial (azimutal ou gnomoénica) de um
ponto QQ da esfera sobre um plano tangente & esfera em um certo ponto P, o ponto de intersec¢ao
entre o plano tangente e a semireta que parte do centro da esfera e passa pelo ponto Q. Veja a
Figura 3.5.

Definigao 3.2.2 (Poligono Esférico Alinhado). Denominaremos por um poligono esférico alinhado
um poligono esférico tal que sua projecdo radial no plano tangente & esfera no seu centro de massa
seja um poligono alinhado neste plano.

Na Figura 3.6 mostramos a projecao de um quadrilatero esférico no plano tangente. Nesta
figura podemos ver como as arestas do quadrilitero, que sao geodésicas, sao projetadas como retas
no plano tangente. Se o quadrilatero definido no plano tangente for alinhado, entdao diremos que o
quadrilatero esférico também seré.

Vamos definir notagoes e apresentar resultados que podem ser obtidos puramente a partir de
relagoes trigonométricas entre os elementos usados na construgao de poligonos esféricos projetados
radialmente. Denotaremos por {2 um poligono esférico formado pelos vértices P;, ¢ = 1,...,n. Sem
perda de generalidade, considere o sistema de coordenadas cartesianas definido tal que o centro
de massa (conforme a definigdo 2.4.1) de Q, Py, seja o polo norte, isto ¢, Py = (0,0,1) e seja
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Figura 3.5: Notagoes para projecdo radial.

Figura 3.6: Projecio radial (azimutal ou gnomoénica) de um quadrildtero esférico. Em laranja aparecem
pontos do quadrildtero esférico e em azul suas projecoes radiais no plano tangente ao centro de massa do
poligono esférico.
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O = (0,0,0) o centro (zero) do sistema. Seja )’ a projecao radial de 2 no plano tangente I' a
esfera em Fy. Todos os elementos projetados serdo representados com um sobre-escrito “linha” dos
respectivos elementos da esfera. Definimos, para o poligono esférico, que:

e 7; ¢ uma aresta geodésica de €2, formada pelos pontos (P;, Pi+1), com ponto médio @Q;;
e [; = acos(P;11, P;) é o comprimento (em angulo) da aresta ~;;

e | =max;—1,. nl; ¢ 0 maximo comprimento das arestas;

h; = acos(P;, Py) ¢ a distancia (em angulo) do centro de massa a um vértice P;;

e h =max;—1 . nh; éoraio do poligono esférico;
e 0; = acos(Q;, Py) é o angulo entre o centro de massa e o ponto médio da aresta ~;;
o d = sup, ,cqacos((p,q)) ¢ o didmetro de Q.

Agora para o poligono projetado ('), definimos que:
e (' é formado pelo vértices P/, i = 1,...,n, no plano I';

o P/ = &7}3@ = coslzihi) é a projegao de P; em I

e Q. = @?7}30) = Cog(iez_) é a projegao de @); em I

e hl = | P/ — Pyl ¢ a distancia do centro de massa Py a um vértice P/ de ';

e h/ =max;—1__,h, é o raio do poligono projetado;

o I =P/, — P/|| ¢ o comprimento da aresta i de ',

e I’ =max;—1, !, ¢ 0 maximo comprimento das arestas de ?';

e 0/ =||Q; — Pyl € o distancia do centro de massa até o ponto médio da aresta ¢ de €';

o § = max;—1,..n 0; é o maximo das distancias do centro de massa até os pontos médios das
arestas;

o d' =sup, ,cor llp — ¢l ¢ o didmetro de €.

Representamos a maioria desses elementos na Figura 3.7, para um hexagono esférico ou plano.
Apresentamos a seguir algumas relagoes que serdo uteis mais adiante.
As arestas geodésicas podem ser parametrizadas como

Yi(t) = P cos(t) + P11 sin(t), (3.17)
onde ]51-,“1 é um vetor ortogonal a P; contido no plano gerado por F;, P;+1 dado por

P — P — PP, Pia)
YT Py — PP P

(3.18)

ete|0,¢], com ¢ = arccos((F;, P;y+1)) = arcsin(|| P41 x P;||) sendo o angulo entre os dois pontos
da esfera e o centro da mesma. Note que, com essa parametrizacao, ||y, (t)| = 1.

Podemos relacionar as distancias esféricas com as distancias projetadas no plano da seguinte
forma:

B = tan(h;), (3.19)
0, = tan(6;), (3.20)
d = tan(d). (3.21)
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i = \/(PL,— PPl ~F)
_ < P B Py B >
(Piy1,Po) (P, Po)’ (Piy1, Ro)  (Pi, Po)

_ 1 1 _ cos (1;)
- \/C052 (hi) " cos? (hit1)  cos (hit1)cos (hs) (3.22)

Para l; pequeno, expandindo a expressao de I, em série de Taylor em funcao de l;, h; e hiy1 em
torno de zero temos que,

1 h hz+1

1 1
Sy ) P -
4 4 l; 8

hﬁfl 1 higr?
l

l;
g lz +...= l’L + T‘dS, (323)

1 1
=l — o 1+ hist®li+
onde rilg é o resto da expansao em Taylor que possui ordem de d>.

Se § for convexo, entao €' também sera. Teremos ainda que existem j e & tais que d’ = || Pj— Py ||
e d = acos(Pj, P). A relagdo entre os diametros do poligono esférico e projetado sera dada por

d = \/(Pj- PP —F)

— 1 1 cos(d)
— \/COSQ (hj) + cos2 (hk) T “ cos (hj)COS (hk)’ (3.24)

expandindo d’ como funcao de hj, hy e d em torno de zero, temos que

i@ tsetsgaet?

1 1 1 1 he2h2 1 h*t 1t
d’:d<1—24d2+4hj2+4hk2— k 2 i (d3)) (3.25)

logo, para d pequeno temos que existem constantes 31 e 32, tais que $1d < d’ < fod, e portanto
d =d+ 0(d?).

Podemos também relacionar as areas do poligono esférico com a do poligono projetado radial-
mente. Considere a aplicagao J: el - Qe S? onde

- 1
5, 1) = ————=(s,1,1), 3.26
Bsit) = S (i) (320)
H‘W MH—;ZF%Q—%? Bu Bpo 154 (3.27)
0s (32_’_t2+1)% 2 2 8 4 8 .
onde usamos a expansao em série de Taylor na tltima igualdade. Logo
Q] = /dQ
oy 31b
= [ 15 e
0s
3 3 15 15 15
= 1—Ss?— ¢ th =2t st L) dY
/,( 5 2+8 +48+85+)
3 3 15 15 15
Q/ _ 2_72 4 722 74 Q/
| y+/l( 55 ot Tt st ) dsY,
e portanto
ﬂ—1 3.28
|Q/| + 7 d27 ( )

onde rf}g ¢ o resto da expansdo de Taylor envolvendo as integrais de s2* e t2*, para k = 1,2,.. em
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Figura 3.7: Indexacdo do poligono esférico e plano.

Q. dividido por ||, e possui ordem de (d')?, que por sua vez, pelas relagio entre d e d’ anteriores,
também possui ordem de d2.

Usando a projecao radial, o centro de massa esférico, Py, que também pertence ao plano I', nao
sera necessariamente o centro de massa de €. Porém vamos mostrar que Py = Py + O(d2), onde P,
¢ o centro de massa do poligono .

Primeiro note que o centro de massa (nao restrito a esfera) de 2 tera a forma Pj = (0,0, 2*¥)
(veja a defini¢do na se¢ao 2.4.4), com

o = t/zﬂ)— ! ”3¢ 3¢
12| 1 Jor VI+ 82+ 12
1
= @ a—231—2#+3#+4n%2+3§4-~qdw
Q/

|| dsy

|Q/ 2 2

e consequentemente || Pf — Py|| < Cd?, para alguma constante C.
Agora, comparando o centro de massa esférico Py com o centro de massa Py do poligono plano

', teremos que ambos possuem coordenada z igual a 1. Calculando a coordenada T de Py temos
que

0 = /de
Q2
e 1 1 Ha¢ 8¢Hﬂy
A o Vit s 1 2
] 1 2 2 4 2,2 4 /
= —_— 1-2s"—-2¢ t t <o) dSQ)
0[] Q/S( s +3t" 4+ 65" +3s" 4+ --+)
] _ 1 2 2 4 2,2 4 /
= T — s(25° 42t =3t —6s5“t“—3s"+ ---)dQ2

Q29 Jor
= T+ 0(d?.
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De forma similar obtemos que § = O(d?), logo Py = Py + O(d?).
Vejamos agora a generalizagdo da proposicao (3.1.5), referente ao indice de alinhamento, para
a esfera.

Proposigao 3.2.3. Um poligono esférico com um nuimero par de arestas € alinhado se, e somente
se, =2 =0, onde

n/2

_ 1

== Z |d(Pit14n/2: Pi) — d(Pin 25 Piy1)| + |d(Pig1, Pi) — d(Pinjo41, Pigny2)l5
=1

P;,i=1,...,n, sao os pontos do poligono esférico em coordenadas cartesianas, d(P;, P;) € a distancia
em dngulo entre os pontos P; e Pj, d = %Z?:l d(P;, Pi11) e consideramos Py,; = P;.

Demonstra¢ao. Seja d; j = acos((F;, P;)), entao podemos escrever = como

n/2

an > v tny2i = dinpzistl + |l = lipnyol] -
=1

Assim,

0 { li = lign/s }
di+1+n/2,i = di+n/27i+1 i=1,...,n/2

goooy

Usando as equagoes que relacionam comprimentos no poligono esférico em relagao ao projetado,
teremos que,

hi = ;+n/2 < hi=hiin,

/ /

li=lisne & li=litn).
Além disso, a distancia no plano d;,i+n/2+1 = ||Pi,+n/2+1 — P/|| seré igual a distancia d;+17i+n/2 =
||PZ.’+n/2 — P/, || se, e somente se, a distancia na esfera d; ;,,/241 = acos({Piyn /241, F;)) for igual a
dit1,i4ny2 = acos((Piyn 2, Pit1)), pois

d;,i+n/2+1’ - \/<f)i,+n/2+1 - Fj, Pi/+n/2+1 - B
_ < Piinjprn B Pignprn B >
<Pi+n/2+17 PO) <]Dia P0> ’ <-Pi+n/2+17 P0> <Pi, P0>
_ 1 1 1 _9 COS (di,i+n/2+1)
cos (hi+n/2+1)2 cos (hi)? c08 (Rjtn/241) cos (i)’
€
;+17i+n/27 = \/<Pi/+n/2 - Pi,+1’ Pi/+n/2 - ]Di/+1>
_ 1 i 1 9 COS (di+1,i+n/2)
cos (hl-Jrn/z)2 cos (hip1)? cos (Rjsn/2) cos (hip1)
_ 1 + 1 _9 COS (di+1,i+n/2)
cos (hz‘)2 coS (hi+n/2+1)2 cos (h;) cos (hi+n/2+1)
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Logo teremos que

n/2
Z [[dis14ny2i = disnj2ie1] + 1l = lignsol] =0
i1
—
n/2

Z |:’d§+1+n/2,i - d;+n/2,i+1‘ + ’l; o §+n/2q =0
i=1

Agora usando a proposi¢ao (3.1.5) temos o resultado desejado. O

3.2.2 Projecao radial de campo vetorial

Para transferirmos a analise de discretizacao do divergente da esfera para o plano tangente I’
precisamos definir uma nogao de projecao de um campo vetorial da esfera para I'. Iremos definir
essa projegao vetorial de tal forma que os fluxos através das arestas de poligonos sejam localmente
preservados.

Considere um plano A tangente a esfera em um ponto qualquer P de um poligono esférico €.
Seja I'p o plano paralelo a I' que passa pelo ponto P. A interseccao destes dois planos, A e I'p, é
uma reta que define um angulo ¢, < 7/2 entre eles. A projecao de um vetor ¥(P) sera definida por
¥'(P'), onde P’ & a projecao radial de P, obtido pela rotagao de ¢(P) ao redor de ¢ pelo angulo ¢p,.
Isto é,

7 (P") = Rpi(P), (3.29)

onde Rp é a matriz de rotagdo que, para I' fixo, depende apenas de P, mas nao de ¢. Ilustramos
os elementos evolvidos nesta projecao nas figuras 3.8 e 3.9.

A projecgao vetorial definida corresponde a uma projecao ortogonal do vetor ¥ em I, seguido de
uma restauracdo de sua magnitude. Como (R,) varia suavemente em relacao a P, o campo vetorial
projetado ¥ tem o mesmo grau de diferenciabilidade que .

Py

Figura 3.8: Elementos envolvidos na projecao de vetores.
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Figura 3.9: Representacao geométrica entre os planos tangente a esfera A e I'p, paralelo ao plano tangente
ao polo norte T'.

3.2.3 Discretizagao do divergente

Assim como feito para o plano, usando o Teorema da Divergéncia, podemos expressar o diver-
gente de um campo vetorial 7 : S2 — TS?(p) em um ponto (Py) da esfera como

1

el P — il
iv(7)(Fo) Q—)?(I}JO)} 9] Joo

7 - 7 dOQ, (3.30)

onde cada  é uma regidao da esfera compacta contendo o ponto (z, 4o, 20) com fronteira 92 suave
por pedagos. || o valor da area da regiao 2, 7 o vetor normal a fronteira e d0f2 o elemento de
linha para a fronteira da célula. Definimos ¢/ - 77 d9€2 com o fluxo por um elemento de linha dof2.

Se quisermos calcular a integral do divergente do campo vetorial em uma certa regiao da esfera
), compacta com fronteira 9€) suave por pedacos, podemos utilizar o Teorema da Divergéncia para
obtermos

/ div(#) dQ2 = / 5700, (3.31)
Q

o0

onde 7 o vetor normal ao contorno (tangente a esfera).
Se  for um poligono esférico, com k arcos geodésicos, entao, usando as definigoes de integral
de linha, obtemos a relacgao,

k I
/ Foitdon =3 / F(0) - s IO dt, (3.32)
20 — Jo

onde 7;(t), 7, ||7i(t)|| e l; representam respectivamente o i-ésimo arco geodésico (que pode ser
parametrizado como na equagao (3.17)), seu vetor normal (tangente & esfera), a norma de sua
derivada e o Angulo formado pelos pontos que definem este arco e o centro da esfera.

Usando a regra do ponto médio para a integral de linha da equagao (3.32), obtemos o método
usual para célculo do divergente na esfera, que é analogo ao plano, mas agora considerando fluxos
médios tangentes a esfera. Suponha que Py seja o centro de massa (esférico) de um poligono esférico
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Q) com n lados, entao essa aproximacao para o divergente em Py pode ser escrita como

div () IQ\Z 3(Qi) - i i, (3.33)

onde @; é o ponto médio da aresta ~; e [; o comprimento desta aresta.
Usando projecao radial para o plano tangente & esfera no centro de massa de um poligono
esférico €2, podemos chegar a resultados analogos aos obtidos para o plano agora para a esfera.

Proposicao 3.2.4. Seja 7 : p € S? — TS?%(p) um campo vetorial C* e  um poligono esférico em
S? com didmetro d. Entao existe uma constante C que independe do didmetro d, tal que, para d
pequeno, temos

div(¥) dQY — div(T)(Py)| < Cd®, (3.34)
Q

‘ 1
€2
onde Py € o centro de massa de ). Em outras palavras, a aproximacao do divergente no centro de

massa do poligono pela média do divergente no poligono € uma aproximacdo de ordem 2 em relagdo
ao didmetro do poligono.

Demonstragio. Seja F : R? — R uma funcio suficientemente suave. Entdao temos que
1 1
/ FdQY=F(P})+VF(F})  — / (P — Py)dY+ O(d?),
2 Jo €2 Jo

onde Py é o centro de massa (no restrito a esfera) de €. Por definicdo de centro de massa, o
segundo termo do lado direito da equagao anterior se anula. Para o divergente ¢ = div(¥) definido
na esfera, podemos obter o seguinte campo suave, definido para P € R3, P # 0,

P
F(P) = 5(HPH) (3.35)

Como F coincide com § em 2 e F(Fy) = §(Fp), temos que
1
/ §dQY = 6(Py) + O(d?) , (3.36)
€2 Jo

onde o termo O(d?) depende apenas da hessiana de § numa vizinhanca compacta 2. O

Teorema 3.2.5. Seja ¥ : p € 82 — TS%(p) um campo vetorial C* e Q um poligono esférico em
S? com n arestas geodésicas. Suponha que Q seja tal que ad? < |Q, onde d é o didgmetro de Q e
€ (0,1). Entao existe uma constante C' que independe do diametro de 2, tal que,

div(7)(Py) ‘Q’Z 7(Q) - 7 ;| < Cd, (3.37)

onde Py € o centro de massa (esférico) de Q, Q;, T; € l; sao respectivamente o ponto médio, o vetor
normal e o comprimento da aresta i de ). Em outras palavras, o erro de aprorimacao do método
de estimativa do divergente com base nos fluros nos pontos médios € pelo menos de ordem um em
relagao ao tamanho da célula.

Demonstracao. Para a demonstracao vamos projetar radialmente o poligono e o campo no plano
tangente ao centro de massa e usar os resultados que temos para o plano. Porém, alguns cuidados
Sao necessarios.

Primeiro vamos mostrar que div(7")(Py) = div(?)(FPp), onde vamos usar a projegao vetorial
definida anteriormente. Seja () um ponto do bordo de Q e @’ sua projecao radial em I', sejam
f(Q) =4(Q) 7ig e f/(Q) = V'(Q) - 7igy, os fluxos normais nos pontos @ e Q' das arestas esférica
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e projetada, respectivamente. Entao, usando o fato de que a matriz de rotacdo é ortogonal (i.e.
(Rp)'R, = I), temos que

(@) = 7(Q) g = (ReU(Q)) Reiig
= (9(Q))"(Rq)' Rqiig = 7(Q) - g
= f(Q), (3.38)

logo a projecao de campos vetoriais preserva fluxos nas arestas dos poligonos. Note ainda que esse
resultado pode ser estendido para outras regioes que nao poligonais. Agora podemos mostrar que
a projecao vetorial preserva o divergente em F.

Seja © uma calota esférica circular centrada em Py com raio geodésico r. Sua projecao radial
(©’) é um circulo em I', que também possui centro em Py, mas raio r’ = tan(r).

Podemos parametrizar a borda de ©’ como

¢'(t) = (r' cos(t), r'sin(t), 1), (3.39)

onde t € [0, 27] (lembre-se que Py esté no polo norte). Com essa parametrizagao temos que

ac’(t) , _
=7 (3.40)

Agora podemos parametrizar a borda de ©, um circulo na esfera, como

SO 1

¢(t) = 0] =7 ) (r' cos(t),r sin(t), 1), (3.41)
tal que /
1% = (3.42)

Usando ambas parametrizacoes temos que

div@(P) = tim [ @700

2

= [ g Y ar

@%{Po} 0
2m !

= ol s M““”Wdt

2w
—»l
@%{Po} VI1+( /
2
@H{Po} 1 + /

=  lim —— ¥ i doe’

o—{R} \/W 06/

= lim ¥ - doe’
o'—{Py} Joe’

= dlv(ﬁ/)(PO)?

(t))r'dt

dC’( )

@)l |t

onde usamos que a projegao vetorial preserva fluxo no bordo, isto é, - 7i(¢(t)) = ' - @'({'(t)), e

. : 1 —

também que limg_,(p)} oo
Enfim, usando a relacao entre o centro de massa do poligono esférico Py e do centro de massa de
sua projecao Py, dada por Py = Py+O(d?), temos que & = div(7)(Py) = div(?")(Py) = div(7)(P) +



68 ANALISE DE INTERFERENCIA DE MALHA NA DISCRETIZAGAO DO DIVERGENTE 3.2

O(d?).
Agora podemos somar e subtrair a estimativa do divergente para o centro de massa Py de forma
a obter

6_@2 Qz 11 1

1 — 1 &
S D SLICA TR LI TR ST
€] i=1 || 4 P || P
L T T T S IR WS
< |6 — ‘Q/‘ZU(Qz)nllz + ’ /| U(Qz) le ‘Q‘ZU(QZ) 7; 1
= =1 i=1

=D+ E. (343)

onde D sera dado por

D =

1 n
WZU/(Q;) -

i=1
—*/ /
div(7 |Q/\ g -1 L

onde usamos as estimativas anteriores do divergente na esfera em relagao ao projetado e tomamos
Cp como a constante resultante do Teorema 3.1.8 referente ao erro da discretizacao do divergente
para o plano. O outro termo da equagao, F, pode ser escrito como

< |6 —div(7)(P)| + <O(d*) +Cpd,  (3.44)

n 1 n
Z Dl — s > Qi) il
=1 ‘Q| =1
e LR SCIR T
=1

IQ! €]

i=1
_ i - il |Q‘/
_‘mggu@)n<mﬂ —1; )|

Para I; pequeno, usando o resultado da equagao (3.23), a relagdo entre as areas do poligono

esférico e projetado (equacao (3.28)) e denominando f; = 0;(Q;) - 7i; = U'(Q}) - ©i; = f/, temos que
N 2, >
E = — fiil =lLi—1
|27 (o

1| Q
= z;ﬁ (”' (i +7%) —l)|
_ - 9] 9] 1,
- L (”(m > )

e
i=1

= |§12 Zfz <er 5 + rd3 +7"d27"d3> (3.45)
i=1
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Agora usando a hipotese de que ad? < |Q|, que I; < d, 7‘222 < c1d? e que ril"g < cod?, temos

1 |, &
E il — L ;
—|m§3?w ol |2 uanW%
1 1 1

< 3 3 3

S |Q‘63d + ‘Q’C4d + ’Q‘C5d

< 02d7

onde ¢;, j = 1,...,5 e Uz sao constantes. O

Portanto, no caso geral, para quaisquer poligonos esféricos, temos pelo menos ordem 1 de apro-
ximagao do divergente pelo método dos fluxos nos pontos médios das arestas. Porém, assim como
vimos para o plano, a condi¢cdo geométrica de alinhamento da célula, faz com que a discretizacao
fique de ordem 2, como veremos a seguir.

Teorema 3.2.6. Sejav: p € S? — TS%(p) um campo vetorial C* e Q um poligono esférico alinhado
em 8% com n arestas geodésicas. Suponha que §) seja tal que ad® < |9, onde d é o didgmetro de
ea € (0,1). Entao existe uma constante C que independe do didmetro de ), tal que,

div(7)(Py) !QIZ Qi) - i ;| < Cd?, (3.46)

onde Py € o centro de massa de ), Q;, 7; e l; sdo respectivamente o ponto médio, o vetor normal e o
comprimento da aresta i de 2. Em outras palavras, o erro de aproximacao do método de estimativa
do divergente com base nos fluxos nos pontos médio tem erro de pelo menos ordem dois em relacdo
ao tamanho da célula, se esse for um poligono esférico alinhado.

Demonstracao. A demonstragao segue andloga ao do teorema anterior, porém agora vamos analisar

a equagao (3.43) sob as condigoes de alinhamento do poligono. O termo D agora tera ordem 2, pois

podemos usar o Teorema 3.1.10, referente a ordem de discretizagao no plano para células alinhadas.

Basta, portanto, mostrar que o termo F também fica de ordem 2 para poligonos alinhados.
Usando a igualdade de arestas opostas temos que

E = 512’ ;wcz;) it} <"§J,z’-z)‘ (3.47)
n/2
— i [ @) = @) (gt )] (3.48)

i=1

onde usamos ainda que no poligono alinhado plano os vetores normais de lado opostos sao o mesmo
com sinais trocados. Agora usando a relagio de que I; = I} + O(d®), |Q]/|Y| = 1+ O(d?) e que
l; = O(d) temos que
/2
O(d®) |« N
E==0= 1D (0(Q) ~ 7 ( Qo))

o=

Finalmente note que ¢'(Q}) = 7' (Py) + O(d) e ¥'( ;+n/2) = 0'(Po) + O(d), logo,

3 n/2

Zo = O(d?)

ja que |Q| = O(d?).



70 ANALISE DE INTERFERENCIA DE MALHA NA DISCRETIZAGAO DO DIVERGENTE 3.3

Observagao 3.2.1 (Rotacional). Se supusermos conhecidos os vetores tangentes as arestas do
poligono nos seus pontos médios, entio todos os argumentos usados nas proposigées, teoremas e
demonstracoes anteriores podem ser facilmente estendidos para o operador diferencial rotacional
(curl), que pode ser expresso por

1 -
rot(¥)(p) = (Vxv)-p= lim — - tdoS), 3.49
@) =(Vx ) -7= Jim oo | (3.49)

onde t é o vetor tangente ao contorno do poligono. Note que bastard trocar os vetores normais
por vetores tangentes ao poligono nas demonstracoes que obteremos os mesmos resultados para o
operador rotacional. Portanto, podemos esperar ordem 2 de discretiza¢ao do rotacional em poligonos
alinhados, e pelo menos ordem 1 caso contrdrio.

Observagao 3.2.2 (Difusao). O operador diferencial de difusio, ou de Laplace, também pode ser
expresso na forma de divergente. Dado um campo escalar f e seu campo gradiente v = Vf, o
operador de Laplace pode ser expresso como

Af=V-Vf=V- 7= di(d). (3.50)

Portanto, supondo que temos U = Vf nos pontos médios das arestas, entdo a discretizacdo do
laplaciano pelo método do ponto médio serd de ordem 2 para poligonos alinhados.

3.3 Alinhamento em malhas icosaédricas

Conforme vimos, no caso geral, ndao ha garantias de discretizacao de ordem 2 em tridngulos,
mesmo se forem regulares. Supondo que estamos usando como células computacionais o conjunto
de tridngulos, entao, se tivermos 2 tridngulos que compartilham uma aresta e sejam congruentes,
como na Figura 3.10, eles irdo formar um paralelogramo, que é um poligono alinhado. Dessa forma,
podemos esperar ordem 2 na discretizacao do divergente para esta célula composta. Como a inte-
gral do divergente no paralelogramo deve ser igual & soma das integrais dos divergentes em cada
tridngulo, entdao podemos esperar que um dos tridngulos estara subestimando o divergente exato e
o outro superestimando. Em uma malha com muitos tridngulos que formam dois a dois paralelogra-
mos, podemos esperar um padrao de “xadrez” na distribuicao do erro, com sub e super estimativas
do divergente. Veremos um exemplo desse fendmeno mais adiante.

Na discretizacao em hexégonos, o Teorema 3.2.6, garante que, se o hexdgono for alinhado te-
remos ordem 2, sendo, pelo menos ordem 1. Mostramos na Figura 3.11 uma malha icosaédrica e
indicamos casos de um hexagono alinhado e outro nao alinhados. No hexagono no centro da regiao
destacada em verde ha alinhamento das arestas. Colorimos os tridngulos 2 a 2 congruentes que
formam paralelogramos. O hexagono na zona de transi¢gao da area verde nao possui alinhamento
de arestas, e os tridngulos também nao formam paralelogramos.

Na Figura 3.12 mostramos os formatos das células tanto triangulares, quando de Voronoi, para
uma regiao de uma malha icosaédrica com 10242 nés. Podemos perceber visualmente diversos
hexégonos alinhados e alguns nao alinhados.

Pela Proposigao 3.2.3 vemos que uma boa métrica para avaliar se um poligono é alinhado ou
nao é o valor de =, que sera zero no caso de poligonos alinhados, e positivo caso contrario. Quanto
maior o =, podemos pensar que temos poligonos mais desalinhados. Na Figura 3.13 apresentamos a
distribuicao dos valores de = em diversas malhas icosaédrica. Poligonos com ntmero impar de lados
(12 pentagonos) tiveram valor de = atribuido como nulo, apenas para poderem ser incluidos na
representacao grafica. Pelas figuras, verifica-se que as regioes de maiores desalinhamentos ocorrem
em regides proximas as 32 arestas do icosaedro primério, de nivel zero, e também das arestas
originadas de malhas mais grossas, de niveis mais baixos. Na Figura 3.13 apresentamos o indice de
alinhamento = em diversas malhas.

A medida que temos malhas mais finas, isto ¢, com mais pontos, a tendéncia é termos uma
proporcao de células alinhadas maior. Tomemos um parametro de corte para delimitar quais células
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Figura 3.10: Triangulos semelhantes com simetria espelhada com uma aresta em comum.
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Figura 3.11: Alinhamentos em hexdgonos esféricos.

sao alinhadas como sendo € = 1/100. Consideraremos alinhados os poligonos com E < e. Mostramos
na Tabela 3.1 os percentuais de células alinhadas para algumas malhas icosaédricas. Na figura 3.14
mostramos a evolugao do indice de alinhamento méaximo e médio para diversos niveis de malhas
icosaédricas. Percebe-se que o alinhamento médio decresce com o refinamento, porém o maximo
nao. Isso mostra que as células alinhadas tendem a dominar nas malhas mais finas, porém, contendo
sempre algumas células muito mal alinhadas.
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-50° -45° -40° -35° -30° -25° -20°
40° 40°
35° 35°
30° 30°
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Figura 3.12: Malha triangular e seu dual de Voronoi com 10242 geradores

Nos | %Alinhados
10242 49.4%
40962 70.0%
163842 84.2%

655362 91.8%

3.3

Tabela 3.1: Percentuais de células consideradas alinhadas (2 < 1/100) para cada nivel de malha icosaédrica.
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9.2¢-01 9.3e-01
8.3e-01 8.4e-01
7.4e-01 7.5e-01
6.50-01 6.5¢-01
550-01 5.6e-01
4.6e-01 4.7e-01
3.7e-01 3.7e-01
280-01 2.8e-01
1.8e-01 1.9e-01
9.26-02 9.3e-02
0.06+00 5 0.06+00
9.4e-01 9.4e-01
8.4e-01 8.4e-01
7.5e-01 7.56-01
6.6e-01 6.6e-01
5.6e-01 i 5.6e-01
4.7e-01 \ / i X ; 3 \ ‘] 4.7e-01
37e-01 ‘ ; g 3.7e-01
2.8e-01 2.8e-01
1.9e-01 1.9e-01
9.40-02 9.46-02

7

Figura 3.13: Indice de alinhamento = em malhas icosaédricas de niveis 4, 5, 6 e 7.
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Figura 3.14: Indice de alinhamento = mdximo e médio em malhas icosaédricas.
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3.4 Resultados numéricos

Iremos mostrar alguns resultados numéricos sobre a discretizagao do divergente com o método
baseado nos fluxos nos pontos médios das arestas das células computacionais. Usaremos como
meétricas de erros entre um campo escalar estimado f e o valor verdadeiro f, o erro quadratico
médio F5 e o maximo F,, definidos como

~ n L )2
Br, =117~ fllo = \/ Ll hE (3.51)

Ere = If = flloo = max |fi = fi. (3.52)

3.4.1 Campo de rotagao

Considere agora um campo de rotagao sobre o eixo cartesiano z, que pode ser escrito como

—

F(m,y,z) = (—y,az,()), (353)

onde (z,y,2) é um ponto da esfera (2 + 3% + 22 = 1). O campo é representado na Figura 3.15.
Note que esse campo é nao divergente.

Figura 3.15: Campo vetorial de rotagao.
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Em triangulos

Supondo o campo vetorial conhecido nos pontos médios das arestas dos tridngulos, e usando o
método de discretizagao do divergente com base nos fluxos nos pontos médios das arestas, teremos a
distribuigao de erros apresentada na Figura 3.16. Analisando essa figura é possivel tirarmos algumas
conclusdes. Os triangulos em regides onde o indice de alinhamento = é mais proximo de zero (veja a
Figura 3.12) tendem a formar, 2 a 2, paralelogramos, e portanto ocorre uma superestimativa ao lado
de uma subestimativa. Como o campo é simétrico em relagdo aos hemisférios, e a malha também,
temos essa simetria de hemisférios. Por outro lado, a malha é simétrica em relacdo ao meridiano
de Greenwich, mas o campo ¢é anti-simétrico, logo temos uma mudanga no padrao de cor (aonde
era vermelho fica azul e vice versa). Na Tabela 3.2 apresentamos os erros associados ao método de
discretizacao para divergente em tridngulos, aonde fica clara a convergéncia de primeira ordem.

0.002

0.001

0.000

-0.001

-0.002

Figura 3.16: Divergente calculado pelo método do ponto médio para um campo vetorial de rotagao. Malha
icosaédrica com 5120 tridngulos (2562 nds).

Nos Distancia | Erro Méx | Razao Max | Erro 2 | Razao 2
162 17.22° 1.01E-02 0.00 4.05E-03 0.00
642 8.64° 5.34E-03 1.89 2.04E-03 1.99
2562 4.33° 2.71E-03 1.97 1.02E-03 2.00
10242 2.16° 1.36E-03 1.99 5.09E-04 2.00
40962 1.08° 6.80E-04 2.00 2.55E-04 2.00
163842 0.54° 3.40E-04 2.00 1.27E-04 2.00
655362 0.27° 1.70E-04 2.00 6.37E-05 2.00

Tabela 3.2: Erro na estimativa do divergente de campo de rota¢ao em malha triangular. Sao apresentados
08 erros mdrimos e quadrdtico médios, além das razéoes entre erros de malhas de nivel n — 1 e n.
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Em células de Voronoi

Consideramos agora o método de discretizagao do divergente em células hexdgono-pentagonais
supondo conhecidos os vetores nos pontos médios das arestas das células computacionais. Para o
campo de rotagdo obtivemos a distribui¢ao de erros apresentado na Figura 3.17. A distribuigao de
erro parece claramente ligada & distribuigdo do indice de alinhamento =, indicando maiores erros
aonde os poligonos nao sao alinhados. Na Tabela 3.3 apresentamos os erros associados para cada
nivel de malha. Percebe-se uma convergéncia de primeira ordem na norma do maximo, mas ordem
um pouco maior na norma quadratica, indicando 2 padroes de erros. Na Figura 3.18 mostramos
a correlagao entre o erro, em valor absoluto, e o indice de alinhamento =. Dependendo do campo
vetorial é possivel que tenhamos células onde o indice de alinhamento é alto, mas o erro é pequeno
devido a cancelamentos fortuitos. Dependendo do campo vetorial o contrario também é possivel,
termos erros altos em regioes de baixo indice de alinhamento, mas menos provavel, j4 que ordem
de convergéncia nestas regides é maior e logo pode se esperar um erro menor que nas demais. Os
erros também guardam uma relagdo com a magnitude do préprio campo.

0.0002

0.0001
L 4
&
H
*
&
)
L 3
E

% 0.0000
.

~0.0001

-0.0002

Figura 3.17: Divergente calculado pelo método do ponto médio para um campo vetorial de rotacdo em malha
icosaédrica de Voronot com 10242 nos.
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3.00E-04

2.50E-04 - x

2.00E-04 -
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5.00E-05 A

0.00E+00
) 0.002 0.004 0006 0.008 0.01 0.012 0.014

indice de Alinhamento

Figura 3.18: Erro do divergente do campo de rotagao, em valor absoluto, em relagdo ao indice de alinha-
mento =. Malha com 10242 nds.

Nos Distancia | Erro Max | Razao Méax | Erro 2 | Razao 2
162 17.22° 1.58E-03 0.00 5.86E-04 0.00
642 8.64° 9.79E-04 1.61 2.75E-04 2.13
2562 4.33° 5.12E-04 1.91 1.08E-04 2.54
10242 2.16° 2.59E-04 1.98 4.02E-05 2.70
40962 1.08° 1.30E-04 1.99 1.45E-05 2.77
163842 0.54° 6.50E-05 2.00 5.19E-06 2.80
655362 0.27° 3.25E-05 2.00 1.84E-06 2.81

Tabela 3.3: Erro na estimativa do divergente de campo de rotagdo para malha de Voronoi. Sao apresentados
0s erros mdrimos e quadrdtico médios, além das razoes entre erros de malhas de nivel n — 1 e n.
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3.4.2 Campo com divergéncia

No proximo exemplo, usaremos um campo vetorial usado em Heikes e Randall [1995a] e também
em Tomita et al. [2001], dado em coordenadas de longitude - latitude como

u = —(cos(h))* (sin(N))?, (3.54)
= —4 (sin(X\))*cos () (cos (6))?, (3.55)

cujo divergente pode ser expresso como

—2 (cos (#))?sin (X) cos (A) + 16 (sin (X))? cos (A) (cos (A))? sin (6)
cos (0) ’

div(u,v) = (3.56)

e é representado na Figura 3.19.

-180° -160" -140" -120° -100° -B0° -60° -40° 20 o 20° 40° 60" 80’ 1000 1200 140" 160" 180

-180° -160" -140" -120° -100° -B0° -60° -40° 20 o 20° 40° 60" 80’ 1000 1200 140" 160" 180

Figura 3.19: Divergente exato do campo trigonométrico. O campo vetorial é representado por vetores.

Na Figura 3.20 apresentamos a distribui¢ao do erro relativo ao divergente calculado pelo método
do ponto médio das arestas em uma malha icosaédrica usando células de Voronoi. Novamente
verificamos a presenca de malhas mais grossas aparecendo com erros elevados. Apresentamos na
Tabela 3.4 os erros associados a cada malha icosaédrica. Nota-se convergéncia de ordem 1 na norma
do méaximo, mas um pouco acima de ordem 1 na norma quadratica. Considerando como sendo uma
célula alinhada aquela tal que = < ¢, onde € = 1/100, observamos na Figura 3.21 que os erros nestas
células decaem com segunda ordem, mas que em geral, somente primeira ordem é observado.



3.4 RESULTADOS NUMERICOS 79
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Figura 3.20: Erros no divergente do campo trigonométrico. Malha com 40962 nds.

Nos Disténcia | Erro Max | Razao Méax | Erro 2 | Razao 2
162 17.22° 1.17E-01 0.00 4.93E-02 0.00
642 8.64° 3.30E-02 3.56 1.31E-02 3.76
2562 4.33° 9.29E-03 3.55 3.38E-03 3.88
10242 2.16° 3.12E-03 2.98 8.77E-04 3.86
40962 1.08° 1.49E-03 2.10 2.33E-04 3.76
163842 0.54° 7.29E-04 2.04 6.45E-05 3.61
655362 0.27° 3.61E-04 2.02 1.88E-05 3.42

Tabela 3.4: Erros na estimativa do divergente do campo trigonométrico para malha de Voronoi. Sao apre-
sentados o0s erros mdximos e quadrdtico médios, além das razoes entre erros de malhas de nivel n — 1 e
n.

Error @ 1 X
== == Fr2
el E1 Max Align
= = = = Er 2 Align

1.0E-2

1.0E-3

1.0E-4

1.0E-5

1.0E-6
1 2 3 4 5 6 7 8
glevel

Figura 3.21: FErros no divergente do campo trigonométrico em diversos niveis de malhas icosaédricas com
células de Voronoi (linhas marcadas com circulos). As linhas marcadas com quadrados indicam os erros
calculados apenas nas células bem alinhadas (= < 0.01).
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3.4.3 Em malhas otimizadas

O comportamento similar ao observado para as malhas icosaédricas ocorre também em malhas
icosaédricas otimizadas. Porém, em malhas otimizadas, o padrao de interferéncia de malha é mais
sutil. Na Figura 3.22 apresentamos os indices de alinhamento e erros na estimativa do divergente
para as otimizagao HR95, spring dynamics e SCV'T para o campo vetorial trigonométrico descrito
anteriormente. O padrao de alinhamento da malha HR95 é similar ao da malha sem otimizagao.
Por outro lado, nota-se bastante diferenca na distribuicdo do indice de alinhamento das malhas

N

SPRG e SCVT em relagdo & malha sem otimizagao. Percebe-se que a interferéncia de malha é
reduzida, mas nao desaparece, principalmente préoximo aos pentagonos. Em todos os casos, o indice
de alinhamento apresenta boa correlagdo com o erro. Além disso, todas as otimizagoes reduziram o
erro na estimativa do divergente.
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Figura 3.22: Indices de alinhamento (esquerda) e erro na estimativa do divergente (direita) para o campo
vetorial trigonométrico comm = 1 en = 1 em malhas icosaédricas de nivel 8 otimizadas com HR95 (acima),
spring dynamics (meio) e SCVT (em baixo).

No que diz respeito & convergéncia, o padrao é muito similar ao da malha sem otimizacao.
Vemos na Figura 3.23 que o erro maximo tende a ter primeira ordem nas malhas mais finas em
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todos os casos. Por outro lado, na mesmo figura, percebemos que restrito as células alinhadas o erro
apresenta convergéncia de segunda ordem.

Error —e—Er Max Error ——Er Max Error —— Er Max
=-=®==Er2 =-=®==Er2 ==@==Er2
LOE+0 ——8—— Er Max Align 1.0E+0 e Er Max Align 10E+0 e Er Max Align
= = &= = Er2Align = = &= = Er 2 Align = = M= = Er2Align
1.0E-1 1.0E-1 1.0E-1

1.0E-2 1.0E-2 1.0E-2
1.0E-3 1.0E-3 1.0E-3
1.0E-4 1.0E-4 1.0E-4
1.0E-5 1.0E-5 1.0E-5
1.0E-6 1.0E-6 1.0E-6
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
glevel glevel glevel

Figura 3.23: O mesmo que a Figura 8.21 mas agora considerando malhas otimizadas com HR95 (esquerda),
spring dynamics (meio) e SCVT (direita).
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3.5 Comentarios

A percepcao desse padrao de malha na distribuicdo de erros na estimativa do divergente esta
presente no trabalho de Tomita et al. [2001], onde sdo apresentadas figuras nas quais percebe-
se claramente a estrutura da malha no erro do divergente. Porém, a justificativa dada para tal
distribuicao refere-se a variagoes nas distor¢oes e areas da malha presentes nas regioes com maiores
erros. Ao observarmos a Figura 2.11 vemos que ha regices com grandes distor¢des, mas com células
bem alinhadas e erro na estimativa do divergente menor que em outras regides. Como vimos com
a questao do alinhamento dos poligonos, mesmo que tenhamos um poligono distorcido (com lados
de tamanhos diferentes), se esses forem alinhados, teremos convergéncia de segunda ordem. Logo,
a distorcao nao é o principal motivo de termos esse tipo de distribuicdo de erro na estimativa
do divergente, mas sim o alinhamento das células. Por outro lado, nao é razoavel termos malhas
com muitas distorgoes, pois nos teoremas demonstrados para garantir convergéncia quadratica em
células alinhadas, utilizamos a hipdtese de que area deve ser maior ou igual uma constante vezes o
didmetro, que por sua vez impoe um limite para o grau de distorcao.

No trabalho de Wan [2009] o problema ¢ relatado como ruido de malha na discretizacao do
divergente, a algumas anélises sao feitas para casos particulares no plano, mostrando o fato de
que as discretizagoes em tridngulos levam geralmente a convergéncia de ordem um. O padrao de
subestimativas e superestimativas para tridngulos vizinhos aparecem nos resultados do trabalho
de Wan [2009], mas nao sao analisados os motivos desse padrao. Como solugdo para aumentar a
ordem de discretizacao do divergente é sugerido uma integragao de alta ordem na aresta da célula
computacional, mas como vimos, se estivermos usando um ponto como referéncia para o divergente
médio da célula, estaremos ainda restritos a um erro de segunda ordem.

Nos diversos trabalhos sobre o assunto, as métricas mais importantes para avaliar a qualidade
de uma malha sao as distribui¢oes de areas e distorgdes (Miura e Kimoto [2005]). Destacamos com
esse capitulo a importancia de também se olhar para o alinhamento entre as arestas das células da
malha, ja que essa propriedade impacta na discretizagdao do divergente. Além disso, os resultados
sao facilmente estendidos para o operador rotacional ou de difusao, tornando a teoria apresentada
mais geral.

Os métodos de otimizagao de malhas atenuam os erros, mas o método de discretizagao do diver-
gente continuard de primeira ordem. Pode ser possivel a construgdao de método de otimizacao que
melhore o alinhamento das células, porém, por conta dos pentagonos, a discretizacao do divergente
ird continuar sendo de primeira ordem.

A teoria descrita e avaliada neste capitulo nao esté restrita a malhas icosaédricas. Ela aplica-se
diretamente a qualquer malha geodésica, como as esferas cubadas e octaédricas. Tanto a esfera
cubada quanto a malha octaédrica sao interessantes de serem analisadas do ponto de vista de ali-
nhamento, pois possuem somente células com ntmero par de lados. Infelizmente, as células préoximas
ao vértices do cubo sdo bastante desalinhadas, assim como as células hexagonais em tornos dos 6
quadrados na malha octaédrica. Essa é uma analise a ser desenvolvida futuramente.



Capitulo 4

Analise de interpolacoes escalares e
reconstrucoes vetoriais

Na modelagem da din&dmica meteorologica diversas vezes precisamos fazer interpolagoes de cam-
pos escalares ou vetoriais. Em uma malha tradicional, de latitude e longitude, dada a sua orto-
gonalidade e estrutura, é mais simples obtermos métodos de interpolagoes derivados de métodos
bidimensionais de malhas retangulares. Sendo assim, é possivel usarmos, por exemplo, interpolagoes
bi-ctubicas ou splines. No entanto, em malhas nao estruturadas triangulares, ou hexagonais/penta-
gonais, nao é tao simples obtermos interpolagoes com ordem maior que um e boas propriedades.
De fato, esse tema ainda tem muitos pontos de pesquisa em aberto. O trabalho de Carfora [2007a]
faz uma revisao simplificada de alguns métodos que foram propostos a respeito de interpolagoes
para malhas geodésicas icosaédricas, e o trabalho de Fasshauer e Schumaker [1998] apresenta uma
revisao mais completa de métodos de interpolagao de escalares na esfera.

Muitos métodos de interpolagoes sao dependentes do posicionamento dos dados em um malha.
Vimos na segao 2.5 algumas formas possiveis de posicionarmos campos escalares e vetoriais, e
vamos focar em métodos que sejam aplicaveis para malhas do tipo HC, com escalares nos vértices
dos triAngulos e componentes normais dos vetores nos pontos médios das arestas das células de
Voronoi. No caso do campo escalar podemos usar a estrutura da triangulacao de Delaunay no
método de interpolagao. Por outro lado, no caso do campo vetorial, como conhecemos somente as
componentes normais, uma reconstrucao vetorial deve ser aplicada. Apesar de focarmos em malhas
HC, alguns métodos que vamos analisar sao mais gerais e se aplicam a outras malhas. Destacaremos
isso ao longo do texto.

Um método simples de interpolagao para dados escalares conhecidos em qualquer conjunto de
pontos da esfera é adotar o valor escalar no ponto mais préximo ao ponto de interpolagao. A regiao
em torno de um ponto de malha que contempla os pontos mais proximos a si é justamente uma
regiao de Voronoi. Logo, esse método definird uma funcgao interpoladora constante por células de
Voronoi, e podera apresentar descontinuidades entre as células. Apesar de possuir apenas primeira
ordem de aproximacao em relacao ao espagamento entre os pontos de malha, é um método de baixo
custo interessante, por exemplo, para visualizacao de propriedades da malha.

E frequente o uso de coordenadas triangulares ou baricéntricas em malhas triangulares. Esse sis-
tema de coordenadas pode ser usado para definir um plano em relacao aos valores dados nos vértices
do triangulo e gera um método de interpolagao de segunda ordem. O método estd fundamentado
no célculo de pesos para os vértices do tridngulo com base em éareas de tridngulos definidos entre o
ponto de interpolacao e os vértices. Para malhas poligonais, como a dual de Voronoi, o sistema de
coordenadas baricéntricas pode ser generalizado para obtermos um método de interpolagdao tam-
bém de segunda ordem. A generalizagao conhecida como coordenadas de Wachspress (Wachspress
[1975]) usa as areas de triangulos definidos pelos vértices do poligono e o ponto de interpolac¢ao para
construir um polinémio que representa exatamente fungoes lineares. Ha ainda os métodos de coor-
denadas baricéntricas generalizadas médias (Floater [2003]) e as de vizinhos naturais (Bobach et al.
[2006]). As defini¢oes de coordenadas baricéntricas sdo geralmente dadas somente para o plano e
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seu uso na esfera envolve algumas peculiaridades que iremos analisar neste capitulo.

O desenvolvimento de métodos de interpolagao de ordens mais altas para malhas nao estrutu-
radas, que sao adequados a malhas icosaédricas, comegou nos trabalhos de Lawson [1984] e Renka
[1984], com métodos de interpolagao do tipo Hermite. Com o tempo, outros métodos foram sendo
propostos, sendo que hoje hé diversos métodos aplicaveis a malhas nao estruturadas. Porém, nao
ha consenso quanto a quais métodos sao melhores para malhas icosaédricas. Basicamente temos 2
tipos de métodos: aqueles que usam a estrutura da triangulagao e outros baseados em disténcias.

Entre os métodos baseados em distancias, os mais simples consideram uma funcdo de base
radial como fungao peso, onde entendemos por funcao de base radial aquela que é funcao somente
da distancia dos pontos de malha ao ponto de interpolacao. Nesse tipo de método é realizada uma
média ponderada com pontos vizinhos ao ponto de interpolagdo usando a funcdo de base radial
como peso nas ponderagoes. O trabalho de Franke [1982] relata diversos métodos desse tipo para
o plano. Entre os métodos que usam funcao peso com base radial, o mais usado é o método local
de Shepard modificado. Uma boa descrigao desse método encontra-se em Renka [1988a] e, mais
recentemente, em Thacker et al. [2010], onde s@o descritas algumas variagoes do método.

Outros métodos que também usam fungoes de bases radiais sao conhecidos por métodos de
fungoes da bases radiais (Radial Basis Functions - RBF). Nesse caso, constroi-se uma fungao inter-
poladora usando como base as fungoes radiais. Nessa metodologia é necessério resolver um sistema
linear para obter a funcdo interpoladora (Buhmann [2003]), mas este nem sempre serda bem condi-
cionado (Pottmann e Eck [1990], Cavoretto e De Rossi [2010], Tran e Gia [2008]). Essa abordagem
pode apresentar globalmente convergéncia de alta ordem, mas como veremos, localmente eles podem
simplesmente nao convergir ou serem muito mal condicionados. Tais métodos vém sendo usados na
reconstruc¢ao de campos vetoriais em modelos que usam malhas com deslocamentos (tipo C).

Diversos métodos usam a estrutura de triangulacao e, em geral, permitem interpolacoes de or-
dens mais altas. Dentre eles, os métodos de interpolagao ciibica se caracterizam por interpolarem
os valores nos pontos por uma funcio C'. Uma primeira possivel abordagem é a do tipo de Hermite
(Renka [1997]), que envolve estimativas preliminares dos gradientes nos pontos de malha. Um ou-
tro método cubico é baseado em polindmios de Bernstein-Bezier, ou splines esféricos (Alfeld et al.
[1996a], Neamtu e Schumaker [2004]).

Ja o método bi-quadratico consiste em usar a formula de interpolacao bi-quadratica, comumente
usada em métodos de elementos finitos (Zienkiewicz e Taylor [2005]). Essa interpolagao usa além
dos trés vértices do tridngulo, valores interpolados nos pontos médios das arestas do tridngulo. A
partir desses seis valores interpola-se uma funcao bi-quadratica. Nesse método é preciso primeiro
interpolar o valor nos pontos médios das arestas. Esse procedimento pode ser feito usando uma
interpolagao ctbica de Hermite com os pontos dos finais das arestas (vértices do tridngulo). Nesse
caso, serao necessarias estimativas dos gradientes da fungao nos vértices do tridngulo, assim como
no caso do método de interpolagao ctibica que usa interpolagao de Hermite. Esse método é usado no
modelo GME para calculos de advecgao semi-lagrangiana de nuvens e vapor d’agua (Majewski et al.
[2002]).

Em malhas deslocadas, onde conhecemos apenas uma componente do campo vetorial em certos
pontos de malha, o trabalho de interpolagao vetorial passa primeiro por um trabalho de reconstrucgao
do campo de vetores. Para tridngulos o mais natural é considerarmos bases vetoriais comuns em
elementos finitos, por exemplo com o elemento de Raviart-Thomas (Raviart e Thomas [1977]), ou
o elemento de Whitney/Nedelec (Whitney [1957], Nedelec [1980]). Porém, esses nao sao simples de
ser estendidos para poligonos em geral, como no caso de malhas HC, com hexdgonos e pentagonos.
Em Klausen et al. [2012] foi proposto um método que pode ser visto como uma generaliza¢ao do
elemento de Raviart-Thomas para poligonos planos. Vamos analisar esse método e propor uma
modificacao para que fique definido na esfera.

Um método popular para reconstrucao vetorial é devido a Perot [2000], que usa o Teorema da
Divergéncia para deduzir o método. Esse método ¢, a principio, de primeira ordem, mas, dependendo
do formato da célula computacional, pode se tornar de segunda ordem. Esse método servira de base
para a construgao de um método hibrido que usa a teoria de alinhamentos de células computacionais
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discutida no capitulo anterior.

Neste capitulo vamos descrever métodos de interpolacoes escalares e reconstrugoes vetoriais
interessantes para serem usados em métodos semi-lagrangianos. Vamos comparar os métodos de
interpolagoes escalares do ponto de vista de precisao e custo. Alguns métodos estdo definidos so-
mente para o plano e, por isso, vamos propor algumas generalizagoes para a esfera. O maior desafio
estd no desenvolvimento de um bom método de interpolagao vetorial para malhas do tipo HC.
Apresentaremos um método hibrido, original deste trabalho, de segunda ordem e baixo custo para
esse fim.

Vamos comegar descrevendo métodos de localizacao do ponto de interpolacao em relagdo a uma
malha geodésica. Em seguida analisaremos métodos de interpolagdo de campos escalares e depois
vamos analisar métodos para interpolagoes/reconstrugoes vetoriais.

4.1 Localizacao de ponto em malha

O primeiro passo para se considerar uma interpolagao em malhas triangulares é localizar o ponto
que se deseja interpolar em relagdo & malha numérica. Isso é simples em malhas retangulares do
tipo latitude/longitude, pois a indexagao é estruturada e podemos usar as coordenadas do ponto
para identificar a qual retangulo ele pertence. E possivel considerarmos uma estrutura regular
para malhas icosaédricas também, conforme descrito na segao 2.6, porém isso ainda nao resolve
trivialmente a forma de encontrarmos um ponto em relacao a malha. Uma possibilidade é primeiro
identificar a qual losango o ponto pertence e, depois, identificar seu posicionamento em relacao a
sub-losangos, sucessivamente. Destacamos esses passos na Figura 4.1, onde aparecem diversos niveis
de divisoes em diamantes. Esse método se caracteriza por uma busca binaria do ponto na malha e
é utilizado em alguns modelos icosaédricos como em Majewski et al. [2002]. O fato de termos que
fazer uma busca binaria nos leva a uma complexidade computacional de busca em média da ordem
de log(N), onde N é o namero de pontos de malha.

Figura 4.1: Subdivisoes da malha icosaédrica em losangos ou diamantes. Fonte: Tomita et al. [2008], ©2013
Society for Industrial and Applied Mathematics. Permissdo para uso de figura em trabalho académico sob as
condigdes de uso aceitdvel ou razodvel (“fair use”).

Outra alternativa é usar uma busca linear. Uma forma de se realizar essa busca linear é a
seguinte. Dado um ponto de malha inicial, de partida do algoritmo, percorrem-se os seus vizinhos
analisando a posi¢ao do ponto de interpolagdo em relacao aos grandes circulos formados pelo ponto
de partida e seus vizinhos. O ponto de interpolacao pode estar & direita ou esquerda de cada grande
circulo, tendo como referéncia o ponto de partida. Percorrendo os vizinhos de forma anti-horaria,
no momento que detectarmos uma troca de posigao (de direita para esquerda ou vice-versa), temos
que o ponto de interpolagao estara na diregao dos dois tltimos vizinhos analisados (veja a Figura
4.2). Com esses dois pontos vizinhos e mais o ponto de partida, define-se um tridngulo. Testa-se se
0 ponto esta nesse tridngulo e, se estiver, temos o triangulo desejado. Caso contrario, adota-se um
novo ponto de partida como sendo o ponto vizinho aos dois pontos recém encontrados na direcao do
ponto de chegada. Desta forma, recomecga-se o algoritmo até que o ponto que se deseja interpolar
esteja contido em um tridngulo formado no algoritmo. Ilustramos esse procedimento na Figura 4.2.
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Supondo N pontos de malha, a busca linear tem um custo computacional médio da ordem de
V/N. Apesar de para N grande isso incorrer em um custo maior do que a busca binaria, a busca
linear pode ser usada em qualquer malha geodésica, mesmo que nao tenham estrutura binaria.
Além disso, se conhecermos informagoes de uma interpolagdo previamente feita para a proxima
interpolacgao, reduzimos o custo da busca. Nesse caso, pressupoe-se que em geral as interpolagoes
sao feitas em sequéncias de pontos proximos, logo se temos o tridngulo ao qual pertence um ponto
interpolado, o préoximo ponto a ser interpolado deve estar contido em um tridngulo préximo ao
anterior. Esse método é usado no pacote SSRFPACK de Renka [1997] para interpolagdes na esfera.
Nele um ponto do tridngulo obtido na dltima interpolacao é um argumento de entrada e é usado
como ponto de partida para buscar o tridngulo da préoxima interpolacao. Quando nao for dado um
tridngulo de partida, o método escolhe arbitrariamente um ponto de malha qualquer e a busca parte
dele.

Figura 4.2: llustragio do método de busca utilizada no pacote SSRFPACK de Renka [1997]. A estrela
representa o ponto de partida e a cruz, o ponto que desejamos localizar em rela¢ao a malha. Os demais pontos,
circulos preenchidos, representam pontos da malha conectados por arestas para formar a triangulagdo. As
linhas tracejadas representam arcos geodésicos.

No presente trabalho propomos uma alternativa para o problema de busca cujo o custo com-
putacional independe do ntimero de pontos da malha. Para tanto, associamos os tridngulos a uma
malha do tipo latitude e longitude. Vamos detalhar o algoritmo a seguir.

Para cada malha icosaédrica definimos § como a menor distdncia entre 2 pontos da malha
icosaédrica. Definimos uma malha uniforme de latitude e longitude com espacamento de grade
menor que d. Dessa forma, a malha de latitude e longitude serd sempre mais fina que a malha
icosaédrica e, como veremos mais adiante, isso minimizara o custo das buscas. Seja d; a distancia
entre duas latitudes e do das longitudes, tais que 1 e do sdo valores positivos fixados e menores que
d/2. Para cada latitude (6) e longitude (\) da malha regular, associamos um retangulo, que sera
sempre formado pelos pontos: (6, \), (0481, A), (6, A+ 2), (0401, A+ J2). Apresentamos na Figura
4.3 um exemplo das relagoes entre as malha icosaédricas e a do tipo latitude-longitude.

Para cada retangulo da malha regular geramos uma lista de tridngulos que o intersectam. Como
os retangulos serdao sempre bem menores que os tridngulos, entdo cada retangulo teréd interseccao
com no méaximo 6 tridngulos, para o caso da malha icosaédrica. Isso deve-se ao fato de que cada
ponto da malha icosaédrica possui no maximo 6 vizinhos, logo um retangulo terd uma lista com
nimero maximo de tridngulos quando contiver um ponto da malha icosaédrica. Com isso criamos
uma tabela onde para cada latitude e longitude da malha regular temos uma lista de tridngulos.
Desta forma, dado um ponto qualquer da esfera, trivialmente encontra-se a qual retangulo pertence.
Depois é necessério testar a qual dos, no méaximo 6, tridangulos da lista o ponto pertence.
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A construcao da lista relacionando retangulos e tridngulos é custosa, porém pode ser pré-
processada uma unica vez e armazenada para uso futuro. Para cada retangulo usa-se o método
de busca linear descrita anteriormente para obter o ponto mais préximo ao centro do retdngulo. Em
seguida, precorrem-se os seus vizinhos em busca de tridngulos que intersectem o retangulo.

Figura 4.3: Malha icosaédrica com 42 pontos em azul e linha continua. Malha latitude, longitude com
intervalo de 10° em marrom e linha pontilhada

Cada retangulo da malha regular, latitude-longitude, pode ter de 1 a 6 triAngulos interceptando-
0. Os retangulos totalmente inseridos em um tnico tridngulo terao somente um elemento de inter-
secgao. Logo, cada retangulo pode ter um niimero diferente de tridngulos o interceptando e, por
isso, utilizamos uma estrutura de matriz esparsa para armazenar essas informagoes.

A desvantagem dessa abordagem é o maior uso de memoria. O custo extra de armazenamento
desse método sera dado por algo da ordem de 6n? inteiros, onde n é o ntmero de divisdes na
latitude. Por exemplo, no caso de uma malha icosaédrica com 40962 pontos, com malha regular
contendo 460 latitudes e 910 longitudes, seriam necessarios um pouco mais 7 MBytes, considerando
um inteiro com 4 bytes. Portanto o custo de armazenamento é irrisério em relacao as capacidades
de armazenamento volateis atuais.
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4.2 Interpolacgoes escalares

Sejam f; € R, com ¢ = 1,...n, valores reais definidos em um conjunto de pontos de malha
IT = {pi}i=1,..n no plano R? ou na esfera S2. O problema de interpolacdo escalar consiste em
encontrar uma fungdo f, com certas condigoes de regularidade, que satisfaga

fwi)=fi,i=1,..,n. (4.1)

No plano, seja U C R? o casco convexo de II, ou, na esfera, U = S2. Estamos interessados em
calcular f em pontos p de U.

Iremos validar os métodos usando a seguinte funcao escalar, dada, em coordenadas geograficas,
por

(X, 0) = (cos (0))3 (sin (V))?, (4.2)

onde —m < A < 7 é a longitude e —7/2 < 0 < 7/2 é a latitude. Ilustramos essa fun¢ao na Figura
4.4.

O teste de interpolagao sera feito considerando um remapeamento da malha icosaédrica para
uma malha do tipo longitude-latitude com 180 x 360 pontos. Assim, para cada ponto da malha
de longitude/latitude serd preciso realizar uma interpolagao escalar com base em valores dados na
malha icosaédrica. Vamos usar as mesmas métricas de erros usadas no capitulo anterior, sendo o
erro maximo dado pela expressao (3.52) e o erro quadratico médio pela equagao (3.51), mas agora
considerando os diversos pontos da malha de longitude/latitude.
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Figura 4.4: Funcado trigonométrica dada em (4.2) .

4.2.1 Coordenadas baricéntricas

As coordenadas baricéntricas sao um conjunto de coordenadas relativas a um conjunto de pontos
que podem ser usadas como pesos em uma combinacao linear dos valores dos pontos. Veremos
primeiro o caso plano e em seguida discutiremos o caso esférico.

Definimos por um sistema de coordenadas baricéntricas de U C R?, no plano, associado ao
conjunto de pontos I, como sendo o conjunto de funcées w; : U — R, ¢ = 1, ..., n, tal que para todo
peU,

(i) p= Z?:l w;i(p)p; (linearidade) ,
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(ii) wi(pj) = di; (interpolacao),
(iii) >, wi(p) =1 (particdo de unidade),

onde d;; ¢ o simbolo de Kronecker e assume valor um se ¢ = j e zero caso contrario. Se w; for nao
nulo apenas em uma vizinhanga de p e nulo para os demais pontos de malha, dizemos que (i) define
a propriedade de coordenada local (Boissonnat e Flototto [2002]).

Nos métodos que usam coordenadas baricéntricas para interpolagoes, define-se a fungao inter-

poladora f como
=S w)f. (4.3)
i=1

A generalizacdo de um sistema de coordenadas desse tipo para a esfera esbarra em alguns
problemas (Boissonnat e Flototto [2002]). O primeiro consiste no fato de que se os pontos sao
dados na esfera, combinagoes convexas destes pontos nao resultam em pontos necessariamente na
esfera. Uma possivel solugao, adotada por alguns autores (por exemplo em Alfeld et al. [1996b]), é
relaxar a terceira propriedade, permitindo com que a soma dos pesos seja maior que um (no caso da
esfera), e, além disso, alguns autores propdem analisar o sistema de coordenadas usando o conceito
de centro de massa Riemanniano (Rustamov [2010]). Neste estudo, como o proposito consiste em
usar o sistema de coordenadas como pesos para métodos de interpolagao, nao podemos abrir mao
das propriedades (ii) e (iii), logo vamos relaxar somente a propriedade (i). Assim a combinagao
dos valores nao serad linear, mas sim acompanhard a superficie esférica. Cada método terd suas
peculiaridades no que diz respeito a generalizacao para a esfera e vamos descrevé-las & medida que
formos apresentando os métodos. Nao encontramos nenhum trabalho abordando o problema dessa
forma, porém, como veremos, o analogo do método plano para a esfera relaxando a propriedade (i)
aparece de forma bem natural nos métodos.

Estamos interessados no caso onde temos a propriedade de coordenada local, pois assim a
interpolagéo ird depender apenas de pontos vizinhos ao ponto de interpolagdo. O caso mais simples
é o do triangulo. Considerando que p esteja contido num tridngulo plano com vértices (p1, p2, p3),
as coordenadas baricéntricas sdo unicamente definidas por:

wy(p) = A’jp), k=1,2,3, (4.4)

onde Ay é a area definida pelo sub-triangulo (p,p;,p;), com i # j # k, e A é a area 