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Resumo

Métodos de resolucao numérica de equacgoes diferenciais parciais que utilizam ondaletas como
base vém sendo desenvolvidos nas 1iltimas décadas, mas existe uma caréncia de estudos mais profun-
dos das caracteristicas computacionais dos mesmos. Neste estudo analisou-se detalhadamente um
método espectral de Galerkin com base de ondaletas harmodnicas. Revisou-se a teoria matemaética
referente as ondaletas harmonicas, que mostrou ter grande similaridade com a teoria referente a
base trigonométrica de Fourier. Diversos testes numéricos foram realizados. Ao analisarmos a re-
solugao da equagao do transporte linear, e também de transporte nao linear (equagao de Burgers),
obtivemos boas aproximagoes da solucao esperada. O custo computacional obtido foi similar ao
método com base de Fourier, mas com ondaletas harmonicas foi possivel usar a localidade das
ondaletas para detectar caracteristicas de localidade do sinal. Analisamos ainda uma abordagem
pseudo-espectral para os casos nao lineares, que resultaram em um expressivo aumento de eficiéncia.
Tendo em vista o uso das propriedades de localidade das ondaletas, usamos o método de Galerkin
com base de ondaletas harmoénicas para resolver um sistema de equacoes referente a um modelo de
propagacao de frentes de precipitacao. O método mostrou boas aproximagoes das solugoes espe-
radas, custo computacional étimo e ainda a possibilidade de se obter espectralmente informacoes

sobre a localizacao da frente de precipitacao.

Palavras-chave: Método de Galerkin, método espectral, método pseudo-espectral, ondaletas,

ondaletas harmonicas, modelo de propagacgao de frentes de precipitacao.
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Abstract

Numerical methods to solve partial differential equations based on wavelets have been developed
in the last two decades, but there is a lack of studies on their computational characteristics. In
this study a Galerkin spectral method using harmonic wavelets base has been thoroughly analyzed.
We performed a review on the mathematics of harmonic wavelets, that showed a great similarity
with Fourier basis. Several numerical experiments were made. Analyzing the use of the Galerkin
method, with harmonic wavelets, on linear and non linear transport equations, we achieved good
approximations in respect to the expected solution. The computational cost resulted to be similar
to the same method with Fourier basis. On the other hand, employing harmonic wavelets we were
able to obtain local information of the solution by simple inspection of the spectral coefficients. We
also analyzed a pseudo-spectral method based on harmonic wavelets for the non linear equations,
resulting in a great improvement in efficiency. Looking towards using the locality propriety of
harmonic wavelets, we tested the Galerkin method on a precipitation front propagation model.
The method resulted in good approximations to the expected solution, optimal computational cost

and the possibility of obtaining information on the locality of the precipitation fronts spectrally.

Keywords: Galerkin-Wavelet method, spectral method, pseudo-spectral method, wavelets, har-

monic wavelets, precipitation front propagation model.
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Introducao

Métodos espectrais

A area de interesse predominante deste estudo é a da utilizacdo de ondaletas, em particular
as ondaletas harmonicas, em métodos para a resolucao de equagoes diferenciais parciais (EDPs).
Temos como motivacao o proposito de aplicar estes métodos na resolucao de problemas ligados a
fendmenos meteorolégicos. Apesar do interesse em resolver problemas da meteorologia, a aborda-
gem ¢é bastante geral para ser utilizada em outras dreas. Muitos sao os métodos para resolucao de
EDPs, como, por exemplo, diferencas finitas, elementos finitos, volumes finitos, entre outros. Nos
concentraremos em métodos espectrais, por uma motivagao que ficard mais clara adiante. Seu de-
senvolvimento se deu principalmente de 1970 até os dias atuais. Antes da década de 70 os métodos
espectrais eram tidos como computacionalmente caros, principalmente para uso em previsao do
tempo, e foi somente com o desenvolvimento do método das transformadas por |Orzag (1972)),
e simultaneamente por Eliasen, Machenhauer e Rasmussen (1970]), que o estudo sobre métodos
espectrais avancou e ganhou competitividade.

Neste trabalho vamos nos voltar para o método espectral conhecido por Método de Galerkin.
Trata-se de um método onde tenta-se resolver o problema escrevendo a solucao em uma base de
interesse, desta forma é possivel transformar problemas com operadores continuos, como problemas
de equacoes diferenciais, em problemas discretos. Uma abordagem interessante é a do método de
Galerkin com base de Fourier, onde em muitos casos é possivel transformar o problema do espago
para o dominio de frequéncias, resolver o problema no dominio de frequéncias, e retornar ao dominio
do espago. Esta abordagem tem a grande vantagem de ser toda fundamentada na teoria de séries
de Fourier e transformadas de Fourier, cujos conceitos ja sao amplamente conhecidos e estudados,
com algoritmos numéricos muito eficientes, porém é preferencialmente indicado para problemas
periédicos (PEYRET), 2000).

Detalharemos nesta dissertagao principalmente o Método de Galerkin, mas deixamos aqui in-
dicacoes gerais para outros métodos espectrais. A metodologia envolvida nos métodos espectrais
estd bem explicada em diversos livros e artigos, indicamos aqui aqueles mais voltados a resolucao
de problemas ligados & dindmica de fluidos. O livro de [Peyret| (2000) é indicado para estudos
em fluidos incompressiveis viscosos, com um enfoque grande em métodos espectrais de Fourier e
Chebyshev. O livro de Boyd| (1999) mostra um enfoque maior em métodos espectrais de Chebyshev.
Em Canuto et al| (1988) sao abordados métodos espectrais para fluidos em geral, mas motivado

a resolver problemas da meteorologia. Em |Gottlieb e Orszag (1977), [Voigt| (1984)) e [Machenhauer
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(1979), pode-se encontrar detalhes da metodologia espectral para modelos meteoroldgicos.

Vale ressaltar que hoje em dia diversos centros de previsao do tempo utilizam-se de métodos
espectrais, incluindo o Centro de Previsao do Tempo e Estudos Climaticos (CPTEC), no Brasil,
mostrando sua competitividade em relagao a outros métodos. Porém, o que ocorre hoje, é que
é comum encontrarmos modelos espectrais em que se usam polinémios de Legendre, na forma de
Harmonicos Esféricos, para os quais nao ha transformada rapida, como no caso de Fourier, com
isso o método das transformadas fica com um maior custo computacional. Explorando diversas
propriedades dos polinémios de Legendre o método fica competitivo, porém é um ponto fraco. Mas
fica claro que é uma drea de estudo que merece atencao. Em particular estamos interessados em
olhar para outras bases de fungoes que possam servir em um método espectral que seja eficiente,

ou pelo menos tenha propriedades interessantes que facam valer seu uso.
Ondaletas e os métodos espectrais

Em paralelo com o desenvolvimento dos métodos espectrais para EDPs, nas dltimas décadas
muitos pesquisadores tém explorado o uso de ondaletas (tradugao para o portugués de wavelets
(MORETTIN, |1999)) na resolugdo de problemas de diversas areas do conhecimento, tendo uma
expressao mais acentuada no processamento de imagens e sinais. Trata-se de uma metodologia
de decomposicao de uma funcao, ou sinal, em um dominio de frequéncias e espaco, conhecida
hoje por analise multi-resolucao. Desta forma, com o uso de ondaletas, é possivel investigar a
ocorréncia de fendmenos localizados no espaco e frequéncia simultaneamente. Nas ultimas duas
décadas pesquisadores tém buscado utilizar essa e outras caracteristicas de ondaletas para resolver
problemas de equacoes diferenciais. A idéia é explorar as propriedades de ondaletas, principalmente
o fato de conseguir representar estruturas complexas, com singularidades por exemplo, com baixos
graus de liberdade, para resolver problemas de EDP em que de fato aparecem singularidades,
estruturas complexas, frentes localizadas entre outros problemas (BENEDETTO; FRAZIER) (1994;
VASILYEV; YUEN; PAOLUCCI, [1997)).

Um trabalho que detalhou bem o uso de ondaletas para problemas de equacoes diferenciais em
dindmica de fluidos é o de|Jaffard e Laurencot| (1992)), onde discutem-se diversos pontos de vista em
relacao ao assunto. Uma das possibilidades a serem exploradas é de se considerar métodos adapta-
tivos (BACRY; MALLAT; PAPANICOLAOU, [1992; [L1U|, 2003; [MEHRA; KEVLAHAN], [2008; [DOMINGUES
et al, [2008; VASILYEV; KEVLAHAN], 2005} BEYLKIN; KEISER), [1997; [CAT; WANG], [1996; [ALPERT et al.,
2002; |GOEDECKER; IVANOV/, 1998 [KOZAKEVICIUS, [2001; DOMINGUES, 2001)), que usam ondaletas
para, por exemplo, definir regides de refinamento de malha, ou com adaptatividade no tempo. Os
primeiros estudos neste sentido apareceram no final da década de 80, comecgo da década de 90, na
Franca, por [Maday, Perrier e Ravel| (1991), mas logo diversos outros estudos apareceram. Existem
diversas formas de se considerar bases de ondaletas na resolugao de EDPs, a adaptatividade de
malha é apenas uma delas.

Outra abordagem interessante é a de se usar ondaletas para pre-condicionar um operador di-
ferencial, reduzindo seu nimero de condicdo. Destacamos aqui o trabalho que vem sendo de-

senvolvido com este enfoque por Bertoluzza e Naldi (1996), propondo um método de colocagao



LISTA DE TABELAS 3

(pseudo-espectral) fundamentado em pre-condicionadores de ondaletas. Um pouco do que serd
desenvolvido neste trabalho teve como base as notas de aula de Bertoluzza| (2007)) para a Escola
Avancada de Simulacao e Andlise Numérica de EDPs, realizada em Barcelona em 2007.

Nosso estudo porém seguird a linha de se utilizar ondaletas como base para um método de
Galerkin, o que ficou conhecido como método de Galerkin-Ondaleta (traduzida do inglés Galerkin-
Wavelet ) (GOMES; CORTINA, |1996; NAIR, 2004} FRAZIER) 1999), e resolver o problema no dominio
de ondaletas. Para tanto surge uma primeira indefinicao: Qual base de ondaletas usar? Existem
diversas possibilidades, nota-se um grande uso das ondaletas de Daubechies para este propdsito
(BESORA| [2004; 'HO; YANG/ 2001; [SCHULT; WYLD, 1992; |AMARATUNGA et al) (1994) , mas também
de outras bases, como ondaletas de Meyer (LOPES; MATTOS, 2003), ondaletas de Haar (LEPIK) 2007))
e Coiflets (LIN; ZHOU, |2001)). Boa parte destes trabalhos esta voltado para resolver problemas de
EDPs néao lineares em uma dimensao espacial, e é comum usarem como teste a equagao de Burgers
(JAFFARD; LAURENCOT, (1992).

Dos trabalhos que analisam métodos fundamentados em ondaletas para resolver problemas
de EDPs, conclui-se que tais métodos geralmente resultam em boas aproximacoes para a solucao
desejada. Muitos afirmam que os métodos sao precisos e eficientes, e portanto tem perspectivas de se
tornarem numericamente vidveis na resolucao de problemas de EDPs. Analisam a convergéncia e o
erro gerado pela aproximacao numérica, porém pouco se fala sobre o custo computacional envolvido
na resolucao via ondaletas em relagao a métodos classicos de resolucao de EDPs. No trabalho de
Besora| (2004) foram analisados os nimeros de condigdo das matrizes de conexdo em problemas
lineares, como o da equagao da onda, e os resultados mostram nimeros de condigao altos, o que
pode aumentar diretamente o custo computacional da resolucao do sistema linear a ser resolvido.
Do trabalho de [Schult e Wyld| (1992) conclui-se que as ondaletas de Daubechies resolvem bem a
equacao de Burgers, mas com custo computacional alto quando comparado a diferencas finitas,
assim como em |Lazaar et al| (1994), que mostra ordem N* de custo computacional do método
com ondaletas “splines” periddicas. O trabalho de Bacry, Mallat e Papanicolaou (1992)) refere-se
brevemente a possivel alta complexidade computacional para casos nao lineares. Temos interesse,
nesta dissertacao, de olhar mais a fundo questoes ligadas a complexidade computacional em métodos
fundamentados em ondaletas para resolucao de EDPs, a fim de verificar de fato a viabilidade pratica
dos mesmos.

Usaremos como base para este estudo as ondaletas harmonicas, ou ondaletas de Newland. De-
senvolvidas por [Newland| (1993)), a base de ondaletas harmonicas possui, além das propriedades de
analise de multi-resolucao, outras caracteristicas favoraveis ao estudo de EDPs, como diferenciabi-
lidade infinita, suporte compacto no dominio de frequéncias, algoritmo de transformada rapido e
muita similaridade com bases de Fourier, o que faz com que possamos aproveitar propriedades boas
de Fourier nas ondaletas harmoénicas. Um primeiro trabalho que usou ondaletas harmonicas na
resolucao de EDPs, em particular para resolver a equacao de burgers, foi o de Muniandy e Moroz
(1997)), e é com base neste trabalho que nosso estudo foi desenvolvido. No trabalho de Muniandy

e Moroz (1997) destacam-se as possibilidades de se aproveitar caracteristicas da base de ondaletas
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harmonicas para a obtencao de um método com baixo custo computacional, mas o trabalho nao
analisa a fundo questoes computacionais. O estudo do elo entre ondaletas harmoénicas e EDPs foi
aprofundado por Cattani (CATTANTI, 2003 CATTANT, 2005; [CATTANTI, [2008)), porém sua abordagem
¢é mais analitica e esta dissertacdo tem enfoque mais numérico.

Com interesse em analisar numericamente um método de resolugao de EDPs, com possiveis
nao linearidades, optamos por usar o método de Galerkin-Ondaleta com uma base de ondaletas
harmonicas. O trabalho mais préximo desta abordagem ¢é o de|Muniandy e Moroz| (1997), conforme
dito antes, porém concentramo-nos no presente trabalho a aprofundar tanto questoes de construcao
da base de ondaletas harmonicas para intervalos limitados, tendo em vista que o método tera que
ser implementado numericamente, quanto a questoes de custo computacional e eficiéncia numérica.
Além disso algumas generalizagoes foram propostas e nos desafiamos a testar o método em equagoes

ligados a fenémenos meteoroldgicos.
Aplicagao em meteorologia

Descrevemos um modelo de propagacao de frentes de precipitagao unidimensional, proposto por
Frierson, Majda e Pauluis| (2004)), para a realizagdo de testes com o método de Galerkin com base
de ondaletas harmonicas. Este modelo constitui uma boa aproximacao de fenémenos convectivos
ao redor do equador. Apesar do modelo ser linear, este pode apresentar frentes de propagagao no

campo de precipitagao, e por isso pode ser interessante o uso de ondaletas na sua resolugao.
Delineamento do trabalho

Apé6s um breve capitulo de preliminares matemaéticas, necessarias para a compreensio dos de-
mais capitulos, discutimos no capitulo 2 caracteristicas relevantes em relagao as ondaletas, e ana-
lisamos mais a fundo o caso particular das ondaletas harmoénicas. No capitulo 3 deduzimos as
expressoes para a resolucao de alguns exemplos de EDPs, lineares e nao lineares, com o método
de Galrkin utilizando as bases de Fourier e ondaletas harmonicas. Com estes 3 capitulos espera-
mos ter dado subsiduo tedrico suficiente para justificar o capitulo 4, onde realizamos uma série de
testes numéricos com o método de Galerkin usando base de ondaletas harmoénicas. Sao analisadas
questoes ligadas & precisao e eficiéncia para a equagao do transporte linear e nao linear (Burgers).
No capitulo 5 testamos o método de Galerkin com ondaletas harmoénicas no modelo de propagacao
de frente de precipitagdo proposto por [Frierson, Majda e Pauluis (2004). Encerramos o trabalho

com as conclusoes obtidas, no capitulo 6.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Vamos apresentar inicialmente algumas convengoes de notagao, definigoes e teoremas relevantes

para o decorrer do texto.
1.1 Normas e Produtos Internos

Definiremos a seguir as normas e produtos internos que serao usados ao longo do trabalho.

Definicao 1.1.1. Definimos como produto interno para o espaco de Hilbert das fungoes men-
surdveis, reais ou complexas, quadrado integrdveis em R, ou em um intervalo I C R, com notacdes

usuais L*(R), ou L*(I), o sequinte:

<f79>L2(1) :/Ifg*

onde g* representa o complexo conjugado de g. E a norma proveniente deste produto interno:

1A Z2cry = (s Pz

Definigao 1.1.2. Definimos como produto interno para o espaco de Hilbert 1(Z), das sequéncias

quadrado somdveis { fo, f1, ..., fn, ...}, reais ou complezxas, o sequinte:
(o)
(f, 9>z2(z) = ijg;f
j=0

onde g; representa o complezo conjugado de g;. E a norma resultante desde produto interno:

£ Nz = (F: New

Definigcao 1.1.3. Definimos como produto interno para o espago de dimensdo finita dos valores de
uma fungao f, real (R™) ou imagindria (C"), {f1, f2,..., [N}, definida nos pontos {x1,x2,...,xN},

como:

1 N
{(f.90n = > g
j=1
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onde g; representa o complezo conjugado de gj. E com norma:

IFIR = (f, F)w

Definicao 1.1.4. Diremos que uma funcdo f é regular quando esta for C' em R ¢ 3C > 0, Vx € R,

satisfizer as propriedades

C

/

@ @) <

Definicao 1.1.5. Definimos como norma de uma matriz A, com dimensdes n X n, o sequinte,

A
|Al :== sup{M cx € R" x # 0} ,
]
onde |- || =1 -|In € a norma definida em (1.1.5).

Definigao 1.1.6. Denominamos por nimero de condi¢cdo de uma matriz A, com dimensdes n X n,
invertivel, o segquinte,
,_ -1
ra = Al AT

Denominamos por matriz esparsa uma matriz que possua “a maioria das entradas” nulas. Ela
é esparsa e estruturada quando os elementos nao nulos, em minoria, seguem algum padrao, ou

férmula, para determinagao de suas posigoes.
1.2 Transformadas de Fourier

Destacaremos aqui algumas definigbes e propriedades referentes as transformadas de Fourier
continua e discreta. Uma referéncia mais avangada para esta parte é o livro de Rudin| (1987), onde
é possivel verificar as demonstracoes e mais detalhes das propriedades da transformada de Fourier.

Para caracteristicas mais basicas consulte o livro de |Chui (1992).
1.2.1 Transformada de Fourier em L?(R)

Definigao 1.2.1. Seja f € L?(R), entdo denotamos por sua transformada continua de Fourier

direta a funcao dada por
£ 1 —iwz
fw) = (D) = o [ fae e da
TJR
com w € R.

Definigao 1.2.2. Seja f € L?(R), entdo denotamos por sua transformada continua de Fourier

inversa a fun¢ao dada por
f@) = (F D) = [ Fwretnds
R
com x € R.

A transformada de Fourier admite algumas propriedades, que usaremos mais adiante, e portanto

destacaremos aqui.

Proposigao 1.2.3. Propriedades da transformada de Fourier:
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(a) Translagdo e dilatagdo. Sejam a,b € R, com a # 0, entao
I 1. .
(flaz +b))(w) = f””b/af(w/a) (1.1)

(b) Teorema de Plancherel

/ " f@)g(e)* de = 2 / " j©)aer de, (1.2)

92wy = 27 <f’g>L2(R) (13)
(¢) Formula de Parseval
||f”L2(R) =V 27T||f||L2(1R) (1.4)

(d) Inversa de Fourier de uma transformada de Fourier
flz) = (Ff)(@) (1.5)

Demonstragdo. As demonstragoes utilizam outros conceitos que nao destacaremos aqui, mas podem
ser encontrados em (Chui (1992), ou em diversas outras referéncias sobre Transformadas de Fourier.
O

1.2.2 Transformada de Fourier em L?([0,1])

Consideramos o espaco das fungoes f, quadrado integraveis no intervalo unitario, periédicas em
[0, 1], com perfodo 1, no sentido de que f(0) = f(1). Neste espago adotaremos a transformada de

Fourier da seguinte forma:

Definicao 1.2.4. Seja f € L*([0,1]), entdo denotamos por sua transformada continua de Fourier

direta a funcao dada por
1
fom P = [ pa)e s
com w € Z.

Destacaremos alguns teoremas importantes que serao usados em andlises que aparecem mais
adiante no trabalho. Nao vamos demonstrar estes teoremas por se tratarem de resultados comu-

mente encontrados em livros de andlise funcional, como [Rudin/ (1987)) ou |Saxe| (2000)).

Teorema 1.2.5 (Série de Fourier). Seja f =32 ¢k fr, com {fx}r=1,2,.. wma sequéncia ortonor-
mal em um espago com produto interno V. Entao ¢, = (f, fr)y para cada k.
A série f = 72 ¢k fr € denominada Série de Fourier de f em relagao a {fi}r=12,., € ([, fu)y

de Coeficientes de Fourier.



8 CAPITULO 1. CONCEITOS PRELIMINARES

No caso de termos polinémios trigonométricos, f = €2™** com k € Z, e V = L%([0, 1]), entdo

teremos os coeficientes dados por

1
ek = (f, fed 2o = / flx)e ™ dy = fi. (1.6)
0
e a série de Fourier, que pode ser vista como inversa da transformada de Fourier para o L?([0,1]),
dada por
o .
f=>Y_ fee™* (1.7)
k=—0o0

Teorema 1.2.6 (Convergéncia de Série de Fourier). Seja u uma fun¢do continua, periddica em
[0,1], e periodo 1, assim como suas derivadas u®) até grau m — 1, e com m-ésima derivada modulo

integravel. Considere a expansao de u em sua série de fourier truncada:

K
ug = E : ﬂk 627”]“5.
k=—K

Entao teremos que

= O(|k|™™), parak — oc.

lw —uk|lr2(0,1)) < CK?mHu(m)HL%[O,l]),
onde C' > 0 ¢é constante independente de K > 0.

Demonstragdo. Indicamos aqui o livro de [Peyret| (2000) para a demonstracao desse interessante
teorema, que garante na verdade uma convergéncia dita exponencial da aproximagao por séries de

Fourier para funcoes infinitamente diferencidveis. O

Teorema 1.2.7 (Teorema de Plancherel). Suponha f,g € L*([0,1]) ambas expandidas em suas

Séries de Fourier com polinomios trigonométricos. Entao vale que

(f, 9>L2([0,1]) = <f,§> . (1.8)

12(2)

Demonstragao. Escrevendo f e g como séries trigonométricas
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usando o fato de que as séries convergem e o teorema da convergéncia dominada, temos que

1
<f7 >L2 [0 1] = /(; Z Z f 6271'1147117.@:; —2miwx d.’E

O]

Teorema 1.2.8 (Identidade de Parseval). Suponha uma sequéncia ortogonal {fi}r=12,.. em um
espaco com produto interno V. Entao {fi}r=12,. € uma sequéncia ortogonal completa, no sentido
de que se f € V € possivel encontrarmos constantes ¢y dependentes de f tais que f = 7o ¢k [k,

se, e somente se, para todo f €V,
oo
> WL v P =111
k=1

Teorema 1.2.9. Suponha {dj}r=12. . uma sequéncia de nimeros reais em 12(Z) e V um espaco
de Hilbert com sequéncia ortonormal completa { fy}r=12,. . Entdo existe um elemento f € V tal

que seus coeficientes de Fourier em relacao a { fr}r=12,. sao os nimeros {dy}r=12,.. e que

(0.)
2 2
£l = Z dp.-
k=1
Teorema 1.2.10. Para uma sequéncia ortonormal { fy =12 € L2(I) as afirmativas a sequir sdo

equivalentes:

1. {fr}r=12,.. € sequéncia ortonormal completa, no sentido de que se f € V € possivel encon-

trarmos constantes cj, dependentes de f tais que f = po ¢k fi-
2. Vf € L? e e >0 eriste uma combinacdo linear finita g = Zgzl di fr tal que || f — gllr2 <€

3. Se os coeficientes de Fourier com relac¢io a { fi}r=12,... de uma func¢ao em L? sdo nulos, entdo

a fungdo ¢é nula quase sempre.

1.2.3 Transformada Discreta de Fourier

Definicao 1.2.11. Definimos para o dominio discreto finito, CN ou RN, como transformada direta

de Fourier, considerando pontos {x;}1=01,...N—1 em [0,1], uniformemente espacados (x; =1/N), e
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fi = f(z;), nimeros reais ou complexos, o sequinte:

N-1

P 1 —2miwzx N N N
= e l =——,—+1,..,——1.
fw N ; fl ) w 2 ) 2 + b ) 2
com inversa dada por
81
fl: Z fwe2mwml’ [=0,1,..N -1
wef
Aqui vale um comentdrio interessante, se f for da forma f = ZN/ 21 i €27 entdo a trans-

k=—N/2
formada discreta de Fourier, dada na defini¢ao (|1.2.11]), é equivalente a transformada continua de

Fourier para o L2([0,1]), dada na definicio . Isso ocorre pois a expressao dada para a trans-
formada discreta é uma férmula para integragao em [0, 1] exata para polindmios trigonométricos
com grau menor ou igual a N (STOER; BULIRSCH, |1992).

Quando N é da forma N = 2" estas transformadas, direta e inversa, podem ser calculadas
com algoritmos rapidos (Fast Fourier Transform - FFT), isto é, ao invés de realizar os calculos
com ordem N? operagdes, obtém-se a transformada com ordem de N logy(N) operagdes. Existem
generalizacoes para a forma em que N deve estar, mas para o nosso estudo nos bastara ser poténcia
de 2. O leitor pode encontrar mais detalhes do algoritmo em diversos textos relacionados a Anélise
Numérica, deixamos como referéncia o livro de [Stoer e Bulirsch) (1992]).

No dominio discreto finito temos um conjunto importante de propriedades, destacadas a seguir.
Proposicao 1.2.12. Propriedades da transformada de Fourier discreta

1. Parak=—-N/2,...N/2 -1,

N—-1
Z e:l:27Tikj/N — O k ?é 07 (19)
= N k=0
2. Para j=0,1,.... N — 1,
N/2-1 .
o 0 0,
Z e:i:27rzkj/N — J ?é (110)
k=—N/2 N j=0.

3. Caso geral, j € 7

N/2-1 . .
Z J2mikj/N _ N j=mN, m=0,+1,+£2,..0, (1.11)

k=—N/2 0  caso contrdrio.

4. Periodicidade

fo = (uin- (1.12)



1.2. TRANSFORMADAS DE FOURIER

11
5. Se f(x) éreal (f € R),

(1.13)
Demonstracao. Propriedades da transformada discreta de Fourier

1. Se k =0, entao é trivial. Supondo 0 < k < N/2 — 1, vamos mostrar para o caso de expoente

positivo, e o negativo segue analogo. E o caso de —N/2 < k < 0 também segue anédlogo

N-1
627Tikj/N - 14 e27rik/N + 6471'7Zl€/N 4.+ 62(N—1)7r72k/]\7
j=0
o2mik/N)N _ q
= T emik/N _ |
= 0. (1.14)
(1.15)
2. Idem ao item anterior
3. Idem ao item anterior.
4. Lembrando que z; = [/N temos que,
R | V-1
(f)w+N Z fi e~ 2mi (w+N)z; _ w fle—Zml w (116)
=0
5. Para f real temos que f = f*, entao
* | N1 X )
V= 7 2o ) (€ = (), = () (1.17)
=0
O
Teorema 1.2.13 (Teorema de Plancherel). Para os conjuntos de valores { fi}1—0.1

1oN-1 € {gi}i=0,1,...N-1,
[/N}izop,..N-1),
vale a sequinte propriedade:

reais ou complezxos, definidos sobre uma malha discreta no intervalo unitdrio ({x; =

(foan =N (f.q)
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Demonstracao.

2 1 1 -y 1 )
<f,f]>N = N Z N ' £ ef2mw(3)/NN Z 9 p2miw(l)/N

O

Teorema 1.2.14 (Identidade de Parseval). Para os conjuntos de valores {fi}i1—01...N—1, reais ou

s dyeeey

complexos, definidos sobre uma malha discreta no intervalo unitario ({x; =1/N}i=01,.. n—1), vale

a sequinte propriedade:

1f1ln = VNI ]
Demonstragao. Consequéncia do Teorema de Plancherel ((1.2.13)). O

Proposicao 1.2.15 (Férmula de Poisson). Seja f uma func¢do reqular. Entao

> fenm) =Y fn)

n=-—oo n=-—oo
ou em outra forma
o0 (o]
Z flx+n)= Z 2m f (n)e*™ e,
n=—oo n=—oo

Demonstragdo. Pode ser encontrada em intmeros textos, cito aqui |Chui| (1992)) e [Wassermann

(1999). O

1.3 Outros conceitos relevantes

1.3.1 Base de Riesz

Definigao 1.3.1. Dizemos que um conjunto de funcoes B = {b;}cz € uma Base de Riesz de um
espaco V se o espaco gerado por estas funcoes € denso em V e existem constantes positivas e finitas

A e B tais que:
2

AbHIE < D ebi|| < BIbHIZ
JEZ v

para toda sequéncia quadrado somdvel

eI =D lesl* < o0

JEZ.
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Definigao 1.3.2. Seja g € U, com V C U e B uma base de Riesz para V, como acima, entdo

denotamos a projecao, P, de g em V', por

1.3.2 Soma Direta (®)

Definigao 1.3.3. Sejam V e U subespacos vetoriais de L*>(R), entdo denotaremos pela soma direta
entre V e U,
W=VeaeU

o sentido de que para todo f € W existe uma unica decomposicao da forma
f(x) = g(z) + h(z)

comgeV ehel.

1.3.3 Fungao Indicadora

Definicao 1.3.4. Definimos o simbolo de Kronecker como funcao indicadora:

1 sej=k,

djk =
0 sej+#k,



14

CAPITULO 1. CONCEITOS PRELIMINARES



Capitulo 2

Ondaletas

2.1 Fundamentos

Apresentamos a seguir alguns conceitos bésicos referentes a construgao de bases de ondaletas.
Como referéncias basicas adotamos os livros de Daubechies| (1992) e de (Chui (1992).

De forma abreviada, uma ondaleta é uma fun¢ao usada para decompor outras fungoes, ou sinais,
de forma a tornar possivel analisarmos estas outras funcoes, ou sinais, no dominio da frequéncia e
espago (ou tempo) conjuntamente.

A denominacdo “ondaleta” é a traducdo para portugués da palavra inglesa “wavelet” mais
comumente usada na literatura em portugués (MORETTIN, 1999), seguindo a origem francesa da
palavra “ondelette” (MEYER), [1986).

Adotaremos como a defini¢ao de ondaleta proposta em |Chui (1992).

Definicao 2.1.1. Uma funcio v € L*(R) é denominada por ondaleta ortonormal, ou ondaleta

Juo=o

V = {Yjr}jrez,

mde ortonormal, se

e 0 conjunto

onde

ik = 21792z — k),
for uma base ortonormal do L*(R).
Com isso podemos verificar as seguintes propriedades:

Proposicao 2.1.2. Seja
W = span{vjk }rez (2.1)

o espaco vetorial gerado pela funcgoes do nivel j, e além disso definimos os espacos V; por

7j—1
V= @ Wi =...0W;_2® W,_1. (2.2)

k=—00

15
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entao teremos que:
1. ...cVicWwcwvc..
2. (UjeZ Vj) = L*(R),
3. Njez Vi = {0},
4. Vi=Wi18Vj,
5. f(x) e Vy & f(2x) € Viy, j€EL.
onde A, para um subespaco A qualquer, é o fecho de A no espaco em questao (L*(R)).

Demonstragdo. A demonstragao segue da definigdo de ondaleta, consulte |Chui (1992)), pagina 120,

para detalhes. ]

Consideremos que o subespaco Vj possa ser gerado por uma tnica funcio ¢ € L?(R) no sentido

de que

Vo = span{ooy - k € Z}

onde
b = 292p(2 — k).

Defini¢do 2.1.3. Uma func¢io ¢ € L%*(R) gera uma andlise multi-resolucio se ela gera uma
sequéncia de espacos fechados V; que satisfazem as condi¢oes das propriedades 1, 2, 3 e & acima, e
ainda que o conjunto {¢o .} forme uma base de Riesz de V. Se ¢ gera uma andlise multi-resolugdo

entdo ela € chamada de funcdo escala, ou ondaleta pai.

Admitiremos como hipétese a respeito da funcao ¢(x) o seguinte

/¢@szl (2.3)
R

Desta hipotese e de definigao de andlise multi-resolugao, pode-se mostrar a propriedade a seguir,

que é denominada por particdo da unidade,

> oz +k)=1. (2.4)

keZ
Temos resultados analogos para i, que veremos a seguir.

Proposicao 2.1.4. Se a ondaleta mae v, com transladas e comprimidas/dilatadas ;,(x) =
21/24p(29x — k), formam um conjunto ortogonal em L*(R), com || < C(1+|z|)~™"17¢, ¥ € C™(R),

e>0ce w(l) limitada para todo | < m entdo teremos que
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Demonstragdo. A demonstragao encontra-se no livro de Daubechies (1992), na pdgina 154, e requer

a definicdo de conceitos nao abordados aqui e demonstracoes de outros teoremas. ]

Agora se utilizarmos uma funcao ondaleta v, que denominaremos por ondaleta méae quando for
necessario fazer distingdo com a ondaleta pai, e uma funcao escala, ou ondaleta pai, ¢, podemos

construir uma base ortogonal para o L?(R). Assim, se f € L?(R), entdo pode ser escrita como

F@) =" bor)bok+ D D Af bin) i (2.5)

kez =0 keZ

Esta nogao de Anilise Multi-resolucao, e sua teoria envolvida, foi primeiro introduzida por
Meyer, (1986]), e [Mallat| (1988]). Em 1992 Daubechies e Cohen desenvolvem a teoria para ondaletas

em intervalos, que vamos analisar mais adiante.
2.2 Em L(|0,1))

Nesta segao desenvolveremos um pouco da teoria envolvida na transformacao de ondaletas em
L?(R) para o L?([0,1]).

Definicao 2.2.1. Dada uma andlise multi-resolucdo com funcdo escala ¢ e ondaleta 1, ambas

continuas com decaimento da ordem de
6(@)], [(z)] < O+ |o])~3+9,

com € > 0, definimos por ondaletas periodizadas as fungoes

P () = din(z +1),

leZ

D) =Y k(e + 1)

IEZ

e ainda definimos 0s espacos

VP = span{¢f}"; k € Z},

Wy = span{zﬁ?,ir; kelZ}.

A primeira observacao é que claramente as funcoes definidas acima sao peridédicas com periodo

um. Vejamos,

per$+1 qu]k (x+1+1) = Z¢gk x+m) per( )s (2.6)

leZ meZ

e 0 mesmo pode ser feito para ¢P". Chamaremos de V; o fecho de V; em L?([0,1]), e de P; o espago

das fungoes periddicas, com perfodo 1, pertencentes ao V;.

Lema 2.2.2. Se j <0, entdo P; = span{l}, isto é, P; € o conjunto de fun¢ées constantes.
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Demonstragao. Como P; C Pjy1, pois V; C Vji1, entao basta mostrar para Py. Usaremos aqui
nossa hipétese (2.3)), e sua consequéncia (2.4), a respeito das caracteristicas de ¢. O espago Vj é
gerado por {¢or = ¢(z — k) }rez, portanto, tome f € Py, escrevendo na base de Vp,

= adle—k

kEZ

onde,

“+o0o +oo “+00
¢ = / F (@)l — k) = / F(y + B)dy)dy = / FW)é(w)dy = co.

—00 —0o0 —00

Ou seja, f é constante,

f:coz¢(x—k):co.

kEZ

Lema 2.2.3. Se j >0, P; tem dimensao 27,

Demonstragao. Seja f € P;,

f=cixdin(@)

keZ

Note que

ez (T) = i (x+1) =D 2926(20 (w + 1) — k — m2Vl) = g7 ().
leZ leZ

Como f é periddica, entao

Fla+l) = cjpdir((@+) =212 ¢ pp(Pa+(21-k) = 272 "¢, 00d(2a-p) = ¢j 0 01)p(x),

keZ kEZ PEZL PEZL
resultando que ¢; ;195; = ¢j . Com isso ficamos com
271 271
_ . . _ per
F@) =Y i | D bjnsan(@) | = D cindly (2).
k=0 leZ k=0

Portanto f pode ser escrita como combinacio linear de 2/ funcdes periédicas de perfodo 1, ortogo-

nais, encerrando a demonstragao. O

Proposicao 2.2.4. O conjunto de fungoes

{1, per}g =0,1,., k=0,1,..2i—1

forma uma base ortonormal para o L*([0,1]).

Demonstragao. Primeiro note que o elemento da base {1} provem de ¢0 1> Com isso, como visto na

demonstracao do lema anterior, temos que V" = Fy. Sejam @ os complementos ortogonais de P,
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em Pji1, entao, por construgao da andlise multi-resolucao, temos como base para (); os elementos

;’zr, e que portanto @); = ij “". Resultando portanto que,
L2([0,1]) = {V§", W, Wi, ..}
que encerra a demonstracao. O

Estas demonstracoes e mais detalhes sobre ondaletas periodizadas podem ser encontrados na

pagina 552 do artigo de|Jaffard e Laurencot|(1992), ou na pagina 304 do livro de Daubechies| (1992).
2.3 Exemplos

Mostraremos a seguir alguns exemplos de ondaletas pertinentes, junto com figuras da sua funcao
ondaleta pai (¢) e mae (1).

2.3.1 Haar

Esta foi a primeira base de ondaletas conhecida, desenvolvida por Haar| (1911)).

1 0<t<1/2

by =4-1 1/2<t<1, (2.7)
0 caso contrario.
1 0<t <1,

o(t) = . (2.8)
0 caso contrario.

haar Wavelet --= haar

Scaling function phi Wavelet function psi

Figura 2.1: Ondaletas de Haar: Pai (¢) e Mae (¢))

Esta base é interessante para compreendermos um pouco mais sobre ondaletas. Se considerar-
mos uma fungao f real continua restrita ao intervalo fechado [0, 1], e abase B = {#, ¥k} j—0.1,.. k=01...2i—1

entao teremos que
co 27-1

Py(f)(x) = aod(x) + > > anspxthin (2.9)

j=0 k=0
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onde

ap = <f7 ¢>
agivk = ([, Vjk)

O indice j denota escalas, e o indice k denota translacoes. A fungdo ¢ é constante, entao atua na
projegao indicando o nivel médio de f. O primeiro nivel de ondaletas (7 = 0) define a variacao entre
os subintervalos [0,1/2] e [1/2,1]. Os préximos niveis definem variagdes da fungdo em intervalos
menores, indicando maiores detalhes da funcao. Note que no nivel 7 = 0 hd apenas uma funcao
ondaleta mae, no nivel 7 = 1, temos 2 elementos da base, no préximo nivel temos 4 elementos
da base, e assim sucessivamente. Quanto mais niveis tivermos mais préxima a projecao ficara da
fungao a ser aproximada.

A ondaleta de Haar é pouco usada na resolucao de EDPs, ja que ndo é uma funcéo regular, mas
foi utilizada no trabalho de |Lepik (2007).

2.3.2 Daubechies

As ondaletas de Daubechies definem toda uma classe de ondaletas ortogonais com suporte

compacto. Tém ainda a propriedade de ter momentos nulos até um certo pardmetro n, isto é,

/x’%(:n)dx =0, (2.10)

onde ¥ (x) é uma ondaleta de Daubechies, e recebem a notagao D(2n), ou Db(2n). A ondaleta de
Haar é na verdade um caso particular, a D2. Mostramos na figura a ondaleta D4, que tem 2

momentos nulos, ideais, por exemplo, para a representagao de polinéomios quadraticos.

db Wavelet --> db2

Scaling function phi Wavelet function psi

Figura 2.2: Ondaletas de Daubechies (dB4): Pai (¢) e Mae ()

As ondaletas de Daubechies nao podem ser escritas com expressao analitica, isto é, nao tém
forma fechada de escrita. Porém possuem um algoritmo de cascata para sua construgao. Este fato
dificulta o manuseio de expressoes de funcoes escritas nesta base, por exemplo em problemas de
equacoes diferenciais. Seu uso estd bastante atrelado a problemas de andlise de sinais, mas diversos
pesquisadores tém usado esta base na resolucao de EDPs, tanto com abordagem de adaptatividade
de malha (BACRY; MALLAT; PAPANICOLAOU, 1992; DOMINGUES|, [2001)), quanto em métodos de
Galerkin (BESORA, [2004; [HO; YANG, [2001; [SCHULT; WYLD, 1992 AMARATUNGA et al} 1994). O
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trabalho de |Besoral (2004) analisa um método de Galerkin-Ondaleta numérico para resolucao da
equacao da onda, mas ressalta os elevados niimeros de condicao da matriz utilizada no método. Em
Schult e Wyld (1992) é feita uma andlise sobre o método de Galerkin com ondaletas de Daubechies
na resolucao da equagdo de Burgers, concluindo que para o caso unidimensional ha um elevado

custo computacional quando comparado com métodos de diferencas finitas.
2.3.3 Meyer

Destacamos aqui as ondaletas de Meyer por terem caracteristicas mais proximas das ondaletas
que serao utilizadas nesta dissertagao, as ondaletas harmonicas. As ondaletas de Meyer, apresenta-
das na figura[2.3] nao tém suporte compacto, mas possuem forma fechada de escrita e regularidade.
Foram utilizadas no trabalho de [Lopes e Mattos (2003|) para resolu¢ao de EDPs com coeficientes

varidveis, da forma,

K(2)uge(z,t) = w(x,t), t>0,2€l0,1]
u(0,z) = g¢g(x), ux(0,z)=0, (2.11)

onde u € L%([0,1] x RT) e 0 < K < oo fungao continua. Utilizaram um método de Galerkin-
Ondaleta e obtiveram resultados analiticos de convergéncia e estabilidade, mas nao realizaram

experimentos numeéricos.

meyr Wavelet --= meyr

Scaling function phi Wavelet function psi

Figura 2.3: Ondaletas de Meyer: Pai (¢) e Mae (¢)

2.4 Ondaletas harmonicas

As ondaletas harmonicas foram primeiro definidas por Newland (1993)). Newland detalha neste

trabalho de 1993 as propriedades e algoritmos para implementacao do método de transformada
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Figura 2.4: Ondaleta harmonica em R (¢(x))

rapida de ondaletas harmonicas. Dentre suas caracteristicas, destaca-se por ser uma funcao sem
suporte compacto, mas com suporte compacto no dominio de frequéncias. Além disso esta ondaleta
possui forma explicita, e é diferenciavel, o que facilita seu uso em problemas ligados a EDPs
(CATTANIL, [2003; |CATTANIL, |2005; |CATTANI, 2008; MUNIANDY; MOROZ, (1997). Vamos mostrar

algumas caracteristicas mais relevantes e interessantes.

2.4.1 Em L*(R)
Definigao 2.4.1. Uma ondaleta harménica para o espaco L*(R), é uma fungdo complexa dada por

(€4im _ 62i7ra:)

2mix

¥ () =

As partes real e imagindria sao apresentadas na figura [2.4)

Proposigao 2.4.2. A transformada de Fourier de uma ondaleta harmonica, com base na defini¢do

1.2.1), resulta em
1

R — se2n <w <d4r
dw) = { 2

0 caso contrdrio.

Demonstragao. Se tomarmos a transformada inversa de Fourier de ¢, com base na defini¢ao 1)
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Figura 2.5: Ondaleta harmonica pai em R (¢(x))

chegamos na expressao de ¢ dada na defini¢ao (2.4.1) (NEWLAND, [1993). Dai segue da equagao

(L) O

Note que portanto a ondaleta harmonica tem suporte compacto no dominio de frequéncias e

que tem decaimento da ordem de 1/z no dominio do espago.

Definicao 2.4.3. A funcdo escala referente a ondaleta harménica, também denominada ondaleta

harménica pai, para o espago L*(R), é dada pela func¢io compleza

(€2i7r;t _ 1)
2mix

¢ () =

As partes real e imagindria sdo apresentadas na figura [2.5.

Proposicao 2.4.4. A transformada de Fourier de uma ondaleta harmdnica pai, ou fun¢do escala,

com base na definicdao , € dada por:

1
— se0<w<2m

bw) = 2

0 caso contrdrio.
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Demonstragdo. Analogo ao caso anterior (2.4.1]). Se tomarmos a transformada inversa de Fourier de

QAS, com base na definicao 1) chegamos na expressao de ¢ dada na defini¢ao 1) (NEWLAND),
1993). O

Pode-se também estabelecer uma relagao entre as ondaletas harmoénicas pai e mae, que fica

dada por

)(w) = () (2.12)
Definigao 2.4.5. Consideramos as ondaletas harménicas transladas e dilatadas/comprimidas, jd
normalizadas, e usando a forma usual, o conjunto de fungoes
dmi(Pz—k) _ 2mi(2a—k)

2mi(29x — k)

ik = 2/2p(2x — k) = 29/2

com j, k € 7.

Definigao 2.4.6. Vamos considerar como funcdes escala, ou ondaletas harmonicas pais, transladas,

ja normalizadas, o conjunto de funcoes

Po.k(2) = dr(z) = ¢(z — k)

para k € 7.

Como vamos considerar espacos que gerem uma Andlise Multi-resolugéao, ou seja, adotaremos a
funcao escala como geradora do espaco V), e utilizaremos as ondaletas apenas para V; com j > 0,

entao podemos olhar para 1;; para j > 0 apenas.

Proposicao 2.4.7. Uma funcao de ondaleta harmonica v, terd transformada de Fourier dada

por
—2miwk
; j +1
. 526 P se 2w < w < 272
Uik (w) = { >
0 caso contrdrio.
Demonstragao. Decorréncia de (2.4.1]) e da propriedade (1.1)) da transformada de Fourier. O

Proposicao 2.4.8. Uma funcdo escala de ondaleta harmoénica ¢y terd transformada de Fourier

com suporte definido no intervalo [0, 27].

Demonstragao. Decorréncia da transformada de Fourier de ¢ (2.4.1)) e da propriedade de translagao
da transformada de Fourier ([1.1)). O

Novamente nota-se a caracteristica de compacidade do suporte, e mais, note que, para js dife-

rentes, o suporte nao tem interseccao.

Proposicao 2.4.9. O conjunto de funcoes ;. € ortogonal em rela¢io ao produto interno usual do

L?(R), definido em (m, 1sto €,

(Vjks 2ppq)L?(R) = jplkq
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com j,p e Nek,qeZ.

Demonstragao. Pela identidade de Parseval ((1.2.3]) basta mostrarmos que

2 <wjka wpq>L2(R) = (5jp5kq

Note que se p # j entdo os suportes de @ e Zp\q tem interseccao vazia, e portanto o produto

interno serd nulo. Vamos analisar o caso p = j.

<¢jk7wJ'Q>L2(]R{) = <@’@>L2(R)
oo —~ %
= 2 i VYjk(W)Yjq (w)dw

1 am2r g=k)
= , e 27 dw
27T2-7 2727

— kg (2.13)

Portanto (1, wpq>L2(R) = 0jpOkg- O

Proposigao 2.4.10. O conjunto de funcgoes {¢y,Vji}trez, j>0 € ortogonal em relagio ao produto
interno usual do L?(R), definido em . Além disso o conjunto é denso em L*(R)

Demonstragdo. A ortogonalidade pode ser verificada diretamente fazendo uso do teorema de Plan-
cherel Verifica-se que os coeficientes de ondaletas harmoénicas satisfazem a identidade de Par-
seval, o restante da demonstracao segue disso. Para a demonstracao completa verifique o apéndice
C do trabalho de Newland (1993). O

2.4.2 Em L*([0,1])

Definicao 2.4.11. Definimos por ondaleta harménica para o intervalo [0, 1], ou equivalentemente

ondaleta harmonica periodizada, de nivel j e translacdo k o sequinte:

21+l 1

Yik(z) = 9—J/2 Z Q2mim; (o= 1)

mj:2J

Esta ondaleta pode ser deduzida a partir da ondaleta harménica para o L?(R) utilizando-se
da técnica de periodizacao proposta por |[Daubechies| (1992), mostrada na se¢ao . Para evitar
notacao excessiva tiramos a denotacao per das funcgoes 1, mas deve-se manter subentendido que
tratam-se de ondaletas periodizadas. Mostraremos a seguir sua deducao, que estd fundamentada
na féormula de Poisson ([1.2.15) e na transformada de Fourier de v;y.
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D= > ) =21y (D)™
I€Z I€Z
21+l 1 _
_ Z 0—i/2 55 " p2mila
1=27
27+ 1

= i 3 i), (2.14)

=27

Conforme descrito na se¢ao (2.2), a fungao escala ¢ serd constante, e para termos uma base

normalizada adotamos
¢(x) = 1. (2.15)

Mostramos na figura [2.6| graficos de ondaletas harmonicas periodizadas, com sua parte real e
imagindria, para algumas escalas, js, e translacoes, ks, usamos N = 28 pontos para fazer o gréfico.
Primeiro podemos observar que no nivel zero (j = 0), para o qual s6 temos o elemento de translagao
(k = 0), temos exatamente uma fungao cosseno, para a parte real, e seno, para parte imagindaria.
Do nivel 1 ao nivel 4 observamos que temos funcoes suaves que tendem a ficar localizadas no espago
com o aumento dos niveis.

Outra observacao importante neste instante é percebermos que na verdade as ondaletas harmonicas
periodizadas nada mais sao que uma mudanca de base em relagao a base classica de Fourier, com
o prop0sito de obtermos uma propriedade de localidade no espaco. Calculando as transformadas

de fourier de 1, teremos:

1 2i+1_1q
%\k(w) = /23'/2 Z G2mim; (o= k) —amiwa g
0 m]-:QJ'
2i+1_1 .
— 97i/2 Z 627Timj2kj/ p2mi(my—w)z g,
mj:2j 0

2_j/26727riw£ quando m; = w = PN
_ (2.16)

0 caso contrario,

onde usamos as propriedades da transformada de Fourier vistas na segao . Apresentamos na
figura [2.7) as transformadas de Fourier para as ondaletas harmonicas.

Note que para cada nivel j o suporte da transformada fica limitado & um intervalo [27, 29+ —1],
resultando na cobertura dos nimeros de onda de 1,...,N/2 — 1, onde N representa o nimero de

pontos da malha que serd sempre da forma

N =2", (2.17)
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Figura 2.6: Ondaletas harmoénicas 1, para o intervalo [0, 1]

Para preservarmos a equivaléncia do espago gerado pelas ondaletas harmonicas em relagao ao

espaco gerado pelos senos e cossenos de Fourier precisamos olhar para os nimeros de onda a serem

incluidos na base:
e 1%, para incluir os nimeros de onda de —N/24+1,-N/2+2,....—1.

e ¢ para incluir o niimero de onda 0.

11, para incluir os nimeros de onda de 1,2,...,N/2 — 1.

A frequéncia de Nyquist, com nimero de onda N/2, ou equivalente —N/2, para isso incorpo-

ramos na base a fungao

Y1 = €22 (2.18)

Com isso, montando uma base

B, = {92571/%7 w;kvwn—l}jzo,l,...,an k=0,1,...,29 —1 (2'19)

)

cobrimos todos os numeros de onda e garantimos equivaléncia com o espaco gerado pela base de
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Figura 2.7: Transformada discreta de Fourier (DFT) das ondaletas harménicas 1,5, para o intervalo [0, 1].

Fourier {e?m% Fimm N/2,...N/2—1 J& que as fungoes 1; () sdo combinagoes lineares de elementos da
base de Fourier. De fato constituem apenas uma mudanca de base para o mesmo espago.
Vamos verificar agora se a base é ortonormal. Nos casos de elementos da base com suporte

das transformadas de Fourier sem interseccao temos prontamente a ortogonalidade, isso ocorre
nos casost (6(z), 1y (2), (9(2), ¥1(2) ). (&) bt (@), (Va(2), 0 (2)). (oyal@) B ()

< i & (), wn_l(a:)>. Usando as propriedades da transformada discreta de Fourier temos as outras

relagoes:

1
(9(2), b(a)) = (1,1) = /O lde = 1, (2.20)
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1 27411 . 2rtl_q
Wpla) Vo) = [ 2793 Ty 5 i) gy
0 ;=27 mp=27

2it+1_1 or+l_1

m; 1
= g U2 Y (2T / e2milmy=mn) .
0

m; =27 m,=27

2it1_1 or+l_1

. mps Mgk
= 2702 3y S L

mg =27 my=2"

20+1_1

.omz:s mgk
- 2 3 S,
m;=27
= 0rsdjr J=0,1,.sn—2 k=0,1,..,2/ —1, (2.21)

(Vi) r () = (rs(x), k()
= Oksbjr, j=0,1,.on—2, k=01,..,2/ -1, (2.22)

1 . .
(Vn—1(), Yp—1(x)) = /Oemee_Nmmdle, (2.23)

O espago gerado pela base ortonormal B,, tera dimensao N = 2", igual ao nimero de pontos da
malha discretizada {z;}—o,1,.. n—1). Além disso, se V;, = span{B,} entdo, por construgio, teremos
que

Tim V, = L*([0, 1]). (2.24)

n—oo
Naturalmente se estamos pensando em usar ondaletas em alguma aplicagdao vamos utilizar suas
propriedades de localidade no espaco. Porém as ondaletas harmoénicas nao tém suporte compacto,

mas tem um decaimento da ordem de 1/|z|. De acordo com o trabalho de Muniandy e Moroz

(1997)), o suporte de ;,(x) estd concentrado no intervalo I, = [%, %] Neste estudo vamos
generalizar esta hipétese considerando o seguinte suporte para v (z):
k—d k+d
d __
para d = 1,2,3,.... Nos casos em que k estd perto das bordas, por exemplo k =0 ou k = 27 — 1,

deve-se considerar fronteiras periddicas (mod (I;lk, 1)). Realizamos uma bateria de testes numéricos

para verificar o percentual de drea de ;1 () concentrada em I;lk. Para tanto tomamos N = 27 e
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estimamos a razao
. k@l

R Rp—
T k(@)
para alguns valores de d e j, considerando a norma ||1); () || r¢_dada pela definicao 1) limitada
J

para x € I]dk, com espacamento uniforme. Usamos o fato de 1;x(x) estar normalizado, e nao

= @, (2.26)

incluimos o indice k pois a norma nao ird se alterar por translagoes. Apresentamos na tabela
os valores de Rd Nesta tabela é possivel percebermos que com o aumento dos niveis a fungao fica
mais locahzada em I¢ ik € que, obviamente, valores maiores de d indicam maiores valores de R;l.
Em todos os casos o suporte de 1; () tem concentracao maior que 90% de seu suporte em Ij‘.i ,
com d = 2 este niimero sobe para 95%, o que evidencia a propriedade de localizacao no espaco das

ondaletas harmonicas.

Coeficiente de Corte (d)

Nivel (j) 1 2 3 4
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2 0,9244 1,0000 1,0000 1,0000
3 0,9081 0,9608 0,9837 1,0000
4 0,9041 0,9526 0,9704 0,9802
) 0,9031 0,9506 0,9674 0,9761
6 0,9029 0,9501 0,9667 0,9751
7 0,9028 0,9500 0,9665 0,9743
8 0,028 0,9499 0,9664 0,9743
9 0,9028 0,9499 0,9664 0,9748
10 0,9028 10,9499 0,9664 0,9747
11 0,9028 0,9499 0,9664 0,9747
12 0,9028 0,9499 0,9664 0,9747
13 0,9028 0,9499 0,9664 0,9747
14 0,9028 0,9499 0,9664 0,9747

Tabela 2.1: Percentual do suporte de ondaletas harménicas ;i () restrito ao intervalo I]dk

Serd preciso mais adiante neste trabalho analisar o suporte nao somente de 1} ;(x), mas também

de sua derivada, wfj’“( 2) , para a qual vamos nos valer da mesma limitagao de suporte em I]dk Vamos
nos valer da razao:
dd’] k(z
L 12, -
i dw] k(w) ' (2.27)
| 0,1

Na tabela (2.2)) mostramos os percentuais de suporte para a derivada de v (). Note que ha
uma ligeira queda nos percentuais, mas que ainda possuem suporte predominantemente em Ij‘.lk.

Vamos estudar agora a projecao de um funcao no espaco de ondaletas harmonicas periodizadas.
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Coeficiente de Corte (d)

Nivel (j) 1 2 3 4

1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
0,9177 1,0000 1,0000 1,0000
0,9006 0,9577 10,9824 1,0000
0,8967 10,9490 0,9682 0,9787
0,8958 10,9469 0,9650 0,9743
0,8956 0,0465 0,9642 0,9733
0,8956 0,9463 0,9641 0,9730
0,8956 0,9463 0,9640 0,9730
0,8956 0,0463 0,9640 0,9729
0,8957 0,463 0,9640 0,9729
0,8958 10,9464 0,9640 10,9729
0,8959 10,9464 0,9640 10,9730
0,8962 0,9465 0,9641 0,9730
0,8968 0,9466 0,9641 0,9730

— =
DSl e|oo| oo i w| o=

—_
[\]

[t
w

—_
N

Tabela 2.2: Percentual do suporte da derivada primeira de ondaletas harmonicas %EW restrito ao intervalo

d
I3,

Entdo, dada uma fungao f € L?([0,1]), podemos aproxima-la no espago V;,, utilizando a base B,

n—227-1
f@)=ao+Y > (agipwtin(@) + ot (2)) + anjothn-1(z) (2.28)
=0 k=0
onde
® apg = <f7 ]->7

o ayiyi = (f,¥k(2)),
® Qgjty = <f, w;k(x)>,
e anso = (f,Yn-1(x)).

A principio, para f(x) complexa, agj € dgj,}, sdo coeficientes distintos. Vejamos o que ocorre
com f(x) real, que serd o caso que vamos abordar mais a diante. No caso real temos que f = f*,

entao

n—227—1
ao + Z Z (95 41 j () + a2 k¥ (@) + anjathn—1(x)
j=0 k=0
n—2271—1

=af+ > Y (0% ¥ (@) + @ k(7)) + aljgtna(2)”

=0 k=0

—
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~ *
Aitk = Qojyps
~ %
Qojtk = G2tk
ay = ao,
* —
ay = any2 (2.29)

Com isso s6 precisamos calcular os coeficientes {auw }y—0 1, N/2, € Usar a expansao

n—227—1

f(z) =ao+ Z Z (a9i i ¥sn () + als 05 1 (@)) + anjothn—1(z). (2.30)

j=0 k=0

David Newland desenvolveu, junto com a base de ondaletas harmonicas, um algoritmo rapido
para obtencao dos coeficientes de ondaletas harmoénicas, baseado em transformadas rapidas de
fourier (FFT). Para deduzirmos o método, vamos usar a transformada discreta de Fourier como
transformada de Fourier, para que possamos usar FFTs ao implementar numericamente o método,
e o Teorema de Plancherel mostrado anteriormente na proposicao ([1.2.13]). Consideramos a seguir
os produtos internos em RY, que aproximam as integrais dos produtos em L?(R), e as aproximacoes

dos coeficientes de ondaletas harmonicas,

a0:<f,1>:N<f,i>:fo (2.31)
an/2 = (fin-1(x)) =N <f> wil\(l‘)> = f—N/Q (2.32)

ayk = (fin@) = N (f (@)

21+l _1 .
_ 2—j/2 Z fwe%riwg
w=27
27-1_1
. . o .k
— 2‘]/2 637r7,k Z fv+342j—1€27rw§
v=—2J"1
= (_1)k2_]/2F];1(f[2]7,2]+1_1])
= Cix B (fl, o pim11)) (2.33)

onde Cj; = (—1)F279/2 e Fl;l(f[gj’_“’gj+1_1}) quer dizer a transformada discreta de Fourier inversa
dos valores de f limitados ao conjunto {27,...,2/*! — 1} calculado na posicio de vetor k. Com
isso temos que o vetor ay;y, para j fixado e k variando, pode ser calculado usando se da trans-
formada discreta de Fourier inversa de f restrito ao conjunto {27,...,27F1 — 1}, Mostramos isso
em forma de diagrama na figura [2.8] neste diagrama as siglas FFT, IFFT e FHWT, querem dizer,
respectivamente, transformada rapida de Fourier (Fast Fourier Transform), transformada répida de
Fourier inversa (Inverse Fast Fourier Transform) e transformada répida de ondaletas harmonicas

(Fast Harmonic Wavelet Transform). Note que as transformadas de Fourier ali presentes podem
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todas ser calculadas via transformadas rapidas de Fourier (FFTs), que é justamente o que faz deste

método um método de transformada rapida.

Transformada Rapida de Harmonic Wavelets (FHWT)

(o [x1 [x2 [x3 [xa [x5s [x6 [x7 [x8 [x9 [x10 [x11 [x12 [x13 [x1a [x15 ]
Pointos no intervalo [0,1] xj=i/N N=24n n=d4

[0 1 (2 |3 [fa |5 e [z |8 [0 [f0 |1 [f2 [f3 [fa [fs |

Valores de f nos pontos
¥ -

[Fi-8) [Ft-7) [F(-6) [F(-5) [F(-4) [F-3) [F-2) [Fi-1) [Fo) [Fey [Fe2) [Fe3) [Fea) [Fis) [Fie) [Fio) |

| L W @

Wavelet coeficients

a[2*j+k] |aD |al |az a3 |a4 as  ab a?l

k=0...27(j}-1

Figura 2.8: Algoritmo de transformada rapida de ondaletas harmonicas

Para ilustrar a decomposicao em ondaletas harmonicas vamos considerar alguns exemplos. Uti-

lizaremos 3 funcoes testes:

1. Seno
f(x) = sin(27z) (2.34)
2. Exponencial
flz) = e~ ((@=0.3)1)10° 1/2; (2.35)
3. Pulso
f(z) = (sin(r(z + 0.20)))%; (2.36)

Primeiro tomamos a decomposicao das funcoes em coeficientes de ondaletas harmonicas, utilizando-
se do algoritmo répido de ondaletas harmonicas, com alguns nimeros de pontos de malha (N = 2™).
Em seguida reconstruimos as fungoes utilizando 10.000 pontos, uniformemente espacados, conforme

a equagao (2.30). As figuras mostram a fungao original, a aproximacao obtida, o

erro entre essas funcoes e os coeficientes de ondaletas harmoénicas. Para facilitar a visualizacao dos



34 CAPITULO 2. ONDALETAS

coeficientes de ondaletas harmonicas, os mesmos sao apresentados separamos por niveis, e posicio-

nados de acordo com sua localidade no espaco. Desta forma um coeficiente a;;, ¢ representado por

um nivel j e uma translacao k, e é posicionado no intervalo sobre o valor 2%
Senbide w10 Erra > Coef. W por niveis
1 1 10 4
05 05
0 i 10"
0.5 -0.5
t g B p At AR AT
-20
-1 -1 10
] 08 1 ] 0.8 1 ] 0.8 1
Exponencial w107 Erro . Coef. WY por niveis
2 1 10
+ 0
1.5 05 o
g Sl o 1
; A
1 i 0 5. = o . o 2
& ++++++ AoA A PN
05 as ++ T + 4
0 1 10
i 05 1 ] 0.5 1 i 0.5 1
Pulso w10 Erro - Coef. W por niveis
1 1 10
0.5 o o Q
05 D . ana L |
0 r:3 LA A A
]
0.5
T T g
0.5 -1 10
] 05 1 ] 0.5 1 ] 0.5 1

Pardmetros: M= 64  Niveis log2(MN)=6 Pontos para Grafico =10000

Figura 2.9: Teste para transformada de ondaleta harmoénica com n=6. As linhas representam respectivamente
as fungoes teste Seno, Exponencial e Pulso. Na primeira coluna sao apresentados os valores da fungao (linha)
e da aproximagao por ondaletas harmonicas(tracejado), na segunda coluna a diferenga entre a funcio teste
e sua aproximacao, e na terceira coluna os médulos dos coeficientes de ondaletas harmonicas por niveis em
escala logaritmica. Os coeficientes de ondaletas harmonicas foram posicionados de acordo com sua localidade,
isto é, um coeficiente a;, é colocado no valor 2% do intervalo unitario.
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Senoide 10" Erro - Coef. HYW por niveis
1 1 y
0.8 05
o o
0.5 0.5
-1 1
o 0.5 1 0 0.5 1
Exponencial w107 Erro
1.5 1
* 0
0s o o 9 o 1
1 m oA a b O
0 M "'—\‘++ + & A .Y 02
1++ + ++++ FANC
05 +++++ i a
B %mm -
i 1 10° i
a 0.5 1 a 0.5 1 a 0.5 1
Pulso w o™ Erro D Coef. HYW por niveis
1.5 1 10
RaBal o@a
1 05 R R L
0.5 0 +.~.-‘m | —
o 0.5
o 4 T
0 0.5 1 0 0.5 1 o 0.5 1

Farametros:  MN=128 Niveis log2(N)=7 Pontos para Grafico =10000

Figura 2.10: Teste para transformada de ondaleta harmonica com n=7. As linhas representam respecti-
vamente as funcoes teste Seno, Exponencial e Pulso. Na primeira coluna sao apresentados os valores da
funcao (linha) e da aproximagcao por ondaletas harmonicas (tracejado), na segunda coluna a diferenca entre
a funcao teste e sua aproximacao, e na terceira coluna os moédulos dos coeficientes de ondaletas harmonicas
por niveis em escala logaritmica. Os coeficientes de ondaletas harmonicas foram posicionados de acordo com
sua localidade, isto é, um coeficiente a;; é colocado no valor 2% do intervalo unitario.

n Seno Exponencial Pulso

3 | 6,481E-14  6,678E-01  6,729E-01
4 | 6,481E-14 1,661E-01  1,232E-01
5 | 6,481E-14  5,091E-02  6,221E-04
6 | 6,481E-14  8,533E-04  5,767E-14
7 | 6,481E-14  6,898E-08  5,167E-14
8 | 6,487E-14  5,784E-14  5,172E-14
9 | 6,480E-14  5,795E-14  5,166E-14
10 | 6,496E-14  5,795E-14  5,165E-14

Tabela 2.3: Erros associados a transformada de ondaletas harmonicas
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Sendide w10 Erro - Coef. HW por niveis
1 1 ;
0.5 1 0.5 1
o 0
05 1 0.5
-1 : -1 .
o 0.5 1 o 0.5 1
Exponencial w10 Erro
2 1
+ 0
15 : 05 : o 1
| | o z
1 1 0 : - — A3
T vy
0.5 0.5 1 &8
v 6
0 L %] ;
0 0.5 1 o 0.5 1
Pulso w10 Erro - Coef. HW por niveis
1 1
05 J B o A
0.5 1
0
o
0.5 1
0.4 : -1 .
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Fardmetros:  N= 256 Niveis log2(N)=8& Pontos para Grafico =10000

Figura 2.11: Teste para transformada de ondaleta harmonica com n=8. As linhas representam respecti-
vamente as funcoes teste Seno, Exponencial e Pulso. Na primeira coluna sao apresentados os valores da
funcao (linha) e da aproximagcao por ondaletas harmonicas (tracejado), na segunda coluna a diferenca entre
a funcao teste e sua aproximacao, e na terceira coluna os moédulos dos coeficientes de ondaletas harmonicas
por niveis em escala logaritmica. Os coeficientes de ondaletas harmonicas foram posicionados de acordo com
sua localidade, isto é, um coeficiente a;;; é colocado no valor 2% do intervalo unitario.



Capitulo 3

Método de Galerkin

Problemas ligados a equacgétes diferenciais nem sempre tém solugoes analiticas, por isso muitas
vezes tomam-se aproximacoes da solucao. Existem diversos métodos para se aproximar solugoes de
problemas de equacoes diferenciais. Neste capitulo abordamos o método de Galerkin, e seu caso

particular, o método Galerkin-Ondaleta.
3.1 Fundamentos

Considere uma equacao diferencial, linear ou nao, dada por
Du=f (3.1)

onde D : X — Y é o operador diferencial entre os espacos de funcées X e Y, e u € X. Assumiremos
que o problema tem solugao tinica e que o problema esta bem posto. Vamos considerar X um espago
com produto interno com base ortonormal {z1,x2,...}, € Y um espaco com produto interno com

base ortonormal {y1, 2, ...}. Podemos entao olhar para equagao (3.1)) na seguinte forma:

(Du,y)y = (f,y5)y, JjE€N (3.2)

Agora seja

Xy = span{zytr=12,. N (3.3)

0 espago vetorial de dimensao finita gerado pela base de fungbes xp, que aproximam o espago
X quando N vai para infinito. Com isso podemos buscar uma solugao aproximada de (3.1)), que

denominaremos por u, dada por

N
U = Zakxk, (3.4)

e ainda considerar o residuo,
r=u-—1u. (3.5)

Para uma aproximacao de solucao deste problema resolvemos um sistema da forma

(D, yj)y = (fry5)vs J=1,2,..,N. (3.6)

37
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Ou podemos pensar, de forma analoga, que a projecao do residuo se anula,
(Dr,yj>y :0, ] = 1,2,...,N. (37)
No caso de D ser um operador linear, que denominaremos por L, chegamos a um sistema linear

(L, yj)yy =

N
= D (k) ys)vn

k=1
= fayj>YN7 ]:LQ”N (38)

Neste caso denominamos os produtos internos (L(xy),y;) por coeficientes de conexao lineares,
que se forem denotados por a,i, e sendo A a matriz formada por estes coeficientes, com b um vetor
com os elementos b; = (f,y;)vy, geram um sistema linear Ao = b. Ap6s resolver esta sistema,
utilizam-se os valores obtidos de « para gerar %, chegando portanto a uma aproximacao numérica
da solugao exata u. Este método é conhecido por método de Galerkin.

No método de Galerkin é desejavel que tenhamos uma matriz A que seja esparsa e que tenha
numero de condi¢ao pequeno (definigao . Isso reduz o custo computacional do método e reduz
o erro na aproximagao da solucao.

Para problemas definidos em intervalos fechados de R, como serd nosso caso, por exemplo [0, 1],
o método de Galerkin usa uma base cujas componentes naturalmente satisfazem as condigoes de
fronteira. No nosso caso vamos trabalhar com fronteiras periédicas em [0, 1]. Portanto, adotaremos
bases com fungoes peridédicas com periodo 1.

O método Galerkin-Ondaleta é um caso particular do Método de Galerkin no qual utilizamos

como base para aproximagao da solucao uma base de ondaletas.
3.2 Base de Fourier

O desenvolvimento desta parte pode ser encontrada nos livros de (Canuto et al.| (1988)) ou Peyret
(2000). Destacaremos partes que serao usadas no estudo mais adiante.

Buscamos uma solugao para um problema de equagoes diferenciais, como em , comX =Y
espacos de funcdes periédicas em L2([0,1]). Aproximamos tanto X como Y por Sy, onde Sy é
espago gerado pelos polinémios trigonométricos com N elementos distintos e nimeros de onda entre
—N/2 e N/2 — 1, escrito como

27Tiwx}
w=

Sy = span{e ~N/2,...N/2—1- (3.9)

Vamos tomar uma aproximagao da solucao, uy, definida em Sy, que pode ser escrita como,

N/2-1

un(z) = Z Q€2 (3.10)
w=—N/2
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onde,
1

Ay = <uN(:c),62mwx> = / uy(x)e T dg, (3.11)
0
3.2.1 Projecao de derivadas

Se tomarmos a [-ésima derivada de uy(x),

N/2-1
(2mi)! Z w'a,e? T (3.12)
w=—N/2

dluN(
dz!

27ri)\;r})\

e projetarmos nas diregoes dos elementos da base {e —_NJ2,..,N/2—1, teremos,

!
<W’ egm‘m> = (2mi) (\) ay. (3.13)

3.2.2 Projecao de nao linearidades com derivadas

Tomaremos agora v uma funcgao escrita na base Sy, e u, = % como acima. Entao teremos que

Nj2-1 N/2-1 N/2—-1 N/2-1
VU = 20 Z ape’Tike Z Whyy 2™ = 214 Z Z Wagby, 2 FHw)T (3.14)
k=—N/2 w=—N/2 k=—N/2 w=—N/2

onde aj indicam coeficientes de v, e by, de u.

Se projetarmos vu, vamos ter,

N/2-1 Nj2-1

<W$762mm> i Y wakb/ Q2milktw-Nz g

k=—N/2 w=—N/2
N/2-1 N/2-1

= 2m Z Z wakbw5k+w,)\

k=—N/2 w=—N/2
= 2mi Y wagby, —-N/2<A<N/2-1. (3.15)
k+w=A
— 3 Shwsg-1
O célculo do produto de convolugao ), ., wagby, para A = —N/2 < X\ < N/2— 1, requer da
ordem de N? operaces. Uma alternativa mais eficiente é utilizar uma abordagem pseudo-espectral,
onde resolve-se esse produto no dominio do espago. Esta outra abordagem faz com que o custo do
célculo do produto de convolucao seja da ordem de N log N. Vejamos como funciona.
Para vermos de uma forma mais geral, considere f(z) = v(x), g(x) = uy(z) e h(z) = f(z)g(x).

Entao temos que,

fla)y= Y foe®*, (3.16)
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“+00
g(x) = > gue™", (3.17)
A 1 .
oy = / h(z)e2 g, (3.18)
0

e o resultante produto de convolugao para o [0, 1],

=Y friw, A€ (3.19)
k+w=A\

Por outro lado, quando consideramos as séries de Fourier de f e g truncadas em numeros onda

entre —%, e % — 1, temos o produto de convolucao dado por,
hy = > febw, —N/2SASN/2-1, (3.20)
k+w=A

N N
-5 <kw<5 -1

que é o que precisamos obter. Por outro lado na malha temos que

N/2-1

F = Z fee®™m 1 =0,1,..,N — 1, (3.21)
k=—N/2
N/2—-1

Gi= Y gue®™™, 1=0,1,.,N-1, (3.22)
w=—N/2

e tomando H; = F; -Gy, 1 =0,1,..., N — 1, teremos,

Hy= Y fegut+ Y. fegw -N/2SASN/2-1L (3.23)
k+w=X\ k+w=AtN
N <kw<f—1 —d<khw<f -1

O método pseudo-espectral consiste em transformar os coeficientes f e g, utilizando a trans-
formada discreta inversa de Fourier, nos valores das fungdes na malha, F; e GG;. Com estes valores
calculamos H; = F;(G, e tomamos a transformada discreta de Fourier de H;, chegando em H , dado
pela equagcao (3.23). Este algoritmo pode ser calculado com transformas répidas de Fourier (FFT),
resultando em O(N log, N) operagoes. Agora note na equagao que temos 2 elementos do
lado direito da equagao. O primeiro é aquele que gostariamos de calcular, o outro é o erro devido
ao “aliasing”, indesejado. Uma forma de remover este termo indesejado é tomando M = 3N/2
pontos de malha, e zerar os coeficientes de fourier de frequéncias mais altas, menores que —N/2 e
maiores que N/2 — 1. Com isso preservamos a ordem do nimero de operagoes, O(N logy(N)).

No nosso caso devemos transformar os coeficientes de Fourier a; e wb,, em valores da malha
numérica, efetuar a multiplicacao, e depois realizar uma transformada discreta de Fourier para

voltar ao dominio espectral, finalizando o calculo do produto de convolucdo. Mais detalhes sobre
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métodos pseudo-espectrais podem ser encontrados nas diversas referéncias sobre métodos espectrais

para dinamica de fluidos, destacamos o livro de (Canuto et al.| (1988]) para detalhes.
3.2.3 Problema Teste

Vamos considerar um problema teste que utilize as projegoes definidas anteriormente para ilus-
trar o método de Galerkin utilizando a base de Fourier.

Considere o problema de valor inicial,

U(w,O) = f(x), z € [0, 1} (3.24)

onde f(x) € L?([0,1]) e, v(x,t) € L?([0,1]) na varidvel z, para cada t fixado. Consideramos ainda
a possibilidade de tomarmos v = u. Buscamos uma aproximacao para a solugao exata u(zx,t), para

tanto vamos definir uy (x,t) utilizando separacao de varidveis e expansao em série de Fourier,

N/2-1
un(@,t) = Y ag(t)e?™, (3.25)
k=—N/2
e expansao em série de Fourier de f e v,
N/2-1
> bpe?mih (3.26)
k=—N/2
N/2—-1
D dy(t)er e, (3.27)
w=—N/2

Pelo método de Galerkin temos que resolver um sistema nao linear da forma,
Duy, 27”'“> —0, A=-N/2,..,N/2—1 3.28
< un, e oy — / /21, (3.28)

onde Duy pode ser escrito como,

N/2-1 P
Duy(e,t)y = 3 < ‘g“t(t>+c(2mk)ak(t)> (2ike
k=—N/2
N/2—1 N/2—1
+ Y Y (dw(t)e%m(2mk)ak(t)e2mk$)
k=—N/2w=—N/2
N/2-1

- Y (2mk K(t)e 2’””“), (3.29)

k=—N)/2
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e é uma aproximagao do operador D. Para evitar notagoes excessivas seguiremos usando o operador

D, sem o simbolo de aproximagao, para designar o operador aproximado. Assim teremos,

, dax(t) .
2miAT _ A
<DuN,e >L2([0,1]) = : + c(2miN)ax(t)

+ ) ((2rik)dy(t)ar(t))

k+w=A\
- U((Qwi)\)2a,\(t))
~ 0. (3.30)

Portanto ficamos com um sistema nao linear de EDOs a ser resolvido, dado por,

9aa) — _9midcar(t) — Ypswer (27ik dy()ax(t)) + v(2miN)2 ax(t),

(3.31)
ax(0)=by, A=-N/2,..,N/2-1

Neste sistema, o conjunto de valores by pode ser obtido via transformadas rdapidas de Fourier
(FFTs) de f, e apds resolver o sistema, utiliza-se uma inversa de FFT para transformar os coeficien-
tes a) em uy, que é a solucao aproximada. Para resolver este sistema diversos métodos numéricos

para EDOs podem ser usados, discutiremos mais a fundo isso nos testes numéricos.
3.3 Base de ondaletas harmonicas

Visamos novamente obter uma aproximacao da solugao de um problema de equagoes diferenciais,
como em ({3.1)), com X =Y = L?([0,1]), que possa ser escrito na base de ondaletas harméonicas.
Para tanto aproximamos tanto X como Y por B,, que é o espago vetorial gerado pela base de

ondaletas harménicas para o L%([0,1]),

B,, = span{¢, ¢jk7¢;kv¢n—1}j:0,1,...,n72; k=0,1,...,29 —1> (3.32)
e a aproximacao uy(x) serd dada por
n—227—1

un(z) = ao + Z Z (a2i 5 ¥jp(@) + a3y U5 1(2)) + anjotn-1(2). (3.33)

=0 k=0

Vamos analisar alguns casos possiveis de operadores diferenciais atuando no espaco espectral

de coeficientes de ondaletas harmonicas.
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3.3.1 Projecao de derivadas primeiras

Considerando a fungao u escrita na base de ondaletas harménicas, dada na equacao (3.33)),

vamos inicialmente olhar quem é fl“ = Uy.
—~\ Vi . dvy(a) A1 (x
Uz Z Z <a2j+k k(e )+a2j+kzi +CLN/2d() (3.34)
par x x
Onde
20+1_1
d; . i (g -
%ﬁw):mnTNQE:ngmfﬁfﬂ j=0,1,.,n—2, k=0,1,..,22 -1,  (3.35)
mj:21
¢ d
¢fbj@0=-—uvweiN”x. (3.36)

Vamos olhar para a transformada de Fourier das derivadas das ondaletas harmonicas. Omiti-
remos os calculos, mas destacamos que usamos somente as defini¢es e as propriedades da trans-

formada de Fourier, de forma andloga ao realizado na equagao (2.16|), para chegarmos em

(dwj,k(x)) omiw2 /2 W a5 quando w = 27, ..., 271 — 1,
w

_ (3.37)
dx 0 caso contrario,
e —_—
d,—
<qﬂﬁ@» = —Nmi, w=—N/2. (3.38)
L w

Note que preservamos a localidade do suporte no dominio de frequéncias. Vamos estimar agora
os coeficientes de conexao pertinentes. Verifica-se usando o Teorema de Plancherel (1.2.13]) que
os produtos internos das derivadas das ondaletas harmoénicas em relacao aos elementos da base
sao nulos se forem de niveis distintos, pois nao apresentam interseccao de suporte no dominio de

frequéncias. Ou seja, os produtos
d .
o (19 @),

d%k 71/}17(1( )> COH]p#j?

[ J [ ]
U
<

&S -
SRES
&
=
T
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—
8
SN—
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[ ] [ ]

e U e e
IsH
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Sl AN
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&
<
—~
8
~
~_—

sao todos nulos. Ficamos entao com os seguintes produtos internos:

1
<d¢7; 1( )a¢n 1( )> _ /0 _iNﬂe—inzeinxdl,
— _Nm. (3.39)

Viq = < ¢jk( )aw]q( )> <d¢jk( )a%q( )>

12(2)
27+t 1
= Y omiw2 /2P I 2 TS
w=27
27+l
—2 k=g
= 2mi27d § miwtgt (3.40)
w=27

Aqui valem duas observagoes. A primeira é que o coeficiente fyi 4 pode ser calculado via FFT.
A segunda é o fato interessante do coeficiente s6 depender da distancia entre os elementos de

translacao. Isso resulta em uma propriedade 1til para implementacao numérica,
= (V)" = Mg (3.41)

pois desta forma precisamos armazenar os elementos cujas distancias sao tais que k > ¢, e usarmos
a propriedade quando q > k.

Ao projetarmos portanto u, na base de ondaleta harmonicas vamos obter:

(ug, ¢) = 0, (3.42)
2r—1
<ux,¢r,s($)> = Za2T+k71257 (3.43)

(U, Vo1 (@) = —Nrians. (3.44)
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Onde r=0,1,....n—2es=0,1,...,2" — 1. Se denominarmos por

co = (uz;9), (3.45)
Corys = <uz7 wr,s(w» ) (3'46)
CNj2 = <u337 ¢n—1(90)> ) (347)

e tomarmos o vetor ¢, cujas entradas sao os elementos ¢, para k = 0,1,..., N/2, e o vetor @, cujas

entradas sao os elementos ay, para k = 0,1, ..., N/2, entao valera que,
c= Mad, (3.48)

onde M ¢é uma matrix esparsa com entradas dadas pelos coeficientes de conexao lineares de la.

ordem. A estrutura de esparsidade de M pode ser representada pela matriz

(3.49)

SO O O O O O o O
S O O O O O % O
S O O O *x X O O
SO O O O *x X O O
X X X X O O O O
X X * X O O O O
X X X X O O O O
X X X X O O O O
x> O O O O O O o o O

00 0O0O0OO0OO0OO0O O

onde o simbolo x indica elemento nao nulo.

O custo computacional de se avaliar a projecao de u, na base de ondaletas harmonicas é
basicamente determinado pela expressao dada na equagao . Nela, para cada nivel r, e escala
s, temos 2" operacoes, chegando a um maximo de 2"~2 = N/4 operacoes, quando r = n — 2, ou
seja, temos O(N) operagoes para cada par (r,s). Isso gera um custo computacional da ordem de
O(N?) para se avaliar o conjunto completo da projecio de u, na base de ondaleta harmoénicas,
pois temos exatamente N/2 — 1 pares da forma (r,s). Até aqui nada foi usado em especial de se
tratar de uma base de ondaletas, portanto vamos considerar agora a propriedade de localidade do

suporte das ondaletas harmonicas, dada na equagao (2.25)). Portanto, se tomarmos um parametro

d para forcar uma delimitacdo de suporte, o produto <d¢g§(m),wj7s($)> sera considerado nulo se

d < |k — s| <2/ —d, resultado em uma simplificacdo da equacao ([3.43),

mod (s+d,2")

(U, Yr,s(2)) = Z a2r 1k Vs (3.50)

k= mod (s—d,27)

onde, o somatorio deve ser entendido como circular, ou em aritmética modular (mod). Isso torna
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o numero de operagoes no maximo 2d + 1 por par (r,s), e o algoritmo para se avaliar o conjunto
completo da projecao de u, na base de ondaleta harmonicas passa a ter O(N) de custo computaci-
onal. Note que a restricao de suporte foi utilizada apenas para definir quais produtos internos serao
desprezados, mas no calculo do coeficiente de conexao «; ¢ utilizado a ondaleta completa, sobre
todo o intervalo. A estrutura de esparsidade da matriz M utilizando a propriedade de suporte

localizado da base fica sendo, com d = 1 por exemplo,

(3.51)

O O O O O O O O o o o o o o o oo
S O O O O O O O O o o o o o x o
SO O O O O O O O O o o o X x o o
O O O O O O O O O o o o x x o o
S O O O O O O O X O XX xXx O O O O
S O O O O O O O O xXx X x O o o O
SO O O O O O O O XFx X X O O O o O
O O O O O O O O XFX X O X O O O O
X O O O O O *x ¥ O O O O O O o O
S O O O O X X X O O O O o o o o
S O O O X*x X X O O O O O o o o o
S O DO X X X O O O O O o o o o o
S O X X X O O O O O O O o o o o
S X X X O O O O O O o o o o o o
X X X O O O O O O O O O o o o O
X X O O O O O X O O O O o o o o
> O O O O O O O O O o o o o o o o o

L0 0000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OOOO OO 0O O i

3.3.2 Projecao de derivadas segundas

As estimativas para u,, sao essencialmente idénticas as realizadas para u,, entdo vamos ser mais

breves nesta secao. Novamente considerando a fungao u escrita na base de ondaletas harmonicas,
~ L, a2
dada na equacao l’ vamos olhar quem é 373 = Ugy.

Ry(z) "2EL d*; p(x . Y (x) d*,_1(z
Ugy 1= 4 u(z) — Z Z am_f_}g%iv’;() + a2j+k377k + aN/2¢x1() (3.52)

dz? dx dz? dx?
7=0 k=0
Onde
Jj+1_1
d2a). % ok .
12”’“2(“")24#2—3/2 ST om2etmma 5, j=0,1,.n—2 k=01,.,2 1, (3.53)
X

m]:2j
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e
Ay .
Pn-1(z) dx; @) _ —(Nm)?e N2, (3.54)
Quanto as transformadas temos,
<d2m:n)> (27riw)22_j/2672mw% quando w =27, ..., 201 — 1, (3.55)
dx? 0 caso contrario, .
e —_—
A2,
<¢dx21(x)) = (~Nmi)?, w=-N/2. (3.56)

As mesmas relacoes de produtos internos nulos permanecem validos, para ficarmos apenas com,

2 o
<‘%,wn_l<x>> — (VT (3.57)

o= ()

Xkq
27+l 1 .
. _ i =4
= —An?27 Y wle T (3.58)
w=27

Novamente temos propriedades a serem exploradas para melhorar a eficiéncia numérica, analogas

as anteriores, porém valendo agora que
(X)" = Xig- (3.59)
Ao projetarmos portanto u,; na base de ondaletas harmonicas vamos obter:

<Uzm7 ¢> = 0,

271

<uyc:pa wr,s (33)> = Z agr 4k X};sa
k=0
<uxma ¢n,1($)> = _(NW)QCLN/Q- (3'60)

O algoritmo para se avaliar o conjunto completo da projecao de wu,, na base de ondaletas
harmoénicas pode ser visto da mesma forma como no caso feito para u,, gerando portanto um

algoritmo com O(N) de custo computacional, quando se forca a restrigao de suporte.
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3.3.3 Projecao de nao linearidades com derivadas

Seja v uma funcdo em L?([0,1]) escrita na base de ondaletas harmonicas,

n—221—-1

x) = ag + Z Z (agi1xtjp (@) + aly 05 (2)) + anjathn—1(x), (3.61)

e u também uma funcdo em L2([0,1]) escrita na base de ondaletas harménicas, mas para a qual

vamos considerar sua derivada primeira,

n—227—-1

b= 33 (b et g, LYy L) (3.62)

p=0 ¢=0

Queremos estudar a projecao da funcao w = vu, na base de ondaletas harmonicas,

n—221—-1
wz) = (ao+ Y Y (as¥in(@) + a3 W4 (@) + anjatn-1(z))
7=0 k=0
n—22P—1
d o(2) Ay
pzo ; <b2p+q prq( ) + b2p+q Z; > + bN/de;(x)). (3.63)

Note que desta forma incluimos o caso w = uu,, bastando tomar v = u. Deixamos os calculos

como apéndice , e chegamos ao seguinte resultado para a projecao de w:

n—22/-127-1

(w,¢) = Z Z Z (azj+kb§j+q <ng)* + a§j+ksz+q (’ng» — Nmi an/2 bN/Q (3.64)
j=0 k=0 ¢=0
2r—1

(w,Prs(z)) = ao Y borig Vs (3.65)
=0

n—221—-1n—22P—1

DD (@ anbrrg PO, + by o g P ) (3.66)
7=0 k=0 p=0 ¢=0
n—22/—1n—22°—1 '
+ (@2j+kb§z’+qp(2)ﬁg> ) (3.67)
7=0 k=0 p=0 ¢=0
n—22/—1n-22°P—1 '
(w,na(@)) = —Nriagbyp+ 3 >0 D S (s M) (3.68)
j=0 k=0 p=0 ¢=0

onde 7y, estd definido como no caso linear de primeira ordem e
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PO = <wj,k< T >> =

23+1_1 min(2"t1—1-m;,2PT1-1) myk | mpa _ (mjtmp)s

N 2(;@%)/2 2 > mp62m< »o 27) (3.69)

m;=27 mp=max (2" —m;,2P)

i pr dl/)
PO = <¢M<x> Wral®) o ( >> =
. 2i+1_1 min(2"t1—1+m,,2PT1 1) ) —m
—2mi| ———t+ 5 5 —
— i Z Z mpe ( 2J + 2 2 )7 (370)

2(g+p+r)/2

m;=27 mp=max (2" +m;,2P)

P(Q)ﬁ;z = <¢j7k( ) d]pq( )ﬂl}rs( )> =
2i+1_1 min(m;—2",2PT1-1)

279, —27Ti<mT]‘~k—27p—27r>
= G Z Z mye , (3.71)

m;j=27 mp=max(m;—(2r+1-1),2P)

. min(N/2—27,2P+1 1)
271

mimy (L — %
s Yn— 1( )> 2(j+p)/2 Z mp62 p(2] 2p)7 (372)

mp=max(N/2—(27+1-1),2p)

wpq( x)

NI = <¢]k< ) Zald)

sao os coeficientes de conexao nao lineares de ordem 1 e podem ser previamente calculados para
o método de Galerkin.

Vamos agora olhar para o custo computacional de se projetar w na base de ondaletas harmonicas.
Faremos isso olhando para cada parcela de calculos de até (13.68)).

1. Operagoes de (3.64)): % devido ao somatério em j e k, acrescido de no maximo % para o

somatério de g, resultando em O(N?) operacoes.
2. Operacoes de (3.65)): Anélogo ao caso da projecao de u,, resultando em O(N) operagoes.

3. Operagoes de e % devido ao somatério em j, k e p, g, resultando em O(N?)

operagoes.

4. Operacoes de 1) (%)2 devido ao somatério em 7, k e p, ¢, resultando em O(N?) operacoes.

Agora lembrando que temos que realizar célculos para r = 0,1,....n—2e s =0,1,...,2" — 1,
teremos um custo total da ordem de N3 operacdes. O custo computacional estd basicamente
determinado pelos coeficientes de conexao nao lineares, porém estes possuem uma estrutura de es-

jpr |

parsidade que deve ser aproveitada nos calculos da projecao. Vamos analisar os valores de |P(0);, s
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para alguns pares (r,s). No caso r =0 e s = 0, P(0) é nulo para quaisquer valores de j, k, p e q.
Podemos ver os casos tais que 7 > 0 na figura [3.1] onde nota-se claramente uma predominancia de
valores nulos, ou préximos de zero. Mostramos na figura [3.2| os valores de logy(|P (O)ﬁ;g +1), para
vermos mais detalhes da esparsidade quando P(0) tem valores pequenos.

|P{0Y para r=1,5=0 |P(O)| para r=1,s=1 |P{0)| para r=2,8=0

2k 2k Dk
|P{OY para r=2 5=2 |P{0)| para r=2, 5=3 |P{0)| para r=3,5=1
15 - 15 - 15 - 60
: 20 : 20 :
15 15 ; ; 10
10 10 10 :
¥ B T C) :
2 10 2, 10 2, : : y
e T 20
s SNE §
0 10 15 0 5 10 15 0
24k 2k e
|P(O)| para r=3,5=4 [P0 para r=3,5=5 |P(0) para r=3,5=7
15 : 50 5 5 - 50
o )
s R 40 40
: |
o ® & 20 B
=
i, I 0
5 10 15

Figura 3.1: Valores absolutos dos coeficientes de conexdo nao lineares P(O)izg para alguns pares (1, s). No

eixo x estdo os indices (j, k) seguindo a ordem dada por 27 + k&, e no eixo y os indices (p, q) seguindo a ordem
2P +q

Os coeficientes de conexao ndo lineares P(1) e P(2) seguem padrdes de esparsidade parecidos
com os de P(0), com predominancia de valores nulos, ou préximos de zero. Para o caso da projecao
na direcao de ¥, _1(x) o custo computacional é predominantemente dado pelo coeficiente de conexao

nao linear IV ,gg , que também tem maioria de valores nulos, como pode ser visto na figura

Porém, assim como no caso da projecao de u,, podemos usar as propriedades de localidade
para reduzir o custo computacional. Tomemos um coeficiente de corte d = 1, considerado na

expressao (2.25)), para o suporte de ondaletas harmonicas, e para suas derivadas, e vamos supor
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\ogz(\P(O)lﬂ) para r=1,s=1 \ogz(\P(O)lﬂ) para r=2 5=0

\ogz(lP(O)l +13 para r=1,5=0
- 15

15 28 15

[ [
i i
2P
m E

5 0 5 10 15 ot

Ak

2k Dk
\ogz(\P(O)l +1) para r=3,s=1

log (IP{0)| +1} para r=2 5=2 log,{IP{0)| +1) para r=2,5=3

15

4
3 10
=
5
&
=

15

2k
log (IP{0)] +1) para r=3,5=4 log, (PO}l +1) para r=3,5=5

2k

Figura 3.2: Valores absolutos dos coeficientes de conexao nao lineares P(O)ﬁ;’; em logaritmo para alguns
pares (7, s). No eixo z estdo os indices (j, k) seguindo a ordem dada por 27 + k, e no eixo y os indices (p, q)

seguindo a ordem 2P + ¢

que tanto a funcao de ondaleta harmonica, quando sua derivada devem ter suporte com interseccao
no suporte do elemento da base o qual estamos projetando. Novamente note que sé estamos usando
a restricao de suporte para definir quais coeficientes de conexao nao lineares serao desprezados, mas
no calculo daqueles que serao considerados é utilizado o suporte das ondaletas harmonicas sobre
todo o intervalo. Mostramos na figura o padrao de esparsidade de P(0), em escala logaritmica,

com o coeficiente de corte d = 1, onde nota-se um aumento da regiao com valores nulos.

No caso de termos v = u temos ainda uma simplificagdo caso u seja periédica em [0, 1]

1 1
(uug, 1) = / Uy do = [uz(x)]izo —/ ugu dx
0 0

(uug,1) = 0. (3.73)

Assim como no caso de Fourier, é possivel obtermos um método rapido (com custo computaci-
onal da ordem de O(N log N)) para calcularmos esta projecao, com um método pseudo-espectral.
Dados os coeficientes de ondaletas de v e u,,, transformamos estes coeficientes em valores na malha
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Py

2Pg

Figura 3.3: Valores absolutos dos coeficientes de conexao néo lineares N,gf; e de 1og2(|Ng§| +1). No eixo z
estao os indices (4, k) seguindo a ordem dada por 27 + k, e no eixo y os indices (p, q) seguindo a ordem 2° + ¢

numérica, aonde efetuamos o produto, e depois voltamos para o dominio de coeficientes de ondale-
tas harmonicas. Porém aqui encontramos alguns problemas. Primeiro que temos os coeficientes de
ondaletas de u, e nao de u,, como seria desejavel. Para resolver este problema desenvolvemos um
algoritmo rdpido para a transformada direta e inversa da derivada de uma funcao. Mais especifica-
mente, se sao dados os valores da derivada de uma fungao na malha, calculamos os coeficientes de
ondaletas da funcao. Por outro lado, se sao dados os coeficientes de ondaletas de uma funcao, cal-
culamos os valores da derivada da fungao na malha. As dedugoes deste método seguem no apéndice
Bl Isto posto, ainda temos que resolver o problema de “aliasing”. Resolvemos este problema de
forma anéloga ao caso de Fourier. Consideramos M = 3N/2 pontos de malha, e ao realizarmos
as transformadas de ondaletas harmonicas, no passo intermediario (veja figura Zeramos 0s CO-
eficientes de Fourier nas frequéncias mais altas. O segundo passo da transformada é feito apenas
com os elementos de frequéncias mais baixas (menores que %) No caso da transformada inversa,
adicionamos zeros nas frequéncias mais altas, para obter uma transformada inversa consistente com

a direta. Desta forma eliminamos o problema de “aliasing” assim como foi feito no caso de Fourier.
3.3.4 Problema teste

Vamos considerar um problema teste, idéntico ao anterior, que utilize as projecoes definidas an-
teriormente, mas agora para ilustrar o método de Galerkin-Ondaleta utilizando a base de ondaletas

harmonicas.
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\og (IPLO)| +1) para r=1,5=0 log (\P( i +1) para r=1,5=1 log (\P( il +1) para r=2 s=0
15 15 . 25 15 -

5 5
2k 2k Dk
\og (IP(0)] +1) para r=2 s=2 log (\P( i +1) para r=2,5=3 log (\P( i +1) para r=3 s5=1

15 15 15

24k 2k
log (PO} +1) para r=3,5=5 log (PO} +1) para r=3,5=7

2k
log (PO} +1) para

Figura 3.4: Logaritmo dos valores absolutos dos coeficiente de conex@o nao lineares P(0), 10g2(|P(0)f£2| +1),
usando localidade do suporte da base, com paradmetro d = 1, para alguns pares (r,s). No eixo z estdo os
indices (j, k) seguindo a ordem dada por 27 + k, e no eixo y os indices (p, q) seguindo a ordem 2P + ¢

Considere o problema de valor inicial,

D (u(x, ) = 2o | 0uet) |y pyouled) _0%el) g 5 e (0,1),
u(z,0) = f(z), z € [0,1], (3.74)
u(0,t) = u(1,t), t >0,

onde f(z) € L?([0,1]) e , v(x,t) € L?([0,1]) na varidvel z, para cada t fixado. Consideramos
ainda a possibilidade de tomarmos v = u. Buscamos uma aproximacao para a solucgao exata u(z,t),
para tanto vamos definir uy (x, t) utilizando separacao de varidveis e expansao em série de ondaletas

harmonicas, dada por

n—227—1

un(@,t) = ao(t) + Y D (a9 1 (O)k(@) + abs (O] 1)) + anja(t)n-1(2), (3.75)

=0 k=0

e as expansoes em ondaletas harmoénicas de v e f,
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n—227/-1
un(w,t) = bo(t) + Z (D27 1k (0) 1,1 () + by (8)* 05 () + bayja(E)thn—1 (), (3.76)
7=0 k=0
n—227—1
x) =do+ Z Z (doi 1k ¥jp(@) + dy; 07 () + dyjoton—1(). (3.77)
=0 k=0

Pelo método de Galerkin-Ondaleta temos que resolver novamente um sistema nao linear da

forma,

(Dun, 1) 201y = 0,
<DUN7¢T,S(Z‘)>L2([O71D = O, TZO,].,...,’I’Z—Q, SZO,]_,..,QT—:[7
(Dun, ¥n-1(®)) 201y = O (3.78)

onde Duy sera dado pela expressao,

dun(z,t) V82uN(:c, t)
Oz oz

dun(z,t) n 08 un(x,t)

5t o (3.79)

DUN(x7t) = +UN(x7t)

Vamos usar o que foi desenvolvido nas ultimas se¢Oes para construir o sistema nao linear.
Omitiremos um pouco de notacao para facilitar a visualizagdo das equagoes. Comegando pelo

elemento da base ¢(z) =1 temos,

Dut) = (P00 ) (DD 1| P ) () )

(3.80)
onde a primeira parcela sera dada por
Oupn(x,t) d ap(t)
—=1) = 3.81
(e, olt) (3.51)
e as demais foram construidas nas secoes anterior, resultando em
Oun(z,t)
———=1) =0 .82
< ox ’ (3.82)

P n—227-12/—1 s ,
(o) ? 1) = ST ST (bas (003000 () 85l gl0) ()
=0 k=0

J= q=0
— Nmibyna(t) ansa(t), (3.83)
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0%un(z,t)
(e -

e por fim teremos que,

J—127-1

dao = _nz:M (b2a+k )azi 44(t) (ng>* 03511, (£)a2s44 (1) (VZ"“»

7=0 k=0 ¢=0
+ Nﬂ'le/g t)(LN/Q(t)

Agora para o elemento ¢, s(z) da base,

Dusinae = (290 )+ 2D )

2
+ (oo 2D @) o (T ) )
onde teremos,

dun(x,t) dagri4(t)
< Nat v¢rs( )> = Zdi;a

2"—1
Oun(x,t
<]Z{;EC)7¢TS > Za2“rk Vics

271
(o™ N v = Y el
q=0

n—22/—1n—22P—1

95

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

2D (kDo (OPO) + b Doz g (VPO

j=0 k=0 p=0 ¢=0
n—22/—1n—-22P—1 .
+ (b (Dasng () P

(3.90)

(3.89)
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resultando em,

dasr s o(t) = -~
s r T
—Qa - ¢ > agr k() vhs — bo(t) 2_: azr+4(t)7gs

n—227-1n—-22P—1

: Z Z Z Z <b2j+k a2p+q( )P( )kqs + b2J+k( )Cl210+q(t)P(1)?£2)
=0 k

=0 p=0 ¢=0
—22/—1n—22°P—1 21
- (b (B (OPRET) + v 3 st
j=0 k=0 p=0 =0
(3.91)
Para o elemento restante da base, ¢,_1(x),
0 ,t d t
<DUN71/J71—1($)> = <Zwa(tx)’wn—1(x)>+c<1wa(x)7¢n 1( )>
o) ¢ 0?2 ¢
(o, 22D ) (NED ) =0, (392
Ox ox
onde teremos,
dun(z,t) _ dayy(?)
d ,t .
(P @) = Nyl (3.94)

<UN(.T, t)T, T/Jn_1($)> = —Nmi bo(t)CLN/Q(t)

n—22-1n—-22P—1

+ Z Z Z Z < 234k a2p+q(t)N£§*> (3.95)

7=0 k=0 p=0 ¢=0

02%u x,t
<5Vx(z)7¢n_1<x>> = —(Nm)anp(t), 1320
(3.97)
resultando em,
d t
‘f%ﬂ> = ¢ Nriays(t) + Nribo(t)ays(t)

n—22-1n-22P—1

- Z Z Z Z < 24k a2p+q(t)NZ§*>

7=0 k=0 p=0 ¢=0
— v(N7)’ays. (3.98)
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Com isso podemos montar o sistema nao linear a ser resolvido,

00— oIS S (baak®)ag () () B Dz ®) (1))
+Ni bN/2( ) anya(t),

doarpe® = ¢ erf)l ayk(t) 7 — bo(t) Yooy azrq(t) Vs
_ Z 2J 1 Z 221’ 1 (b2j+k(t)a2p+q(t)P(O)§£Z + b§j+k(t)a2p+q(t)P(1){£§)
= S S s Y (barsk (D (P

tv Zk:o (12r+k(t) Xks
parar=0,1,...n—2, s=0,1,...,2" — 1,

daJ\:i/tz(t) = cNm‘aN/Q( )+ N7wibg(t )aN/2( )
- R T St (B (D (ONEE)

—V(NW) any2(t).

(3.99)
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Capitulo 4

Testes Numéricos

Neste capitulo vamos realizar uma série de testes numéricos para o método de Galerkin com
ondaletas harmonicas. A plataforma de programacao usada nos experimentos numéricos foi o
Matlab® versdo 7.6.0(R2008a). A maior parte dos experimentos foram executados em um compu-

tador com processador Intel® Core”™2 Duo com 2GHz de frequéncia e 2GB de meméria RAM.

Vamos considerar alguns casos particulares do problema de valor inicial

D (u(w,t)) = 2uet) 4 ouled) |y g)duled) 0%t _ o 4 e (0,1),
u(z,0) = f(z), z € [0,1], (4.1)
u(0,t) = u(1,1), t>0,

onde f(z) € L?([0,1]) e, v(x,t) € L%([0,1]) na varidvel x, para cada t fixado. Tomaremos f(z)

com sendo uma das fungoes abaixo

1. Seno
f(z) = sin(2nz), (4.2)
2. Exponencial
fz) = e (@007 4 g9 (4.3)
3. Pulso
f(z) = (sin(m(z +0.4)))%, (4.4)

Queremos resolver alguns casos particulares deste problema utilizando o método de Galerkin
com bases de ondaletas harmonicas e de Fourier. Vamos analisar o comportamento do problema

apenas com advecgao linear e posteriormente com advecgao nao linear e difusao.

59
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4.1 Adveccao Linear

Iniciamos com ¢ = 1, v(z,t) = 0, v = 0. Com estes parametros reduzimos o problema a uma

equagao do transporte, com condicao inicial dada por f(z), e velocidade de transporte igual a um,

D (u(a,t)) = 24 | 0wl _ o 4 e (0,1),
u(z,0) = f(z), z € [0,1], (4.5)
u(0,t) = u(1,1), t>0,

Neste caso conhecemos a solucao exata, que é dada por u(z,t) = f(x — t), portanto podemos
fazer comparagoes diretamente com a solugao exata do problema. A resolucao do problema pelo
método de Galerkin com base de Fourier consiste na resolugao do sistema de equagoes diferenciais

Oay(t .
%U = 2milay(t)

a)\(O):b)\, )\:—N/Q,...,N/Q—l,

(4.6)

onde consideramos a aproximacao uy da solucao e a condigao inicial f escritas na base de Fourier,

N/2-1
un(z,t) = Z () 2™ (4.7)
w=—N/2
e
N/2-1
fN(ac) = Z bk€2mkx. (4.8)
k=—N/2
para o qual também conhecemos a solucdo exata, dada por ay(t) = bye 2" para A = —N/2, ..., N/2—
1.

Para a base de ondaletas harmonicas, considerando as aproximacoes uy e fy,

n—227—1

un (@) = ao(t) + Y Y (a9 5 (8 (@) + aby (D5 1(2)) + anja(t)n1(2), (4.9)

=0 k=0

n—227—1

In(z) =do + Z (doi 1k ¥jk(x) + dy; 05 () + dyjoton—1(2). (4.10)
=0 k=0
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vamos precisar resolver o sistema de equagoes diferenciais,

daott)  _
L =0,

dazrdf(t*) == Zg:ol agr4k(t) Ve, parar=0,1,..,n—-2, s=0,1,...,2" -1,

d t .
a%/f( ) NmaN/g(t),

(4.11)

com condigoes iniciais dadas por ax(0) = di, para k =0,1,..., N/2.

Comecamos com um teste numérico tomando n = 7, isto é, N = 27 = 128 pontos de malha
no espaco. Usamos um método de Runge-Kutta de quarta ordem para a discretizacao temporal
dos sistemas de EDOs. Adotamos Az = 1/N e At = Az/8, para garantir estabilidade do método
Runge-Kutta (consulte |Canuto et al.| (1988]) para detalhes). Consideramos como condigao inicial
a fungdo denominada anteriormente por exponencial (equagao (4.3)). Na figura mostramos
4 instantes de tempo da solucao numérica por ondaletas harmonicas em relagdo a solugéo exata
e ao método baseado em Fourier, com N=128. Neste primeiro experimento nao foi considerada
a caracteristica de localidade do suporte de ondaletas harmoénicas, com isso é possivel notarmos
a equivaléncia entre os métodos fundamentados em ondaletas harmonicas e Fourier. Em seguida
mostramos na figura[d.2)a evolugao do erro, em relagao & solugao exata, e dos coeficientes de Fourier
e de ondaletas harmoénicas. Nota-se claramente a caracteristica de localidade dos coeficientes de
ondaletas harmonicas que tendem a acompanhar a evolucao do sinal, em contrapartida com os

coeficientes de Fourier, nos quais nao se observa localidade do sinal.
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Fourier e HW Espectrais, u, + cu, = 0, c=1

t 10" Erro no tempo final: 0.45
181 = T y T .
— H¥W vs Fourier =
161 — g Hu vs Exata z —
—— - Fourier Z
LI S A S S T S S A S ORI
Exata 2l ]
124
u]
1 L
ot 27 i
06} A 1
0.4 1 1 1 1 I 5 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 02 0.4 0B 08 1
Mpdulo dos cosf. de ond. harmdnicas no ternpo final Médulo dos coef. de Fourier no tempo final
10 . . . . . . . B . . .
107 o o 3 0%t 7 '
+ 0 o = o a A i
o] 1 10 s A - A s Sy | 10.
o 2 Lt L .
A3 W0+ 444+t Tt + ]
+ 4 et
L) ¢l . . ]
G 00 a0 0
o o0 o g
5" 1000006000000000997 To7 700 T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 50 -40 20 0

Parametros: difdx= 0125 di= 000097656 N=128 MNiveislog2(Ni=7 Graficoacada015
Cortes: Linear (d) =0 MN&o Linear (dnl)=0 Freq.=0 Geral(rc)=0

Figura 4.1: Adveccao de funcao exponencial com ondaletas harmoénicas considerando N=128 pontos de
malha. No canto superior esquerdo aparecem as solugoes exata e aproximadas pelo método de Fourier e
de ondaletas harmonicas (HW) em 4 instantes de tempo (0, 0.15, 0.3, 0.45), e no lado direito aparecem
as diferengas entre a solu¢do por ondaletas harmonicas (HW) e a solucdo exata, e em relagao a Fourier no
tempo final (.45). Na parte inferior estdo os médulos dos coeficientes de ondaletas harmonicas por niveis
(esquerda) e Fourier (direita) no tempo final (.45)

Ao considerarmos a caracteristica de localidade do suporte das ondaletas harmoénicas as dife-
rengas com o método fundamentado em Fourier comecam a aparecer. Na figura [4.3] onde conside-
ramos um coeficiente de corte para o suporte de 1 (veja equagao nota-se o aparecimento de
oscilagoes de baixa amplitude em locais onde a solugao deveria ser nula. Isso reflete exatamente a
parte das ondaletas harmonicas eliminadas ao utilizarmos apenas um subintervalo de suporte para
as mesmas, que sabemos ser aproximadamente 10% de seu suporte em norma. Ao tomarmos, por
exemplo, d = 3, temos uma melhora da aproximacao da solugdo numérica em relacao a exata, que

mostramos na figura [4.4]
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Figura 4.2: Adveccao de funcdo exponencial com ondaletas harmoénicas considerando N=128 pontos de
malha. Na primeira linha aparecem os erros entre as aproximacoes obtidas com ondaletas harmoénicas e a
solugao exata nos instantes de tempo 0.15, 0.30, 0.45. Na segunda linha aparecem os médulos dos coeficientes
de Fourier em escala logaritmica, e na ultima linha os médulos dos coeficientes de ondaletas harmonicas
também em escala logaritmica.
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Figura 4.3: Adveccao de funcao exponencial com ondaletas harmoénicas considerando N=128 pontos de malha
e localidade do suporte (d=1). No canto superior esquerdo aparecem as solugoes exata e aproximadas pelo
método de Fourier e de ondaletas harmonicas (HW) em 4 instantes de tempo (0, 0.15, 0.3, 0.45), e no lado
direito aparecem as diferencgas entre a solugao por ondaletas harménicas (HW) e a solugao exata, e em relagao
a Fourier no tempo final (.45). Na parte inferior estdo os médulos dos coeficientes de ondaletas harmonicas
por niveis (esquerda) e Fourier (direita) no tempo final (.45)
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Figura 4.4: Adveccao de funcao exponencial com ondaletas harmoénicas considerando N=128 pontos de malha
e localidade do suporte (d=3). No canto superior esquerdo aparecem as solugoes exata e aproximadas pelo
método de Fourier e de ondaletas harmonicas (HW) em 4 instantes de tempo (0, 0.15, 0.3, 0.45), e no lado
direito aparecem as diferengas entre a solugao por ondaletas harménicas (HW) e a solugao exata, e em relagao
a Fourier no tempo final (.45). Na parte inferior estdo os médulos dos coeficientes de ondaletas harmonicas
por niveis (esquerda) e Fourier (direita) no tempo final (.45)
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Figura 4.5: Coeficientes de ondaletas harmonicas para a advecgao de funcao exponencial com ondaletas
harmonicas considerando N=128 pontos de malha ao longo do tempo.
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Nos atentaremos agora ao custo computacional envolvido na resolucao deste problema utilizando
ondaletas harmonicas como base para o método de Galerkin. Executamos o algoritmo, com condigao
inicial dada pela funcao exponencial, para diversos valores de N, e consideramos as médias de 5
execugoes até o tempo de 0.3 para cada valor de N. Na tabela apresentamos os tempos médios
de execucdo, bem como as razoes entre os tempos de execugao do caso N em relagao ao caso N/2.
Vale ressaltar que ao duplicarmos o valor de N duplicamos também o niimero de passos de tempo,
pois definimos At como fungéao de Ax. Nota-se, na tabela em questdo, que quando nao utilizamos
a propriedade de localidade das ondaletas harmoénicas temos um aumento de mais de 4 vezes a
cada vez que dobramos o valor de N, podendo chegar préximo de 8 vezes maior para cada vez
que dobramos o valor de N. Isso mostra que apesar da esparsidade o algoritmo é bastante custoso,
tendo ordem de complexidade computacional total préxima de O(N?), que era de se esperar.
Porém, quando utilizamos a localidade do suporte das ondaletas harmonicas temos que no maximo
quadruplicamos o tempo computacional a cada vez que dobramos o valor de N, em acordo com
o custo computacional total de O(N?), que é equivalente ao custo do método fundamentado na
base de Fourier. Na mesma tabela mostramos os erros associados a resolugao deste mesmo
problema. Percebe-se que a reducao do erro é pequena quando comparado com o aumento do custo
computacional, principalmente nos casos onde usamos a propriedade de localidade das ondaletas
harmonicas. No caso d = 1 deixa de ser vantajoso usar mais pontos de grade, pois nao ha reducao
do erro. Nos casos sem cortes por localidade percebe-se um rapido decaimento do erro, ficando
limitado pela ordem de convergéncia do método de discretizacao temporal (Runge-Kutta de quarta

ordem).
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Tempo (seg) Erro (norma 2)

N d=0 d=1 d=3 Fourier d=0 d=1 d=3 Fourier

16 0,03 0,02 0,02 0,01 1,20E-04 1,20E-04 1,20E-04 1,20E-04

32 0,09 0,07 0,09 0,01 1,31E-02 5,18E-02 1,31E-02 1,31E-02

64 0,48 0,25 0,35 0,02 3,47TE-04 5,39E-02 1,68E-02 3,47E-04

128 3,07 0,95 1,41 0,06 7,66E-07 541E-02 1,66E-02 7,66E-07

256 22,51 3,64 5,44 0,16 4,77TE-08 5,42E-02 1,65E-02 4,77E-08

512 169,92 14,10 22,01 0,46 2,98E-09 5,43E-02 1,64E-02 2,98E-09

Razoes Razoes

N d=0 d=1 d=3 Fourier d=0 d=1 d=3 Fourier
32 /16 3,47 3,11 3,97 1,44 0,01 0,00 0,01 0,01
64 / 32 5,31 3,42 3,81 2,11 37,89 0,96 0,78 37,89
128 / 64 6,38 3,74 4,04 2,40 452,98 1,00 1,01 452,98
256 / 128 7,33 3,83 3,86 2,69 16,06 1,00 1,01 16,06
512 / 256 7,55 3,88 4,05 2,94 16,03 1,00 1,00 16,03

Tabela 4.1: Tempo de execugao, em segundos, do algoritmo para resolucao da equacao do transporte por
ondaletas harmonicas, considerando a média de 5 repetigoes com condigao inicial exponencial e até o tempo
de 0.30. Na parte inferior aparecem as razdes entre os tempos com N pontos de malha e com N/2 pontos
de malha. Nas colunas a direita aparecem os erros no instante de tempo final, em média de 5 execugoes,
associados a resolugdo deste mesmo problema. Os erros foram calculados usando a norma 2 (dividida por
V/N para normalizacdo). Abaixo dos erros aparecem as razoes entre os erros.
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4.2 Adveccao-Difusao Nao Linear

Vamos considerar agora um caso nao linear, da equagao conhecida por equagao de Burgers,

u\xr u(xr 2“2
D (u(z,t)) = 248t |y (g, ) 2uled 07l — g 4 e (0,1),
u(z,0) = f(), x € [0, 1], (4.12)
u(0,t) = u(1,1), t>0,

onde f(x) € L([0,1]) e v > 0. A equacdo de Burgers pode ser vista como uma boa aproximacao do
escoamento de fluidos em uma dimensao espacial. Este problema é interessante pois podem surgir
fortes gradientes na solugao, aproximando-se de uma descontinuidade, quando v — 0. Nem sempre
é possivel obter solucao analitica para este problema. Portanto, solu¢bes numéricas sao de grande
interesse. Note que na equagao estamos considerando condigoes peridédicas de fronteira.
Para resolugao do problema pelo método de Galerkin com base de Fourier precisamos

resolver o sistema de equacoes diferenciais ordinarias (EDOs),

Darlt) — 5 (2mik 4y (B)ag(t)) + v(2miN)2 ax(b),
ax(0)=by, A=-N/2,...N/2-1

(4.13)

onde os coeficientes a e b referem-se as expansoes em Fourier da aproximacao da solucao uy e da

condicao inicial fu,

N/2—1
un(x,t) = Z (1) (4.14)
w=—N/2
e
N/2—-1
fu(@)= > bpe’™h, (4.15)
k=—N/2

Na resolucao pelo método de Galerkin com base de ondaletas harménicas precisa-se resolver o
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sistema de EDOs,

(dap(t)

dt =0,
dagr¢(t T —
%dij() = —ap(t) 22 o agrg(t Vs
J_ D j * j
- S T S ! (aw ek (Daz g (PO + a3, (Dazrg () PO,
J D j
v o Sy 22 1 <a2j+k(t)a;p+q(t)P(2){£’;)
v Yy a2’“+k(t) Xks
parar=0,1,...n—2, s=0,1,...,2" — 1,
d t .
a]\éf( ) = —HVm ao(t )CLN/Q(t)
2J 1 20—1 ( x * ]
- Z Z Z (a2j+k(t)a2p+q(t)Ng§*)
v (NW) aN/Q(t)'

(4.16)
sujeito a condigao inicial dada por
ay(0) = by, w=0,..,N/2 (4.17)

onde agora os coeficientes a e b referem-se as expansoes da aproximacao da solugao, uy, e da

condigao inicial aproximada, fy, na base de ondaletas harmonicas,

n—227—-1

un(x,t) = ao(t) + Z Z (agi 1k (OVj() + a5, (W] 4 (2)) + anja(t)n-1(x) (4.18)

§=0 k=0

n—227—1

2) =bo+ > Y (baiskthin(@) + b3 54 (@) + byjatn1(@). (4.19)

j=0 k=0
4.2.1 Comparativo com Muniandy e Moroz| (1997)

O primeiro experimento numérico que vamos fazer é baseado no trabalho de Muniandy e Moroz
(1997). No exemplo teste de Muniandy e Moroz (1997) é proposta a resolugao da equagao de Burgers
com condicao inicial dada por f(x) = sin(2wz), considerando coeficiente de viscosidade v = 0.025
e utilizando 128 pontos de malha (que é equivalente a termos n = 7, N = 27 = 128). Porém
o método que desenvolvemos ao longo desta dissertacao difere do método de Muniandy e Moroz

(1997) que s6 considera na base de ondaletas harmonicas os elementos ;. (x) para j = 0,1,...,n—2
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ek=0,1,..,27 — 1, isto é, ficando a expansdo de uy da seguinte forma,

n—227—1

un (@, t) = Z > ag (k). (4.20)

Como visto na secao dedicada as ondaletas harmonicas, sabemos que ao nos restringirmos apenas
a estes elementos na base estaremos descartando ntimeros de onda relevantes, além de estarmos
limitados a aproximagoes de solugoes com média zero (integral nula no intervalo unitério), ja que
nao ha ondaleta pai, ou funcgao escala, na base. Por outro lado, esta simplificacao reduz o ntimero
de coeficientes de conexao nao lineares a serem calculados. Infelizmente no trabalho original de
Muniandy e Moroz| (1997)) nao hé detalhes quanto ao método numérico usado para a resolugao do
sistema de EDOs. Reproduzimos na figura [4.6| seus resultados, onde aparecem instantes de tempo

da evolucao da onda senoidal, mas nao é dito quais sao estes instantes de tempo.

u{x.t}
1 -
0.5}
L i s, "y 1 i .
0 20 40 60 80 100 120
-0.5}
-1 |>

Figura 4.6: Solucdo numérica da equagdo de Burgers obtida em Muniandy e Moroz (1997)) considerando
v = 0.025, N = 128 para a condicao inicial senoidal

Para a obtencao dos resultados de Muniandy e Moroz (1997) foram feitas algumas consideragoes

para reducao do custo computacional, como a de se utilizar a localidade do suporte das ondaletas
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harmonicas com parametro d = 1. Além disso no artigo sdo considerados os coeficientes de conexao
com diferencas de niveis de no maximo uma unidade, isto é, considera-se que o valor dos coeficientes
de conexao nao lineares sao nao nulos apenas a para as triades {j,p,r} = {{r —1,r — 1,7}, {r,r —
1,7}, {r—1,r,r}}. Porém tais consideragoes foram levadas em conta apenas para os niveis maiores
que 3, ou seja, para valores de r abaixo de 4 s@o calculados todos os coeficientes de conexao nao
lineares e utilizando-se todo o suporte das ondaletas harmonicas.

Simulamos as mesmas condigbes utilizando-se a base completa de ondaletas harmoénicas e um
método de Runge-Kutta de quarta ordem para a discretizagao temporal do sistema de EDOs, com
At = Az/16 para manter estabilidade numérica do método. Mostramos na figura os resultados,
onde usamos a propriedade de localidade de suporte de ondaletas harmonicas tanto nos coeficientes
lineares como nos nao lineares. Apresentamos os graficos a cada 0.05 unidades de tempo, até o

tempo final 0.3.
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Figura 4.7: Solucao numérica da equacao de Burgers considerando v = 0.025, N = 128, para a condigao
inicial senoidal com a base completa de ondaletas harmonicas. No canto superior esquerdo aparecem as
solugdes numéricas por ondaletas harmoénicas (HW) e por Fourier a cada 0.05 unidades de tempo, e no canto
superior direito a diferenga entre os métodos para o tempo final 0.3. Na parte inferior aparecem os médulos
dos coeficientes ondaletas harmonicas (por niveis) e de Fourier (por ndmero de onda) para o tempo final
em escalas logaritmicas. A solucdo considera cortes por localidade da base (d = 1) e cortes por frequéncia
(£ =1). Os cortes foram feitos apenas em niveis maiores que 3.

A solucao apresentada na figura difere da solugdo obtida em |[Muniandy e Moroz (1997),
apresentada na figura por nao ter oscilagbes perto da descontinuidade, mas infelizmente, por
nao termos mais informacoes sobre a discretizacao temporal e em quais instantes de tempo a
solugao de Muniandy e Moroz (1997) é considerada, nao é possivel fazermos uma comparagao mais
detalhada. Além disso, aparentemente nao hé razao para considerarmos as simplificagbes apenas
para niveis maiores que 3, que na verdade seria uma escolha arbitraria dependente da condigao
inicial e viscosidade de cada problema. Se simularmos sem utilizar cortes referentes as relacoes
entre as frequéncias, com corte por localidade com parametro d = 1, e sendo essas simplificacoes

para todos os niveis, vamos obter os resultados apresentados na figura Nota-se um pequeno
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aumento de oscilacdes, mas muito pouco considerando os resultados obtidos por [Muniandy e Moroz
(1997), destacados na figura Analisamos também o caso onde sao realizados cortes apenas de
localidade, com parametro d = 3, para todos os niveis. Aproveitamos este teste para incluir um
comparativo com um método de diferencas finitas, Lax-Wendroff, com os mesmos valores de At e
Azx. Apresentamos os resultados na figura Nota-se que a escolha do parametro de corte d = 3

tras um resultado com menos ruidos que no caso onde d = 1.
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Figura 4.8: Solugdo numérica da equacao de Burgers considerando v = 0.025, N = 128 para a condicao
inicial senoidal com a base completa de ondaletas harmonicas. No canto superior esquerdo aparecem as
solugoes numéricas por ondaletas harmonicas (HW) e por Fourier a cada 0.05 unidades de tempo, e no canto
superior direito a diferenga entre os métodos para o tempo final 0.3. Na parte inferior aparecem os médulos
dos coeficientes ondaletas harmonicas (por niveis) e de Fourier (por niimeros de onda) para o tempo final
em escalas logaritmicas. A solugéo considera cortes por localidade da base (d = 1) mas nao considera cortes
por frequéncia. Os cortes foram feitos em todos os niveis.
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Figura 4.9: Solugao numérica da equacao de Burgers considerando v = 0.025, N = 128 para a condicao
inicial senoidal com a base completa de ondaletas harmoénicas. No canto superior esquerdo aparecem as
solugoes numéricas por ondaletas harmonicas (HW), por Fourier e por Lax-Wendroff a cada 0.05 unidades
de tempo, e no canto superior direito a diferenca entre os métodos para o tempo final 0.3. Na parte inferior
aparecem os mddulos dos coeficientes ondaletas harménicas (por niveis) e de Fourier (por ntimeros de onda)
para o tempo final em escalas logaritmicas. A solugdo considera cortes por localidade da base (d = 3) mas
nao considera cortes por frequéncia. Os cortes foram feitos em todos os niveis.
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4.2.2 Custo computacional

Vamos olhar outras simulacées numéricas com ondaletas harmonicas para a equacao de Burgers,
comecando por olhar a influéncia do uso de localidade do suporte da base de ondaletas harmonicas.
Resolvemos a equacao com viscosidade v = 0.003 e N = 64 pontos de malha, considerando a
condigao inicial exponencial com condicgoes de localidade de suporte de ondaletas harmonicas,
d, variando entre zero e trés, onde zero quer dizer que usamos as ondaletas sem restricao de suporte.
Na figura apresentamos os casos d = 0,1,3 a cada 0.1 unidades de tempos, com At = Ax/16
e novamente um método Runge-Kutta de quarta ordem para discretizagao temporal. Nota-se que

a forma do sinal é essencialmente preservada, porém pequenas oscilagoes podem aparecer.

d=0 &=0 d=0e=1 d=0&=2

0s 05 05

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 o 02 0.4 06 08 1
d=3 &=0 d=3 =1 d=3 =2
15 15 15
1 1 1
05 05 05
] 02 0.4 06 08 1 ] 02 04 0B 08 1 1] 02 0.4 06 08 1

Parametros . dt/de= 00625 dt= 000097656 M=64 NMiveis log2{M)=6

Figura 4.10: Soluc¢ao numérica da equagao de Burgers considerando v = 0.003, N = 64 para a condigcao
inicial exponencial com a base completa de ondaletas harmonicas usando a localidade do suporte de ondaletas
harmonicas e uma regiao de vizinhanca de interagao entre frequéncias com parametro . Os graficos aparecem
a cada 0.1 unidades de tempo, comecando pela condicao inicial.

Em contrapartida, para esta mesma simulacao, o custo computacional cai muito quando se
restringe o suporte das ondaletas harmoénicas. Apresentamos na tabela os tempos, em segundos,
da execucgao do algoritmo com ondaletas harmonicas para o caso que acabamos de ilustrar para
diversos valores de N até o instante de tempo final igual a 0.2. Nesta tabela percebe-se que ao

ndo utilizar a propriedade de localidade do suporte da base ficamos com um algoritmo com O(N?%),
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Tempo Médio em segundos

N d=0 d=1 d=3 d=3,=1 d=3,£=2 PS(d=0) PS (d=3)
16 0,19 0,09 0,09 0,16 0,12 0,11 0,11

32 0,69 044 0,61 0,54 0,66 0,28 0,28

64 776 237 505 2,74 4,10 0,87 0,77
128 114,01 1524 40,04 13,36 25,89 3,41 2,25
256 1804,30 103,46 298,35 65,51 131,03 18,28 7,03

Razao entre os tempos

N/(@&) d=0 d=1 d=3 d=3,({=1 d=3,{=2 PS(d=0) PS (d=3)

32 / 16 359 506 6,92 3,45 5,69 2,57 2,49
64 / 32 11,17 537 834 5,05 6,21 3,07 2,75
128 / 64 1468 643 7,92 4,88 6,31 3,02 2,93
256 / 128 15,83 6,79 7,46 4,90 5,06 5,36 3,13

Tabela 4.2: Tempo de execugao do algoritmo para resolucao da equagao de Burgers por ondaletas harmonicas,

considerando a média de 5 repetigbes com condicao inicial exponencial, At = %, v = 0.003 e tempo final

de 0.2. Consideram-se as caracteristicas de localidade (d) da base tanto nos coeficientes de conexao lineares
quanto nos nao lineares. As caracteristicas de interagoes entre frequéncias vizinhas (€) foi considerado para
os coeficientes nao lineares apenas. As duas ultimas colunas apresentam os tempos utilizando um método
pseudo-espectral (PS) para ondaletas harmonicas. Na parte inferior aparecem as razoes entre os tempos com
N pontos de malha e com N/2 pontos de malha.

levando em conta que estamos dando N vezes mais passos no tempo, ficamos com um algoritmo
para a execucao da parte de discretizacao espacial da ordem de O(N?3), como era de se esperar.
Porém, ao usarmos restrigcoes sobre o suporte das ondaletas, com d = 1,3, obtém-se um custo
computacional da parte de discretizacao espacial, retirando-se o custo da discretizagao temporal,
da ordem de O(N?). Comparando essas estimativas com o método de Galerkin com base de Fourier,
nota-se que o método com ondaletas harmoénicas usando a propriedade de localidade tem a mesma
ordem de custo computacional de discretizacdo da parte espacial do método fundamentado em
Fourier, O(N?). Porém é mais caro computacionalmente que a abordagem pseudo-espectral, com
custo computacional da ordem de O(N log N) da parte de discretizacdo espacial. Mostramos os
tempos de execugao para o mesmo problema agora com base de Fourier na tabela

Uma outra abordagem possivel é uma simplificagdo nas interacoes entre as frequéncias da parte
nao linear da equagao, comumente usada em modelos de turbuléncia (EGGERS; GROSSMAN|, (1991
BIFERALE, [2003). Esta simplificagdo consiste basicamente em considerar que uma certa frequéncia
interage apenas com frequéncias vizinhas, ou proximas, na componente nao linear da equacgao de
Burgers. Estda fundamentada no que é conhecido por efeito de cascata, onde a energia é transpor-
tada somente para escalas (frequéncias) vizinhas. No trabalho de Muniandy e Moroz| (1997)) essa
simplificagao é feita tomando-se os valores dos coeficientes de conexao nao lineares nao nulos apenas
a para as triades {j,p,r} ={{r — L, r—1L,r},{r,r — L,r},{r —1,7,7}}. Um caso geral seria dizer
que um coeficiente de conexao nao linear é nao nulo somente se j e p forem tais que |r — j| < &,
|r — p| <&, para um certo parametro & que indica a vizinhanga da frequéncia r a ser considerada.

No caso das ondaletas harmonicas, podemos fazer uma simplificacao da seguinte forma.
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Tempo Médio em segundos - Fourier ‘

N Espectral Pseudo-Espectral
16 0,10 0,06
32 0,25 0,09
64 1,15 0,15
128 7,80 0,33
256 58,02 0,72
512 444,18 1,99

Razao entre os tempos
N/ (%) Espectral Pseudo-Espectral

32 / 16 2,48 1,59
64 / 32 4,66 1,75
128 / 64 6,78 2,12
256 / 128 7,43 2,23
512 / 256 7,66 2,75

Tabela 4.3: Tempo de execugao do algoritmo para resolugao da equagao de Burgers com base de Fourier,

considerando a média de 5 repetigbes com condicao inicial exponencial, At = %, v = 0.003 e tempo final

de 0.2. Na parte inferior aparecem as razoes entre os tempos com N pontos de malha e com N/2 pontos de
malha.

. P(O)izz : Consideram-se nulos os elementos tais que j <r—§&, j>r, p<r—§& p>r.

° P(l)i’;@ : Consideram-se nulos os elementos tais que j <p—§&, j>p, r<p—2E&, r>p.

° P(Q)fg;g : Consideram-se nulos os elementos tais que p<j—§& p>j, r<j—§& r>j.

Onde podemos escolher £ = 1,2,... como parametro que define a vizinhanga de interacao entre
as frequéncias. Realizamos testes para os valores de £ = 1,2 para a equagao de Burgers com 64
pontos de malha, At = ?—g, v = 0.003 e condicao inicial exponencial. Mostramos na figura
as solucoes aproximadas nos tempos 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 e 0.5, utilizando ondaletas harmonicas e
simplificagao por frequéncia com parametro & = 1,2. Nota-se que, ao fazermos uma simplificacao
destas, eliminando interagoes entre frequéncias, e compararmos com as aproximacoes sem estas
simplificagoes, apresentadas na mesma figura [4.10] as solugbes numeéricas apresentam oscilagoes.

Apresentamos nas duas ltimas colunas da tabela estimativas de custo computacional le-
vando em conta a simplificacdo por frequéncias. Verificamos que hd uma reducao expressiva do
custo computacional, deixando a parte de discretizagao espacial com custo computacional aparente-
mente com ordem menor que N2, mas maior que N. Porém obtemos uma aproximacao da solucao
com ruidos e oscilagoes.

Analisaremos a seguir o custo beneficio de se considerar simplificagdes nos célculos, usando os
parametros d e £, em relagdo ao erro gerado pelas simplificacbes. Para tanto vamos considerar
um teste da equagdao de Burgers com condicdo inicial exponencial, 64 pontos de malha, At = %,
viscosidade v = 0.003 até o tempo final de 0.3, sem cortes como referéncia (d = 0, { = 0). Utilizando

a norma euclidiana, tomamos as variacoes relativas entre as solucoes aproximadas no tempo final
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d ¢| Erro Tempo de Execucgao
0 0 0 24,1932
0 1]1341% -47,54%
0 2| 3,10% -20,83%
1 0] 3,15% -72,23%
1 1| 13,69% -84.57%
1 2] 3,82% -78,50%
3 0] 0,49% -37,99%
3 1] 13,40% -68,40%
3 2| 31™% -49,14%

Tabela 4.4: Na primeira linha aparece o tempo de execugao do algoritmo para resolugao da equagao de

Burgers com ondaletas harmonicas, considerando N = 64, At = %—g, v = 0.003, tempo final 0.3, sem uso

de localidade (d = 0) e sem uso de cortes em frequéncias ({ = 0). Nas linhas que seguem aparecem os
aumentos/redugoes do erro relativo (equagdo (4.21)) e do tempo de execugao relativo (equagao (4.22))) com
diversos valores de d e €.

com parametros d e £, dada por ﬂg, e a solugao aproximada sem cortes, também no tempo final,

ﬂg, como sendo,

Ll - gl

Ad = 5 . (4.21)
¢ lagl

Além disso consideramos as variacoes relativas entre os tempos de execucio, Tg, do algoritmo

para acharmos a aproximacao ﬁg,

Ard=—2—F— (4.22)

Mostramos na tabela [£.4] os resultados obtidos. Percebe-se claramente uma redugao do tempo
de execucao ao sermos mais restritivos na escolha dos parametros de corte. Nota-se que o uso
de cortes em frequéncias (£ > 0) é responsavel por grande parte do erro relativo, sendo que com
& = 1 o erro relativo fica préximo de 13% e com £ = 2 préximo de 3%, e com redugao de custo
computacional pouco significativo. J4 o impacto dos cortes por localidade (d > 0) no erro relativo
¢ bem menor, e acarretam uma variacao de aproximadamente 3% e .5% em cada caso, d = 1 e
d = 3, e com um bom ganho computacional. Os formatos do sinal com as diversas escolhas dos

parametros podem ser vistos na figura [4.10
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4.2.3 Meétodos de suavizagao

No trabalho de [Muniandy e Moroz| (1997) é feito um tratamento a fim de se reduzir os efeitos
oscilatorios que surgiram ao considerarmos as propriedades de localidade e cortes nos niveis para os
coeficientes de conexao, onde consideraram uma suavizacao utilizando aproximacoes polinomiais.
Novamente nao hé mais detalhes sobre o procedimento de suavizagao usado, portanto testamos
aqui usando alguns possiveis métodos de suavizacao da solucao numérica.

Considere uma funcéo f definida em N pontos z; de uma malha numérica, tal que f; = f(z;).

Entao podemos olhar para os seguintes filtros (f):
e Filtro Shapiro de ordem k:
£Y = fi, j=1,..N,
£ = i(fﬁ]” + 25D g p ), (4.23)
;o= P
- Abreviatura: Shapiro(k).

e Filtro de médias méveis de ordem k:

~ 1 j+k
=51 l;kﬁ, (4.24)

- Abreviatura: MA(k).

e Ajuste por minimos quadrados local com k pontos

- Ajusta localmente polinémios de ordem 2 por minimos quadrados, considerando uma

janela com k pontos.
- Usou-se a funcio “loess” do Matlab®,

- Abreviatura: loess(k).

Apresentamos na figura os resultados obtidos na aplicacdo de métodos de suavizagao para
a solugdo numérica que considera a localidade do suporte das ondaletas harmoénicas (d = 1),
onde aparecem pequenas oscilacoes. Testamos com o método de Shapiro, que comeca a a surtir
efeito sobre o sinal em ordens mais altas, assim como o método “loess”, que com ordens baixas
praticamente nao suaviza a fung¢ao. O método de médias méveis reduziu bastante as oscilagoes, mas
tem também um efeito difusivo. A escolha do tamanho da janela ird depender do tipo de oscilacao
gerada, com frequéncias maiores ou menores, e isso ird depender da escolha dos parametros de corte
por localidade e de relagao entre frequéncias.

Vejamos o caso de se considerar a condicao inicial exponencial, por exemplo no caso onde d = 1

e sem cortes por frequéncias, apresentado na figura onde verificam-se oscilacoes ao longo do
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Sem filtro com d=1, =0 Shapiro(2)
1

Shapiro(4)

1] 01 02 03 04

Pardmetros: v =0025 di= 000097656 MN=B4 Niveis logd(Mj= 6 Grafico a cada 0.04
Cortes: Linear (d) =1 M&o Linear (dnlj=1 Freq. =0 Geral (rc)=0

Figura 4.11: No primeiro quadro (superior esquerdo) aparece a solugdo numérica da equacao de Burgers
considerando v = 0.025, N = 64 para a condigao inicial senoidal considerando localidade do suporte da base
de ondaletas harmonicas (d = 1) mas sem simplificagoes quanto as frequéncias. Os demais quadros mostram
esta solugao apds ser utilizado um método de suavizacao. Os gréaficos representam os instantes 0.05, 0.1,
0.15, 0.20 e 0.25 de tempo e apresentam somente a primeira metade de intervalo unitério.

sinal. Verifica-se na figura que os filtros tendem a suavizar bem uma parte do sinal, mas nao
eliminam os ruidos em volta do sinal. Tomou-se o cuidado de, ao aumentarmos a ordem dos filtros,
para eliminar melhor o ruido, nao prejudicarmos caracteristicas importantes da funcao, como a
sua frente. Mas para tanto nao é possivel eliminar totalmente o ruido em volta do sinal. Vamos
considerar outros dois casos: primeiro analogo ao anterior agora com parametro de corte d = 3, na
figura e em seguida com parametro de corte d = 3 e de frequéncias £ = 2, na figura No

caso onde d = 3, os filtros conseguem de fato suavizar a fungdo sem perder caracteristicas de forma
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importantes da mesma. Porém no caso onde introduzimos cortes por frequéncias (§ = 2), o tipo de

oscilacao gerada nao é bem suavizado com o uso dos filtros.

Sem filtro com d=1, =0 Shapiro(1)
15 15
1 1
DE 1 Ty R 05 1 e )
02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Shapiro(2) Shapiro(4)
15 15
1 1
0s : e 0s :
0 02 04 06 08 1 0 0z 04 06 08 1
MA(2) loess(8)
15 15
1 1
0s ; 0s ;
0 02 04 06 08 1 0 0z 04 06 08 1

Parfrnetros; w=0002 dt= 000097656 HM=B64  Miveis log2(M=6 Grafico a cada 0.05
Cortes: Linear (d) =1 M&o Linear (dnl) =1 Freg. =0 Geral (re)=0

Figura 4.12: No primeiro quadro (superior esquerdo) aparece a solu¢do numérica da equacao de Burgers
considerando v = 0.002, N = 64 para a condicao inicial exponencial considerando localidade do suporte da
base de ondaletas harmonicas (d = 1) e sem simplificagdes quanto as frequéncias (£ = 0). Os demais quadros
mostram esta solucao apds ser utilizado um método de suavizagdo. Os gréficos representam os instantes
0.05, 0.1, 0.15, 0.20 e 0.25 de tempo.
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Figura 4.13: No primeiro quadro (superior esquerdo) aparece a solu¢do numérica da equacdo de Burgers
considerando v = 0.002, N = 64 para a condicao inicial exponencial considerando localidade do suporte da
base de ondaletas harmonicas (d = 1) e sem simplificagbes quanto as frequéncias (£ = 0). Os demais quadros
mostram esta solugao apos ser utilizado um método de suavizagao. Os gréaficos representam os instantes

0.05, 0.1, 0.15, 0.20 e 0.25 de tempo.




84

Sem filtro com d=3, =2

1.5
1
0s :
0 0z 04 0B 0B 1
Shapiro(2)
1.5
1
0s :
0 02z 04 0B 0B 1
MA(2)
1.5
1
0s :
0 02 04 0B 0B 1

CAPITULO 4.

TESTES NUMERICOS

Shapiro(1)

15

1

0s :

] 0z 04 0B 08 1
Shapiro(4)

1.5

1

0s :

0 0z 04 0B 08 1
loess(8)

1.5

1

0s

] 0z 04 0B 08 1

Pardmetros: »=0.002 di=000097656 MN=54 MNiveis log2(M=6 Grafico a cada 005

Figura 4.14: No primeiro quadro (superior esquerdo) aparece a solu¢do numérica da equagdo de Burgers
considerando v = 0.002, N = 64 para a condicao inicial exponencial considerando localidade do suporte da
base de ondaletas harmoénicas (d = 1) e sem simplifica¢oes quanto as frequéncias (§ = 2). Os demais quadros
mostram esta solugao apos ser utilizado um método de suavizagao. Os gréaficos representam os instantes
0.05, 0.1, 0.15, 0.20 e 0.25 de tempo.
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4.2.4 Localidade do sinal

Agora vamos analisar o comportamento dos coeficientes de ondaletas harmonicas, e verificarmos
se é possivel obtermos informacdes sobre a posi¢cao no espaco da solucao ao longo do tempo. Simu-
lamos a equacao de Burgers com viscosidade v = 0.002, N = 64 pontos de malha, sem restrigoes
de suporte por localidade (d = 0), com o mesmo método Runge-Kutta de quarta ordem para a
discretizagao temporal com At = Az/16. A simulacao foi até o tempo de 0.6, para o qual vamos
analisar os coeficientes de ondaletas harmonicas. Na figura temos a evolucao do sinal a cada

0.1 unidades de tempo e os coeficientes de ondaletas harmonicas e de Fourier no instante de tempo
k.
237
podemos verificar algumas caracteristicas do sinal. Primeiro note que o pulso esta restrito a um

final (0.6). Lembrando que um coeficiente de ondaletas harmonicas a; é centrado no valor

subintervalo do [0, %], e que o pico (local onde a fungao atinge valor méximo) ocorre entre os valores
0.3 e 0.35 na escala de espago. Para os niveis 0 e 1 hé pouca informacgao sobre localidade. Para o
nivel 2, verifica-se que o coeficiente de maior valor é de translacao k = 1, indicando a presenca do
sinal préximo de 1/4 no espago. No nivel 3 o coeficiente mais significativo é o de translagao k = 3,
indicando a presenca do sinal em 3/8 ~ 0.375 do intervalo unitdrio. J& o nivel 4, que é o de maior
detalhes, indica o coeficiente de translagao k = 6 como de maior valor em mddulo, e o de segundo
maior valor com translacao k = 5, o que representa no intervalo unitario que o sinal tem localizacao
entre 5/16 ~ 0.3125 de 6/16 ~ 0.375, que é uma boa aproximacao do pico do pulso. A idéia é que,
em modelos mais complexos, possam ser extraidas informacoes sobre a localidade do sinal a partir
apenas de seus coeficientes de ondaletas. Note, nesta mesma figura, que os coeficientes de Fourier

nada dizem sobre a localidade do sinal.
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Figura 4.15: Solucao numérica da equagao de Burgers considerando v = 0.002, N = 64 para a condigao
inicial de pulso com a base completa de ondaletas harmoénicas. As curvas do grafico do canto esquerdo
superior mostram a condigao inicial e as aproximagoes com ondaletas harmonicas (HW) e Fourier a cada
0.1 unidades de tempo. Os graficos na parte inferior mostram os mddulos dos coeficientes de ondaletas
harménicas e Fourier.
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Vejamos um outro exemplo, com condigao inicial exponencial e v = 0.002, apresentado na figura
Observemos o nivel 4 dos coeficientes, e vejamos como os elementos mais evidentes (de maiores
valores em mdédulo) referem-se justamente aos locais de maiores gradientes do sinal (frentes), que
evoluem ao longo do tempo. Para este nivel (4), no instante inicial os coeficiente de destaque sao
k =4 e k = 6, fazendo referencia a frentes nas posi¢oes 4/16 ~ 0.25 e 6/16 ~ 0.375 no espaco, e de
fato aproximam bem as posi¢oes de maiores gradientes da funcao. No instante seguinte, destaca-se
o coeficiente onde k = 9, que refere-se a posigao 9/16 ~ 0.56 no espago, que novamente é uma boa
aproximacao do local da frente. No ultimo instante destacam-se os coeficientes k = 11 e k = 12,
que referem-se as posigoes 11/16 ~ 0.68 e 12/16 ~ 0.75 no espaco, coincidindo com o local da
frente. Interpretagoes semelhantes podem ser feitas em outros niveis, lembrando que quanto maior
o nivel maior o nivel de detalhe, referindo-se a locais da fun¢ao com escalas menores (frequéncias
maiores). Com niveis menores obtém-se informacgoes sobre locais da fun¢ao onde ha oscilagoes de

escalas maiores (baixas frequéncias).
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Figura 4.16: Solucao numérica da equagao de Burgers considerando v = 0.002, N = 64 para a condigao
inicial exponencial com a base completa de ondaletas harmonicas. Na primeira coluna aparecem as solugoes
numéricas em 3 instantes de tempo e ao lado os respectivos coeficientes de ondaletas harmonicas (HW) em
moédulo e escala logaritmica.
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4.2.5 Abordagem Pseudo-Espectral

A maior parte do tempo de execugdao consumido pelo método de Galerkin com ondaletas
harmonicas deve-se aos cdlculos da projecao da componente nao linear da equacdao de Burgers.
O mesmo ocorre quando usamos a base de Fourier. Para melhorar a eficiéncia computacional é
possivel nos valermos de um método pseudo-espectral. Para este método calcula-se a projecao
da componente nao linear no dominio espacial, e nao no dominio espectral. Desta forma faz-se
uso da rapidez das transformadas tanto de ondaletas harmoénicas quanto de Fourier. Um possivel
problema é a interferéncia de frequéncia altas nas baixas frequéncias, fenomeno conhecido por “ali-
asing”. Para evitar este problema consideramos a malha espacial com % pontos, e zeramos as
frequéncias mais altas (maiores do que N).

Testamos o método pseudo-espectral com ondaletas harmoénicas considerando v = 0.002, N = 64
e com condicao inicial exponencial. Na figura mostramos os resultados para o método, em
comparacao com Fourier. Nota-se que os dois métodos sao essencialmente equivalentes. Como na
equacao de burgers temos uma componente linear, devido a difusao, podemos utilizar a propriedade
de localidade para reduzir o custo dos calculos desta parte linear. Para tanto tomamos, por exemplo,
d = 3. Mostramos os resultados na figura[4.18] Neste caso a diferenga entre o método com ondaletas
harmonicas e Fourier é fruto somente dos computos da parte linear, e tem ordem semelhante ao
que foi visto na secao [}

Destacamos na tabela os tempos de execucao do método pseudo-espectral com ondaletas
harmonicas, com parametros d = 0 e d = 3. Nota-se uma reducao drastica do custo computacional
em relacao ao método de Galerkin. Porém, ainda assim, o custo computacional é ligeiramente
maior do que o método pseudo-espectral com base de Fourier, que aparece na tabela Mas que
é compensado pelo fato de termos agora uma base que pode dar informacoes sobre localidade no
dominio espectral.

O fato de termos reduzido o custo computacional nos permite analisar a evolucao de apro-
ximagoes da solucao da equacao de Burgers para valores de N maiores. Vejamos o comportamento
do método para a condicdo inicial senoidal com viscosidade 0.0025, considerando N = 20, com
resultados na figura [4.19] Note que a imposi¢do do parametro d = 3 gera algum ruido na solucgao,

mas a mesma tem sua forma essencialmente preservada.
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Figura 4.17: Solucao numérica da equagao de Burgers considerando v = 0.002, N = 64 para a condicao
inicial exponencial com a base completa de ondaletas harmonicas utilizando uma abordagem pseudo-espectral
tanto para Fourier como para ondaletas harmonicas. Os graficos na parte inferior mostram os médulos dos
coeficientes de ondaletas harmonicas e Fourier.
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Fourier & HW Pseudoespectrais, UHLU VU, Y= 0.002 3
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Figura 4.18: Solugao numérica da equagao de Burgers considerando v = 0.002, N = 64 para a condigao inicial
exponencial com a base completa de ondaletas harmoénicas utilizando uma abordagem pseudo-espectral tanto
para Fourier como para ondaletas harmonicas. Utilizamos um corte por localidade de ondaletas harmonicas
(d = 3) na parte linear da equagcao (difusdo). Os gréficos na parte inferior mostram os médulos dos coeficientes
de ondaletas harmonicas e Fourier.
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Figura 4.19: Solugdo numérica da equacdo de Burgers considerando v = 0.0025, N = 1024 para a condicao
inicial senoidal com a base completa de ondaletas harmonicas utilizando uma abordagem pseudo-espectral
(PS) tanto para Fourier como para ondaletas harménicas (HW). Utilizamos um corte por localidade de
ondaletas harmodnicas (d = 3) na parte linear da equagao (difusdo). As imagens aparecem a cada 0.02
instantes de tempo.

Consideramos agora a condi¢ao inicial senoidal truncada, isto é,

fa) = sin(2rz), 0<z<1/2, (4.25)

0, cc.

Este exemplo é usado no trabalho de [Schult e Wyld (1992), com viscosidade v = 5.10~4, utilizando
um método de Galerkin com ondaletas de Daubechies e refinamento local. Reproduzimos um dos
resultados de Schult e Wyld| (1992) na figura No experimento foi utilizado um método semi-
implicito de segunda ordem para a discretizagao temporal. Em seguida na figura mostramos
os resultados obtidos com ondaletas harmonicas, com método pseudo-espectral. Os resultados
obtidos com ondaletas harmonicas sao muito semelhantes aos obtidos com ondaletas de Daubechies.
Destacamos no lado direito da mesma figura 4.21| os coeficientes de ondaletas harmoénicas para o
instante de tempo 0.8. Percebe-se que em todos os niveis o coeficiente de maior valor em médulo

é aquele que refere-se a posicao da frente de propagagao.
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Figura 4.20: Solucdo numérica da equacdo de Burgers considerando v = 5.107°, N = 2!2 para a condicdo
inicial senoidal truncada com um método de Galerkin utilizando ondaletas de Daubechies e refinamento local
na regiao da frente de onda. Os grificos aparecem a cada 160/4096 unidade de tempo.
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Figura 4.21: Solucdo numérica da equacdo de Burgers considerando v = 5.107%, N = 2'2 para a condicao
inicial senoidal truncada com métodos pseudo-espectrais de Fourier e de ondaletas harmonicas. Os graficos
aparecem a cada 0.4 unidade de tempo. Foi utilizado corte por localidade d = 3.
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Capitulo 5

Aplicacoes em Meteorologia

Neste capitulo vamos avaliar o desempenho do método de Galerkin, com base de ondaletas
harmonicas, em um modelo meteorolégico relacionado a propagacao de frentes de precipitacao em
regioes tropicais. Trataremos do caso unidimensional de um modelo proposto inicialmente por
Frierson, Majda e Pauluis (2004), conhecido por modelo de clima tropical, e que pode ser visto

como um modelo de propagacao de frentes de precipitacao.
5.1 Modelo de propagacao de frentes de precipitacao

O modelo de propagagcao de frentes de precipitagao unidimensional proposto em |Frierson, Majda
e Pauluis| (2004)) é um caso particular de um modelo de clima tropical proposto no mesmo artigo.
Comecamos por detalhar brevemente a construcao do modelo de clima tropical em questdao. Des-

tacamos a seguir, de forma esquematica, as etapas de sua construcao.

1. Equagbes de Navier-Stokes

| Considera-se a densidade constante, exceto no acoplamento com a gravidade, onde
assume-se que a densidade varia linearmente com a temperatura. Esta hipdtese esté
fundamentada no fato de a atmosfera concentrar variacoes de densidade apenas na sua
camada mais inferior (10% da altura total da atmosfera), e nos leva a olhar o problema

como incompressivel. E adequado para estudos sobre conveccao natural.
| Toma-se uma aproximacgao hidrostatica, onde desconsideram-se aceleragoes verticais.

| Dominio restrito ao plano 3 equatorial, no qual consideram-se apenas regioes tropicais,
isto é, de baixas latitudes. No plano § aproximam-se os valores de cos(¢) e sin(¢)

respectivamente por 1 e 0, onde ¢ indica latitudes.
2. Equacoes de Boussinesq hidrostaticas no plano 3 equatorial D

| Decomposicao vertical usando expansao dos campos em polindmios trigonométricos,
Pj(z) = cos(jz), para j = 0,1, ..., e depois um procedimento conhecido por truncamento
de Galerkin.

'Detalhes sobre a construgio das equacdes de Boussinesq podem ser vistos em [Holton| (2004).

95
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| No truncamento de Galerkin mantém-se apenas os coeficientes referentes aos elementos
de base Py(z) = 1 (Modo barotrépico) e Pj(z) = cos(z) (Primeiro modo baroclinico).
< Modo barotrépico - Densidade depende apenas da pressao e vice versa

< Primeiro modo baroclinico - Densidade depende de pressao e temperatura. Ventos na
camada inferior da troposfera tem mesma magnitude mas sinais opostos aos ventos

da camada superior da troposfera. Justifica-se em dreas de grandes convecgoes.

|l Inclui-se a equagao de dindmica de umidade simplificada
| Parametrizacoes fisicas - forcantes do modelo

— Radiacao Térmica

— Fluxo de calor sensivel

— Arrasto por friccao
— Evaporacao
s

Precipitagao
3. Modelo de Clima Tropical

— Equagoes para os campos:

- Velocidades do modo barotrépico (U)

- Velocidades do primeiro modo baroclinico (U ou Uy)

Perturbagao da Temperatura (7")
- Umidade (q)

— A precipitagao ¢é calculada a partir da umidade e temperatura

Algumas consideracoes importantes sdo feitas a respeito da inclusao da equacgao da umidade e
das parametrizacoes fisicas, que destacamos a seguir. As parametrizacoes fisicas sdo geralmente
incorporadas no modelo através de forcantes com relaxacgoes, isto é, amortecimentos, ou incremen-
tos, exponenciais de uma das quantidades U, T ou ¢ com taxas definidas por tempos de relaxacao
empiricos. O tempo de relaxagao é em geral calculado a partir do tempo do qual um sistema

demora para voltar a uma situacao de equilibrio depois de ser perturbado.

1. Arrasto por friccao:

— Grande na superficie e pequeno em grandes altitudes.
< Parametro de relaxacio d ~ (3.8a10dias) 1.
< Forcante Sy = —dU.

— No caso sem vento barotrépico a forcante é nula.

2. Radiacao Térmica:
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[

Resfriamento Newtoniano (no qual a taxa de perda de calor de um corpo é proporcional

a diferenga de temperatura do corpo em relagao ao ambiente).

Relaxa temperatura a um perfil de equilibrio de radiagdo em um certo tempo.
Parametro de relaxacio dr ~ (20dias) ™1,
Forcante St p = —dr (T — Teq)-

Teq < 0 € a temperatura de equilibrio.

L A

No caso sem vento barotrépico a forcante é nula.
3. Fluxo de calor sensivel:

Parametro de relaxagao dgy ~ (10dias) ™!,
Forcante St sy = —dsg(Ts —T).
T é a temperatura na superficie, em geral dada pela temperatura ao nivel do mar.

No caso sem vento barotrépico a forcante é nula.

L A

E uma forcante de menor impacto que as demais, e sera desprezada.

4. Evaporagao:

Pardmetro de relaxagdo d, ~ (10dias)™?,

Forgante E = dy(qs(Ts) — q).
T, é a temperatura na superficie.

q € umidade e ¢; é umidade na superficie.

L

No caso sem vento barotrépico a forcante é nula.
5. Umidade:

— Microfisica de nuvens
- Vapor d‘agua (g)
- Agua em nuvens (q.)

Agua em chuva (g,)

Agua total liquida (¢, = qc + qr)

— Considera-se <%, 1> =0

[

Define-se a umidade como g = (g, 1)

— Define-se um parametro de umidade média (Q), que é uma medigdo experimental da
média do gradiente de umidade, também conhecido por estratificacao de umidade bruta,
0<@<1.

— Principios de conservacao da umidade levam a equacao para a mesma, dependente da

precipitacao e evaporacao.
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6. Precipitacao:

— P = vqy|,—0, onde v; é a velocidade final dos “pingos” de dgua e ¢, é a varidvel que

indica a parcela de chuva do ar.

— P=1(g—g(T))*, onde (a)" = {a,se a > 0; 0 caso contrério},

— @(T") é um padrao de referéncia de umidade limite para o qual pode se ter chuva. Co-
mumente dado pela expressao ¢(T') = § + o7, onde ¢ indica uma umidade limite média
e « correlaciona o limite de umidade com as variacoes de temperatura. Mostra-se que
a>—Q.

— 7 é 0 tempo de ajuste convectivo, que é um parametro de relaxacao com valores usual-

mente entre 2 e 24 horas.

Com isso ja possivel escrevermos as equagoes do modelo de clima tropical para o caso unidi-
mensional, para o qual o vento barotrépico pode ser visto como constante « e ha somente um modo
de vento baroclinico u. Pode se entender a constante de vento barotrépico @ como uma média de

ventos, e o vento baroclinico como as variacoes sobre esta média.

%Jm% = %—Z+SU, (5.1)
% T a%—f = % +Sr.p+ Srsu + P, (5:2)
%H—L% _ _Q%+E—P. (5.3)
Além disso é possivel obtermos a velocidade vertical tomando-a como w = —%. Este pode

ser visto como um modelo de propagacao de frentes de precipitacdo com vento barotrépico. Ao

desconsiderarmos o vento barotrépico temos um modelo simplificado, dado pelas equagoes,

du orT

oT ou

5% - + P (5.5)
dq ou

il —Qa - P (5.6)

Estudos mostram que o tempo de ajuste convectivo, 7, denominado por parametro de relaxacao
no tempo, deve estar entre 2 e 24 horas, o que é muito pouco quando comparado com as escalas
de tempo de fenomenos meteoroldgicos de grande escala (PAULUIS; FRIERSON; MAJDA| 2008). No
limite em que 7 — 0 o ajuste convectivo é instantaneo, que é caso que foi estudado por [Frierson,
Majda e Pauluis (2004) para a fronteira entre regides com precipitagdo e sem precipitagao, onde
hé instabilidade convectiva. Para 7 > 0 pequeno temos uma aproximacao do ajuste convectivo
nao instantaneo, este caso foi estudado mais a fundo em Stechmann e Majdal (2006) também com

enfoque na regiao de fronteira de precipitagao.
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O modelo de propagacao de frentes de precipitacao unidimensional, acima descrito, com ou
sem vento barotrépico, é basicamente um modelo para precipitacao com base na evolugao do vento
zonal (sentido leste-oeste), no potencial de temperatura e na umidade. Este modelo desconsidera
a forga de Coriolis (forca resultante do movimento de rotacao da Terra), com isso pode ser visto
como um modelo de circulagdo zonal ao redor do equador. Apesar de se tratar de um modelo
unidimensional linear, e de ter diversas simplificagoes em relacao ao modelo completo, constitui
uma boa aproximagao para a dinamica dos tropicos, que possuem ventos predominantemente zonais.
O modelo é adequado para, por exemplo, fenémenos como a circulagdo de Walker (descreve um
movimento circular fechado nas dire¢oes zonal e vertical do ar devido a gradientes de temperatura),
a propagacao de “superclusters” (deslocamentos de grandes formagoes de nuvens) e a oscilagao
Madden-Julian (deslocamento para leste de uma célula zonal de grande escala que causa variagdes
na convecgao tropical e consequentemente influencia no regime de chuvas). Além disso, de acordo
com o trabalho de [Frierson, Majda e Pauluis (2004)), a extensdo do modelo para casos mais gerais
é simples, tornando-se portanto um modelo de grande interesse de estudo.

Vamos olhar para algumas propriedades do modelo sem modo barotrépico, e possiveis conclusoes
sobre solucoes, considerando o caso limite onde 7 — 0, proposto por [Frierson, Majda e Pauluis
(2004). Se tivermos duas regioes adjacentes, uma seca (P = 0), e a outra molhada (P > 0),
entao haverd uma descontinuidade no campo de precipitagao. Se definirmos como regiao molhada
o intervalo tal que = > 0, e a seca onde x < 0, entao a descontinuidade ocorre em x = 0. Com
esse dominio, utilizando-se das equagoes a é possivel obtermos a precipitacao em fungao da

velocidade vertical (w),

(T o

P(x>0) =
Com isso nota-se que uma descontinuidade em P é gerada por uma descontinuidade em w, que
por sua vez é gerada por uma “quina”’ em w. Portanto consideramos os campos de velocidade,
temperatura e umidade continuos, mas possivelmente descontinuos em suas derivadas, o que pode
levar a formacdo de frentes de precipitacdo. Além disso fica claro que regides de precipitacio
positiva sao regioes de conveccao, isto é, velocidade vertical positiva (ventos ascendentes).
De |Frierson, Majda e Pauluis (2004 temos que a velocidade de propagagao de uma onda de
gravidade em uma regiao seca é ¢g = £1 (equivalente a 50 m/s), e a velocidade dentro de regioes

1-Q
14+a-

de fronteira entre regido seca e molhada, dependo de sua velocidade e diregdo. Digamos que a

molhadas ¢, = + Com isso temos apenas 3 tipos de frentes de precipitagao, na regiao
velocidade de propagacao da frente de precipitagao seja dada por s, entao temos as possibilidades

que seguem,

e Frentes secantes, ou desumidificantes, na direcao de seco para molhado, com velocidade de

propagacao
1 —
1+§ <s<1l. (5.8)

(drying front).
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e Frentes umidificantes lentas, na dire¢ao de molhado para seco, com velocidade de propagacao

1-@Q

0<s< .
1+«

(5.9)

(slow moistening front)

e Frentes umidificantes rapidas, na dire¢ao de molhado para seco, com velocidade de propagacao
s>1 (5.10)
. (fast moistening front).

Se 0 intervalo de interesse possuir diversas regioes com diferentes caracteristicas de umidade, e
consequentemente precipitagao, entao podemos ter combinagoes das 3 frentes descritas acima. Um
caso interessante é o das frentes atenuante (dying front), ou sumidouras, que é composto por 3
regioes: a mais a esquerda é seca, a do meio é molhada, e na interface temos uma frente desumi-
dificante; a mais a direita é seca, e na interface com a regiao molhada ha uma frente umidificante
lenta. Neste caso, devido as diferencas de velocidade de propagacao das frentes, a regiao molhada
ird gradativamente sumir. Mostramos na figura [5.1] um diagrama ilustrando a propagacao deste

tipo de frente.

Drying front —« le— Slow moistening front
<5<y s<c,,
- —

Dry region Maist region Dry region

Figura 5.1: Diagrama para frente atenuante. O diagrama estd em inglés, obtido em [Khouider e Majda
(2005). Entende-se por “dry region” e “moist region” respectivamente as regides secas e imidas. As setas
indicam as diregoes e magnitudes das frentes seca e imida lenta, respectivamente da esquerda para direita.

5.2 Experimentos numéricos

Vamos utilizar o método de Galerkin com ondaletas harmonicas para resolver o modelo de
frentes de precipitacdo unidimensional sem vento barotrépico. A discretizacao das equacoes serd
analoga ao realizado nas equagoes Porém agora expandimos e projetamos os 4 campos, u, T, q
e P, na base de ondaletas harmonicas. Novamente utilizamos um método de Runge-Kutta de quarta
ordem para a resolugao da parte temporal. O método de discretizacao espacial é mais adequado
para problemas com condicao periddica de fronteira, portanto comecamos os experimentos com o

seguinte conjunto de parametros e condigbes iniciais (ilustrados na figura [5.2)).
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a = 0.6
Q = 09
g = 09
T = 0.00625
0.01z 0<z<i
u =
—0.01z+0.01 ;<z<1
- —0.0073z +0.0073/2 0<z <%
+0.0073z — 0.0073/2 1<z <1
q = q+arl
(5.11)
x10” u w10” T
5 4
35
4 L
3 L
5 25
2 L
2r 15+
1 L
1 L
05
] : 0 : : '
0 0z 0.4 06 0.8 1 0 0z 0.4 06 0.8 1
q P
0.9025 T + + - 1
0.902
05t
0905
0
0.201
05+
0.9005 -
0.9 : ! ! - -1 - - - !
0 0z 0.4 06 0.8 1 0 0.z 0.4 06 0.8 1

Pardmetros: Tempo=0 N=128 ghat=09 Q=09 o=06 t=000625 Dying front sem descont.

Figura 5.2: CondigOes iniciais para um caso de frente atenuante com fronteiras periédicas utilizando 128

pontos de grade.

Estes parametros e condicgoes iniciais foram obtidos seguindo o método proposto em [Khouider e

Majdal (2005) para construcao de frentes atenuantes, e portanto esperamos que de fato ocorra este
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tipo de frente. O parametro de relaxacao 7 é equivalente a a 30 minutos em escala dimensional.
Utilizando o método de Galerkin com ondaletas harmoénicas obtivemos os seguintes resultados. Para
facilitar a visualizagao grafica transladamos em 0.5 os campos no eixo x. Comegaremos analisando
0 caso sem cortes por localidade.

Na figura [5.3| apresentamos o instante de tempo ¢ = 0.15, onde nota-se uma regiao com preci-
pitacao (& esquerda) e outra sem precipitacao (& direita). Além dos valores dos campos de interesse,
apresentamos na mesma figura os coeficientes de ondaletas harmoénicas paras os respectivo cam-
pos. E interessante notarmos que nos niveis mais altos os coeficientes de destaque sao justamente
aqueles referentes ao locais de descontinuidade, ou gradiente elevado. Apresentamos nas figuras
subsequentes até a evolucao dos campos ao longo do tempo, para alguns instantes. E
possivel percebermos que a regiao seca esta sendo lentamente invadida por umidade nas proximi-
dades da metade do intervalo, assim como a frente seca esta invadindo a regiao imida no comeco
do intervalo de forma mais rapida. Com o passar do tempo a regido com precipitacao vai se tor-
nando menor, até que no ultimo instante de tempo nao hé mais chuva no intervalo. E possivel
percebermos que os coeficientes de ondaletas harmonicas sao mais significativos nas regioes onde
hé precipitacao. Na figural5.8lapresentamos os graficos dos campos em diagramas t X x, com o valor
do campo dado pela intensidade da cor seguindo a escala ao lado de cada grafico. Com essa figura

é possivel estimarmos as velocidades de propagacao das frentes. Para a frente imida lenta temos

0.58—0.5 0.58—0
0.85 0.85

com direcao da esquerda para direita. Em seguida destacamos na figura a evolucao do campo

uma velocidade de aproximadamente ~ 0.09, e para frente seca temos =~ 0.68, ambas
de precipitacao e de seus coeficientes de ondaletas harmoénicas. Nesta figura queremos ressaltar
a caracteristica de localidade da base de ondaletas harmonicas, onde fica claro que os coeficientes
marcam a posi¢ao da regiao de precipitacao e da frente de precipitacao. Note, por exemplo, que nos
primeiros instantes, onde a regiao de precipitacao é relativamente larga, os coeficientes de maiores

valores sdo os que se referem a cada uma das frentes presentes.
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Parametros: Tempo=0.15 N=128 ghat =

09 Q=09 «=06

©=0.00625 Dying front sem descont.

Figura 5.3: Frente atenuante no tempo 0.15 para as condicoes iniciais dadas nas equagoes |5 Os graficos
indicados por “coef.” mostram os coeficientes de ondaletas harmonicas (HW) em modulo d1V1d1dos por
niveis. Os campos foram transladados em 0.5 no eixo z para facilitar visualizagao das frentes.
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Parametros: Tempo=0.30 N=128 ghat=09 Q=09 «=0.6 t=0.00625 Dying front sem descont.

Figura 5.4: Frente atenuante no tempo 0.3 para as condicoes iniciais dadas nas equagoes Os gréficos
indicados por “coef.” mostram os coeficientes de ondaletas harmonicas (HW) em mdédulo divididos por
niveis. Os campos foram transladados em 0.5 no eixo z para facilitar visualizagao das frentes.
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Parametros: Tempo=045 N=128 ghat=09 Q=09 «=0.6 t=0.00625 Dying front sem descont.

Figura 5.5: Frente atenuante no tempo 0.45 para as condicoes iniciais dadas nas equagoes |5 Os graficos
indicados por “coef.” mostram os coeficientes de ondaletas harmonicas (HW) em modulo d1V1d1dos por
niveis. Os campos foram transladados em 0.5 no eixo z para facilitar visualizagao das frentes.
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Parametros: Tempo=0.60 N=128 ghat=09 Q=09 «=0.6 t=0.00625 Dying front sem descont.

Figura 5.6: Frente atenuante no tempo 0.6 para as condicoes iniciais dadas nas equagoes [5 Os gréficos
indicados por “coef.” mostram os coeficientes de ondaletas harmonicas (HW) em modulo d1V1d1dos por
niveis. Os campos foram transladados em 0.5 no eixo z para facilitar visualizagao das frentes.
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Parametros: Tempo=0.90 N=128 ghat=0.9 Q=09 «=0.6 ©=0.00625 Dying front sem descont.

Figura 5.7: Frente atenuante no tempo 0.9 para as condigOes iniciais dadas nas equagoes Os gréficos
indicados por “coef.” mostram os coeficientes de ondaletas harménicas (HW) em mddulo divididos por
niveis. Os campos foram transladados em 0.5 no eixo = para facilitar visualizagao das frentes.
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tempo

0.m

0.008
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0.006
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0.002

0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0z 0.4 0.6 0.8
X X

Parametros: Tempo=0.97656 N=128 ghat=0.9 Q=09 «=0.6 ©=0.00625 Dying front sem descont.

Figura 5.8: Frente atenuante ao longo do tempo (no eixo y) para as condigOes iniciais dadas nas equagoes
Os graficos mostram o valor do campo por intensidade de cor na escala cinza a cada instante de tempo
para o intervalo unitario. Os campos foram transladados em 0.5 no eixo x para facilitar visualizagao das
frentes.
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Figura 5.9: Precipitagao para frente atenuante ao longo do tempo para as condigdes iniciais dadas nas
equacoes p.11] Os graficos mostram o valor do campo de precipitacdo e o os coeficientes de ondaletas
harmonicas para alguns instantes de tempo no intervalo unitério.
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Vejamos o que ocorre ao considerarmos medidas de redugao de custo computacional no método
de Galerkin com ondaletas harmonicas, isto é, tomando-se cortes por localidade da base (d > 0).
Consideramos o efeito de um corte com parametro d = 1 em alguns instantes de tempo, que é
apresentado na figura Nota-se pouca diferenca em relagdo ao caso sem corte por localidade
(ﬁgura, e preserva-se a forma geral da solugao, mas com um algoritmo com custo computacional
muito menor. Testamos ainda o caso onde d = 3, para o qual vamos analisar um nivel a mais de
ondaletas harmonicas, e portanto tomamos N=256. Mostramos na figura [5.11] os resultados, onde
nota-se claramente os picos dos coeficientes nos locais de frentes de precipitacao. Por exemplo, em
destaque na figural5.12] no tempo 0.3, temos como elemento de maior valor no nivel 5 o de translacao
k =7, e no nivel 6 o de translagao k = 14, que referem-se a posicao da frente desumidificante, seca,
que se encontra no momento sobre o valor 7/32 = 14/64 ~ 0.22 do intervalo unitario, e que condiz
com a real posicao da frente. O mesmo pode ser visto com relacao a frente umidificante lenta, com
posicao no espago dada por 17/32 = 34/64 ~ 0.53 de acordo com ambos os niveis 5 e 6. Contudo
temos entao um método que resolve as equagoes e ainda nos fornece tempo a tempo um método

para localizar as frentes de precipitacao no espaco.
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Figura 5.10: Precipitacao para frente atenuante ao longo do tempo para as condigoes iniciais dadas nas
equacoes considerando corte por localidade d = 1. Os gréaficos mostram o valor do campo de precipitacao
e o os coeficientes de ondaletas harmonicas para alguns instantes de tempo no intervalo unitério.
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Figura 5.11: Precipitacao para frente atenuante ao longo do tempo para as condigoes iniciais dadas nas
equacoes considerando corte por localidade d = 3. Os graficos mostram o valor do campo de precipitagao

e o os coeficientes de ondaletas harmonicas para alguns instantes de tempo no intervalo unitério.
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Figura 5.12: Coeficientes de ondaletas harmoénicas para precipitacao da frente atenuante ao no tempo 0.3
para as condicoes iniciais dadas nas equacoes [5.11]| considerando corte por localidade d = 3.



Capitulo 6

Conclusoes

Muito vem sendo estudado na direcao de se utilizar ondaletas em métodos de resolugao de
equacoes diferenciais. Tentamos neste estudo analisar mais a fundo questoes tedricas e numéricas
ligadas a resolugao de EDPs com métodos de Galerkin com base de ondaletas harmoénicas. Foram
investigados em particular casos unidimensionais de equagoes de adveccao, linear ou nao linear,
resolvidas com um método de Galerkin com base de ondaletas harmonicas. Para tanto foi necessario
analisar detalhadamente as propriedades das ondaletas harmonicas. Ilustramos a proximidade das
ondaletas harmonicas com o conjunto de funcées trigonométricas de Fourier, e sua propriedade de
localidade no espago e no dominio de frequéncias, demonstrando a possibilidade de se usar estas
ondaletas para aproximar funcoes do L?([0,1]). Ao compreendermos as caracteristicas da base, foi
possivel deduzir as equactes de um método numérico de Galerkin, que foi considerado para uma
bateria de experimentos numéricos.

O método de Galerkin com base de ondaletas harmoénicas mostrou-se muito similar ao método
de Galerkin com base de Fourier. Ao passo que as ondaletas harmdnicas encarecem computacional-
mente o método, hd em contrapartida o ganho de termos informagoes sobre a localidade do sinal
no dominio espectral. Nos casos lineares é possivel obtermos um custo computacional da mesma
ordem daquele obtido com o método usando base de Fourier, se considerarmos as caracteristicas de
localidade no espaco da base de ondaletas. Porém no caso nao linear ha um grande acréscimo de
custo computacional devido aos calculos dos coeficientes de conexao, e consequente grande quanti-
dade de computos necessarios para se avaliar o sistema gerado. Comparando com um método de
Galerkin com base de Fourier é possivel obtermos custo computacional semelhante com ondaletas
harmonicas, porém este custo ainda é alto quando comparado com outras alternativas disponiveis
na literatura (por exemplo um método pseudo-espectral com base de Fourier). E de se esperar
que outras bases de ondaletas sem suporte compacto (por exemplo as ondaletas de Meyer(LOPES;
MATTOS, 2003)) venham a compartilhar deste mesmo resultado, assim como para ondaletas com
suporte compacto, conforme descrito, por exemplo, em |Schult e Wyld (1992)). Por outro lado,
ao analisarmos o método pseudo-espectral com base de ondaletas harmonicas, preservamos a boa
aproximagao com a solugao esperada e as caracteristicas de localidade da base, mas reduzimos
significativamente o custo computacional.

Quanto aos testes do método em relagao ao modelo de propagacao de frente de precipitagao,
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o mesmo mostrou resultados que condizem com a solucao esperada do fenémeno fisico. Ao con-
siderarmos restrigoes do suporte das ondaletas harmonicas (d = 1 ou d = 3) temos um custo
computacional étimo (O(N)), com praticamente nenhuma perda de informacoes relevantes sobre
o sinal. Além disso o método proporciona a possibilidade de se obter informagcoes sobre a locali-
dade do sinal, ou de frentes no sinal, espectralmente, isto é, olhando apenas para os coeficientes de
ondaletas.

Contudo utilizar ondaletas harmonicas na resolugao de EDPs através de um método de Galer-
kin pode ser interessante do ponto de vista de estudos de sinais bem localizados, como frentes de
propagacao. Por outro lado, requer um alto custo computacional, que pode ser reduzido em compo-
nentes nao lineares utilizando um método pseudo-espectral, e em componentes lineares utilizando

a caracteristica de localidade da base de ondaletas.



Apéndice A

Calculos da projecao de nao linearidades com derivadas

na base de ondaletas harmonicas

Queremos estudar a projecao da funcao w = vu, na base de ondaletas harmonicas, com v e u

escritas na base de ondaletas harmonicas,

n—227-1
v(x) = ag + Z Z (agi 1 jk(z) + a;j+k¢;k($)) + anjoPn-1(), (A.1)
=0 k=0
n—22r_1 p do* A
b= 3 (b, ) LRy D) (A2)
p=0 ¢=0
n—227—-1
w(z) = (a0+ Y Y (asipnthin(®) + a3 054 (2)) + anjotn-1(z))
=0 k=0
n—22r_1 d do* Qi
(Z Z <52p+qw2;($) + b§p+q¢fl’;(x)> + bN/24w d:):l <$))
p=0 ¢=0
= (A)+(B)+(C)+ (D), (A.3)

onde,

§=0 k=0

n—227-1
) = (Z Za§j+kw§,k(w)

=0 k=0

n—22P—1 di) N d? (lﬂ) dtpp—
— d d * d n—
(D) = (anjatn-1(z)) (Z > <b2‘°+q¢2’;m +b;p+qg;($)> +bN/2wdxl($))
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Vamos estudar cada parcela separadamente. A parcela (A) é equivalente ao desenvolvido nas
secoes anteriores sobre projecao das derivadas de uma funcao na base de ondaletas harmonicas.

Portanto, desta parcela, (A), vamos ter:

((4),9) = 0,
271
<(A)7¢r,s($)> = Clzoz:bzr_,_q’ygs7
q=0
<(A)awn—1(x)> = —Nﬂ'ia()bN/Q.

Na parcela (B) comegam a surgir novos coeficientes de conexao, vejamos,

n—227—1 n—22r—1 dy* d Yy
(B) _ Z Z a2j+kwj,k(x> Z Z (b2p+q ( ) +b2p+qfl’;(x)) +bN/21/}dx1(x)

7=0 k=0 p=0 ¢=0
n—221—-1n—22P—1

- Z ZZ <a2j+kb2p+q¢m aWPq )

7=0 k=0 p=0 ¢=0
n—22i—1n—22°—1 4y
3D ) 3) i (STRIREEL T T
7=0 k=0 p=0 ¢=0
n—22i-1
dp_1(x
+ <G2j+kbzv/2¢j,k($)dx()) (B3)
=0 k=0

Quando a expressao acima € projetada na base teremos diversos coeficientes de conexao. Omiti-

remos passagens mais simples e que apresentaremos a seguir os coeficientes de conexao pertinentes.
1. (BI1)
(a) (Yorle) 2528 1) =0,
(b) (v (@) 2220 v, () ) = PO,
(©) (biale) 282 1 (@) =0,

2. (B2)

@) ($3e(@ 2522, 1) = (33,)", somente se j = p, seno 6 mulo,
() (bi(@) 2212 (@) = PO,
(©) (¥ru(@) 5 (@) =0,

3. (B3)

(a) (Vo) P2p,1) = o,
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(b) (@) P2y (@) =0,
(©) (@) 22 4 () = 0.

Onde ’yék é o coeficiente de conexao linear dado por 1D e os coeficientes de conexao nao

lineares sao dados por

j i +1_1_ +1_
i 211 P11 min( Lomg 2 2 —27i mjk—&—mpq (mi%_‘-:np)s
PO)igs = qGprnis 2 2 mpe AT T (A4)
kgs = o(j+p+r)/2 p ’ )
m;=27 mp=max (2" —m;,2P)
J+1_ i —2r ortl_q m mi—mp)s
Jjpr 2mi > ! min(m; . ) —27ri<27jj_27g]_( Lor a )
PO =~ 55 2o > mpe o (AD)

m;j=21 mp=max(m;—(2"T1-1),2p)

Com isso ficamos com a projegao de (B) na base de ondaletas harmoénicas dada por:

(B).¢) = Z Z Z (“2ﬂ'+kb§a‘+q (Wék) )
7=0 k=0
n—22/—-1n—22P—1 ' '
((B), Yrs(2)) = <a2j+kbzp+qP(0)i]Z§ + a2j+kb§p+qP(2)§£§>
j=0 k=0 p=0 ¢=0

((B),¥n-1(z)) =

)
—~
>
(=)
~—

Vamos olhar agora para a parcela (C).

n—227—1 n—22P—1

d o
©) = (Y3 a, Wik <bmq Unal®) Ly dy (@ )) 4 by ¥n1(2)
0 ¢=0

dx dx
j=0 k=0 p=

n—22—1n—22P—1

= ZZZ Za2]+k62p+q¢jk( )d¢pq( ) (1)

7=0 k=0 p=0 ¢=0
n—221—-1n—22°P—1 @Z)pq( )
+ Y DSTN ah e U (0) — 2= (02)
7=0 k=0 p=0 ¢=0
n—227—-1
* dwn—l :L')
+ a2j+kbN/2¢j,k($)dw( (C3)
7=0 k=0

com isso teremos que avaliar os produtos internos,

(b) <w}ik(x)dwg;<x>,¢r,s(x)> — PO,
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(©) (¥3(0) 52 1 () =0,
2. (C2)
(a) (¥jule) =58, 1) =0,
d T
() (07, (@) 252 g (@) ) = 0,

(c) <¢;k( )dw”q yUn—1(x )> Niﬁ , serd nao nulo somente se j =n—2oup=n—2.

3. (C3)
(a) (Vo) g, 1) =0,
(b) (w3 (0) 22 iy (@) ) = 0,
(©) (V3 (@) 2512 1 () = 0.

Onde,
. o 29+1 1 min(2" T —14m;,2PT1 1) _omif —mik | mpa _ (mp—m;)
PP = T E E mye v . (A7)
kas — 9(j+p+r)/2 P ’ '
m;=29 mp=max(2"+m;,2P)
. min(N/2—27,2P+1 1)
ip 211

mimy (L — L
Nig = 55072 > mpe” ™" 3, (A8)
mp=max(N/2—(20+11),20)

Resultando uma projegao para parcela (C) da seguinte forma,

n—229-127-1
_ J
((C),9) = (a;j+kb2j+q <7qk)>
j=0 k=0 ¢=0
n—=22—1n—22P—1

2
g
I
M
Iy

(am +ib2rte P (1)15;)

T
o O
ES
Il
=)
3”ﬁ
o O

S
|
o
<.
|
—
o
~e
H

(C), n1(z)) = a3 D3N

1
o
il
o
3
I
=)
Q
Il
=)
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Para finalizar os célculos vamos ao caso (D),

n—22r—1 .
o e (Z % <b2”+q sl )+bzp+q wfzi( )> +bN/2wd:sl($))
p=0 ¢=0
n—22P 1 d/lp
= pZ::OFZOGNMbQP—i_qwn_l(m)Z;(x) (D1)
n—22P—1 e
* aN/2b§p+q1/}nl($)¢Z’;(x) (D2)
p=0 ¢g=0

d,—
+ aN/QbN/ﬂ/}n—l(w)w (D3),

resultando nos coeficientes de conexao,
1. (D1)
(8) (Yo-1(2) 2528 1) =0,
(b) (n-1(2) 58D 2 o(2)) = 0,
(©) (¥n-1(2) 22 s, 1 (2)) =0,
2. (D2)
() (s ()52 1) =0,
(b) (Y1 (0) 5 (@) = 0,
(©) ($nm1(@) 52 s (@) = 0,
3. (D3)
(a) <wn_1<x>%,l;;<@, 1> = —miN,
(b) (Yn1(@) L2 4 (@) =0,
(©) (w1 ()32 (@) = 0.

Resultando uma projegao para parcela (D) da seguinte forma,

((D),¢) = —Nmiansbnyo
(D), Yrs(x)) = 0
(D), Yn-1(x)) = 0.

Agora sabendo que w(z) = A+ B+ C+ D, podemos obter a projecao de w na base de ondaletas
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harmonicas.

(w, ¢)

(w, r,s())

(w, Yp-1(2))

APENDICE A. CALCULOS DE PROJECOES NAO LINEARES

n—227 J—1

> > (a2j+kb;j+q (72k)* + 55 4 ki 1 (’Yék» — Nmian by (A9)
=0 q=0
2

o
)
I
—
0o

bl
o

<

T

ao Z bar+q7gs (A.10)
q=0

n—22—1n—-22P—1 ' '
SN S (awerbars PO + a3 ybor g PO (A.11)
j=0 k=0 p=0 ¢=0
X% 2P 1 '
3 (a2j+kb;p+qP(2)§£g> (A.12)
=0 ¢=0
n—22I-1n-22°P—1

~Nmiagbyp+ 0 0 D0 D (s M) (A.13)

=0 k=0 p=0 ¢=0

[\
—
3

[\

S <

[e=]
™

=0

<.
=



Apéndice B

Transformada de Ondaletas Harmonicas para Derivadas

Seja f(z) uma funcdo de L?([0,1]) expandida em série de ondaletas harménicas,

n—227—1
Fla)=ao+ D (agiktjn(®) + oy 05 (2)) + anyatin (), (B.1)
=0 k=0
e sua derivada, g(x) = %ﬂ(f),
n—22i-1 ¥
dv; _ o dy,(o) dpn—1(z
> ( TOT) gy ) gy Pt ()
7=0 k=0

A transformada de Fourier de g sera dado por,

n—22i—1 d d/»f_\ df,\
gw—zz a2a+k< w]k( )> + oy, (@bzl;(x)) +any2 <¢d$1(96)> ; (B.3)

7=0 k=0
onde,
<d¢j,k(x)> Zriwe ™3 quando w = 27,.., 21 — 1, (B.4)
dx w 0 caso contrario,
e
dp—1(x) ) —Nm quando w = —%, (B.5)
dx w 0 caso contrario.
Com isso temos que,
go = 0
2miw 2! k
gw = 23/2 Z a2ﬂ+k€ 7”’“’277 w:2]7"'723+1 _]-7

o = 05 w——N/2+1,...,—17
g—N/2 = —Nﬂ'ia]\//Q. (B6)
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Podemos obter os coeficientes de Fourier de g para os niimeros de onda 27, ..., 271 —1, utilizando

transformada de fourier discreta, dada na definigao [1.2.11

—

Gu = 2miw2?/? ([(—1)ka21+k]k:o,..,2j—1)w~ (B.7)

Se sao dados os coeficientes de ondaletas harmonicas ay; yj, entao pode-se calcular os valores de
g, e entao calcular os valores de g, na malha, com uma transformada de Fourier. O inverso pode
ser feito de forma andloga. Se fizermos todas as transformadas, inversas e diretas, de forma réapida
(FFTs), entao temos um algoritmo répido para calcular a derivada de uma funcao a partir de seus

coeficientes de ondaletas harmonicas.
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