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Analise Multivariada
nx J3 .
Yoep = (Yij )E R 7 Vimos o

Matriz de Dados: Estatisticas descritivas multivariadas em R”, RPP e R™"
Episéides de Concentracao, Boxplot Bivariado, Espacos Duais
Matriz Aleatoria: Distribuicao Normal Multivariada, Distribuicbes Amostrais

\( oY

\Goe
Testes de Hipoteses Multivariadas para p e X: 8]
Caso de Uma, Duas e Muitas Populagdes N, (MANOVA) ae
Regifes de Confianca, I.C. Simultaneos, Correcdes para Multiplos testes

Técnicas de Reducgdo de Dimensionalidade: R — R™;, m<p

Caso n>p, observacdes iid (solucdes classicas)

Caso n>p, observacOes estruturadas (correlacionadas)

Caso n<<p (Big-p): reducéo de dimensionalidade, integracéo e predicao
Caso n>>p (Big-n): R" =, R™



Reducao de Dimensionalidade em $RP

Variaveis
Unidades Amostrais 1 2 ] p
1 Y11 Y12 Yy Yip
2 Y21 Y22 Y Yap
I Yi1 Yi2 Yu YIIO
n Y1 Y2 Ynj an
: Co
Yops N>P Re :ngere%s
a0 = q
Y > p m dcg?end@ dge Oime ion
Estrutura dos Dados: 4 ? D ? 1=1..,n,; 9=1..,G?

Uy = U > =2 1d




Reducao de Dimensionalidade em $RP
Quociente de Rayleigh

Seja M uma matriz simétrica em RP*, com autovalores A,> 1,>... 1, € 0S
correspondentes autovetores Vy, V,,..., V, . Entao:

, a Ma
max,,aMa=max,,——=4; a=V,eR’
a'a
. , : a Ma
min_.aMa=min_,——=4: a=V_eRP
Ja=1 a0 iy p p

Muitos problemas de reducao de dimensionalidade recaem na
otimizacdo de formas quadraticas (em R"”*?) cuja solucéo esta

na teoria de decomposicéo espectral de matrizes simétricas.

Veremos algumas destas solucées no espaco Dual: RPP; R™": Rj™P



Ténicas Multivariadas de Reducao de
Dimensionalidade

Como obter vetores reducionistas de dados?

St.rUtura
Solygseietivo gy - Dados
Reproseys Restrigs e
. L pxp Dendroa Gréficq MPostas
Analise de Componentes Principais: YnXID =2 9rama, "/eat/\; BiPlot
ap

Escalonamento Multidimensional: (R™")
) ~ . X -1)x(J-1). -1Dx(1-1). J-1)x(J-1

Analise de Correspondéncia: y 3[0,1](I S 1), D ), DO

Andlise Fatorial: Y, => R

, => R

Andlise de Agrupamento: Y, = R

Analise Discriminante Ynx(p+1

Analise de Correlacao Candnica: Ynx(p+q

) — mpxq (mpxp’quQ)

v MANOVA: Y, = R"P



Andlise de Componentes Principais

n>p
Observacoes iid
(respostas quantitativas)

Analise Classica



Analise de Componentes Principais

(Pearson, 1901)

Variaveis
Unidades Amostrais 1 2 ] p
1 Y11 Y12 Y3 Yip
2 Y21 Y22 Yai Yap
I Yir Yi Yu Ylp
n Y1 Y2 YnJ an
: remisg
T | a: D
id | Obs ados
) ) ervaca... oS de Umas 7.
Ynxp, n>p= YiIO><1 ~(,u, Z) Matriz deQOeS /o) 4 Unjcg Popyjan~
coVariénciaS . acdo
V 'Ilda ]

= Avariavel Y; pode ser eliminada da analise?

= Como as variaveis podem ser ordenadas segundo sua “importancia” na analise?

Considerar a estrutura de X



[a]




Andlise de Componentes Principais
Estruturas de X e R

Como proceder com a reducao de dimensionalidade nos seguintes casos?

o, 0
0 o,
0
0 0
po’
2
PO ; R,
2
011 Oy
Oy,

SRR

0
0
0 0 0 1
:(1—p)lp+p1

Nao ha como reduzir a
dimensionalidade de
espacos formados por
variaveis nao
correlacionadas e
homocedasticas

Correlagao uniforme.
Se p for alto, um danico CP
deve explicar bem a
1’ (co)variancia dos dados e
PP ele é uma média
ponderada que atribui
pesos iguais a todas as

variaveis.
1 oy, Pip
L Py
1




Analise de Componentes Principais
Motivacao

_______________

ID X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 $(8 X9 X10 X11 X12 X13 X14
1 41 06 69 47 2423 52 0 32 42 1 0 1 1

100{2,5 1,8 9,0 50 2,2 3,0 6,0

2 11,8 30 63 662540 8411 4343 0 1 0 1
3 134 52 57 604327 8211 4852 0 1 1 2
4 27 10 71 591823 781 3239 0 1 1 1
5 60 09 96 783446 450 58 68 1 0 1 3
6 19 33 79 482619 97 1 45 44 0 1 1 2
97 16,1 05 92 483328 710 6052 1 0 1 3
98 20 28 52 502427 841 38 37 0 1 0 1
99 131 22 67 682629 84 1 42 43 0 1 0 1

0 3344 1 0 0 1

_______________________________________________



Analise de Componentes Principais

Motivacao

Arquivo HATCO (Hair et al., 2005)

> colMeans(hatco)

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
3.5152.364 7.894 5.248 2.916 2.665 6.971

> cov(hatco)

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
X1|1.74431818]-0.5514747 0.93261616 0.07533333 0.60713131 0.07851010 -1.01046970

X2 -0.55147475[ 1.4296000 10.80769293 0.36821010 0.46078384 0.17165657 0.89035960

X3 0.93261616 -0.8076929 [1.92238788 r0.18213333 0.06938990 -0.03667677 -0.98492323
X4 0.07533333 0.3682101 -0.18213333 |1.28009697|0.25387071 0.68745455 0.35867879
X5 0.60713131 0.4607838 0.06938990 0.25387071|0.56438788| 0.13945455 -0.06569293
X6 0.07851010 0.1716566 -0.03667677 0.68745455 0.13945455| 0.59421717| 0.21665152
X7 -1.01046970 0.8903596 -0.98492323 0.35867879 -0.06569293 0.21665152| 2.51298889)

S
> cor(hatco) esl‘;wre um,

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 _Pays,, "ado.
X1 1.00000000[-0.3492251 0.50929519 0.0504142 0.61190069 0.07711522 -0.4826309 |ros A

X2 -0.34922515 1.006

X3 0.50929519 -0.4872126 1.000
X4 0.05041420 0.2721868 -0.11610408 1.00006
X5 0.61190069 0.5129808 0.06661728 0.2986774 1.000000
X6 0.07711522 0.1862433 -0.03431610 0.7882245 0.24080818 1.00000C
X7 -0.48263094 0.4697458 -0.44811201 0.1999811 -0.05516130 0.17729392 1.00000

0000 -0.48721259 0.2721868 0.51298082 0.18624325 0.4697458
0000 -0.1161041 0.06661728 -0.03431610 -0.4481120
00_0.29867737 0.78822454 0.1999811
00-0.24080818 -0.0551613
00-0.1772939

L)
UU




Analise de Componentes Principais

Motivacao
i e Yo
Caes pré-historicos da Tailandia (Manly, 2005).

Grupo X1 X2 X3 X4 X5 X6
G1 9.7 21.0 19.4 7.7 32.0 36.5
G2 8.1 16.7 18.3 7 30.3 329
G3 13.5 27.3 26.8 10.6 41.9 48.1
G4 11.5 24.3 24.5 9.3 40.0 44.6
G5 10.7 23.5 21.4 8.5 28.8 37.6
G6 9.6 22.6 21.1 8.3 344 43.1

Cao Pré-h 10.3 22.1 19.1 8.1 32.2 35.0




Dados dos Caes Preé-histéricos

> colMeans(caes)
X1 X2 X3 X4 X5 X6
10.48571 22.50000 21.51429 8.50000 34.22857 39.68571

> cov(caes)

X1 X2 X3 X4 X5 X6
X1 2.881429 |5.251667 4.846905 1.933333 6.527143 7.739762
X2 5.251667/10.556667 8.895000 3.593333 11.456667 15.583333
X3 4.846905 8.895000|9.611429 3.508333 13.427857 16.305238
X4 1.933333 3.593333 3.508333(1.356667] 4.863333 5.920000
X5 6.527143 11.456667 13.427857 4.863333(24.362381] 24.680476
X6 7.739762 15.583333 16.305238 5.920000 24.680476(31.518095)

> cor(caes) Ci"gere )
X1 X2 X3 X4 X5 X6 gz, Pacrs
X1 1.0000000-0.9522036 0.9210148 0.9778365 0.7790392 0.8121639 "”’fOr%d@

X2 0.9522036 1.0000000-0.8830567 0.9495056 0.7143894 0.8543129
X30.9210148 0.8830567 1.0000006-0.9715615 0.8775116 0.9368136
X4 0.9778365 0.9495056 0.9715615 1.0000000-0.8459362 0.9053263
X5 0.7790392 0.7143894 0.8775116 0.8459362 1.0000006-0.8906636
X6 0.8121639 0.8543129 0.9368136 0.9053263 0.8906636 1.0000008




Analise de Componentes Principais

YeRP o Z =AY, %’

Cov(Y;)=Z,,, Cov(Z;)= A = Diag (ﬂj)

tr > =trA Transformacgédo que preserva a

variancia total

Realizar umg

transformagéo linear de y
COom boas Propriedades,

€Omo a de preservar 5
variancia totg|

\z—/up\zo; SP. = 1P,

S=PAP' ; PP'=PP=1 A=diag(%)

tr = =tr (PAP')= Zp:zj P,'P, = zp:zj =trA
j=1 j=1

> A=P; Z;=PY, €%

Aproximacao para = (_e RPXP) em Rrmim (p<m) Ziy
D & Z = ..|=P Y eR"
— '~ ' I mxp Tl
2 _ZﬂijPj :ZZJPJ'PJ" Z
=1 j=1 im
var(@'Y)
a 'za P'2P
argmax——=PR; max——=4; A4>24L2.24,2..24,
aln a’a R'R

Y. Zi =Prp Yipxl = Zyi =B Yo, Var(Z,)

A



Analise de Componentes Principais

Técnica de Reducao Linear de Dimensionalidade de Variaveis

(y-y) =7 (y—y)=c’define
uma familia de elipsoéides

0

Transformacao que preserva a variancia
total (Rotac&o ortogonal dos Eixos)

Y —=Z=AY
(Y ¥2)=(2:2,)
Z,: primeiro componente principal
Z,:segundo componente principal
Z,=ay; V(aY)=aZa
Z,=aY ; V(ay)=a,ra,
V(aY)zV(ayY)

Cov(Z,,Z,)= a,>a, =0

Decomposicao espectral de X ( autovalores e
autovetores) permite uma representacao dos
dados em eixos ortogonais e nas direcdes de
maxima variacao (total) dos dados.



Analise de Componentes Principais

Exemplo 1:

S=PAP'=P=I; 3P = GZPJ. o2 é autovalor com
multiplicidade p.

, ~ 7 Ve .
Zji = Pj Y, :Yij Nao é possivel reduzir nem ordenar
as variaveis.

Exemplo 2( £ =diag(o,) 3 T=PAP'=P=1I; 3P, =o,P,

Z; =P Y =Y (0,-,- : Pj) Os CP sé&o as variaveis originais ordenadas.

Exemplo 3T 2 =(1-p)l +pl1;p>0 ) E=PAP'= 4 =1+(p-1)p; R =1/,/pl,
dy=w=Ay=1-p

CP1 é um “indice” com pesos iguais, e de
norma 1, para todas as variaveis

L= H,Yi = Zp:%

=

%VarExplzﬁzlJr(p_l)p:erl_—p =pse p—>loup—>w
P P P



Componentes Principais
Quantos Componentes Reter na Analise?

YeR® - Z =P, Y eR" m

mxp

Para variaveis
padronizadas: 4; >1

—
At Ayt Ay >9 0 Devem ser retidos todos os CPj, com ;7 > E

trs variancia maior que a média: | P

Critério de corte no ScreePlot: quando a variacao entre 0s As passa a ser pequena (cotoVeIo)

» Preservar “grande” parte da variancia total dos dados:

= Garantir Correlacdes “Altas” entre as variaveis Originais e as CP:

Y, =1, :1.=(0,...010...,0) Cov(Y,,Z, )= COV(IJY,,P Y)—I 5P, = Aa,
2 = Pk’Yi;Pk :( k""’apk)’ Corr Y,J,Z COV( v ) _ ajk\ﬁ
- \/" \/; Z,) Tj

= Garantir “grande” parte da variabilidade de cada variavel original:

Var (Y, )=Var (I'Y, ) =Var (I'P, . Z, ) = Za,kVar ) Za,kﬂk N iafkﬂk
k=

1 O




Analise de Componentes Principais

Obtencao dos Componentes Principais: Dados HATCO

Estatisticas Descritivas

Variaveis
Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7
n 100 100 100 100 100 100 100
Média 3,515 2,364 7,894 5,248 2,916 2,665 6,971

Variancia 1,74432 1,4296 1,92239 1,2801 0,564388 0,59421/7 2,51299

Matriz de Covariancia Amostral

Yl Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7

Yyr 1,74432 -0,55147 0,93262 0,07533 0,607131 0,07851 -1,01047
Y2 -0,55147  1,4296 -0,80769 0,36821 0,460784 0,171657 0,89036
Y3 0,93262 -0,80769 1,92239 -0,18213 0,06939 -0,036677 -0,98492
Y4 0,07533 0,36821 -0,18213  1,2801 0,253871 0,687455 0,35868
Y5 0,60713 0,46078 0,06939 0,25387 0,564388 0,139455 -0,06569
Y6 0,07851 0,17166 -0,03668 0,68745 0,139455 0,594217 0,21665

Y7 -1,01047 0,89036 -0,98492 0,35868 -0,065693 0,216652 2,51299




Analise de Componentes Principais

Decomposicao espectral da matriz de covariancia amostral ( S ):

Autovalores: 4,67716 2,12199 1,25/53 1,07494 0,74288 0,16508  0,00842

KO,44476O 0,463895 0,082832 -0,3707/66 0,524883 0,003613 0,40883h
Matriz dos 0,383611 0,297166 0,404365 -0,323955 -0,560938 0,038013 0,424241
-0,495679 0,101991 -0,595498 -0,224854 -0,580861 -0,035533 0,007825
Autovetores: 0,135095 0,612061 -0,153940 0,548036 -0,029365 -0,530750 0,023060
-0,030360 0,403650 0,25107/1 -0,345790 -0,037324 -0,005132 -0,807538
0,066693 0,377823 -0,156391 0,336346 -0,012315 0,845541 -0,011102
30,62105810,076082 -0,603173 -0,417113 0,264651 -0,024851 -0,00631y

] T P

P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7




Analise de Componentes Principais

Coeficientes das Componentes Principais Z em funcao das
variaveis Y e correspondentes variancias

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7
Var(2)
Z1 | -0,444760 0,383611 -0,495679 0,135095 -0,030360 0,066693 0,621058 | |4,67716
72 | 0463895 0,297166 0,101991 0,612061 0,403650 0,377823 0,076082 | |2,12199
73 | 0,082832 0,404365 -0,505498 -0,153940 0,251071 -0,156391 -0,603173 | |1,25753
Z4  |-0,370766 -0,323955 -0,224854 0,548036 -0,345790 0,336346 -0,417113 | |1,07494
Z5 | 0,524883 -0,560938 -0,580861 -0,029365 -0,037324 -0,012315 0,264651 | |0,74288
Z6 | 0,003613 0,038013 -0,035533 -0,530750 -0,005132 0,845541 -0,024851 | |0,16508
Z7 | 0,408834 0424241 0,007825 0,023060 -0,807538 -0,011102 -0,006317 | |0,00842
C.P. %Var Total % Acumul
Z\/ar( Y,)= ZVaf(Zji Z1  0,465481 0,465481 CQ“a”fOS
z2 0,211185 0,676666  “Ompo,
varianciatotal 73 0125152 0.801818 'Slerp, Nles
z4 0,10698 0,908798 Mélisg>
Z5 0,073933 0,982731
76 0,016429  0,99916
77 0,000838 1




Analise de Componentes Principais

Reducéo de dimensionalidade.

Quantos Componentes Principais Usar?

Autovalor

Scree Plot - Dados HATCO (Y1-Y7)

5 1 « acumular aproximadamente
70% da variabilidade total dos

B dados

3 * reter as C.P. que acumulem
cerca de 50% da variabilidade

49 de cada variavel original

1 » Critério de corte: quando a
variacao entre os autovalores

oL | | | | . passa a ser pequena

1 2 3 4 5 6 7

Componente Principal (COtoveIO dO gré.ﬁCO)



Analise de Componentes Principais

Correlacoes entre as variaveis originais e as componentes principais

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7

Z1 -0,72829 0,69386 -0,77316 0,25823 -0,0874 0,18711  0,84728
Z2 0,51166 0,36205 0,10715 0,78803 0,78269 0,71398  0,06991
Z3 0,07033 0,37925 -0,48164 -0,15258 0,37477 -0,22751 -0,42668
Z4 -0,29106 -0,28091 -0,16814  0,5022 -0,47722 0,45238  -0,2728
Z5 0,34254 -0,40436 -0,36109 -0,02237 -0,04282 -0,01377  0,14389
76 0,00111 0,01292 -0,01041 -0,1906 -0,00278 0,44566 -0,00637
Z7 0,02841 0,03256  0,00052  0,00187 -0,09865 -0,00132 -0,00037

Como calcular tais coeficientes de correlagao ?

A reducdao para os dois primeiros CP (Z1 e Z2) é apropriada?



Analise de Componentes Principais

Correlacoes (R) entre as variaveis originais e as componentes principais

Y1l Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7
Z1 -0,72829 0,69386 -0,77316 0,25823 -0,0874 0,18711 0,84728
Z2 0,51166 0,36205 0,10715 0,78803 0,78269 0,71398 0,06991
Z3 0,07033 0,37925 -0,48164 -0,15258 0,37477 -0,22751 -0,42668
Z4 -0,29106 -0,28091 -0,16814 0,5022 -0,47722 0,45238 -0,2728
/5 0,34254 -0,40436 -0,36109 -0,02237 -0,04282 -0,01377 0,14389
/6 0,00111 0,01292 -0,01041 -0,1906 -0,00278 0,44566 -0,00637
Z7 0,02841 0,03256 0,00052 0,00187 -0,09865 -0,00132 -0,00037
Proporcao da Variancia de Y explicada por cada componente principal (R?)
xpUC YA
neZ ?Ia\"@r cia-02
~go% 4@ Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7
Var(Y)  1,74432  1,4296 1,92239 1,2801 0,564388 0,594217 2,51299
Z1 | 0,530406; 0,481442 0,597776 0,066683 0,007639 0,03501 0,717883
Z2 1 0,261796! 0,13108 0,011481 0,620991 0,612604 0,509767 0,004887
Z3 | 0,004946: 0,143831 0,231977 0,023281 0,140453 0,051761 0,182056
Z4 1 0,084716! 0,07891 0,028271 0,252205 0,227739 0,204648 0,07442
75 | 0,117334 0,163507 0,130386  0,0005 0,001834 0,00019 0,020704
z6 | 0,000001; 0,000167 0,000108 0,036328 0,000008 0,198613 0,000041
Z7 | 0,000807: 0,00106 0 0,000003 0,009732 0,000002 0




Analise de Componentes Principais

Arquivo HATCO (Hair et al., 2005)

___________________________________________

D) Y1 Y2 Y3 v4 Y5 v6 v7..Z1 722 Z3 74 75 76 Z7_.
1: 41 06 69 47 24 23 52| |

2: 18 30 63 66 2540 84!

3:34 52 57 604,327 82!

4:27 10 7,1 5918 23 78! egcores oY
560 09 96 7834 46 45 Jalores 40°
619 33 79 482619 97 CP

97 6,1 05 92 48 3328 7.1
98: 2,0 28 52 50 24 2,7 84
99! 3,1 2,2 6,7 6,8 2,6 2,9 84
100 2,5 1,8 9,0 50 2,2 3,0 6,0

__________________________________________________________________________________________

jZID;Var(Yj ) = Zp:Var(Z j )

_ B o Equivale a calcular a correlacéo
Corr(Yj ’ Zk)_ A o de Pearson entre Yj e Zk



Andalise de Componentes Principais

\( '\00)({ ’
Diagrama de dispersao das observacOes de acordo com os dois

primeiros componentes principais  7.,qox2

Score Plot - Dados HATCO (Y1-Y7)
13 4
[ ]

12 4 L J °
. @ e - b > Como estes
2 0] : 2. A N escores sao
8 ° ° ® o ®
§ 9 : ,‘ ° 6.:: ° : ° .Q ': ° 3‘ . 'Y Ca|CUIadOS’)
.g 8 - ® : ® : ¢ : ° e :o o o . .
é ¢ 'o ’ ® 'o (Zli’ZZi)’Izl’Z!"'!n

7 . . o .

6 . o °

5_ T T T T T T T

3 2 1 0 1 2 3 4
Frst Component

» Visualizacao dos dados em R2
= Como as observacoes estao dispersas (agrupadas)?

= |dentificar observacdes atipicas multivariadas (além de usar d,;?)



Analise de Componentes Principais

Visualizacdo dos pesos das variaveis originais para os dois primeiros CP

Loading Plot - Dados HATCO (Y1-Y7)
Y4
0,6
0,54 Y1
t Y5
g2 0,4+ Y6
g
§ 0,3 v2
©
: Vi
0,2
3 d ~eMmog 4 co
0,1- v Y7 gro' Blplot nStrUQéo
0,0 esaflca S 3 Nacs,
L . . . . . Cores g "€a dog
-0,50 -0,25 0,00 0,25 0,50 075 dos doj ) as Carga
First Component S prlmeirOS CS
P

» Essa representacéo auxilia na interpretacdo dos CP

» Permite a avaliacao da contribuicdo das variaveis originais aos CP



Analise de Componentes Principais adfomz

Dados Padronizados: decomposigao de R

Dados Originais: decomposicao de X

Second Component

Score Plot - Dados HATCO (Y1-Y7)

13

12

11

10

o
L]
0, "
.
.
[
.
(1]
.
o &,
o
.
00 %0

0,0

FY A

%
Og00 O .

[

.

L]

.

3 = T 5 H 3 3 3
First Component

Second Component

Loading Plot - Dados HATCO (Y1-Y7)

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,0

Y&

0,00 0,25
First Component

-0,50 0,25

Autovalor

Scree Plot - Dados HATCO (Y1-Y7)

2 3 4 5 6 7
Componente Principal

NAO

Score Plot - Correlagao (Y1-Y7)
4 4
[ ]
3 - °
2 ° L) ° L) e
4 ®
2 e ® ° °
= [ ® e ()
£ 14 e © 'S ° ® ®
E_ o - ° .‘oo
0 % ® o - - a®e ©
S 2 s - - S
2 ., T v ° LI N .
8 ® e -» e ° °
! S Y e
-24 - ® .
L ] L ]
-3 b
-4 4 L4
3 = i 0 1 2 3
First Component
Loading Plot - Correlagao (Y1-Y7)
0,24 X7
0,14
04
E 0, X2
S -0,1
S -0,2- -
B
§ -0,3
-0,4 4
-0,5- *% g
_0’6- T T T T T
0,50 0,25 0,00 0,25 0,50
First Component
Scree Plot - Correlagao (Y1-Y7)
2,5
2,0
S 1,51
©
>
=
Q
= 1,04
0,54
0,04
1 2 3 4 5 6 7
Component Number




Analise de Componentes Principais

Na pratica, ¥ e R ndo sdo conhecidas e estimativas (MVS ou estimadores robustos)
sao utilizadas na decomposicao espectral.

= Variaveis originais (Y) em escalas diferentes (com heterocedasticidade) podem ser
padronizadas, o que equivale aos CP via R. Os resultados via £ ou R NAO séo os
mesmos e ndo ha uma funcao relacionando-os.

= Quando o objetivo é 0 agrupamento de observacOes, em geral, ndo ha necessidade
de padronizacdo das variaveis. Contudo, se o objetivo é a construcao de indices
(econdmicos, de qualidade de vida, de desempenho do atleta, etc.), em geral,
recomenda-se padronizar as variaveis.

» A interpretacao das CP é fundamental (termos como “média ponderada” e “diferenca
entre medias ponderadas” das variaveis sao comumente utilizados). Os
coeficientes/cargas (“a;") e as correlagoes (ry;) das variaveis originais com os CP sao
Uteis na interpretacdo dos componentes principais.

= A estrutura de X é decisiva na analise de CP. Sob X~ =(1-p)I, +,o1p1'p; po>0 as

variaveis originais tém o mesmo “peso” na construcdo do CP1. Nesse caso,

4 =1+(p-Dp e os restantes (p-1) autovalores s&o iguais a (1-p), COM 0O primeiro
autovetor proporcional a 1,. O teste dessa estrutura € conhecido como teste da
esferecidade.



Escalonamento Multidimensional
Analise de Coordenadas Principais



Dados Multivariados

(0 ) (1 )
D= Oz 0 c=|™ :
dy dp o O NV APRRTR 1y

S -,

Matriz de Distancias entre individuos Matriz de Similaridades entre individuos

Obijetivos:

= Apartir de matrizes de distancia ou similaridade (D ou C) entre n
objetos/observacoes obter uma representacao das correspondentes
observagodes Y, que geraram D ou C;

. Obter Eixos Principais (Coordenadas Principais) = ldentificar dimensodes
nao conhecidas de observacdes multivariadas

. . . . Seada no
@ Escalonamento Multidimensional - s fone .
esP<: de da



Escalonamento Multidimensional

Motivacao: Matriz de Distancias Euclidianas baseadas em
taxas de Nascimento e Morte para 5 cidades

Representacao das observacdes
(X conhecida)

154

Y., . Matriz conhecida
Cidade Nascimento Morte
C1 36,4 14,6
C2 18,2 11,7
C3 13,1 9,9
C4 19 7,5
C5 25,5 8,8

14

134

124

114

10+

T T T T T u
10 15 20 25 30 B5
Nasc

Considerando as taxas de nascimento e
morte, a Cidade C1 esta mais distante das
demais. Isso pode ser confirmado
calculando a distancia (Euclidiana, por ex.)
entre as cidades.



Escalonamento Multidimensional

Motivacao: Matriz de Distancias Euclidianas baseadas em
taxas de Nascimento e Morte para 5 cidades

Cidade Nascimento Morte 151
C1 36,4 14,6 ]
C2 18,2 11,7 ol
C3 13,1 9,9 Ew
C4 19 7,5 101
C5 25,5 8,8 :
Y5><2 — D5><5
”””””””””””””””””””””” dp,; d5=(36,4-182) +(14,6-117)
Matriz de distancias Cl / c2 c3 ca 5
Euclidianas C1
Cc2 18,4§ 0
C3 23,76 5,41 0
C4 18,79 4,28 6,37 0
C5 12,34 7,85 12,45 6,63 0




Escalonamento Multidimensional

Matriz de Distancias Euclidianas, D, baseadas nas taxas de
nascimento e morte para 5 cidades.

Cl C2 C3 C4 C5
Cl 0
C2 18,43 0
C3 23,76 5,41 0
C4 18,79 4,28 6,37 0
C5 12,34 7,85 12,45 6,63 0

Supondo Y desconhecida, com base somente na matriz D,
como as 5 cidades podem ser representadas em um grafico
(bidimensional)?

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,



Escalonamento Multidimensional

Matriz de Distancia Euclidiana entre as 7 primeiras
observacdoes do banco de dados HATCO (considerando as
variaveis V1, V2, ..., V5)

1 2 3 4 5 6 7
1 0
2 3,87685 0
3 5,32823  3,37046 0
4 1,98997  2,53574  5,13323 0
5 4,64758 593212 6,67158 4,82908 0
6 3,63043  2,43105 3,87685 2,90172 5,92453 0
7 3,88201  4,40908 4,97192 3,83536 2,38118 3,83536

Como representar os 7 pontos em um grafico?

D7><7 _.—)Y7><k ’ k —

?

2



Escalonamento Multidimensional

Distancias (em km) entre 12 cidades = matriz de “distancia” empirica

e Mg
uclid,-anal‘n de dista,
Q"St<'§f7cia e Uma .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 rﬁp Ifica) 1,
1 0
2 244 0
3 218 350 0
4 284 7 369
5 197 167 347 242
6 312 444 94 463 441
7 215 221 150 236 279 245
8 469 583 251 598 598 169 380
9 166 242 116 257 269 210 55 349 0
10 212 53 298 72 170 392 168 531 190 0
11 253 325 57 340 359 143 117 264 91 273 0
12 270 168 284 164 277 378 143 514 174 111 256 0

Como representar os 12 pontos em um grafico?

D12><12 —?>Y12><k; k=2



Escalonamento Multidimensional

Matriz de Distancia* (“postos”) entre 6 Docerias

A 3 C D £ =

A : -

B 2 : 80 & o

C 13 12 : anci EZilZ)’e

D 4 6 9 : Ustancig o 2@

E 3 5 10 1 : Pitical
= g 7 11 14 15

*1. e o par mais similar 15: € o par menos similar (6(6-1)/2)

Como representar 0os 6 pontos em um grafico?

D6><6 —?>Y6><k : k 2



Escalonamento Multidimensional

Matriz de Similaridade: Porcentagem de vezes gue sinais de
Codigo Morse (para indicacao de numeros) foram declarados

como iguais num total de 598 jurados (= matriz de
“similaridade” empirica)

Como representar os 10 pontos em um grafico?

Con = D(dij); d; :(Cii +Cj; — 2 )1/2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 84

2 62 89 Ngo ,

3 16 59 86 distang., 212 de

4 6 23 38 8 ? Buclig,,
5 12 8 27 56 90 a
6 12 14 33 34 30 86

7 20 25 17 24 18 65 85

8 37 25 16 13 10 2 65 88

9 57 28 9 7 5 8 31 58 91

0 52 18 9 7 5 18 15 39 79 04



Escalonamento Multidimensional

Notacao:

Dada uma matriz de distancias D,

D :(dij)nxn

O objetivo do escalonamento multidimensional € encontrar pontos,

Y., Y, ..., Y, k-dimensionais, tal que, se dij é a distancia
Euclidiana entre Y; e Y;, entao D= (&ij )é uma “aproximagao” para D
em algum sentido.

C Solucao:
= Métodos métricos = os pontos P s&o obtidos tal que D= D

N

* Métodos nao métricos = baseados na ordenacao das n(n-1)/2 distancias

e minimizacao de fungdes objetivo como o “stress”



Escalonamento Multidimensional

Solucao Classica em k dimensodes

(Mardia, 1979)

_________________________________________________________

_________________________________________________________

p 2 d. - :
_ - 42 i - conhecido
D_(dij)nxn’ d; :Z(yik_yjk) !
k=1 Yi« - desconhecido
1 I - / ] —
EXISte\\?nxn o Ynxp prn /,’Z> blj _ kZ: yik y]k
Matriz dei—l;roduto @ i d? =b. +b. —=2b
Interno entre as v L ! B:calculada de D
linhas de Y y 1
b, =—=(d?—d?—d2 +d?)
ij 2 ] I. J




Escalonamento Multidimensional

Solucao Classica em k dimensodes

(Mardia, 1979)

P

D= (dij)nxn < Ynxp ? duz = Z(yik o yjk )2

k=1

1)

B=YY' = B:(b..:_i(d;—df—d2,.+d2)j

Logo, temos:

B.,=Y Y’ Matriz p.s.d. (n>p) e sua Decomposicao Espectral é:

/

@ —P AP =PAY? A1/2Pr:(PA1/2)(PA1/2)

Y =(PAY?)




Escalonamento Multidimensional

Solucao Classica em k dimensodes

D:(dij)nxnc> Yﬂxp ? diJ? :Z(yik_yjk)z

P

k=1

1
-—>(d; -7 -d; +d?)]

B

nxn ~ ' nxn nxn

» Quando n>p, o posto de D ¢é p. Logo, ha
(n-p) autovalores nulos.

» Podemos escolher uma representacao
para Y em uma dimenséo k (k<p)

/

Pon Apn Prn = PAYZ (PAY?) =YY

Y =PAY? =

CH
a21

anl

D Matriz de Dados

i

I
o

Y é obtida de:
a, . a,)Vh O
a22 a2n O
anl ann O O
n>p=4 =A

p+1) v




Escalonamento Multidimensional

Solucao Classica em k dimensoes

)
T T \\\\ <~ Ynxp ?

. D = ij)nxp\/ X .
e - B, =|b, =—=(d? —d? —d2 +d?)
Matriz de ~ 2 ' ' )

distancias

Encontre os “k” primeiros componentes da decomposicao espectral de B:

________________

Autovetores normalizados: P = (Pl, P,..P i, Pk+1’ Pp, Pp+1,,..Pn)

e e e e ——————

— As coordenadas do vetor de resposta Y, sdo obtidas a partir da i-esima

linha da matriz P=(a;)
j Yi:(Pl...P A1/2 ( |1\F .Z\F ik\ﬁ)



Escalonamento Multidimensional

Matriz de Distancia Euclidiana entre as 7 primeiras observacfes do
banco de dados HATCO

1 2 3 4 S 6 I
1 0
2 3,87685 0
3 5,32823  3,37046 0
4 1,98997  2,53574 5,13323 0
5 4,64758  5,93212 6,67158 4,82908 0
6 3,63043  2,43105 3,87685 2,90172 5,92453 0
7 3,88201  4,40908 4,97192 3,83536 2,38118 3,83536 0

/- 5,97037 -1,82095 -4,4311  2,98791 0,037 -0,96806 -1,7724\
-1,82095 5,41773 3,8075 1,4766 -7,0343  2,39062 -4,23372
-4,43115 3,80753 13,5573 -4,4136 -7,6245 1,90042 -2,80392

B = 2,98791 1,4766 -4,4136  3,96546 -1,8255 0,40948 -2,59486

0,03699 -7,03432 -7,6245 -1,82546 15,7036 -7,06144  7,79422

-0,96806 2,39062 1,9004 0,40948 -7,0614  5,27351 -1,94084

\ -1,7724  -4,23372 -2,8039 -2,59486 7,7942 -1,94084 5,55482/




Escalonamento Multidimensional

Matriz de Distancia Euclidiana entre as 7 primeiras observacdes do
banco de dados HATCO

1

2

~No ok~ WN PR

0
3,87685
5,32823
1,98997
4,64758
3,63043
3,88201

0
3,37046
2,53574
5,93212
2,43105
4,40908

0
5,13323
6,67158
3,87685
4,97192

- -~

- I

/7 0,094195
' -0,34268
' -0,470631
| -0,013354

. 0,681413
' -0,279838

\_0,330745

____________

0,475616 i 0,521284

0,08044 | -

0,082753

-0,608035, 0,431356

0,486511 |

0,01752

-0,2466531 0,099089

0,109615 ! -

0,630516

-0,29676 | -0,357312

0
4,82908
2,90172
3,83536

-0,471626
0,645763
-0,120414
0,298922
0,241493
-0,401399
-0,193042

0

5,92453

2,38118

0,40608
0,598891
-0,191785
-0,565222
-0,091019
-0,087106
0,322954

0,267124
0,273346
0,263896
0,081535
0,626075
0,584723
-0,209204

0

3,83536

-0,185722
-0,137311
-0,319076
-0,589358
0,080287
0,038927
-0,69967 _/

— Escolhendo k=2: explica 84% da variabilidade total



Escalonamento Multidimensional

Matriz de Distancia Euclidiana entre as 7 primeiras observacdes do
banco de dados HATCO

-

-~

0,094195,/31,2312

0,475616,/15,2472 {

-

- —

Cos2ori 1 15717

\1,84837

; 06 0,3141
-2,63012 -2,37423
-0,07463 1,89971
3,80807 -0,96312
-1,56387 0,42802

1 2 3 4 S 6 7
1 0
2 3,87685 0
3 5,32823  3,37046 0
4 1,98997  2,53574 5,13323 0
5 4,64758 5,93212 6,67/158 4,82908 0
6 3,63043  2,43105 3,87685 2,90172 5,92453 0
7 3,88201  4,40908 4,97192 3,83536 2,38118 3,83536 0

0,0085 -0,0028 0,0026)

As colunas de Y sao
denominadas as
coordenadas principais
de uma representacao
dos dados

-1,15878 /



Escalonamento Multidimensional

Representacao das 7 primeiras

HATCO obtida de D:

/0,52641

-1,91506
-2,63012
-0,07463
3,80807
-1,56387

\1,84837

1,85717 \

0,3141
-2,37423
1,89971
-0,96312
0,42802

observacdes do banco de dados

-1,15878 J

Y2

Representacao das 7 observagoes HATCO

0
k3 1
® ®

on
oo

[ 2N}
oun

ow




Escalonamento Multidimensional

Matriz de Distancia Euclidiana (observada e predita) entre as 7

primeiras observacdes do banco de dados HATCO

o

A 2,88822
D\D 5,27905
0,60254
4,32705
2,53214

\ 3,29295

/0,52641

-1,91506
-2,63012
Y= 1 .0,07463
3,80807
-1,56387

\1,84837

3,87685
0
2,7818
2,42927
5,86392
0,3692
4,04138

1,85717 \

0,3141
-2,37423
1,89971
-0,96312

0,42802

-1,15878 /

5,32823
3,37046
0
4,97967
6,59102
2,99825
4,64049

1,98997 4,64758
2,53574 5,93212
5,13323 6,67158

0 4,82908
4,82402 0
2,09374  5,54915

3,61279 1,96945 3,76315

3,63043

2,43105

3,87685

2,90172

5,92453
0

3,88201\

4,40908
4,97192
3,83536
2,38118
3,83536

M

Y2

Representacdo das 7 observagdes HATCO

0

7 i
® )

o~
[ X

ow

o

oun




Escalonamento Multidimensional

Dualidade entre Analise de Componentes Principais e

Analise de Coordenadas Principais (Escalonamento Multidimensional)

Analise _ ,
e Yoo Zpp =YY =V ANV, = Z,,2YV

1 ’

Y=U_ AV, ; n=p = A,=.=4,=0
W o U Ay U
Voo v o
Componentes principais  Coordenadas principais

Andlise : vy ' ETT N V21
ANAISE | ¥, i Dy > B =YY =U A UL, =Y, = (SAVZAVANZRRUIN /I EIVAWIC

= Os k primeiros Componentes Principais sdo “0timos” = a soma das variancias € maior
do que qualquer outro conjunto de k combinacgdes lineares nao correlacionadas

= as k primeiras Coordenadas Principais sdo “6timas” = a projecao de Y no sub-espaco
de dimenséo k de ‘RP &€ mais proxima (em distancia Euclidiana) da configuracao original

do que qualquer outra (D=D )



Componentes Principais — Coordenadas Principals
Solucao via Espacos Duais

Y . Matriz de dados (“padronizados”) multivariados de posto r=min(n,p)

nxp

Analise no espacgo das variaveis: $RP®

| A, 0
Y'Y =200 =V 0 0] P — Ynx pvpx_r/,"

Andlise no espaco dos individuos: R™n ~N

r Componentes Principais

Escalonamento Multidimensional:
r Coordenadas Principais

7 7" obtidas da Matriz de Distancias

ann — ann =YY '= Un><n 0 0 U ln><ni‘>:> UAT

Analise no espacgo ™

‘/\1|’/2 O ’ 1/2
Yn><p :Unxn£ 0 O px p — Ynxpvpxr :Unanr

Equivaléncia entre os
Componentes Principais e
as Cordenadas Principais

n<<p : Componentes Principais de Y podem ser obtidos
da decomposicao espectral da matriz de distancias
D (nxn), de dimensao muito menor que X (pxp)



Componentes Principais — Coordenadas Principals

Equivaléncia das Solucoes em Espacos Duais

Ynxp . Matriz de dados (“originais”) de posto r=min(n,p)
de
wanad A1/2 O
\’\\(‘\\(\ das _ r ’
y centr@ (HY )nxp = U, . 0 o Vpxp
,H\(\(’H l l //7‘7}8 sy,
B= Andlise em ™ Apalise em RPP “rHYy
HYYH =UAU’" YHY =VAV’
! |
- - - = . /'2' =1 - ---=-=== [
: Unanm : = ( Y )nxpvpxm m=<r
Coordenadas Componentes Principais

Principais (das linhas de HY)



Dados HatCo: 7 primeiras observacoes

Coordenadas Principais

(com p=7 variaveis)

Matriz de Distancia Euclidiana (D)

1 2 Y3 Y4 Y5 Yo Y7 1 2 3 4 5 6
1 4.1 0.6 6.9 4.7 2.4 2.3 5.2 2 5.31
2 1.8 3.0 6.3 6.6 2.5 4.0 8.4 3 6.13 3.62
3 3.4 5.2 5.7 6.0 4.3 2.7 8.2 4 3.27 3.11 5.16
4 2.7 1.0 7.1 5.9 1.8 2.3 7.8 5 5.23 7.12 7.86 6.28
5 6.0 0.9 9.6 7.8 3.4 4.6 4.5 6 5.80 3.47 4.23 3.49 8.33
6 1.9 3.3 7.9 4.8 2.6 1.9 9.7 7 5.07 4.51 5.32 4.43 3.91 5.09
7 4.6 2.4 9.5 6.6 3.5 4.5 7.6
Escalonamento
» omdscale (diste) Multidimensional
[,1] [,2]
1 1.4981397 2.6360620
2 -1.8968160 -0.3552380 AS colunas da matriz 'Y
3 -=-2.5399671 -1.8649995 . .
4 -0.5547189  1.8942258 obtidas diretamente de D
5 4.9716633 -0.9304384 sao denominadas
6 -3.0199393 0.3412407 . . .
2 1 5416383 -1.7208525 Coordenadas Principais

de uma escala
construida aos dados.




Coordenadas Principais

Representacao de Dados a partir de uma

Matriz de Distancias — Dados HatCo

<~ o U1 W DN

[,1]

.4981397
.8968160
.5399671
.5547189
.9716633
.0199393
.5416383

[,2]

.6360620
.3552380
.8649995
.8942258
.9304384
.3412407
.7208525

Matriz de Distancia Euclidiana dos
Dados Originais (D)

~N oy U1 b W N

oo U1 W oy U

.31
.13
.27
.23
.80
.07

W d wWw

2

.62
.11
.12
.47
.51

(G TN

3 4

.16
.86
.23
.32

6.28
3.49
4.43

Avaliar a

esc[,2]

gualidade da

representacao

em K2

Esc Muit

€

escl,1]

Matriz de Distancia Euclidiana das
Coordenadas Principais (D)

~ o U1 b W IN

OB O D

.36
.23
.39
.93
.10
.62

w W U1 W Ww

.73
.14
.30
.47
.54

DHwW oy O

.01
.34
.81
.56

5.49
2.86
4.48

6.81
2.77 4.81




esc(,2)

Componentes Principais e Coordenadas Principais

Equivaléncia

Coordenadas Principais extraidas de uma Matriz de Distancia Euclidiana =
Representacao (em R? equivalente aos Componentes Principais extraidos de X

Esc Mult

PCA

&

M

esc[,1]

1]




Escalonamento Multidimensional

Matriz de similaridade entre sinais de Codigo Morse

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
1 84
2 62 89
3 16 59 86
4 6 23 38 89
5 12 8 27 56 90
6 12 14 33 34 30 86
7 20 25 17 24 18 65 85
8 37 25 16 13 10 22 65 88
9 57 28 9 7 5 8 31 58 91
0 52 18 9 7 5 18 15 39 79 94
6,309585 0,29034}
-0,020226 0,523905 Representacdo dos Sinais para os dados de Codigos Morse
0,272386 0,3876 0
0,412688 0,055077 3
Y: 0,391557 0,000182 0,50
0,274401 -0,35958 3
0,066838 -0,49554 1
-0,219191 -0,33163 0,25 i
\—0,45251 —0,0530-2/
-0,416357 -0,01733 4
0,003 5®
[ ]
A orientacéao circular dos 0,25 .
. . , . . ® 6
sinais somente é visualizada 7 *
: : o~ -0,50
por meio da 22 dimensao *

-0,50 10,25 0,00 0,25

0,50



Escalonamento Multidimensional

A analise de Coordenadas Principais (Escalonamento Multidimensional) é
baseada em uma matriz de Distancias (nxn) entre observagdes enquanto
a analise de Componentes Principais € baseada em uma matriz de
covariancias (pxp) entre variaveis.

Equivaléncias entre essas analises:

1. Aanalise de Coordenadas Principais da matriz de distancias
Euclidianas é equivalente a analise de Componentes Principais da
matriz de covariancias.

2. Aanalise de Coordenadas Principais da matriz de distancias de
Penrose é equivalente a analise de Componentes Principais da
matriz de correlacao.

A analise de Coordenadas Principais pode ser aplicada de maneira mais

geral, para diferentes escolhas de matriz de distancias entre observacoes
(Mahalanobis, Manhattan, entre outras). Neste caso, NAO esta garantida
a equivaléncia entre as duas analises.



Componentes Principais, Coordenadas Principais e a
Decomposicao em Valores Singulares 50\\)930

N\e\(\c
Y=U,AN,,; nzp = A, ,=.=4=0 |
_—— - e e e = - Y :(Unani/Z)Vp:xp
1 2 1 |
I_Y_V_ = UATVY IU_”_”f\_p_ ! escores pesos
¢ \l/ (coordenadas)
Componentes principais Coordenadas principais

Y V é uma rotacdo orthonormal de Y que permite representar os dados em um

novo Sistema de Coordenadas U AY? (podendo ser em baixa dimens&o)

eqsa@ ' CS(L N
\AES {[U U](\/Z \fﬁj[\/l VZ],}Q O 20 (D

0 G) 25 C) + (=D Lo 5
(Ui Vi (Ui Mo }
(U .1/7/\\ )Vzl + ( &) l\ eg,oo( > e;\‘f"(e):gz(?:das

Vi Vi |, U4
z(Uil %){szﬂL(Uiz\/z)[vzj’ Zim:{umﬁ}’ szzoo



Componentes Principais, Coordenadas Principais e a
Decomposicao em Valores Singulares

K N '
RS T\AD B e | VARA AR VARA |
=(2,-2,) (2, Z,)

:(Zli —Zy )2 +(ZZi —Z,y )2

A distancia entre as observacgoes originais em RP pode ser aproximada pela
distancia entre os componentes principais em R? = permite a vizualizacao

grafica das observacoes.



Escalonamento Multidimensional

Métodos Nao-Métricos

= D é considerada uma matriz de “dissimilaridade” geral (n&o precisa ser
de distancia Euclidiana)

= Os elementos de D podem ser ordenados

di’ <d{? <..<d{™; m=n(n-1)/2

N

= Seja D, tal que os elementos dij estdo monotonicamente

relacionados aos elementos dij

d; <d, = d;<d; ;i<}r<s

= Seja Y uma configuracao em Rk com distancias dij .Y & 6tima no
sentido de minimizar a seguinte medida:

A \2
Z(dij B dij) Medida de stress de Y: mede quanto da
s*(Y)=- variancia de d; NAO € explicada pelas k
—\2 . .
Z(dij —d ) coordenadas principais

i<j



Escalonamento Multidimensional

Medidas de Distancias (em Postos) entre 6 Docerias

A B C D | E F

A - |
B 2 ;
. C 13 12 |
D 4 ] 6 . o ] |
E 3 5 10 1 -
F 8 7 11 14 15

= Localize os objetos A, B, C e D em uma unica dimensao

= Pense em um possivel significado desta representacéo.



Escalonamento Multidimensional

Medidas de Distancias (em Postos) entre 6 Docerias

__________________________________________________

| A B C D . E F
A - !
B 2 !
. C 13 12 i
oD A 6 . S Il |
E 3 5 10 1 -
F 8 7 11 14 15




Escalonamento Multidimensional

Medidas de Distancias (em Postos) entre 6 Docerias

__________________________________________________

| A B C D . E F
A - !
B 2 :
L C 13 12 i
[ S . S 6 S Il |
E 3 5 10 1 -
F 8 7 11 14 15

Localize os objetos A, B, C e D em uma unica dimensao:

Opg <Upp <Ugp <Uep <Upe <y Opg <pp S gy <lgp <y <dge
C D A=B ,
e e e e . > (d;—d)
2 1 0 1 2 - SY)=Z= 2
> (d;~7.67)
C=-1=52(Y)=3,32 i<

C=-2=S2(Y)=2,75



Escalonamento Multidimensional

Medidas de Distancias (em Postos) entre 6 Docerias

——————————————————————————————————————————————————

| A B C D E F
LA -
B 2
. C 13 12 i
DA 6 . o .

E 3 5 10 1 -

F 8 7 11 14 15

Agora, localize os objetos A, B, C e D em k=2 dimensoes:

dg <d,, <dg, <d.p <dg. <d,. o A
A \2
S0 o
Sz(Y): -~ 2 = dij ' oD
;(dij—7,67) c
(@)

= Algoritmos de Busca da configuracao otima: fungdes “isoMDS” e “sammon” da
biblioteca MASS do R utilizam o método de ordenacao (nao metrico)



Loc.sam$points[,2]

Solucéo Nao Métrica: Sammon Solugéo Metrica

[,1] [,2] [,1] [,2]

[1,] -1.3189094 2.7526337 [1,] -0.5455504 4.4014942
(2,1 0.6507351 3.1832453 [2,] 0.7278073 3.4943629
[3,]1] 1.2047833 -8.1931474 [3,]1] 1.3306293 -8.4694243
[4,] —-4.3857141 -0.1449374 [4,] -4.8265497 -0.7007641
[5,]1 -4.1556192 0.8768785 [5,]1 -5.8277804 0.2607899
[6, ] 8.0047243 1.5253274 [6, ] 9.1414439 1.0135414
B _ 2
- A ¥ B
E F N
P o HE
N P
T A
e}
-l
<Ir_
- © _
©
I I I eI I I I I [ € I
-4 -2 0 2 4 6 8 -5 0 5

Loc.sam$points[,1] Loc[,1]



Escalonamento Multidimensional

Recursos do R: Método Classico (solucao metrica)

?cmdscale

ddat <- matrix(c(0,2,13,4,3,8, 2,0,12,6,5,7,
13,12,0,9,10,11, 4,6,9,0,1,14, 3,5,10,1,0,15,
8,7,11,14,15,0), nrow=6, ncol=6)

ddat

[,11 [,2]) [,31 [,4] [,5] [,6]

[1,] 0 2 13 4 3 8

(2,1 2 0 12 6 5 I , , - .

3,1 13 12 0 9 10 11 — O Meétodo Classico é

[4,] ‘. 6 9 0 1 14 aplicado muitas vezes com o
Lo ] 300> b 0 objetivo de obtenc&o de uma
[6,] 8 7 11 14 15 0 ~ s e

Loc <- cmdscale (ddat) solucao inicial (semeste para a
X <- Locl[,1] solucdo nao métrica)

Y <- Loc[, 2]

plot (X, Y)

plot (Loc)

text(Loc, labelszc("A", "B","C", "D","E", HF") , le:3)



Analise de Correspondéncia



Analise de Correspondéncia
(_ Variavel Cqu.naN

u.a. / Variavel Linha 1 2 _ J
1 Y11 Y12 Yy Y13
2 Y1 Yoo Yo, Y2,
| Yit Yio Y Yis
I Yi1 Yiz Yij Y13

|dentificar a estrutura dos dados multivariados com “Tabelas de Contingéncia”
Obijetivos:

» Descrever graficamente os dados dispostos em tabelas de contingéncia, de tal
forma a representar 0 padrao de associacao entre variaveis = o0s vetores linha e
0s vetores coluna da tabela sao visualizados como pontos em um espaco vetorial

= Decompor a estatistica x2 do teste de independéncia em tab. de contingéncia

TECNICA GRAFICA MULTIDIMENSIONAL (similar ao Escalonamento!!)

(essencialmente descritiva, nao adota qualquer modelo estrutural,
auxilia a analise inferencial)



Analise de Correspondéncia

Ao longo de 5 anos, em
cada ano, cerca de 1000
pessoas de uma cidade
foram amostradas e
guestionadas sobre quais
jornais, dentre 21, eles
liam regularmente.

Como representar o
habito de leitura de
jornais dos cidadaos e
sua variacao ao longo
do tempo?

Ano

Jornal 1976 1977 1978 1979 1980 Total
A 64 58 67 59 60 308
B 18 18 23 20 17 96
C 12 10 9 12 9 52
D 36 25 34 31 27 153
E 29 21 25 20 20 115
F 133 115 116 107 89 560
G 34 28 30 26 29 147
H 178 143 180 150 148 799
I 8 8 5 6 6 33
J 101 113 143 112 107 576
K 66 56 60 58 53 293
L 87 69 79 68 69 372
M 23 19 17 19 17 95
N 34 24 29 26 23 136
@) 70 56 60 55 50 291
P 29 20 25 19 18 111
Q 46 40 38 38 33 195
R 123 122 149 122 112 628
S 79 68 70 61 57 335
T 130 109 148 110 100 597
U 22 17 19 15 16 89

Total 1322 1139 1326 1134 1060 5981




Analise de Correspondéncia

Distribuicao de 5.387 estudantes escoceses de acordo com a cor
dos olhos e dos cabelos (Fisher, 1940)

Cor do cabelo

Cor olhos Claro Ruivo Médio Escuro Preto Total
Claros 688 116 584 188 4 1580
Azul 326 38 241 110 3 718
Médio 343 84 909 412 26 1774

Escuro 98 48 403 681 85 1315
Total 1455 286 2137 1391 118 ( 5387 )

Como descrever graficamente o padréo de associacao entre as variaveis
cor dos olhos e dos cabelos dos estudantes escoceses ?



Analise de Correspondéncia

Distribuicdo dos funcionarios de uma empresa de acordo com o

tabagismo.
Habito de Fumar
Funcionario Nao Pouco Meédio Muito Total
Nivel 1 4 2 3 2 11
Nivel 2 4 3 7 4 18
Nivel 3 25 10 12 4 51
Nivel 4 18 24 33 13 88
Nivel 5 10 6 7 2 25
Total 61 45 62 25 C 193 O

Para aderir a uma campanha nacional anti-tabagismo, o gerente de
Recursos Humanos de uma empresa deseja conhecer o habito de fumar
dos funcionarios. Os dados acima foram coletados para esta finalidade.

A representacéao grafica dos dados €, em geral, de facil entendimento. Como
representar o padrao de associagao entre o nivel do funcionario e o habito de
fumar em um gréfico ?



Analise de Correspondéncia

Influéncia da idade da adolescente no tipo de namoro (Everitt, 2004)

Faixa Etaria
<16 16-17 17-18 18-19 19-20
Nenhum namorado 21 21 14 13 8
Namoro sem sexo 8 9 6 8 2
Namoro com sexo 2 3 4 10 10
Total 31 33 24 31 20

Como descrever graficamente o padrao de associacao entre as variaveis
faixa etaria da adolescente e o tipo de namoro ?



Analise de Correspondéncia
Representacao Simplex

Influéncia da idade da adolescente no tipo de namoro (Everitt, 2004)

Faixa Etaria
<16 16-17 17-18 18-19 19-20
Nenhum namorado 21 (68) 21 (64) 14 (58) 13 (42) 8 (40)
Namoro sem sexo 8 (26) 9 (27) 6 (25) 8 (26) 2 (10)
Namoro com Sexo 2 (6) 3(9) 4 (17) 10 (32) 10 (50)
Total 31 (100%) 33 (100%) 24 (100%) 31 (100%) 20 (100%)
Como representar, em um grafico NGRS B S TR o
bidimensional, as 5 faixas etarias? <16
Note que os dados de cada coluna 17160 1617
podem ser representados como °
., . . .. 19-20 ® 18-19
variaveis Trinomialis. o
.\(\’\O‘“\zqa (I\:II- ) 0 ) O)
de v, (@2 amoro
do O <
50 W \e)z:esegi?\gxﬂa\«\ /// > sem sexo
5‘3‘_ . 6‘5\' )
“»33\0‘0\6:,05%0 » /
(\96\«\

L\A,O) Namoro com sexo



Analise de Correspondéncia
Representacao Simplex

Distribuicdo do numero de bulbilhos de alho de acordo com o tamanho (7-5, 4 e <4),
tratamento e ano de plantio.

Ano Tratamento* Tamanho dos bulbilhos Total
7-5 4 <4

2011 Padrdo 417 36 0 453
Teste 164 176 90 400

2012 Padrdo 357 27 0 384
Teste 169 161 54 384

2013 Padrdo 800 240 103 1143
Teste 412 458 274 1144

2014 Padrdo 273 176 39 488
Teste 185 220 83 488

2015 Padrdo 1521 1794 585 3900
Teste 1420 1681 635 3736

Represente as 10 trinomiais (variaveis nas linhas da tabela de contingéncia) no simplex.
Este grafico permite visualizar o padrao de heterogeneidade entre as populagdes
trinomiais de acordo com o tamanho dos bulbilhos de alho. Interprete. Quais anos e qual
tratamento produz os maiores bulbilhos?



Analise de Correspondéncia - Representacao Simplex

Distribuicdo do numero de bulbilhos de alho de acordo com tamanho, tratamento e ano de plantio.

06 08

04

A variavel Tamanho do bulbilho de
alho esta em coordenadas padréo e
Tratamento_Ano esta em
coordenadas principais. Neste caso,
nenhuma informacao é perdida
nesta representacao dos dados.

Dimension 2 (5.1%)
oo 02

-0.2

04

-0.6
|

-1.0 0.5 0.0 0.5

Dimension 1 (94 .9%)

Bulbilhos de tamanho 7-5 estdao mais associados ao tratamento Padrdo em 2011 e 2012,
seguidos de 2013. O tratamento Padrao em 2014 mostra associacdo (mais fraca) com bulbilhos
tanto de tamanho 7-5 e 4. J4 os tratamentos Teste de 2011 a 2015, bem como o tratamento
Padrdo em 2015, estao mais associados com bulbilhos de tamanho menor (4 e <4).



Analise de Correspondéncia

(Everitt, 2004)

= A AC em tabelas de contingéncia € um meétodo de decomposicdo da
estatistica Qui-Quadrado em componentes que correspondem a “eixos
principais” que mais explicam a heterogeneidade entre as variaveis
coluna (ou linhas) da tabela.

= Método que simultaneamente atribui uma escala as linhas e,
separadamente, uma escala as colunas da tabela de tal forma a
maximizar a correlacao entre as duas escalas.

= Método de obtencao de coordenadas para representar as categorias
das variaveis linha e das variaveis coluna da tabela. O padrdo de
associacao entre as variaveis fica representado graficamente = € uma
analise de Escalonamento Multidimensional para uma medida de
distancia especifica para dados categorizados, conhecida como
distancia Qui-Quadrado.



Analise de Correspondéncia e
Escalonamento Multidimensional

Variavel Coluna

Variavel Linha 1 J J Total
1 N11 Ny; N1y Ny,
I Nig nij Ni; n;
I i1 nj Ny n.
Total nq n; n n
Perfis Linha Perfis Coluna
Variavel Coluna 5 _ Variavel Coluna
Varidvel Linha 1 J Total Variavel Linha 1 / J /
1 P11=n1a/ny, P1=nyy/ng 1 1 P11=N12/N1 P1s=N13/N 5
' Pi=Nia/n,g P=nalng
=n;/n =n;y/n
| Pi2=Ny/N;, p;=ngs/N;. 1 — - -
n. n. —
L:J D. :—J C ”ij . = ”i.
= p” n ’ p,J — p” =—, pi.:_



Analise de Correspondéncia e

e das
A P\{:\az\‘: Qua 5dradas
Wa

Escalonamento Multidimensional g eox

Variavel Coluna

Variavel Linha 1

j J Total
1 Nig Ny; N1j Ny
i Niy nlj Nig n;
I N1 Ny Ny n,
Total N4 n; n; n

Distancia Qui-Quadrado — Perfis Linha

n..
L ] :
le _- |:l,2,...,|
ni
G\\d\a eﬁ'\s
ean \a;\ e & oo
O 0o e o ro%° 5 ( L L )2
9\\“\(\3\ (\_jZLlnhas Z pik - pjk
|

i

Distancia Qui-Quadrado — Perfis Coluna
n..

c | :
plj - — J :1,2,...,\]
n i
C.\\d\a Qef“s
o \‘a‘-\o\adea e“\‘e OSp Qoes |
O“C\e(a y (0 o%° 2Co|unas pk, pkj
o\\“\ Z

k=1

= Extrair as Coordenadas Principais das Matrizes de distancias

Dtinhas @ pColunas —, resyltados equivalentes a solucgédo via dvs de Yt e Y€
gue veremos a seguir .



Andlise de Correspondéncia e
Escalonamento Multidimensional

Influéncia da idade da adolescente no tipo de namoro (Everitt, 2004)

Faixa Etaria
<16 16-17 17-18 18-19 19-20
Nenhum namorado 21 (68) 21 (64) 14 (58) 13 (42) 8 (40)
Namoro sem sexo 8 (26) 9 (27) 6 (25) 8 (26) 2 (10)
Namoro com Sexo 2 (6) 3(9) 4 (17) 10 (32) 10 (50)
Total 31 (100%) 33(100%) 24 (100%) 31(100%) 20 (100%)
Colunas N\a“-\z D\%\ Linhas N\a“‘\Z ° .
dj <16 1617 1718 1819 19-20 d; Sem Nam  Nam  NamSexo
<16 0,00 0,09 0,26 066 1,07 Sem Nam 0,00 0,21 0,93
16-17 0,00 0,19 0,59 1,01 Nam 0,00 0,93
17-18 0,00 041 083 NamSexo 0.00
18-19 000 051
19-20 0,00

@Obter as coordenadas principais (via Escalonamento Multidimensional)
a partir das matrizes de distancias Qui-Quadrado.



Andlise de Correspondéncia e
Escalonamento Multidimensional

Influéncia da idade da adolescente no tipo de namoro (Everitt, 2004)

CPL  CP2
SemNam | -0,1933 0,060 .
Nam 01924 -0,1425
NamSex | 07322 0,0002 2
6 03547 0,050 .
1647 | -02897 -0,0003 T
17-18 0,1033 0,001 & e s
1819 | 02806 -0,1342 § M a
19-20 0,7169 0,123 - * -

W@
\la(\;?\else“\agiz ?('\(\0\96 0,50  -0,25 %ggp oneo|;'2:51 0,50 0,75
S ; de‘\a



Andlise de Correspondéncia e
Escalonamento Multidimensional

Influéncia da idade da adolescente no tipo de namoro (Everitt, 2004)

s

CP1  CP2
SemNam | -0,1933 0,0610
Nam 0,1924 -0,1425
Nam Sex | 0,7322  0,0002
<16 0,3547 0,050
16-17 0,2897 -0,0003
17-18 0,1033  -0,0001
18-19 0,206 -0,1342
19-20 07169 01234

0,75

0,50 -

0,25 -

19-20
<16 Sem Nam u

Component 2

W17 @ 1718 Nam Se|
0,00 s m o
Nam 18-19
Y =

-0,25 -

-0’50 4 T T T T
-0,50 -0,25 0,00 0,25 0,50 0,75
Component 1 /);/)7

Cas ///7}
a‘,oo Co ﬂ/ 7)
do.., (<1616 —-17) = /(- 0,3547 +0,2897)* + (0,055 + 0,0003) = 0,09 ey g Yo,
/’/)7 /76 e
)
2 2 2
0,68 —0,64) ) (0,26 -0,27) . (0,06—0,09)° _ 0,09

doyi-ouaa (<1616 —17) = \/ (

0,95 0,24 0,21



rado & uma

Analise de Correspondéncia . auow?¥ ggere

istiC . U
2: esta‘\s’ée D'\S‘-aﬂc\ eﬁ\s \—‘\T\‘r\a kO

Representacao dos Perfis Linha da Tabela sP

. -da )
med\ % " ntre 05 T L side
oenderd®® =\ o o cel
Variavel Coluna Co!
Variavel Linha 1 j J Total
1 Nqiq Ny; Ny Ny,
i Ni njj Nij n;,
I M njj Niy n.
Total n, n; n N
Estatistica Qui-Quadrado:
2 2 2 2
XZ — ilz (O'J _ E'J) — (011 Ell) (012 — E12) (OIJ EIJ ) O =n. E. = n;.N;
i ij ij
j=1i=l Eij E11 E12 Eu J ' n
1Sts
2 / e,
o .l E. | 2 2 "ae ng S
S ) A (9 IR N 1) IO s
gy B sy ARy SR S e
== E, == T P; i=1j=l P i e ~ esos

R

p; : perfil de freqiiéncias relativas da linha i



Analise de Correspondéencia

Representacao dos Perfis Linha da Tabela

Variavel Coluna

Variavel Linha 1 j J Total
1 Nip Ny Ny Ny
| Niy nij Niy N,
I Ny Ny Ny n.
Total nq n; n; n

n.. J
piL:(pili’piLZ""’pib) : pijL:n_U; ZpijL =1
i. =1

n, n n o= Ny : =L 2+ -
nl’ 2 Jj, p,j=—’, Zpljzl Centroide (linha)

8

L —L 2 . A . . .
. —p;) Distancia Euclidiana ponderada ao
d? =(p; -p") D (PP,

_ quadrado do perfil de frequéncias
= ] relativas da linha i ao centréide

N

ol
-
—
e
-
|
ol
—
S~
Il
—

Como representar tais perfis linha em um espaco multidimensional?



Analise de Correspondéencia

Variavel Coluna

Variavel Linha 1 J J Total

1 Nig Ny; N1y Ny,

I Njq1 Njj Nij n;

I Ny Ny Ny n.

Total nq n; n; n

! n, N n '

— " 1 2 J 2 — -1 —
p; = (Pt Pigrers Piy) p—( st n] d? =(p, —p) D;'(p; —P)

ZZ — ii (Oij B Eij _ (011 _ Ell)2 + (012 _ Elz)z + o4 (OIJ —E, )2 .
j=1 i<l Eij E, E; E, |

Ponderacédo da estatistica por n

In(1): medida de Inércia total do conjunto dos | perfis. Mede a variacdo dos
perfis individuais pP; em torno do centroide p .

O objetivo da analise de Correspondéncia € encontrar um subespaco de
“baixa” dimensao que melhor contenha os perfis P;



N\a’W\Z

A e da
svgfggﬂ‘;\arw ‘Analise de Correspondéncia

sua dvs
L

i """"""" i pllxl Matriz de dados (freCIUénCiaS re|ativaS) com a soma de cada linha

Yha =] igual a uma constante c¢ (c=1). O vetor centrdide € dado por:
| L

____________ pllxl _L:(EJ_L’"UE\I]_)
Considere as seguintes matrizes:

Matriz de pesos: D = diag (1/ py=n/n; ) =D;’

pesos J xJ

Matriz de massas: D,y =diag (ni,/ n) associada a marginal fixada

Entao, os eixos principais dos perfis linha P; podem ser obtidos da decomposicao em
valores singulares de Y . Para k dimensbes e com I<J, tem-se:

Y., =N, DL, MY G NYDL NS =MYDE M =12

IxI massas pesos

: ! 2 | 2 2
=in(l)=*/n=> 2 :inércia total — A1 +tA2++4% : proporcao da inércia
i A descrita pelos eixos




Nivel do funcionario vs tabagismo

Analise de Correspondéncia

Habito de Fumar

Fungionério Nao Pouco Médio Muito Total Expected Frequencies
N[vel 1 4 2 3 2 11 FO 1 =) F3
Nivel 2 A 3 / 4 18 N1[ 348 256 353 142
N[vel3 25 10 12 4 51 N2 | 569 420 578 233
Nivel 4 18 24 33 13 88 N3 (16,12 11,89 16,38 6,61
Nivel 5 10 6 ! 2 25 N4 [27,81 20,52 28,27 11,40
Total 61 45 62 25 193 N5 (790 583 803 324
(Oij_Eij)2
E _ _ 0,232/16,442
Chi-Square Distances / ” Relative Inertias /
FO F1 F2 F3 Total FO F1 F2 _E3. Total
N1[ 0,079 0,124 0,081 0,232 [0,516 N1 |0,005 0,008 0,005{0,014/0,031
N2 | 0,502 0,341 0,256 1,194 2,293 N2 (0,031 0,021 0,016 0,073|0,139
N3 | 4,893 0,301 1,173 1,028 |7,395 N3 (0,298 0,018 0,071 0,063|0,450
N4 | 3,463 0,591 0,792 0,225 5,070 N4 (0,211 0,036 0,048 0,014 {0,308
N5| 0,557 0.005 0,132 0.474 |1.168 N5 [0,034 0,000 0,008 0,029(0,071
Total 9,493 1,362 2,434 3,153 Total 0,577 0,083 0,148 0,192 1,000
Estatistica y2 = 16,442  (p=0,172) Inércia total=16,442/193=0,08518




N1
N2
N3
N4
N5

Analise de Correspondéncia

Distribuicdo de funcionarios de acordo com o tabagismo

Habito de Fumar

Funcionario N&o Pouco Médio Muito Total
Nivel 1 4 2 3 2 11
Nivel 2 4 3 7 4 18
Nivel 3 25 10 12 4 51
Nivel 4 18 24 33 13 88
Nivel 5 10 6 7 2 25
Total 61 45 62 25 193
Perfis Linha da Tabela Vsxa ’ ]
FO F1 F2 F3 ./ Mass = Ysq=ND; M X2y = NgsDy,
0,364 0,182 0,273 0,182 |0,057
0,222 0,167 0,389 0,222 0,093 )=(0,2734 0,1001 0,0203)
0,490 0,196 0,235 0,078 |0,264
0,205 0,273 0,375 0,148 0,456 f \ )
0,400 0,240 0,280 0,080 |0,130 0,066 -0,194 4—Nivell
Mass 0,316 0,233 0,321 0,130 I N 0,259  -0,243 ¢ Nivel2
(k=2) —| 0,381 -0,011 + Nivel3
Vetor de pesos Vetor de _(())’22313 8'832:—5"'\'\’5:5
(inverso) MAassas \_ )



Analise de Correspondéncia

Distribuicdo de funcionarios de acordo com o tabagismo

Habito de Fumar

Funcionario Nao Pouco Médio Muito Total
Nivel 1 4 2 3 2 11
Nivel 2 4 3 7 4 18
Nivel 3 25 10 12 4 51
Nivel 4 18 24 33 13 88
Nivel 5 10 6 7 2 25
Total 61 45 62 25 193

Component 2

0,4

0,31

0,2

0,11

0,0

-0,1

-0,2 -

-0,3

Representacéo dos perfis linha

03 -02 -01 00 01 02 03 04

Component 1

= in(eixol) = A2 =(0,2734)* =0,0748
= in(eixo2) = A2 =(0,1001)° = 0,01

0,0848/0,08518=0,995

= 99,5% da inércia total dos dados esta
representada no plano

= 0s funcionarios niveis N5 e N3 sdo mais
semelhantes em seu habito de fumar. N2 e N4
estdo mais distantes deste grupo, sendo mais
semelhantes entre si. N1 ocupa uma posi¢ao
intermediaria entre estes grupos.



Analise de Correspondéncia

Representacao dos Perfis Coluna da Tabela

Distribuicéo de funcionarios de acordo com o tabagismo
Habito de Fumar

Funcionario Nao Pouco Médio Muito Total
Nivel 1 4 2 3 2 11
Nivel2 | 4| 3] |~ 7 4| 18
Nivel 3 C 125 110 | 2] A °1 .
Nivel 4 18 24 33 13 88
Nivel 5 10 6 7 2 25

Total 61 45 62 25 193

Problema Dual:

Estudar o padrao de variacao da variavel habito de fumar em funcao do
nivel funcional na empresa

— Como representar os perfis das frequéncias relativas das colunas?



Analise de Correspondéncia

Representacao dos Perfis Coluna da Tabela
Variavel Coluna

Variavel Linha 1 ] J Total
1 Nqq Ny; Ny Ny,
[ Ni1 nij N n;
| N1 Ny Ny n.
Total n, n; n; n
n.. l
Estatistica Qui-Quadrado: @ i n, ’ .2_—1: Py
2 2 2
Zz = izll (Oii B Eij _ (011_ E11) + (012 — E12) 4+ (OIJ —Ey, ) . O =n. E.-= NN,
j=1 =l Eij Ell E12 EU ! ! ! n
2 2 e,
IJ pf — pic J | p? — pic 3/ ™ Distancia entre os perfis
)(2 = Z n; ( ] — - ) = ZnJZ( I — ; ) — Zanzj Hﬁ_ﬁécolunae 0 centréide pesos
=1 b =1 T i=1 Pi L e ' /
2 _(AC =C 1({C =C
df =(p§ -P°) D5 (pj -P°)

massas C _ ) ) )
P; - perfil de frequéncias relativas da coluna |



Analise de Correspondéencia

Representacao dos Perfis Coluna da Tabela

Variavel Coluna

Variavel Linha 1 j J Total
1 Nip Ny Ny Ny,
[ Njp Njj Ni; n;
I Ny Ny Ny n.
Total nq n; n; n
f n.. I

pf =(p5. P51 P5) 0 PE = Xopf =1
4 -]

|
p=p° :(nl‘ : " n"j ; Zﬁf =1 Centroide (coluna)
n n n .
2 . A . . -
) | p. plC Distancia Euclidiana ponderada ao
d,-z =(pf —pc) Dﬁ ( ) Z( : —C ) quadrado do perfil de frequéncias
=1 i relativas da coluna j ao centrdide

Como representar tais perfis coluna em um espaco multidimensional?



Analise de Correspondéncia

Representacao dos Perfis Linha e Coluna da Tabela

Variavel Coluna

Variavel Linha 1 ] J Total
1 Nig Ny; N1y Ny,
i Ni1 N Nig n;,
I N1 ny; Ny n.
Total N n; n, n
linhas L colunas C
Py, | Py, ,
YLIX‘] — — YC‘]XI = ﬁcb(l :(Elcilﬁlc)
L C
plli p‘]lxl
pL, = (P, 1) ¢
1xJ Lo By D esorna = diag (1/ o ) . matriz de pesos
L - —L
DpesostJ = dla‘g (1/ p-j )
C - .
L - D ., =diag\n./n) : matriz de massas
Dmassalxl :dlag(ni- /n) massatxJ g( & )




Analise de Correspondéncia

Representacao dos Perfis Coluna da Tabela
Perfis Linha Perfis Coluna

p:lL_lxI m pflx'
L _ C i '
Y IxJ = pL Y Ixl +— pc EC =(E1C,, EIC)
I I
D;():esoslxl — dlag (1/ ﬁlc) Dr(;assas\]x\] = dlag (n.j /n)

Obter os eixos principais dos perfis colunas p? — obter a decomposicao

espectral da matriz Y© , tal que, para dimensdes de ordem k, tem-se:

E\)QOS \ C C ~C ppC ¢ ~cC C ¢ ' ~C C
32 cO =Y 5 =N"D; M , N" DN =M~ D M~ =1
= Os valores singulares da representacao dos perfis linha
e coluna s&o os mesmos (exceto pelos autovalores nulos)
= 0 subespaco otimo para a representacao dos perfis
linha e coluna € o mesmo !!



Analise de Correspondéncia

Distribuicdo de funcionarios de acordo com o tabagismo

Habito de Fumar

Funcionario Nao Pouco Médio Muito Total
Nivel 1 4 2 3 2 11
Nivel 2 4 3 7 4 18
Nivel 3 25 10 12 4 51
Nivel 4 18 24 33 13 88
Nivel 5 10 6 7 2 25
Total 61 45 62 25 193
; YC,4X5 c C C C’ C C
Perfis Coluna da Tabela = Y ss=N"D"M X =N,-.D
FO F1 F2 F3 »/ Mass g (o oAl
N1 0,066 0,044 0,048 0,080|0,057 [
N2 | 0,066 0,067 0,113 0,160 0,093 +=(0,2734 0,100% 0,0203)
N3 0,410 0,222 0,194 0,160/|0,264 / \
N4 0,295 0,533 0,532 0,520|0,456 0’393 _010314_ FO
N5 0,164 0,133 0,113 0,080(0,130
Mass 0,316 0,233 0,321 0,130 «—— X5 = Ol 0,141 « i
-0,196 0,007 «— F2
@,294 -0’198j— F3



Analise de Correspondéncia

Distribuicdo de funcionarios de acordo com o tabagismo

Habito de Fumar

Funcionério Nao Pouco Médio Muito Total
Nivel 1 4 2 3 2 11
Nivel 2 4 3 7 4 18
Nivel 3 25 10 12 4 51
Nivel 4 18 24 33 13 88
Nivel 5 10 6 7 2 25
Total 61 45 62 25 193
Representacao dos perfis coluna ] ] ) )
0 = in(eixol) = A’ =(0,2734)" =0,0748
031 = in(eix02) = A2 =(0,1001)* = 0,01
0,2 -
~ il 0,0848/0,08518=0,995
€ 0,1
g F2 = 99,5% da inércia total dos dados esta
- . . representada no plano
o = disposic¢ao linear (C1) dos niveis de habito
F3 ~ s
024 = de fumar. O grupo de nao fumantes esta bem
03] distante dos demais

03 -02 -0,1 00 01 02 03 04
Component 1



Analise de Correspondéncia

Distribuicdo de funcionarios de acordo com o tabagismo

Habito de Fumar

Funcionario Nao Pouco Médio Muito Total
Nivel 1 4 2 3 2 11
Nivel 2 4 3 7 4 18
Nivel 3 25 10 12 4 51
Nivel 4 18 24 33 13 88
Nivel 5 10 6 7 2 25
Total 61 45 62 25 193
Representacgéo dos perfis linha e coluna
0,41
0,31 BIDIOt.' Re
a res
02 ; 5 Perfs e f ~acdo on
N r a
E on] . s as /Inh s /eqU el./unta
2 . at
é 0,0 . Vo | Una a tap va
3 - €l/a
-0,1 -
F3 N1
024 ® °

-0,3 1

-0,3 -02 -0,1 0,0 O,Il 02 03 04
Component 1



s Analise de Correspondéncia

' Q
" @‘r)’
(>U‘
cl c2 C3 Cl c2 C3
L1 0.37 0.33 0.30 L1 0.68 0.20 0.12
L1 11 10 9 L1 17 5 3
.2 0.33 0.37 0.30 L2 0.11 0.74 0.15
L2 10 11 9 : : : L2 3 20 4
L3 0.34 0.31 0.34 L3 0.73 0.19 0.08
L3 10 9 10 : : : L3 19 5 2
L4 0.30 0.30 0.40 L4 0.12 0.16 0.71
L4 9 9 12 L4 6 8 35
15 10 11 10 L5 0.32 0.35 0.32 r5 5 15 g L2 0.220.520.26
X2=1.133, p=0.9973 X2=88.843, p=7.982e-16
Tabela B Cc1 C2 C3 Tabela D Cl C2 C3
Cl C2 C3 L1l 0.43 0.27 0.30 Cl C2C3 11 0.95 0.05 0.00
L1 13 8 9 L2 0.20 0.47 0.33 L1 20 1 O L2 0.00 0.96 0.04
L2 6 14 10 13 0.48 0.24 0.28 Lz 024 1 13 0.920.08 0.00
L3 14 7 8 L4 0.21 0.26 0.53 L3 24 2 O L4 0.04 0.00 0.96
L4 7 918 15 0.37 0.44 0.19 Ld 2 047 15 0.14 0.79 0.07
L5 10 12 5 x2=16.513, p=0.0356 L5 4 23 2 X2=235.731, p< 2.2e-16

Em cada caso calcule: vetores de proporcoes das trinomiais (linha), centroide, vetor
de massas, vetor de pesos, distancia Qui-Quadrado entre L1 e L2 e entre L1 (L2) e O
centréide, inércia total. Obtenha a representacdo das 5 trinomiais no simplex
correspondente. Interprete.




Analise de Correspondéncia

agoes
5 popU_\ .Q Tabela B

{rinOMiaS o1 = RE — Andlise das Linhas
L1 13 8 9 30
0,43 0,27 0,30 EO,ZOE Vetor de ] Ly
L2 5 14 10 | 30 . 3 ( Ll )
0,20 0,47 0,33 10,20 /nassas diJ?Lmhas:Z Pic = P
L3 14 7 8 | 29 = P
0,48 0,24 0,28 10,19
L4 7 9 18 i 34i 3 ( L —L)2
0,21 0,26 0,53 o,23§ d_Lzzz Py — P
L5 10 12 5 1 27 i . EL-
0,37 0,44 0,19 10,18! =1 y
Total _...50. ... 50 ... 50..... 150 _Vetor centréide
10,33 0,33 0,33 : 1 (baricentro) Inércia=16,513/150=0,1101

0,33=0,20(0,43)+0,20(0,20)+0,19(0,48)+0,23(0,21)+0,18(0,37)



BiPlot e Inércias

1.0

0.5

4.0 05 00

TabA
.l:: :
‘:1 :
I I I I I T
<10 45 00 05 1.0 1.5
Inércia=0,0076
TabC
‘.L:.".'
;_2
s
04'1 -2
.l.:1 ‘:3
T I I I I
1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Inércia=0,5923

1.0 -05 00 0.5

Inércia=0,1101

Tab D

1.0

P

".';!‘
A iy

T T T f
-1.5 1.0 05 0.0

Inércia=1,5715

0.5

1.0

Representacéo BiPlot
Mapa Assimétrico
- Linhas (trinomiais) em
Coordenadas Principais

-Colunas em Coordenadas
Padrao (vértices do simplex)

Existem diferentes
construcdes do BiPlot,
visando diferentes
padronizacfes dos eixos.
Ex.: Mapa Simétrico: ambos,
variaveis das Linhas e
Colunas, em coordenadas
principais.



Analise de Correspondéncia e
Escalonamento Multidimensional

Variavel Coluna

Variavel Linha 1 ] J Total
1 Nig Ny; N1y Ny,
[ Ni1 Njj Ni; n;
I Ny Ny Ny n.
Total ni n; n,; n

« Em um grafico de coordenadas principais representando somente as
categorias linha (ou coluna) da tabela, as distancias entre os pontos sao
distancias Euclidianas.

* MAS, em um grafico onde ambos os espacos (linha e coluna) estao
representados simultaneamente, € preciso ter cuidado com a comparacgao entre
categorias das linhas e colunas pois, neste caso, a medida de distancia
Euclidiana pode nao ser valida = uma melhor aproximacao pode ser obtida com
a padronizacao das coordenadas principais (dividir os valores das coordenadas
pela raiz quadrada da inércia do componente) = Coordenadas Assimétricas



Analise de Fatores (Analise Fatorial)

(Analise de Fatores Comuns e Especificos)



Analise de CP - Analise Fatorial Exploratoria

Como obter as variaveis originais a partir das componentes principais?

' J !
Zji = Pj Y, = aleli +a2jY2i +...+aijIoi i

________________________________________________________

—————————————————

Q%)

F Yij=aj121i+aj222i+...+aijpi e

U O

xp

autovetore®

Rl P
a &
a21 a22

pl p2

P

p

A

.a

2p

pp

Pense no sistema de equacdes das p variaveis Y; (j=1,2,...,p) definidas

em fung&o de um conjunto de “fatores comuns” Z, , com k=1,2,....m,

m<p. Este € um dos objetivos da Analise Fatorial Exploratoria.




Analise Fatorial

Variaveis
Unidades Amostrais 1 2 ] p
1 Y11 Y12 Y Yip
2 Y21 Y22 Y Yap
I Yi1 Yiz Yu YIIO
n Y1 Y2 Ynj an

Obijetivos:

= Decompor a covariacao entre as p-variaveis por meio de m-fatores comuns (a
todas as p variaveis) mais fatores especificos

Analise Fatorial Exploratoria = obter constructos, variaveis latentes (nao
observaveis) que expliguem a correlacao entre as variaveis.

Analise Fatorial Confirmatoria = verificar se uma especifica estrutura
(decomposicao ou grafo) se ajusta aos dados (a matriz de correlacdes)

Avaliar se X pode ser estruturada ou decomposta em fatores comuns + especificos



Analise Fatorial Exploratoria

Como explicar o comportamento de variaveis observadas em funcao de um
conjunto de variaveis latentes (ndo observaveis, constructos)?
iid
Yipxl ~(,u;2) = Y =y, + R +9,F .+ 9 F €
-
Yo—th =k + R+ o R ey
Modelo

estrutura|: < Yi2 _1u2 — ¢21F1i +¢22F2i +"'+¢2mFmi +eZi

in —u, = Fi+ 9,5+ o R ey
Notacao Matricial
f = (Fl,..., F, )’ . fatores comuns Yi—u = Do fima+€ px1
e= (el,..., e, )’ . fatores especificos B
D = (¢ij): cargas fatoriais o pxm

Como obter d ?

f

I mx1




Analise Fatorial Confirmatoria

. e d€
_ — uagoes
Yi= Yi—u =@f +¢ En?ensuraqao
Diagrama de Caminhos (Grafo) de um
modelo de Analise Fatorial ortogonal Var. Observadas: retangulos
@ Var. Latentes (constructo): circulos

variavel independente e atingem uma
variavel dependente

€ Yy |- Erros: sem representacao grafica
. —— Y. | @ As setas (direcionadas) partem de uma
2 2

: : : Se existirem correlacbes (entre os

g — Y 4 ® fatores especificos ou entre os
comuns), estas devem ser

representadas por arcos

utac!
Modelo de Equacdes Estruturais (MEE) golen, 1989) pacotes 00:‘9 qa—R\

- Equacbes estruturais das variaveis latentes L\SRE\—*
- Equacbes estruturais das variaveis observadas (equacoes de mensuracao)



Analise Fatorial

= Modelo estrutural: Y; —y =D f. +e

= Suposicdes do modelo de fatores ortogonais (f e € sao variaveis aleatorias):

|:1i
iid iid
£, =| . [~@1,) e, ~(0¥=diag(p,...1s,)} Cov(f.e)=0
| i
Matriz de Covariancia (marginal) de Y: Decomposi¢ao muito

particular da matriz X!

Cov(Y,)=5,,, =Cov(®f, +6) = = =@ + ¥ D

_______________ .

componente de covariancias componente de variancias
devido ao fator comum devido ao fator especifico

comunalidade Tespecificidade
da variavel Y; de Y;



Analise Fatorial

_________________________________________________________________________

p
hf Z hj2 Z(ﬂjzk

—>

[ = - J H 2 _ j=1 H 2 _ j=1
p Fy p
var (Yii ) > var(Y) > var(Yy)
0 . i =1 j=1
& d;;/iré:”) netépclilggda % da Variancia Total de Y % da Variancia Total
pf . Iu explicada pelo conjunto dos explicada pelo fator
atores comuns fatores comuns comum Fk

COV(Yij ’Yij') = ¢j1¢j'1 +¢j2¢j'2 +---+¢jm¢j-m = depende somente de
fatores comuns

Cov(Y.

ij?

Corr(¥y, F) =@y [ Var (Y ) =y / Jn? +,

Fo) :COV(¢j1F1i +ot o R+t o Rt R ) :COV(¢jk Fii Fa ) = QDik

mi?




Anélisg Fatorial

Yo~y =Ry + o+ o F ey
Yo =ty = OpiFi + @0, Fo +o 4+ B Fr €5

9 .

Yoi— My =0uFi +0,F +.+ 0, Fo + €,

Y.eRP; Y.—u =0f +e

< Z=00'+V¥Y

-
Nao unj
- icid
Para qualquer matriz orthogonal I', tem-se: Cargas © po Sade das
9€ rotaciongy o Sibildag
O*=DI;, IT' =1 =0*O*+¥Y=0DIT'O+¥Y =X Iugoes

—

Como obter:| Matriz de Coeficientes (D)

- Componentes Especificos (V) " Via Componentes Principais

Escores Fatoriais (Fy) = Via Maxima Verossimilhanca

—




Analise Fatorial via Componentes Principais
Y.eR?, Y —u =0f+e < Z=00'+V¥

S=PAP' = S=APP+.+APP +.+1PP

m'm’m P p P
RP —» RM :
. Aproximacao usando m componentes
2= APP+..+ 1 P P =00’ = define os termos comuns!
Ncp)te que:
T I ! Z¢jk2:ﬂk
W P | _ =
- o ::(¢%’ ’¢%1)__(:‘21F1?' , ’1mlaﬁ) — qbﬂ('_' ’%k Eiﬂ(
_______________________ o
0/77,00
2 2 0, Soeq,. Nt
n . _ . /%,
Y = Y= dlag( -h ..o hp) = Y, =0; Z¢jk o
k=1
= Qual o valor do escore factorial? f,,1=12,...,n Os
Scor,
v Co ato(ials N

Nent, S§
-1/2 Pa : S : o)
Yipa) = Yi—u =0f+e = 1,=7D; Tonizageg P Cipals



Analise Fatorial via Componentes Principais

Obtencéo do modelo de fatores comuns e especificos

Yiefﬁp; Y, —u :q)fi+ei < szp:q)pxmq)' +TPXP

mxp

S~ APP+..4+ 1 P P =0’

m- - m- - m

Rres = D — (CI)CI)’+\P) Matriz residual

Os elementos da diagonal estdo bem aproximados. Para os elementos fora da
diagonal de X a aproximacao pode néo ser boal!!

Um critério de bondade de ajuste é:

S.Q. das entradas de R + lﬁwz

< )2

res — “"m+l

+...+ii



Analise Fatorial via
Componentes Principalis

Exemplo: Considere a matriz de covariancia de Y=(Y; Y, Y;) dada por:

1 09 0,7
=109 1 04
0,7 04 1

Obter a solucéo do modelo fatorial para Y via Componentes Principais:

Y—-u=0f+e

ROl Y = O?7 Y?



Analise Fatorial via
Componentes Principais

1 09 07 Autovalores: 2,35364 0,61602 0,03035

2=1091 04 Matriz dos 0,643624 -0,111080 0,757238
0,7 04 1 autovetores: 0,576635 -0,580180 -0,575225
0,503230 0,806878 -0,309365

0,6436) (0,987
@:z;,@aiai — ®=./235| 05766 || 0,885
05032) 0,772

Y-u=0f+e = Y, -1, =0987F +¢
Y, — u, =0,885F +e,
Y, —u, =0,772F, +¢,



Analise Fatorial via

Componentes Principais
Y-u=df+e = Y, -4, =0987F +¢
Y, — 1, =0,885F, +e,
Y, — 11, =0,772F, + e,

1 09 0,7
Matriz de covariancia de Y
>=109 1 04
07 04 1 tr ¥ = 3 : variancia total
z ~ CI) CI)! 4+ LIJ \|]1:1'O,9742
/
1 09 0,7 0,9742 0,8735 0,7620 0,0258 0 0
>=109 1 04 |~|0,8735 0,7832 0,6832 |+ 0 0,2168 0
07 04 1 0,7620 0,6832 0,5960 0 0 0,4040

@ A variancia total esta preservada mas os termos fora da
diagonal podem n&o estar bem aproximados!



Analise Fatorial via Maxima Verossimilhanca

Suponha que os fatores comuns F e os especificos € seguem distribuicdo Normal,
tal que, a distribuicdo marginal de Y é :
iid

Yoo~ N (1,,,2,., =00 +¥)

ipx1
Para uma amostra de n vetores independentes de Y a funcéo de verossimilhanca é:
1 —i:(\ﬁ ) 2 (Y- ) —1tr{2‘1( S (Y= Y, = Jn(¥ -V - y)'ﬂ

= . —np/2|w|-N2 2 i-1
L(,u,(I),‘P|Y):(zﬂ)nplz‘z‘nlze = (27) ™3 e

comX=dd’ + . Para £ =Y temos (exceto por constantes):

2)
2004 o, 199
(In [=[+tr (2‘18 )) gvert o wie?

INL(®,¥|S, i) = e o

n
2
Maximizar InL em @ e ¥ é equivalente a minimizar a funcéo (S e p sao constantes na
maximizacao):

D(D,¥|S;it)= In\Z\—In\S\thr(Z‘lS)— P :tr(E‘ls)—In‘E‘ls‘— P
Considerando a falta de unicidade para rotacdes na matriz ®@, é adotada a restricao

®'¥-1d = Diag,, . E necessario usar métodos numéricos para obter os estimadores de
® e Y que minimizem a funcéo D.



Analise Fatorial via Maxima Verossimilhanca

» A solucao da analise fatorial via MVS é comumente obtida considerando a matriz
de correlacao de Y (equivalente a maximizar a funcao de verossimilhanca dos
dados padronizados Y*). Esse procedimento envolve menos parametros a serem
estimados comparado a X . Assim, € necessario minimizar

D(®g, Yr[R)=tr[(Pg @’ + Wr)* R] - IN|(PrPg + YR)'R | -

com R a matriz de correlacdo amostral com divisor n e com a restricao de que
(®;'PR1DR) € matriz diagonal, obtendo-se

Doy € Pripepys R=0, 0, +¥;
Considerando que os estimadores de MVS sao invariantes por escala, isto é, se
D(dg, Yk |R) € minimizado em &_e\V,, D(®, ¥|S) € minimizado em

(13 7

com s; a variancia amostral de YJ- calculada com divisor “n”.



Analise Fatorial via Maxima Verossimilhanca

E interessante avaliar situacdes em que o modelo fatorial oferece uma interpretacéo
mais simplificada (em uma dimens&o mais baixa) para as observacoes Y.

Como o vetor de parametros de locacdo p ndo é de interesse na analise, usamos
uma estimativa e podemos avaliar a aproximacao da matriz de covariancia amostral
por meio do seguinte sistema de equacoes:

S, =, @ +¥ = Res=S-(dd+¥)

pxp =
com a restricdo: (®V-1®) é matriz diagonal.

Além disso, a diferenca no nimero de parametros envolvidos é:

—_

p(p+1) m(m-1) 5<0: sistema com mais parametros do que
O=——""—| pm+p—| — ~ SRPY :
9 2 equacoes e o modelo fatorial n&o esta
bem definido aos dados
T T T T — 8=0: solu¢bes exatas sdo possiveis mas o
parametros em® emY¥ sob a restricdo modelo fatorial ndo oferece simplificagcao
em S de unicidade 5>0: a simplificacdo/reducao é possivel
por meio do modelo fatorial



Analise Fatorial

100 061 0,63 Solucdo do Modelo Fatorial para a extracdo de
R=|061 100 0,45 m=2 componentes comuns via Componentes
063 045 100 Principais e Maxima Verossimilhanca:

CP Max. Veross.

Variavel F1 F2 Comunalid Especif F1 F2 Comunalid Especif
Y1 -0,895 0,026 0,801 0,199 0,733 0,127 0,554 0,446
Y2 -0,81 -0,542 0,949 0,051 0,897 -0,38 0,949 0,051
Y3 -0,821 0,506 0,93 0,067 0,755 0,6 0,93 0,067

Variancia | 2,1303  0,5505  2,6808 0,032 1,9136 0,5199 2,4335 0,564

% Explic | 0,71 0,183 0,894 0,0106 L= 0,638 0,173 0,811 0,188

g (Uso do R)

= As comunalidades obtidas via CP
sao usadas como valores iniciais no
algoritmo iterativo de maximizacéo da
funcéo de verossimilhanca



Analise Fatorial

1,00 0,61 0,63
R=|0,61 100 0,45
0,63 0,45 1,00

Matriz Residual via Componentes Principais:

| 0,000000 0,100858 0,117951
R _((DR D, + ‘PR)= 0,100858 0,000000 -0,059242
0,117951 -0,059242 0,000000

Matriz Residual via Maxima Verossimilhanca:

0,000000 -0,0007590 -0,000385
R — (@, ®,' + W,)=|-0,000759 0,0000000 -0,000765
-0,000385 -0,0007650 0,000000

= A solucao por maxima verossimilhanca apresenta melhor
resultado na aproximacéao de X apesar da % da variancia total
explicada ter sido menor



Analise Fatorial — Rotacao dos Fatores
( Y- =o.F + o,k +e

Y . = Y—lu =Df+e < Y, =1, = ¢ F + 95,F, + 6,

px1

\ Yp_:up :¢p1F1+¢p2F2+ep
® ésolucao

= Cov(Y )=Cov(df +e)= PP +¥ =X

Seja O*=DT, IT =1
= O*O*¥+¥Y =DIT'O'+¥Y =00 +¥ =X
= @* ¢ solucdo

O*=dI" = Geometricamente € uma rotacao de eixos (novos fatores)

= Podemos buscar rotacdes que conduzam a solucdes faceis de
Interpretar (médias, contrastes, formas canoénicas)



Analise Fatorial — Rotacao dos Fatores

Geografia  Inglés Historia  Aritmética  Algebra Geometria
o 0,439 0,41 0,288 0,329 0,248
0,439 1 0,351 0,354 0,32 0,329
R= 0,41 0,351 1 0,164 0,19 0,181
0,288 0,354 0,164 1 0,595 0,47
0,329 0,32 0,19 0,595 1 0,464
0,248 0,329 0,181 0,47 0,464 1 /
Variavel Fatorl Fator2 Comunalidade Solucio da analise fatorial via
Geogr 0553 0,429 0,49 OIUG o
Inglés 0.568 0.288 0.406 maxima verossimilhanca
Hist 0,392 0,45 0,356 - F1: cargas positivas =resposta
Aritm 0,74 -0,273 0,623 média = fator de inteligéncia geral
Algebra 0,724 -0,211 0,569
Geom 0,595 -0,132 0,372 * F2: metade das cargas € positiva e
metade € negativa =fator bipolar
Variance  2,2094 0,6057 2,8151
pvar 0368 0101 0,469 @ Rotacionar os fatores



Analise Fatorial — Rotacao dos Fatores

Rotacdo de 20° eixos originais

0,5-
0,4-
0,3-
0,2-

0,1-

0,0

-0,1
-0,2

-0,3

Cargas Fatoriais

V3
f ] o V1
/
/ e V2
/
/
y
‘ﬁ—<~ 0
—y
~ - V6
~~ e
~~ V5
~§ ®
TN

—=Nos novos eixos o fator de inteligéncia geral
(F1) esta particionado nos fatores F1* e F2*

* Os eixos originais podem ser
rotacionados de tal forma que
todos os pontos caem no 1°
guadrante

* As variaveis V4, V5 e V6 (da
area exata) recebem carga
alta em F1* e baixa em F2*

 As variaveis V1, V2 e V3 (da
area de humanas) recebem
carga alta em F2* e carga
moderada/baixa em F1*

—F1*: habilidade matematica

— F2*: habilidade verbal



Analise Fatorial — Rotacao dos Fatores

Rotacdo de 20° eixos originais

0,5-
0,4-
0,3-
0,2-

0,1-

0,0

-0,1
-0,2

-0,3

Cargas Fatoriais

V3
7 . o V1
/ e \V2
/
L
—y
—_—y
~ -~ ,) 0 V6
~~ [ ]
~ - V5
_—y
=~ V4
S -
00 01 02 03 04 05 06 07 08
F1

Obtenha as novas
coordenadas sob uma rotacao
de 20 graus nos eixos originais
(sentido horario)

(Johnson and Wichern, 1978).

cosd sené
—send cosd

Cosseno de 209 = 0,9397
Seno de 20° = 0,3420

O*=DT; T =1

Obtenha também as
coordenadas sob uma rotacéo
de 40 graus (Everitt, 2007).



Analise Fatorial — Rotacao dos Fatores

Fatores Originais Fatores Rotacionados (6=40°)
Variavel Fatorl Fator2 Comunalid Fatorl* Fator2* Comunalid
Geogr 0,553 0,429 0,49 0,232 0,66 0,49
Inglés 0,568 0,288 0,406 0,321 0,551 0,406
Hist 0,392 0,45 0,356 0,085 0,591 0,356
Aritm 0,74 -0,273 0,623 0,77 0,173 0,623
Algebra 0,724 -0,211 0,569 0,723 0,215 0,569
Geom 0,595 -0,132 0,372 0,572 0,213 0,372
Variance  2,2094  0,6057  2,8151] 1,6057 1,2094 ' 2,8151!
% Var 0,368 0,101 0,469 0,268 0,202 . 0,469

! !

habilidade habilidade
matematica verbal

= As comunalidades s&o invariantes por rotacao ortogonal dos fatores
= OO =PIT'O=P*D*



Analise Fatorial — Rotacao dos Fatores

Nao existe uma solucdo Unica para representar os fatores

Como escolher e obter uma solugcao/rotagao ?

=  * = (¢* ) . novas cargas dos fatores rotacionados _
Ik Conseguir valores
,/ Ose1’s

Na pratica o objetivo dos métodos de rotacao é SIMPLIFICAR as linhas e
colunas da matrix de cargas para facilitar a interpretacao

Y—u=0f+e Matriz de Cargas
~
Y. _ 1y =4 F F = b1 b o P -
B k PLE T PLa S e o T o) b y linhas
Yo =ty =P F + 0,0, +. 4+ 0 F + 8, BT TN Variabilid.

das variaveis
v Bl Y]
Y, — 12, = B Fi+ BooFy ot hoFo €, P In Z J

~ colunas — variabilidade dos
fatores Fk




Analise Fatorial — Rotacao dos Fatores

Nao existe uma solucdo Unica para representar os fatores

Como escolher e obter uma solugcao/rotagao ?
Métodos de Rotacdo Ortogonal:

» Rotacao Varimax: simplifica as colunas da matriz de cargas

» Rotacdo Quartimax: simplifica as linhas da matriz de cargas

= Rotacdo Equimax: € um compromisso entre as duas outras técnicas

Existem ainda as rotacdes obliquas. Neste caso, as comunalidades
Sao nao invariantes.



Analise Fatorial — Rotacao dos Fatores

Fatores Originais

Fatores Rotacionados

Variavel Fatorl Fator2 Comunalid Fatorl* Fator2* Comunalid
Geogr 0,553 0,429 0,49 0,232 0,66 0,49
Inglés 0,568 0,288 0,406 0,321 0,551 0,406

Hist 0,392 0,45 0,356 0,085 0,591 0,356
Aritm 0,74 -0,273 0,623 0,77 0,173 0,623

Algebra 0,724 -0,211 0,569 0,723 0,215 0,569
Geom 0,595 -0,132 0,372 0,572 0,213 0,372

Variance  2,2094 0,6057 2,8151 1,6057 1,2094 2,8151
% Var 0,368 0,101 0,469 0,268 0,202 0,469

Fatores Rotacionados - Quartimax Fatores Rotacionados - Equimax
Variavel Fatorl Fator2 Comunalid Fatorl* Fator2* Comunalid

Geogr 0,26 0,65 0,49 0,232 0,66 0,49
Inglés 0,344 0,536 0,406 0,321 0,551 0,406
Hist 0,111 0,587 0,356 0,085 0,591 0,356
Aritm 0,777 0,139 0,623 0,77 0,173 0,623
Algebra 0,731 0,184 0,569 0,723 0,215 0,569
Geom 0,58 0,188 0,372 0,572 0,213 0,372
Variance  1,6733 1,1418 2,8151 1,6057 1,2094 2,8151

% Var 0,279 0,19 0,469 0,268 0,202 0,469




Analise Fatorial — Escores Fatorials

Escore Fatorial: valor que cada individuo na amostra tem para cada um dos
fatores comuns

/

Yi— =0, F +a,F+e

Y .= Y—lu =Pf+e < Y, =1, = ¢ F + 95,F, + 6,

px1

\ Yp_:up :¢plF1+¢p2F2+ep

)
Yi — = F +oLF ey

Y. (1) = Yi —u =0 fi +e | Yai = Hy = 9Py + 95,55 + €5

Qual ovalorde f. ,?

L Yo~y =0+ 9,,F ey




Analise Fatorial — Escores Fatorials

Qual o valor de f., ? 1=12,...,Nn

m primeiros componentes
V4 principais padronizados

Y-(pxl) = Y—u =0f +e, = f :ZiDZjl/z

= Método de Componentes Principais:

= Método de Minimos Quadrados Ponderados (Bartlett):

Supondo u, ® e ¥ conhecidos = modelo factorial pode ser formulado como um
modelo de regressao linear heterocedastico nas variaveis preditoras @.

O estimador (preditor) de f; é dado por:
Restricao na EMVS

A el —1
f=(@w o) oW (Y, - u)
(mxp) (Px1)
Coeficiente do fator




Analise Fatorial — Escores Fatorials

Yipg =

Y—u =0f +e Qualovalorde f ,? 1=12..,n

= Método da Regressao: (n, @ e y sdo assumidos conhecidos)

f-N,(01,) &~N,(0%) = (?]N(O(E ,oD

Y, — 2 O
Y,—pu=0f +e ~N (0,Z=00'+¥) = P L P L

f1Y, ~N,(

m

Oz HY, - p) (1, - DT D)

— Esperanca condicional dos fatores

O preditor de f; é dado por: fi = cI)’Z‘l(Yi —,U): CI)’(CD(I)’JF\P) (Yi —,u)

-1
N _

(mxp)
Coeficiente do fator

m

)



Analise Fatorial

Arquivo HATCO (Hair et al., 2005)

ID X1 X2 X3 X4:!X5 (X6 X7:X8 X9 X10 X11 X12 X13 X14

1 41 06 69 472423 520 32 42 1 0 1 1

2 118 30 63 66/25140 84:1 43 43 0 1 0 1
3 34 52 57 604327 821 48 52 0 1 1 2
4 27 10 71 591823 78!1 32 39 0 1 1 1
5 60 09 96 7834146 450 58 68 1 0 1 3
6 19 33 79 48/26i1,9 97;1 45 44 0 1 1 2
97 16,1 05 9,2 48:33{28 71:0 60 52 1 0 1 3
98 20 28 52 50{24:27 84i1 3 37 0 1 0 1
99 3,1 2,2 67 6826129 84:1 42 43 0 1 0 1

0 3344 1 0 0 1

100 2,5 1,8 9,0 50:2,2i3,0 6,0

_______________________________________



Analise Fatorial

Arquivo HATCO (Hair et al., 2005)

Fatores Originais - CP Fatores Rotacionados - Varimax

Variavel Fatorl Fator2 Comunalidade Fatorl Fator2z Comunalidade
X1 0,627 -0,514 0,658 -0,787 0,194 0,658
X2 -0,759 0,068 0,58 0,714 0,266 0,58
X3 0,73 -0,337 0,646 -0,804 -0,011 0,646
X4 -0,494 -0,798 0,882 0,102 0,933 0,882
X6 -0,425 -0,832 0,872 0,025 0,934 0,872
X7 -0,767 0,168 0,616 0,179 0,616
Variance  2,5135 1,7395 4,253 2,3698 1,8832 4,253
% Var 0,419 0,29 0,709 0,395 0,314 0,709

! !

Valor basico Imagem

» X1, X2 e X3: variaveis associadas a preco do produto (X7: qualidade)
» X4 e X6: variaveis associadas a imagem da CO

— Como validar os resultados de uma Analise Fatorial?



Analise Fatorial

Arquivo HATCO (Hair et al., 2005)

Escores dos Fatores Coeficientes dos Fatores (®)
Variavel Fatorl Fator2
— X1 -0,352 0,159
X2 0,289 0,095
o X3 -0,345 0,05
. “ :..' ° . X4 -0,02 0,499
e o° :0'0 ° 3 X6 -0,053 0,504
S oW o YT e X7 0,317 0,044
% 9 e ) ° t .‘s
0. .‘Q’ (1Y
| e ° L4
® [} A , , 1 —
. : : f, =000 +¥) (Y, -Y)
F1 | Y )
Matriz (mxp) dos
C coeficientes dos fatores

Grafico de dispersdo das observacdes (empresas). Os escores fatoriais podem ser usados
para Analise de diagndstico de observacdes discrepantes (0 que também pode ser feito com
os escores dos Componentes Principais, bem como com base na distancia de Mahalanobis).



Componentes Principais X Analise Fatorial

=  Ambas buscam uma Reducéo de Dimensionalidade, por explicar um conjunto de
dados multivariados usando um conjunto menor de variaveis

= CONTUDO, os critérios de otimalidade usados em cada caso sao diferentes:

— Analise Fatorial € 6tima no sentido de explicar as covariancias (e correlacdes) entre
as variaveis por meio de fatores comuns.

— Analise de CP explica a variancia total das variaveis observadas.

— Na anadlise de CP se o numero de componentes retidos aumenta, isto NAO altera
0S anteriores, mas isto pode néo acontecer na Analise Fatorial sob a solucao de MVS.

— Calculo dos escores das observagdes nos CPs tem soluc&o unica. No caso de
Analise fatorial (via MVS) existem diferentes procedimentos inferenciais propostos.



Componentes Principais X Analise Fatorial

— As andlises de CPs via matriz de covariancia (Z=Cov(Y)) ou de correlacao
(R=Cov(Y*)) sao diferentes n&o sendo possivel relaciona-las. Na Analise Fatorial
via MVS a solucao para a matriz de covariancia (®) é obtida da solucao da matriz de

correlacao (®*) :

®© =DJ* &*, ¥=D;?¥Y*D?

— Teste (assintotico) da adequacéo do modelo fatorial:

H, :Z =D +W H, : ¥ com estruturageral

A estatistica da razéo de verossimilhancas (sob normalidade) é:
DOD' + WV

—2Ini=nln

S|

Usando a correcao de Bartlett, rejeita-se HO a um nivel de significancia a se:

DD’ + ¥ )
ST |7 Ao e @

(n—1-(2p+4m+5)/6)In



Analise Discriminante



Reducao de Dimensionalidade
Andalise Discriminante

) iid
Andlise de CP (CoP,AC0) | Y, © n>p= Y, ~(1;2), R® > R™, m<min(n, p)
Analise Fatorial

/))
COm

c i ? 11
: L : : ! : /VOV
Andlise Discriminante: Ypp: N= > .Ng; Y., ~(,ng,29), 0=12..G

g-1

RP —>R"
= Populactes Estratificadas: Caso em que G=2

- Solucao de Fisher

- Solucéo Probabilistica (Regra Discriminante de Bayes)

= Populactes Estratificadas: Caso em que G>2
- Solucao de Fisher

- Solucéo Probabilistica




a(bo t‘, Tl 2-2 e TG
$. &L
QS | Y eRr?
v
OQ;? E(Yi |Tl):1ul(p><l) E(Yi |72):ﬂ2(px1) E(Yi |TG):IUG(p><1)
COV(Yi | z'1) = 21( pxp) COV(Yi |7, ) = 22(p><p) COV(Yi |75 ) = EG(px p)
v = v
n, n, Ng
,éb
S Y
$ Grupos Unidades Variaveis 1
N amostrais 1 2 . j .. p Y =
.
Y11 Y12 Y3 Yip P Y
1 Y21 Y22 YZJ Y2p G
I Yia Yi2 Ylj Yip Yg (ng xp)
G @ You Yo Yo Yoo G
~ n= Z n,
g=1
Objetivos: ANALISE DISCRIMINANTE PfOb/
Y ‘ L Py oa g
=  Obter Func¢des Discriminantes das “p” variaveis ”"egragéoe?

- Redugéo de dimensionalidade: P — R™ ; m<min(n,p,(G-1)]

- Classificar “novas” observacoes



Analise Discriminante - Motivacao

Banco Condicao Y1 Y2 Y3 Y4
B1 1 0,8888 0,7391 1,0255 0,3938
B2 1 1,6655 0,7268 0,878 0,0004
B3 1 2,2111 0,9166 0,9492 0,342
B4 1 1,4351 0,9133 0,9577 0,2325
B5 1 2,1414 0,002 1,0245 0,3966
B6 1 1,192 0,4972 1,034 0,3095
B7 1 1,5895 0,2593 1,0453 0,557
B8 1 1,3272 0,4126 1,0448 0,3482
B9 1 1,8847 0,388 0,9864 0,0337

B10 1 0,5229 0,9473 1,1244 0,118
n 10 10 10 10
Média 1,4852 0,5802 1,007 0,2732
D.P. 0,533 0,319 0,0674 0,1762

B11 2 0,4922 0,3166 1,1127 0,1628
B12 2 1,4427 0,0589 0,9019 0,1355
B13 2 0,5438 0,5358 1,03 0,1481
B14 2 0,1904 0,7087 0,9917 0,2625
B15 2 0,1102 0,7378 1,528 0,0783
B16 2 2,006 0,014 1,0321 0,0816
B17 2 0,2321 0,9234 0,9753 0,0045
B18 2 0,9019 0,1634 1,1414 0,5485
B19 2 1,9757 0,3395 0,9997 0,0751
B20 2 0,7276 0,3139 1,1077 0,2957
n 10 10 10 10
Média 0,862 0,4112 1,0821 0,1793
D.P. 0,712 0,3055 0,1726 0,1567

Condicao:

1: Com problemas

2. Sem problemas

Objetivo:

Com base nas variaveis
econOmicas Y1l e Y2,
obter uma funcao
discriminante que
permita a classificacao
de um banco em Com
ou Sem problemas.

Dados: Barroso e Artes, 2002



Analise Discriminante

Diagrama de Dispersao dos Bancos
1,01 Condigao
b ° 1
| ] ® ®
[ ] 2
0,8 -
| ] - [ ] [ )
0,6
Q =
> [ ]
0,4+ L4 ®
] ] =
[ J
0,2
| ]
| ]
0,0 - LY
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
Y1

Considerando as variaveis Y1 e Y2, qual seria uma dire¢ao “otima” (funcao
linear de Y1 e Y2) para a discriminac&o das instituicdes bancarias?



Analise Discriminante

Diagrama de Dispersao dos Bancos

Condigdo
® 1
] 2

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25

Grafico de dispersao das observacoes. Indicacéo de
um terceiro eixo 1Y (em azul) que define uma funcao
discriminante linear.



Funcao Discriminante Linear de Fisher

Formulacao de Fisher — Caso de 2 Populacoes

06829/‘0,00
Considere uma Populacao constituida por observacdes multivariadas ;Vags 9,
¢ 00/7 /)GO,OG 0@/ 3
(quantitativas) e estratificada em dois subgrupos, tal que: @C‘/cxo.%’?o@
-~
p. — —
Yl(n ‘p) Y, eRY, E(Yi | Z'1)_ Ha(px) COV(Yi | z'1)_ 21(p><p)
Ynxp - Y l =
2(nzxp) E(Yi | 7, ) = Hopx) COV(Yi | 7, ) = Z2(px 0)
-
Suposicao = X =3, =% Matrizes de covariancias homogéneas

Para G=2 - Proposta de Fisher: obter combinacgoes lineares de YieRP tais que:

(/Ux1 _;sz)z = arg max, (II/Ji _I'ﬂz)z

Y. eRP 5> X =1"Y;; | =arg max,._y ,



Funcao Discriminante Linear de Fisher

Y. eRP: ELY, =
v = {Yl(nmo) } N i < ( ' |Tl) Fapa) Matrizes de covariancias
Y

nxp _ x homogéneas
2(nyxp) E(Yi |Tz)_ﬂ2(px1) PP J

Seja X uma combinacao linear das variaveis multidimensionais Yi,,,,. Entao,
"

Hy, = E(Xi |71): E(I,Yi |71):|’:U1
Hy, = E(Xi |72): E(I,Yi |Tz):|’,u2

~

= X, =I'Y, 7 o2 =Var(l'Y,)=1'zl

Desigualdade de

(/ux1 _;uxz)z. I,(ILL.I._ILlZ)(ILLl_ILlZ)’I _l's5° _E(|'5)2 < (5r2—15)

max,., _ —
X=IY B 'Sl oISl

(ﬂl —H ),2_1(/% - ﬂz)

Distancia de Mahalanobis




Discriminacao sob Estimacao
Yl(nlxp) 4
Y”Xp:{ }: Yieﬂ%p—>Xi:|'Yi:(,ul—,uz)Z_lYi

Y2(n2><p)

Para dados amostrais: Adotar estimadores “apropriados” de ,[Ll, ,&2, >

X; =1%, :(Y_l_Y_Z),Sc_lYi

S - (nl _1)81 +(n2 _1)82 ;OS¢ = (ng _1)_1iZ(Ygi _Y_g XYgi _Y_g)

Coxp ’ g
PP n1+n2_2 g:]_ i=1

Regra de Classificacdo Amostral: Alocacao de uma nova observacéao

{XOZC:>Y062'1
Y, ?
X, <Cc=Y, er,

c=>?:%(XﬁXz):%(Wﬁmfz):%I’(Vlwz):—(\?l—\?z)'Sgl(ﬁﬂ?



Andlise Discriminante - Exemplo

Banco Condicao Y1 Y2 Y3 Y4

B1 1 0,8888 0,7391 1,0255  0,3938

B2 1 1,6655 0,7268 0,878 0,0004 — 1,485 — 0,862
B3 1 22111 0,9166 0,9492 0,342 Y, = 0.58 2~ 0414
B4 1 1,4351 0,9133 0,9577  0,2325 , ’
B5 1 2.1414 0,002 1,0245  0,3966 I
B6 1 1,192 0,4972 1,034 0,3095

B7 1 1,5895 0,2593 1,0453 0,557

BS 1 1,3272 0,4126 1,0448  0,3482

B9 1 1,8847 0,388 0,9864  0,0337

B10 1 0,5229 0,9473 1,1244 0,118
n 10 10 10 10

Média 1,4852 0,5802 1,007 0,2732

D.P. 0,533 0,319 0,0674  0,1762

B11 2 0,4922 0,3166 1,1127  0,1628

B12 2 1,4427 0,0589 0,9019  0,1355

B13 2 0,5438 0,5358 1,03 0,1481

B14 2 0,1904 0,7087 0,9917  0,2625

B15 2 0,1102 0,7378 1,528 0,0783

B16 2 2,006 0,014 1,0321  0,0816

B17 2 0,2321 0,9234 0,9753  0,0045

B18 2 0,9019 0,1634 1,1414  0,5485

B19 2 1,9757 0,3395 0,9997  0,0751

B20 2 0,7276 0,3139 1,1077  0,2957
n 10 10 10 10

Média 0,862 0,4112 1,0821  0,1793

D.P. 0,712 0,3055 0,1726  0,1567

X =1'Y =3,274Y, +5,719Y,




Analise Discriminante - Exemplo

Banco Condicao Funcao Discr Classificacao
B1 1 7,13 T 1
B2 1 9,61 | 1 |
B3 1 12,48 | 1 |
B4 1 9,92 | 1 |
B5 1 7,02 | 1 |
B6 1 6,74 | 1 |
B7 1 6,68 | 2 |
B8 1 6,7 | 1 |
B9 1 8,39 | 1 i
B10 1 7,13 | 1 |
B11 2 342 | 2 |
B12 2 5,06 ; 2 |
B13 2 484 2
B14 2 4,67 | 2 ;
B15 2 458 | 2 |
B16 2 6,8 | 1 |
B17 2 6,04 2 |
B18 2 3,89 | 2 |
B19 2 8,41 1 |
B20 2 417 . 2. |

Qual é a proporcao de acerto de X?

X =6,681
X, = X  —Condicdo 1

X, < X  =—>Condigio 2

Matriz de classificacéo

Predito
Verdade T1 Ty
T 9 1 10
T, 2 8 10

17/20=0,85

Taxa de acerto superestimada: a
amostra foi usada no treinamento
e na validacao do procedimento

Alternativas: Dividir a amostra
(Treinamento e Validacao),
Método de validacao cruzada



Analise Discriminante

Analise de Componentes Principais
G=2

G=2 ,
max,.x_y (IUX1 _2IUX2) !
Ox

Il(ﬂl—ﬂzl?z(fﬁ_ruz) | g(,ul—,ug),z_l(ﬂl_'“Z)

X, =1V, =(%,-7,) s,




Funcoes Discriminantes de Fisher

PopulacOes Estratificadas emd Muitos Grupos (G>2)

20- ° Grupo
'Eg!iiiig — 1

— 2

—3
10- e g
—+ 5
— G
—7
—— 3
——9
—= 10
— 11

-10-
—— 12

L
- - -

- —= 13
—— 14
-20- e 15

i@' &

-
-

-30 -20 Y1 0 10

Como realizar a reducao dos dados (p=2, G=15)? Uma unica dimenséao
(X=1"Y) é suficiente para uma boa discriminacdo dos grupos?



Funcoes Discriminantes de Fisher
Solucao de Fisher par@opulacﬁes

Y ( .
Hrwxp) Y, e R, E(Yi |71):ﬂ1(px1) E(Yi |TG):IUG(p><1)
Yop =| = | <
Yo (nxp) COV(Yi |Tg):zg =Zppy 9=12..,6
_ c*P) _ .
, B: Matriz de
Yi < mp — Xi :I Yi; covariancia ENTRE
G , N T € J I A
$ lo-mf 3 wra P VSl
| =arg max, ,_y =——— = = =9 ’ - —
Oy Oy ) 1’2l
>: Matriz de

covariancia DENTRO
As funcoes discriminantes, prm — (|1,__, |m), sao obtidas a partir dos autovetores da
!

matriz X' B, restritosa L XL =1.

@ 2B =PAP; L=X"?P; m<min(n, p,G-1)

Matriz simétrica



Funcoes Discriminantes de Fisher

Meétodo de Fisher para Muitas Populacoes

» Dados Amostrais: maximizar a funcao em termos de estimadores apropriados

' B | f I'B I ) (A A)
= = arg max = =L =Il,..,1
I’ZI g I I,zl pxm 1 m

G

Matriz de “SQPC Entre grupos” da MANOVA: I-59,0xp = an(Y_g _Y_XY_g _V)

g=1
Matriz de “QMPC Dentro de grupos” da MANOVA:

Ng

§_c (n1 —fI_)S1 +...+(I’]G —1)SG _ (n_G)—li
<P n+..+n; —G g=1 i=1

- Y

» Regra de Classificacdo Amostral:

Alocar a observacgao Y, (eRP ) a populagao t, em que a o valor da funcéo
discriminante X, (e R™ ) esta mais “proxima” de seu centroide:

m m

Z(Xoj'_)?kj)z ZZ[IJ',(YO_%)TSi[lj’(Yo_Vg)T k#9, g=1..G

=1 =1




Analise de Componentes Principais Analise Discriminante
G=2 G=2

' G

G Ng

iZ(Ygi _Y_..XYgi _Y_) - an (Y_q _Y_XY_Q _Y_), +ZZ(Ygi _Y_g XYgi _Y_gl)’

9=1 i=1 g=1 g=1 i=1



Funcoes Discriminantes de Fisher

PopulacOes Estratificadas em Muitos Grupos (G>2)

50— @ - Grupo
- —a— 1

10- —— 4

X2

-10-

-20-

30 30 o 0 10
X1

Como realizar a reducao dos dados (p=2, G=15)? Uma unica dimenséao
(X=1"Y) é suficiente para uma boa discriminacdo dos grupos?



MmaX

Funcoes Discriminantes de Fisher

PopulacOes Estratificadas em Muitos Grupos (G>2)

20-

I'B |

N

"2

-10-

-20-

30

Grupo

—— 10
— 11
— 12
— 13
—— 14

—a— 15

Variabilidade
Dentro de grupos

Variabilidade
Entre grupos

A direcao discriminante otima € aquela que maximiza B (eixo de
variacdo ENTRE grupos) relativamente a W (eixo de variagao

DENTRO de grupos).



Analise Discriminante

309° o
X ove (\'\5\‘35 . _
(euC© Problema Geral de Classificacao

obsew(?@o aeV Caso de Duas Populacdes (G=2)

Suposicao: Uma populacao esta estratificada em 2 subpopulacdes, tl e 12, e de cada
subpopulacéo é retirada uma amostra de tamanho nl e n2, respectivamente.

Com base na amostra, para encontrar uma regra de discriminacao de
observacbes de cada populacdo, uma alternativa € particionar 0 espaco
amostral Q em duas regioes, R1 e R2, que favorecam as populacfes tl e 12,
respectivamente, tal que, para uma observacdo Y,tem-se que, se

Y, e R, = aobservacao € de 11

Y, € R, = aobservacgdo é de 12 G,

Como determinar R1 e R2 ?



Analise Discriminante

Problema Geral de Discriminacao/Classificacao - Solucao Probabilistica

Caso de Duas Populacoes

Probabilidades a priori: 7, = p,(y) 7, = p,(y) p,+p,=1

Funcao densidade de probabilidades: 7, = fl(y) T, = fz(y)

g
Probabilidade de Classificacio Errada: P(2]12)=P(Y, €R, |7,)= R E[ le(y) dy
< 2=02-Ry
P(ll 2)= P(Yi €R |Tz)= _[ fz(Y) dy
N R=0-R,
g
Probabilidade de Classificagao Correta: P(lll): P(Y‘ R Tl): ng.[_];lz(y) dy
<
P(212)=P(f R, 1e)= [ fuly)ay
R,=Q-R,




Analise Discriminante

Problema Geral de Classificacao - Caso de Duas Populacdes

Notacéo
Probabilidade de Classificagao Custo de Classificacéo
Predito Predito
Verdade T T Verdade T T
Ty P(1,1) P(2,1) T 0 c(2]1)
T P(1,2) P(2,2) T, c(1]2) 0

P(L1)=P(1]1 P(21)=P(2]1
(L1)=PL)p, (21)=PRI1)p: Logo, o custo esperado de classificacao

P(L2)=P(1|2)p, P(22)=P(2]|2)p, errada (CECE) é dado por:

CECE =c(2|1)P(21) + c(1]2)P(1,2)
=c2|DP21Yp, + cl1]2)P]2)p,

— Obter R1 e R2 que minimizem CECE



Analise Discriminante

Problema Geral de Classificacao - Caso de Duas Populacdes

Minimizar o custo esperado de classificacao errada:
CECE =c(2|1)P(2|1)p, + c(1]2)P(|2)p,

Somando e subtraindo
=c(2|1) p, I f.(y)dy + c(1]2)p, J‘ f,(y)dy (c(zl) p, [ (y)dy temsej

R2 Rl Ry

=c21)p, + [[c@I2)p, f.(y)—c(2]2) p, f.(y)]dy

Ry
— _/
-

minimo CECE
R1 e R2 sao conjuntos de valores Y e ‘RP para os quais:

. fiy) | clt]2)p, n . hly)_cli2)p,
©ORly) c21Dp ©oRy) c1Dp

U<v




Discriminacao sob Estimacao

Problema Geral de Classificacao mPopule@

Funcao densidade de probabilidades: _ heterocedasticidade
1 1 '
f = ——\Y — % \Y — ; =12;Y eRP
o g(y) (ZE)p/Z‘Zg‘UZ eXp{ 2( ,ug) ’ ( “ )} ) -

Classificar uma observacédo em tl se Y € RP pertencer a regido R1 dada por:

\f J |
A% _%Y’(zl_l—zgl)Y +( 2t = )Y —c 2 In{c(1| 2) pz}

c(2]1)p,
v (Bl 1), B ,
— T Inl 2 e 2 — Y R2 é dada pelo
emaue, =3 n[ZZ}L 2 ('ul N /12) complementar de R1 em Q.

G

Sob Heterocedasticidade = Funcao Discriminante Quadratica (em Y € RP)

Regra de Discriminacdo Amostral: obter estimador de MVS



Analise Discriminante

Problema Geral de Classificacao - Caso de Duas Populacdes Normais

Regra de discriminacao: (os parametros sao substituidos por sua estimativas)

Funcao
discriminante

(" Alocar Y, emtlse XOQ quadratica

: _ _ L c(1]2 Critério flexivel:

F—YO'(Sl_l—Sz_l 0+(X1'81_1—X£SZ_1 s +Cs2=1In M permite

' CQ .
< ' ' heterocedasticidade,
custos e prioris
diferentes

__________________________________________________________

Alocar Y, em t2 caso contrario

em que, G, ——In 2 (Y S‘lY -, S‘lY )



Analise Discriminante

Problema Geral de Classificacao - Caso de Duas Populacdes Normais

iid

Yoer Y, ~N,(g,:2,) g=12

= Suposicao:

>, =%,=%

Reqgra de discriminacao:

-

N

Alocar Y, em 11 se

L a
X, ¢

Alocar Y, em 12 caso contrario

= Note que a funcgéo discriminante X, & linear em Y,



Analise Discriminante

Problema Geral de Classificacao - Caso de Duas Populacdes Normais

iid

Yoer Y, ~N (42 ) g=12

— Funcao Discriminante Linear Thomocedasticidade

" Alocar Y,emtl se

-cab| o

Alocar Y, em 12 caso contrario
N

1 S

ﬂxz/ C \,ux1
Observagbes de t1  Observacoes de 12

classificadas em 12 classificadas em t1
c(2|1) c(1/2)

= Se 0s custos e as prioris sao iguais = funcéo discriminante linear de Fisher
= Se c¢(2|1) > c(1]|2) e p,=p, = o limite “c” & deslocado para a esquerda

= Se p; < p, e ¢(2[]1)=c(1]2) = o limite “c” &€ deslocado para a direita



Analise Discriminante

Banco Condicéao Y1 Y2 Y3 Y4
Bl 1 0,8888 0,7391 1,0255 0,3938
B2 1 1,6655 0,7268 0,878 0,0004
B3 1 2,2111 0,9166 0,9492 0,342
B4 1 1,4351 0,9133 0,9577 0,2325
B5 1 2,1414 0,002 1,0245 0,3966
B6 1 1,192 0,4972 1,034 0,3095
B7 1 1,5895 0,2593 1,0453 0,557
B8 1 1,3272 0,4126 1,0448 0,3482
B9 1 1,8847 0,388 0,9864 0,0337

B10 1 0,5229 0,9473 1,1244 0,118
n 10 10 10 10
Média 1,4852 0,5802 1,007 0,2732
D.P. 0,533 0,319 0,0674 0,1762

B11 2 0,4922 0,3166 1,1127 0,1628
B12 2 1,4427 0,0589 0,9019 0,1355
B13 2 0,5438 0,5358 1,03 0,1481
B14 2 0,1904 0,7087 0,9917 0,2625
B15 2 0,1102 0,7378 1,528 0,0783
B16 2 2,006 0,014 1,0321 0,0816
B17 2 0,2321 0,9234 0,9753 0,0045
B18 2 0,9019 0,1634 1,1414 0,5485
B19 2 1,9757 0,3395 0,9997 0,0751
B20 2 0,7276 0,3139 1,1077 0,2957
n 10 10 10 10
Média 0,862 0,4112 1,0821 0,1793
D.P. 0,712 0,3055 0,1726 0,1567

Condicao:

1: Com problemas

2. Sem problemas

Objetivo:

Obter uma funcao de
discriminacdo com base nas 4
variaveis de indicadores
econdmicos

—=0Obtenha a funcao
discriminante linear e quadratica

= Quais suposicoes estao
implicitas em cada caso?



Analise Discriminante

Dados dos Bancos

1,486 0,284
7 0,580 : ~0,070 0102
=1 — =
11,007 9171 0,021 —0,004 0,005
0,273 0,008 —0,022 0,004 0,031
0,505 .
0.862 0164 0,091 @™
_ | 0414 2= 50 o® \
v o 0,051 0014 0,030 0\ 2 ae
9=2 " | 1082 0o e 400
' ~0,012 —-0016 0,002 0,025 EIT
0,179 o™
0,395
. _ ~0117 0,096

° 1-0,036 0,005 0,017
-0,002 -0,019 0,003 0,028




Analise Discriminante

Dados dos Bancos hOmoCeda
} Sticjy
o~ iid aq,
Suposicao: Y ez, Y, ~ Np(,ugizg) g=12 X% =%,=X e

Custos de classificacao Errada e Prioris iguais para as populacdes

= Funcao Discriminante Linear de Fisher

‘> ,n{cmz)pz} ~ XO_C_,{c(uz)pz}Z ;

c(2]1)p,

_______________________________________

A AT AR ey




Analise Discriminante

Dados dos Bancos

Suposicao: Y e r, , i,if_j Np(,ug ;Zg) g=12 heterocedasticidade

Custos de classificacao Errada e Probabilidades a Priori iguais para as populacoes

= Funcao Discriminante Quadratica

_%Yo'(s . (Y Y Sl)Y.Eln{ )F’J

N—_

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

—0,214Y,? +14,535Y2 — 204,116Y;? +14,038Y,
+9,332Y,Y, +—38,603Y,Y, +16,846Y,Y, —35,125Y,Y, + 31, 732Y,Y, +43,362Y.Y,

+38,194Y, +17,076Y, + 478,004Y, — 73,415Y,



Analise Discriminante

Dados dos Bancos

. oaf
oW
20 e\no

F\i\(a\gé\f\cam

G

Banco Condigéao Regra Linear Regra Quadratica
X Grupo X Grupo
Bl 1 3,336 1 6,329 1
B2 1 2,701 1 4,108 1
B3 1 10,223 1 27,94 1
B4 1 5,825 1 13,043 1
B5 1 1,403 1 2,861 1
B6 1 1,425 1 3,046 1
B7 1 3,146 1 6,822 1
B8 1 1,539 1 3,359 1
B9 1 0,635 1 1,247 1
B10O 1 1,222 1 1,151 1
Bl1l 2 -4,74 2 -1,808 2
B12 2 -3,57 2 -5,13 2
B13 2 -2,514 2 -2,313 2
B14 2 -1,223 2 -4,802 2
B15 2 -2,862 2 -39,071 2
B16 2 -1,862 2 -1,397 2
B17 2 -1,4 2 -3,083 2
B18 2 -0,792 2 0,713 1
B19 2 0,945 1 1,411 1
B20 2 -2,484 2 -1,175 2

Realizar um teste da igualdade das matrizes de covariancia. Decidir pela funcao
linear (de Fisher deslocada) no caso da néo rejeicdo de H,:X, =2, (Teste de Box)



Analise Discriminante

Problema Geral de Classificacao — Caso de Muitas Populacdes

As Regibes de Classificagao que minimizam CEEC sao definidas por alocar Y, a

populacéo 7, k=1,2,...,G, que atinge o minimo erro de classificagdo, dado por:

Zpg c(klg)
g¢k

Logo, se todos os custos sao iguais, devemos alocar Y, a populagéo 7, se:

e fly) > p, f,(y) 9=1..G;g=k

ou, equivalentemente: In p, fk(y) > Inp, fg(y) 0=1...,.G;g =k



Analise Discriminante

Problema Geral de Classificacao — Caso de Muitas Populacdes

Alocar Yya 7 se:  Inp, f(y) > Inp, f,(y) g=1..G;g=Kk

ii {c,\d'o\de
Caso Especial (Np); Y. f Np( i, ;Zg) he\efocedas\
1 1 r
fg (y): (2 )|o/2‘z ‘1/2 eXp{_E( _ﬂg)zg 1(Y — 1 )}’ 9g=12,..G
4 g

1 1 "
In Px _Eln‘zk‘_E(Y —14) T (Y = g4 ) = maxg Inp, £ (y)

Define-se Escore Discriminante Quadratico (de Y e*RP) para a g-ésima populacao:

@ dS(y):——In‘Z ‘__(Y /ug)’ (Y 'ug)+|npg g=1..,G6




Analise Discriminante

Problema Geral de Classificacao — Caso de Muitas Populacdes

Inp, f(y)>Inp, f.(y) 9=1..,G;g=Kk

A h\('\ade
dab\.\v

id hetero®

Y. ~ Np(ug;Zg ):> Alocar Y a 7, se 0 escore quadratico de(y) € maior que os demais

1 1 ' =
em que, dE(Y)=—E|n\Zk\—§(Y—/Ik)Zk Y -p)+Inp, k=1..G

. e
- das“c\dad

se Y,~N, (42 ) ,istoe, 5 = =2,

noCe

a1,
di(y) = dy)=sm= 1Y_E,Uk2 e +Inp, k=1..,G

&> Escore discriminante linear para a populagao z,




Analise Discriminante

Problema Geral de Classificacao — Caso de Muitas Populacoes

iid iid
Yi~Np(fug;zg) YiMI\Ip(/ug;z )
escore discriminante quadratico maximo escore discriminante linear maximo
1 1 de(y) de(y)
' 1
_Eln‘Zk‘_E(Y_ﬂk)zk (Y = g4 )+In p, ,u&ZlY—%,u;El,uk+ln P,

O Escore Discriminante linear pode ser comparado para duas populacoes, de tal

modo que, a condigéo “ d, (y) € maior “, fica equivalente a:

P

0< dk(y)—dg(y)=(ﬂk —u, )' > Y —%(ﬂk — M )' =, +ﬂg)+ '”(ka

socar ¥ s s (= 2 ¥ < 5 o) 2 (2
Kk

Funcéo de Fisher C




Analise Discriminante

Validacao de uma Funcao de Classificacao Amostral

Matriz de Classificacao

Predito
Verdade T1 To
T1 Nic Nim ny
T2 Nom Noc Ny

Taxa de Erro Aparente (proporcao de itens mal classificados) é dada por:

APER =" Tm . AER =, [ f,(y)dy + p, [ f,(y)dy
N, +N, R, R,

APER subestima a verdadeira proporcao de erro de classificacdo AER

2
G
q'}\\* = Particionar os dados em Amostra de Treinamento e Amostra de Validacao
S
K 4 11 M ~ 7
é@ = Meétodo de “Cross-validacao




4.

Analise Discriminante

Validacao de uma Funcao de Classificacao Amostral

Algoritmo de Cross Validacao

Inicie com as observacoes de 7; . Omita uma obs deste grupo e obtenha
a funcao de classificacao baseada nos remanescentes nl-1 e n2
observacodes (supondo G=2)

Classifigue a obs omitida usando a funcéo calculada no passo 1

Repetir os passos 1 e 2 até que todas as obs de 7, tenham sido
classificadas. Calcule o niumero de erros de classificacao neste grupo

Repita os passos de 1 a 3 para as observagdes do grupo 2.

Taxa de Erro de Classificacao esperada é dada por:

Cross Cross

E(APER) = [T Taw
n, +n,




Analise Discriminante
Padronizacao de Variaveis

Variaveis

Unidades Amostrais 1 2 ] p

C T Yiu Y T Yoy Yip |
61 e e " e Vs S

! ny Y1n11 Y1n12 Y 101 Y1in1p |

1 Yan Yoo Yoy Yap |
G2 | 2 Y221 Y222 Y22, Yazp i Y2 pxl 82 pxp

o Yan Yoo Yo Yorzp |

Y S,
. ~ ., . , . . . px1 pxp

Na AD a padronizacao das variaveis € usada com a finalidade de facilitar a

interpretacao dos pesos das variaveis na fungao discriminante e no calculo de “c
O R usa a “padronizacao” das variaveis para calcular as funcoes dlscrlmlnantes.
A padronizagao da variavel j avaliada no individuo i do grupo g € dada por:

Média da variavel j
ZZ gi (j=1,..,p), independente

WAy g de grupo

J

gij




Analise Discriminante

Considere os dados a seguir em gue duas variaveis foram observadas em
trés individuos do grupo 1 e em trés individuos do grupo 2:

2 4 3 5 3 4
G, = G, =
12 10 8 /7 9 5
. Calcule a funcéo discriminante de Fisher para a diferenca entre os grupos. Qual é

a regra de classificacao de observacdes? Que suposicoes séo feitas?

. Calcule também o escore discriminante para cada grupo via o método geral de
classificacdo. Suponha que pl=p2. E se pl é duas vezes p2?

. Calcule a taxa observada de erro de classificacdo. Classifique a observacao (4,7).
. Calcule a taxa de erro de classificacéo via validacéo cruzada.

. Obtenha a funcao discriminante para os dados “padronizados”.



Grafico de Dispersao
] e
11
2
10 ®
5
94 °®
S g .
4
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6 0y,
6 5 /fe/'@
s : Unes Neg
2,0 25 3,0 35 40 45 5,0 90 o/’ Ve O/~/77
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//73/7 OGS 0.
le Q
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Grupo Y1 Y2 ' X2-0,33Y1+0,67Y2 | X*£0,33Y1+0,67Y2-4,54 'X117,33Y1+4,33Y2-32,67 'X217,67Y1+3,67Y2-28,17  Grupo Pred
2 12 7,38 2,84 33,95 31,21 1
4 10 5,38 0,84 39,95 39,21 1
3 8 4,37 -0,17 23,96 24,2 2
5 7 3,04 -1,5 34,29 35,87 2
3 9 5,04 0,5 28,29 27,87 1
4 5 2,03 -2,51 18,3 20,86 2
c=4,54

Solucdo usando pacote Ida do “R”: valores Y estdo normalizados para ter variancia 1

' LD1!

Lo _I
X =0.2182179 Y1* - 0.4364358 Y2* ; 'é-giggi% a:Ocar gi
LD1= X-c; c=((-3.7097)+(-2.1821))/2=-2.946 -0. alocar

LD1 <= 0 grupol, cc grupo2 i gég%ggg a:ocar g;
> fit.values$class - alocar

5 -0.3273268 alocar G1
112212 6 1.6366342 alocar G2



«

/! -1 1 / ! =\
Xgi :Yg Sc Yi _EYg Sc Yg :dg(yi)

Note que, sob normalidade e homocedasticidade, Y [z, ~ N, (x,;X), g=12:
" 1
Xo=(t=tp) (Y =p)s w=2 (st pt)
XC|Yez'1~N(%d,\2,|;d,\2,|j,
1 _
IV = N(-3a2idh iR ()= - se)

Assim, a probabilidade de classificacao errada €,

P(Y alocadoemz, |Y €7,)=P (X (y)>0|Y er,)= P(Z >%de:®(—%de




##Comandos R

#Analise discriminante
dat<-matrix(c(2,4,3,5,3,4,12,10,8,7,9,5,1,1,1,2,2,2),6,3)
xbar<-colMeans(dat[,1:2])
xbarl<-colMeans(dat[1:3,1:2])
xbar2<-colMeans(dat[4:6,1:2])

covl<-cov(dat[1:3,1:2])

cov2<-cov(dat[4:6,1:2])

library(biotools)

mt<-boxM(dat[,-3],dat[,3])

library(DiscriMiner)
fitlda<-linDA(dat[,-3],dat[,3])

library(MASS) ##outra alternativa de analise
fit<- Ida(dat[,3] ~ dat[,1] + dat[,2],prior=c(1,1)/2)
fit.values <- predict(fit, data.frame(dat[,1:2]))
fit.values$x

fit.values$class

ct <- table(dat[,3],fit.values$class) #tabela com as classifica¢cdes

diag(prop.table(ct, 1)) # % de classif correta
sum(diag(prop.table(ct)))
fitdsvd # (SSB-\lambda SSW)a=0

mv<-aggregate(fit.values$x, data.frame(dat[,3]), FUN=mean)

colMeans(mv[2])



Analise de Agrupamento



Analise Multivariada de Dados

C Varidveis )
Unidades Amostrais 1 2 ] p
1 Y11 Y12 Yy Yip
2 Y1 Y22 Yy Yop
I Yi1 Yi2 Yu YIIO
n Y1 Y2 Ynj an
Objetivos: Analise O RV

= Formacao de grupos de unidades amostrais = aqgrupamento de observacoes
= grupos homegéneos internamente e heterogéneos externamente

= |dentificar similaridades entre Variaveis = agrupamento de variaveis

ANALISE DE AGRUPAMENTO (Cluster)



Motivacao : Escalonamento Multidimensional

Matriz de Distancia Euclidiana entre as “7” primeiras observacbes do
banco de dados HATCO. Como estas observacoes estao agrupadas?

/ 0 3,87685 5,32823 1,98997 4,64758  3,63043 3,88201\
. 2,88822 0 3,37046 2,53574 593212  2,43105 4,40908
D\D 5,27905 2,71818 0 5,13323 6,67158 3,87685 4,97192
0,60254 2,42927 4,97967 0 4,82908 2,90172 3,83536
4,32705 5,86392 6,59102 4,82402 0 5,92453 2,38118
2,53214 0,3692 2,99825 2,09374  5,54915 0 3,83536

\ 3,29295 4,04138 4,64049 3,61279  1,96945 3,76315 0 _/

Representacdo das 7 observagdes HATCO
0

/052641 185717 " |
191506 0,3141 3
263012 -2,37423 0 0

XS .0,07463 1,89971

3,80807 -0,96312

156387 0,42802

\_ 184837 -1,15878 / N

o~
[ X

X2
o
oun

ow




BANCO DE DADOS: HATCO

Unidades amostrais: Clientes da HATCO  (Hair et al., 2005)

ID : Xl X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 X10 Xll X12 X13 X14

1141 06 69 472423 52:0:32 42:1 0 1 1
218 30 63 662540 84143 43:0 1 0 1
3:34 52 57 604327 821:48 52:0 1 1 2
427 10 71 591823 78/1i32 390 1 1 1
560 09 96 783446 45058 68/!1 0 1 3
619 33 79 482619 97145 44:0 1 1 2
97: 6,1 05 92 483328 71:0:60 52:1 0 1 3
98/ 20 28 52 502427 84{1i38 370 1 0 1
99! 3,1 22 6,7 682629 84:1:42 43:0 1 0 1
100 25 1,8 90 502230 60/0:i33 44/1 0 0 1

_____________________________________________________________

~ _ Var do produto Demais variaveis:
Var. da Percepcéo dos Clientes Caracteristicas do

sobre o Fornecedor (HATCO) Escala X9:[0,100] cjiente (empresa
Escala: [0,10] Escala X10: [0,10] Ccompradora)



Analise de Agrupamentos

Escalonamento Multidimensional Andlise de Agrupamento
Coordenadas principais Dendrograma das 7 obs. de HATCO
Representagao das 7 observagoes HATCO Dendrogram with Ward Linkage and Euclidean Distance

0

o & -33,52-

on
[ X))

10,99 -

X2

Similarity

[N
oun

55,49+

ow

h A T T T T T T T 100,00 T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 1 4 2 6 3 5 7
X1 Observations

Como estes agrupamentos foram formados?
Analises realizadas a partir da Matriz de distancias entre as observacdes



Motivacao: Formacao de Grupos

Taxa de delitos (por 100.000 hab.) por divisao territorial de
policias do Estado de Sao Paulo (Deinter), em 2002*.

Deinter Homicidio Furto Roubo Roubo e furto

doloso de veiculos
SJRP 10,85 1500,8 149,35 108,38
RP 14,13 1496,07 187,99 116,66
Bauru 8,62 1448,79 130,97 69,98
Campinas 23,04 1277,33 424,87 435,75
Sorocaba 16,04 1204,02 214,36 207,06
SP 43,74 1190,94 1139,52 909,21
SJC 25,39 1292,91 358,39 268,24
Santos 42,86 1590,66 721,9 275,89
Média 23,08 1375,19 415,92 298,9
dp 13,69 152,05 351,62 273,35

*Barroso, L; Artes, R (2002)

Como podemos agrupar as regioes?



Formacao de Grupos

Considere duas variaveis (p=2) = Diagrama de Dispersao (critério subjetivo de
formacao dos grupos)

Formacao de 4 grupos

iHomicidio

Deinter Furto | Roubo Roubo e furto

. doloso : de veiculos
SJRP | 10,85 1500,8 | 149,35 108,38
RP 14,13 1496,07 | 187,99 116,66
Bauru | 8,62 1448,79 | 130,97 69,98
Campinas | 23,04 1277,33 | 424,87 435,75
Sorocaba | 16,04 1204,02 i 214,36 207,06
SP . 43,74 1190,94 | 1139,52 909,21
sJc 25,39 1292,91 § 358,39 268,24
Santos 42,86 1590,66 | 721,9 275,89
Média 23,08 1375,19 | 415,92 298,9
dp 13,69 152,05 | 351,62 273,35

Furto

1600

1500

1300

1200

@ (Santos)

@ (Bauru, RP, SJRP)

1400 4

@ (Campinas, SJC)

(Sorocaba, SP)

0 100

200 300
Hom. Doloso

400 500

(mesma escala)

A variavel Furto contribuiu mais para a formacdo dos grupos e Homicidio Doloso
contribui pouco = Padronizar as variaveis (atribuir igual importancia as variaveis)



Formacao de Grupos

Uso de variaveis PADRONIZADAS = diagrama de dispersao mostra que as
distancias no sentido vertical e horizontal sdo da mesma grandeza = as duas
variaveis estao recebendo importancia equivalentes

Formacao de 4 grupos

1,5 )U

10- (Santos

(Bauru, RP, SIRP)

05X _ o

Furt. Padr.

0,04
(Campinas, SJC, Sorocaba)

-0,5-

(SP)

(D
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 15

H.D. Padr.

-1,0-




Formacao de Grupos

Resultados do agrupamento das regides (Deiters) via variaveis originais e
variaveis padronizadas = uso das variaveis homicidio doloso e furtos
(critério: inspecao visual do grafico de dispersao)

Var. originais Var. padronizadas

Sorocaba,SP SP

Campinas,SJC Campinas, SJC,Sorocaba
Bauru,SJC,SJRP Bauru, RP,SJRP

Santos Santos




Analise de Agrupamentos

Etapas da Aplicacao de uma Analise de Agrupamento:

Escolha do Critério de Parecenca: adotar uma medida de distancia
(ou proximidade) entre pontos (uso de variaveis originais ou
padronizadas).

Definicdo do Numero de Grupos: deciséo a priori ou a posteriori (com

base nos resultados da analise)

Formacé&o dos grupos: definir o algoritmo de formacao dos grupos.

Validacdo do Agrupamento: € comum supor que cada grupo seja uma
amostra aleatoria de uma subpopulacdo e aplicar técnicas inferenciais
(comparacbes de médias dos grupos, por ex.). Algumas técnicas
descritivas também sédo usadas (correlacdo cofenética e grafico da
silhueta).

Interpretacao _dos grupos:. caracterizar 0S grupos por meio de
estatisticas descritivas e graficos (radar, perfis de médias)




Analise de Agrupamentos

Medidas de Parecenca

» Medidas de Similaridade (Ex.: Correlacdo): quanto maior o valor, maior a
semelhanca entre os objetos.

» Medidas de Dissimilaridade (Distancia): quanto maior o valor, mais diferentes sao
0S objetos.

. itativas
\ariavels quan’utatN
' P Distancia Euclidiana entre observacdes
dy = \/(Yi =Y ) (Y, =Y, ) = \/Z (Yij _ij)z (Distancia de Mahalanobis também ser
= adotada)
P
dr = Z‘Yij =Yy Distancia de Manhatan (quarteirdo)
j=1

P m
d) = n\q/z ‘Yij —ij‘ ;m=1 Distancia de Minkowsky (mais geral)
j=1



Analise de Agrupamentos

Medidas de Parecenca

= Variaveis Quantitativas: pode-se utilizar o coeficiente de correlagcdo de Pearson como
medida de parecenca entre pares de unidades amostrais = quanto mais proximo de
1 (ou -1) maior a similaridade e quanto mais proximo de O maior a dissimilaridade.

— Transformar a correlagdo em uma medida de dissimilaridade
/2
di = (rii + iy — 2rii’)1

= Nem sempre € possivel adotar a correlagdo como medida de parecenca entre
“‘unidades amostrais” (pense por qué!)

= O coeficiente r € comumente usado como medida de “parecenca/correlacao’
entre variaveis (e nao entre unidades amostrais)

= A correlacao valoriza padrdes de forma (tendéncias) e a distancia valoriza mais
padrdes de tamanho



Analise de Agrupamentos

Algoritmos de Agrupamento

» Métodos Hierarquicos Aglomerativos: 0s agrupamentos hierarquicos
partem dos objetos individuais (n) para a formacéo de um unico grupo.

» Método do Vizinho mais Proximo/Perto (Ligacao Simples)

» Método do Vizinho mais Distante/Longe (Ligacao Completa)
» Método das Médias das Distancias (Ligacdo Média)

» Método da Centroide

 Método de Ward

» Metodos de Particdo: os agrupamentos nao hierarquicos buscam a
particao de n objetos em K grupos.

* Algoritmo das K-Médias



Analise de Agrupamentos

Algoritmos de Agrupamentos Hierarquicos

Método do Vizinho mais Distante (Ligacdo Completa ou Distancia Maxima);
a distancia entre os grupos G, e G, e dada pela maior distancia entre os
elementos de cada grupo

d(G,G,)= max d, = Formagrupos de alta
1€Gy.KeGy homogeneidade interna

Método do Vizinho mais Perto (Ligacdo Simples ou Distancia Minima): a
distancia entre os grupos G, e G, é dada pela menor distancia entre os
elementos de cada grupo

d(G,,G,)= min d, = Pode nao distinguir grupos
Gy ,keG, pobremente separados

Método das Médias das Distancias (Ligacdo Meédia): a distancia entre
0S grupos € obtida pelo calculo da média das distancias entre os elementos

de cada grupo d.
P

d(Gy,G,) =~

[




Algoritmos Hierarquicos

Gl G2 Distancia entre Grupos
. .3 Ligacdo Simples
) ‘o 4 )
/ o> d(GbGz):dm
N TN Ligacdo Média
_ d13 + d14 + d15 + d23 + d24 + d25
d(G,,G,)=
6
2x3

e . Ligacado Completa

d(GliGz): d15




Algoritmos Hierarguicos

» Metodo da Centroide; este método define a coordenada de cada grupo
como sendo a meédia das coordenadas de seus elementos. Uma vez obtida
esta coordenada comum (denominada centroide) a distancia entre o0s
grupos G, e G, é dada pela distancia entre as centroéides.

Gl G2
. S e3
'I 1 \‘ 'I ‘4 \‘
L e = % 5



Formacao de Grupos

Dados das Deiters

Dados Brutos Dados Padronizados

Deinter Homicidio Furto Homicidio Furto :
doloso doloso Considerando
SJRP 10,85 1500,8 -0,66382 0,8475 p=2
RP 14,13 1496,07 -0,07312 0,81276
Bauru 8,62 1448,79 -1,06542 0,46553
Campinas 23,04 1277,33 1,5315 -0,7937
Sorocaba 16,04 1204,02 0,27086 -1,3321
Média 14,54 1385,4 0 0
dp 5,55 136,16 1 1

Matriz de Distancia Euclidiana (var. padronizadas)

SJRP RP Bauru Campins Sorocaba
SJIRP 0
RP 0,59172 0 Como podemos
Bauru 0,55425 1,05131 0 agrupar as
Campinas 2,74098 2,27058 2,88612 0 regic”)es?
Sorocaba 2,37155 2,17227 2,23989 1,3708 0




Analise de Agrupamentos

Método Hierarquico Aglomerativo do Vizinho Mais Distante

SJRP RP Bauru Campinas Sorocaba
SJRP 0
RP 0,59 0
Bauru 1,05 0
Campinas 2,74 2,27 2,89 0
Sorocaba 2,37 2,17 2,24 1,37 0

Método do vizinho
mais distante
(Ligacdo Completa)

Regidoes com a menor distancia se agrupam: (SJRP,Bauru)
d[SJRP,RP]|=0,59
d[Bauru, RP|=1,05

} d[(SJRP, Bauru), RP|=1,05

novo objeto

(' SJRP,Bauru ) RP Campinas Sorocaba

SJRP,Bauru ©
RP 1,05 0 Regifes com a
Campinas 2,89 2,27 0 menor distancia:

Sorocaba 2,37 2,17 1,37 0 (SJRPBauru) e RP




Analise de Agrupamentos

Método Hierarquico Aglomerativo do Vizinho Mais Distante

SJRP,Bauru RP Campinas Sorocaba
SJRP,Bauru 0
RP 1,05 0
Campinas 2,89 2,27 0
Sorocaba 2,37 2,17 1,37 0

Regides com a menor distancia se agrupam: (SJRP,Bauru,RP)

d[(SJRP, Bauru), Campinas|= 2,89
d[RP, Campinas|= 2,27

} d[(SJRP, Bauru, RP), Campinas|= 2,89

novo objeto
SJRP,Bauru,RP Campinas Sorocaba .
SIRPBauruRP | ——0— Regifes com a menor
Campinas 2,89 0 distancia:
Sorocaba 2,31 1,37 0 Campinas e Sorocaba



Analise de Agrupamentos

Método Hierarquico Aglomerativo do Vizinho Mais Distante

SJRP,Bauru,RP  Campinas Sorocaba
SJRP,Bauru,RP 0
Campinas 2,89 0
Sorocaba 2,37 1,37 0

Regidoes com a menor distancia se agrupam: (Campinas,Sorocaba)

d[(SJRP, Bauru, RP), Campinas | = 2,89
d[(SIRP, Bauru, RP), Sorocaba] = 2,37 d[(SIRP, Bauru, RP), (Camp., Soroc.|= 2,89

Resultados do Método do Vizinho mais Distante

Passo Grupo Distancia
1 SJRP,Bauru 0,55
2 SJRP,Bauru,RP 1,05
3 Campinas,Sorocaba 1,37
4 SJRP,Bauru,RP,Campinas,Sorocaba 2,89




Analise de Agrupamentos

Método Hierarquico Aglomerativo do Vizinho Mais Distante

Resultados do Método do Vizinho mais Distante para as Deiters

Passo Grupo Distancia
1 SJRP,Bauru 0,55
2 SJRP,Bauru,RP 1,05
3 Campinas,Sorocaba 1,37
4 SJRP,Bauru,RP,Campinas,Sorocaba 2,89

— Construa o Dendrograma para representar o procedimento de
agrupamento obtido pelo método do vizinho mais distante:

Eixo das abcissas: objetos na ordem em que foram agrupados

Eixo das ordenadas: distancias com que as unides se realizaram



Analise de Agrupamentos

Passo Grupo Distancia
1 SJRP,Bauru 0,55
2 SJRP,Bauru,RP 1,05
3 Campinas,Sorocaba 1,37
4 SJRP,Bauru,RP,Campinas,Sorocaba 2,89

Distance

Dendrogram with Complete Linkage and Euclidean Distance

2,891 Grandes saltos indicam a
uniao de objetos
heterogéneos = escolha
do nimero de grupos

1,92 4

0,96 -

= Formacao de 2 grupos

0,00

T T
SIRP Bauru RP Campinas Sorocaba
Regibes



Analise de Agrupamentos

Distance

Dendrogram with Complete Linkage and Euclidean Distance

2,89

1,92

0,96 -

0,00

SIRP Bauru RP CamE)inas Sorolca ba

Regides

Distance

2,171

1,45 -

0,721

0,00

Dendrogram with Single Linkage and Euclidean Distance

T
SJRP Bauru RP Campl>inas Sorocaba

Observations

Distance

Dendrogram with Average Linkage and Euclidean Distance

2,45

1,63

0,82 4

0,00

SJRP Bauru RP Campl)inas Sorolca ba

Observations

Distance

1,86

1,244

0,62 - |

Dendrogram with Centroid Linkage and Euclidean Distance

SIRP Bauru RP Cam[l)inas Sorolcaba

Observations

Estabelecer
um ponto de
corte (no
eixo y) para
a formacéo
de 2 grupos!



Analise de Agrupamentos

Distance

Dendrogram with Complete Linkage and Euclidean Distance

4,54 -

3,031

1,514

0,00 T
SIRP Bauru RP Sorocaba Campinas

Observations

Dendrogram with Single Linkage and Euclidean Distance

Distance

Dendrogram with Average Linkage and Euclidean Distance

3,81+

2,541

1,274

SJRP Bauru RP Sorocaba Cam|'3inas
Observations

2,731
o 1,821
o
c
]
-
2
a
0,911
0,0 T
SIRP Bauru RP Sorocaba Campinas
Observations
Dendrogram with Centroid Linkage and Euclidean Distance
3,194
o 2134
Q
c
S
2
a
1,06 4
[
0,0 T
SIJRP Bauru RP Sorocaba Campinas
Observations

Formacao
de 2
grupos!



Algoritmos Hierarguicos

= Metodo de Ward: e atraente pelo forte apelo estatistico envolvido. Busca
formar grupos com maxima homogeneidade interna (DENTRO) e maxima
heterogeneidade externa (ENTRE). O procedimento baseia-se na decomposicao
da Soma de Quadrados Total de uma Analise de Variancia (ANOVA).

Considere a formacao de L grupos de observacdes por meio de valores da
variavel Y1.

Y1 Como particionar a
Gl G2 GL soma de quadrados
- - - total em componentes

- - @ - ENTRE e DENTRO ?




Algoritmos Hierarguicos

=
G1 G2 ! .. GL
) L @ ) p =1 variavel!

_________
__________________________________________________________________________________________

@ =1 <G, -1 =1 i<G,
Método de Ward = Minimizar SQD (soma de quadrados dentro) e
maximizar SQE (soma de quadrados entre)



Algoritmos Hierarguicos

Método de Ward: Para considerar as ( p variaveis simultaneamente

define-se a Soma de Quadrados (Dentro) da Particao como:

SQDP =" SQD(j)

Procedimento:

= Passo 1: Calcular SQDP para os possiveis (n-1) grupos distintos e selecionar o
agrupamento com a menor SQDP (3C))

= Passo 2: Calcular SQDP para os possiveis (n-2) grupos distintos (fixada a uniao
obtida no Passo 1) e selecionar o agrupamento com a menor SQDP

= Os proximos passos consistem na formacéao de (n-3), (n-4),...,1 grupos,
selecionando-se sempre 0 agrupamento com menor SQDP

= O numero de grupos é definido em funcao dos saltos em cada passo.



Formacédo de Agrupamentos

Taxa de delitos (por 100.000 hab.) por diviséo territorial de

policias do Estado de S&o Paulo (Deinter), em 2002.

Deinter ~Homicidio  Furto ™., Roubo Roubo e furto
~~._doloso R de veiculos
SJRP | 10,85 1500,8 149,35 108,38
RP 14,13 1496,07 187,99 116,66
. Bauru 8,62 1448,79 130,97 69,98
' Campinas 23,04 1277,33 424,87 435,75
. Sorocaba | 16,04 1204,02 214,36 207,06
SP 43,74 1190,94 1139,52 909,21
SJC 25,39 1292,91 358,39 268,24
Santos 42,86 1590,66  721,9 275,89
Média 23,08 1375,19 415,92 298,9
dp 13,69 152,05 351,62 273,35

Formar os agrupamentos via o Método de Ward.

Considere p=2.



Formacédo de Agrupamentos

Passo 1: Avaliacao dos n-1 grupos (todos os possiveis 4 grupos)

Agrupamento Grupos SQD(1) SOD(2) | SQDP
1 _(_S_Q_F_Q_I?_,_F_Q_I?_)_,_B_,_(_:_,__S_ 1 0,174 0,001 0,175
2 (SIRPB)RP,CS| | 0081 0,073 Escolha um
S| Sreorees | 2 17| 97T agupamenos
T ’ ’ ’ obtenha a tabela
5 SJRP,(RP,B),C,S 0,492 0,06 0,552 de ANOVA
6 SJRP,(RP,C),B,S 1,287 1,29 2,577 '
7 SJRP,(RP,S),B,C 0,059 2,3 2,359
8 SJRP,RP,(B,C),S 3,372 0,793 | 4,165
9 SJRP,RP,(B,S),C 0,893 1,616 2,509
10 SJRP,RP,B,(S,C) 0,795 0,145 0,94
Homicidio
Furto
doloso

Selecdo do agrupamento com menor SQDP = {(SJRP,B),RP,C,S}
\—Y—I

Primeiro objeto formado



Método de Ward

Préoximos passos do algoritmo:

Passo 2 ~___Grupos SOQD(1) SQD(2) | SQDP
1 ' (SJRPB,RP),C,S || 0,498 0,089
2 "(SIRP,B,C),RP,S | 3,908 1,475 | 5,383
3 (SJRP,B,S),RP,C 0,94 2,709 | 3,649
4 (SJRP,B),(RP,C),S | 1,368 1,363 | 2,731
5 (SJRP,B),(RP,S),C 0,14 2,373 | 2,513
6 (SJRP,B),RP,(C,S) | 0,875 0,218 | 1,093
Passo 3 Grupos SQD(1) SQD(2) | SQDP
1 (SJRP,B,RP,C),S 3,908 1,782 5,69
2 (SJRP,B,RP,S),C | 1,068 3,213 | 4,281
3 (SJRP,B,RP),(C,S) || 1,292 0,234 |(1,527D
Passo4 | Grupos SQOD(1) SOQD(2) | sQDP
1 (SJRP,B,RP,C,S) 4 4 3 «—— SQTotal

— Em cada passo selecionar o agrupamento com menor SQDP

— Em cada caso calcule as correspondentes SQEntre

— Desenhe o dendograma com os resultados da analise



Analise de Agrupamentos

Método do Vizinho mais Distante (Ligacao Completa)

Passo Grupo Distancia

1 SJRP,Bauru 0,55

2 SJRP,Bauru,RP 1,05

3 Campinas,Sorocaba 1,37

4 SJRP,Bauru,RP,Campinas,Sorocaba 2,89

Metodo de Ward

Passo Grupo SQDP JSQDP
1 SJRP,Bauru 0,154 0,392
2 SJRP,Bauru,RP 0,587 0,766
3 Campinas,Sorocaba 1,527 1,236
4 SJRP,Bauru,RP,Campinas,Sorocaba 8 2,828

Desenhe os correspondentes dendrogramas!



Analise de Agrupamento

Aplicacao: Arquivo HATCO (Hair et al., 2005)

ID ;Xl X2 X3 X4 X5 X6 X7EX8 X9 X10 X11 X12 X13 X14

1 41 06 69 472423 520 32 42 1 0 1 1

100:2,5 1,8 9,0 50 2,2 3,0 6,0

2 11,8 3,0 63 662540 841 43 43 0 1 0 1
3 34 52 57 604327 821 4852 0 1 1 2
4 27 10 71 591823 78i1 3239 0 1 1 1
5 60 09 96 783446 45:0 58 68 1 0 1 3
6 1,9 33 79 482619 971 45 44 0 1 1 2
97 61 05 92 483328 71:0 6052 1 0 1 3
98 120 2,8 52 502427 84:1 38 37 0 1 0 1
99 31 22 67 682629 84i1 42 43 0 1 0 1

0 3344 1 0 0 1

______________________________________________



Analise de Agrupamentos

Distance

2,89

1,921

0,96 -

Dendrogram with Complete Linkage and Euclidean Distance

SIRP Bauru RP Campinas Sorocaba
Regibes

Distance

Dendrogram with Ward Linkage and Euclidean Distance

4,46

2,98 4

1,49

SIRP

Bauru

T T
RP Campinas Sorocaba
Observations

Uso do Minitab.




Analise de Agrupamentos

Dados HATCO: Formacao de 4 grupos = caracterize os grupos formados

Dendrogram with Ward Linkage and Euclidean Distance

-913,10

-575,40 1

Similarity

-237,70 1

100,00 TTITTITTITIT T IT I T T T T AT T T T I T T I T I T T I T T I T I T I T I T T I T I T T T I T I T T I T I T I T I T T I T I T T I T T AT T I T I T T IT I T I T I T T ITTITTTT
SRS S DK PR S RS A DR A R A IR R R S R R P RN R A RS AR RIS

Observations




Analise de Agrupamentos

Dados HATCO: Formacao de 2 grupos = caracterize os grupos formados

Dendrogram with Ward Linkage and Euclidean Distance

-913,104
> -575,40+
=
=
=2
£
(7))
-237,704
100,00 TTTTITTITIT T IT I I I T AT I I I T I I T T I T eI I T I I I T I I I T I T T I T T T T I T T T I TIrTTT
SR S D BN R B R AR B RS A R R S SR SO RN PR RIS PR

Observations




Analise de Agrupamentos

Interpretacéo dos Agrupamentos

Perfis de Médias de Percepc¢ao segundo os agrupamentos

Mean
(0]

Construir também o grafico Radar.



Método das K-Médias

Método de Particao (Nao-Hierarquico)

Passo 1: Formacao de uma particao inicial. Em geral, adota-se k
observacdes como sementes do algoritmo para formacao de k grupos.

Passo 2: Percorrer a lista de observactes e calcular as distancias de cada
uma delas ao CENTROIDE (médias) do grupo. Fazer a re-alocacéo da
observacao ao grupo em que ela apresentar menor distancia. Re-calcular
0s centroides dos grupos que ganharam e perderam observacoes.

Passo 3: Repetir o Passo 2 ate que nenhuma alteracdo seja feita.

Passo 4: Adotar uma funcéo objetivo e, em cada passo, calcular seu valor
para avaliacao da particdo. Identificar novas mudancas na formacao dos
grupos que possam otimizar ainda mais a funcao objetivo.

Funcdes objetivo mais comuns a serem minimizadas:
SQDP (Soma de Quadrados Dentro da Particéo)

Distancia Euclidiana ao quadrado das observacdes ao centroide



Metodo das Particoes: K-Médias

) Dados Brutos Dados Padronizados
|:> Dados das Deiters Deinter ~ Homicidio  Furto Homicidio Furto
doloso doloso
SJRP 10,85 1500,8 -0,66382 0,8475
RP 14,13 1496,07 -0,07312 0,81276
Bauru 8,62 1448,79 -1,06542 0,46553

Campinas 23,04 1277,33 1,5315 -0,7937

Sorocaba 16,04 1204,02 0,27086 -1,3321
Média 14,54 1385,4 0 0
dp 5,55 136,16 1 1

Passo 1 - Sementes (k=2): SJRP e RP

Regiao d(regiao,SJRP) d(regiao,RP) Grupo + proximo

Bauru 0,55 1,05 1
Campinas 2,74 2,27 2
Sorocaba 2,37 2,17 X 2

Distancia Euclidiana
Grupo 1: SJRP e Bauru entre os pontos!

Grupo 2 : RP, Campinas e Sorocaba



Metodo das Particoes: K-Médias

Dados das Deiters

Analise da Particao Inicial

Grupo 1 Grupo 2
Z1 Z2 Z1 Z2
SJRP -0,66 0,85 RP -0,07 0,81
Bauru -1,07 0,47 Campinas 1,53 -0,79
Sorocaba 0,27 -1,33
Centroide -0,86 0,66 Centroéide 0,57 0,44
SQD()) 0,08 0,07 SQD()) 2,57 2,58 @
SQDP 0,15 SQDP 5,15 Soma de quadrados
dentro da particéo
Distancias entre os pontos e as centroides inicial. Pode ser que
d(regido,centroide) existam particoes
Regiao Gl G2 Grupo Grupo + proximo melhores!
SJRP 0,28 1,63 1 1
RP___ 08l 1314 2 1. |
Bauru 0,28 1,85 1 1 Mudanga na
Campinas 2,8 1,14 2 2 particao.
Sorocaba 2,29 1,42 2 2




Metodo das Particoes: K-Médias

Dados das Deiters

Analise da Segunda Particdo

Grupo 1 Grupo 2
Z1 Z2 Z1 Z2
SJRP -0,66 0,85 Campinas 1,53 -0,79
Bauru -1,07 0,47 Sorocaba 0,27 -1,33
RP -0,07 0,81

Centroide -0,6 0,71 Centrdide 0,9 -1,06
SQD() 0,5 0,09 SQD() 0,79 0,14
SQDP 0,59 SQDP 0,94

Distancias entre os pontos e as centroides

d(regido,centrdide)

Regiao Gl G2 Grupo Grupo + proximo
SJRP 0,15 2,47 1 1
RP 0,54 2,11 1 1
Bauru 0,52 2,49 1 1
Campinas 2,61 0,69 2 2
Sorocaba 2,22 0,6 2 2

A nova particao
é melhor que a
anterior!

Nenhuma
mudanca
deve ser feita!



Método das K-Médias

Algoritmo de Lloyd (1957):
e [istabelecer K observacoes como centradides iniciais dos grupos, de forma aleatoria.

e Atribuir cada uma das observacoes ao grupo cuja sua distancia em relacao ao centroide
é a menor, entre todos os K centroides calculados.

e Quando todas as observagoes forem alocadas a algum grupo, recalcular os K centréides.

e Repetir os dois passos anteriores até que os centrdides nao sofram mais alteracoes (ou até
um nimero maximo de iteragoes).

o
-
@
o
“ @ L J
-] )
o e o
1. kinitial "means” (in this 2. k clusters are created by 3. The centroid of each of the 4. Steps 2 and 3 are repeated
case k=3) are randomly associating every observation & clusters becomes the new until convergence has been
generated within the data with the nearest mean. The mean. reached.
domain (shown in color). partitions here represent the

Voronoi diagram generated by
the means




Método das K-Médias

Algoritmo de Hartigan Wong (1979):

e Fazer uma particao aleatoria inicial das n observacoes em K grupos.

e Selecionar uma observagao, de forma aleatoria, remové-la do seu grupo e recalcular o
respectivo centroide,

e Realocar a observacao removida em algum dos grupos, de forma a minimizar a quanti-
dade D. Recalcular o respectivo centroide.

e Repetir os dois passos anteriores até a convergéncia da [J, que ¢ necessariamente decres-
cente nesse processo.

Procedimento K-Médias++ (Arthur e Vassilvitskii, 2007): selecao alternativa
das sementes na particio inicial de forma a garantir maior “espalhamento” dos
grupos formados



Y1l
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Analise de Agrupamentos

Agora que ja vimos exemplos para dados exclusivamente quantitativos, vamos
considerar medidas de parecenca para variaveis exclusivamente qualitativas e
para bancos de dados com variaveis quantitativas e qualitativas

Caracteristicas de 5 estudantes

Altura (in) Peso (Ib) Cor dos olhos Cor cabelo Escrita Genero
Individuo 1 68 140 verde loiro destro F
Individuo 2 73 185 castanho castanho destro M
Individuo 3 67 165 azul loiro destro M
Individuo 4 64 120 castanho castanho destro F
Individuo 5 76 210 castanho castanho canhoto M

Defina a seguinte categorizacéo das variaveis:

) 1 se altura > 72in

.0 c.c.

1 cabelos loiros

.0 c.c.

Y 2= ;1 se peso>150b Y3
.0 c.c.

Y5= <f1 se destro Y6
.0 c.c.

1 olhos castanhos
<

.0 c.c.

; 1 feminino (F)

. 0 masculino (M)



Analise de Agrupamentos

Agora que ja vimos um exemplo para motivacdo, vamos considerar
medidas de parecenca para variaveis exclusivamente qualitativas e para
bancos de dados com variaveis quantitativas e qualitativas

Caracteristicas de 5 estudantes

Altura (in) Peso (Ib) Cor dos olhos Cor cabelo Escrita Genero
Individuo 1 68 140 verde loiro destro F
Individuo 2 73 185 castanho castanho destro M
Individuo 3 67 165 azul loiro destro M
Individuo 4 64 120 castanho castanho destro F
Individuo 5 76 210 castanho castanho canhoto M

Categorizando todas as variaveis:

Altura Peso Cor dos olhos Cor cabelo Escrita Genero
Individuo 1 0 0 0 1 1 1
Individuo 2 1 1 1 0 1 0
Individuo 3 0 1 0 1 1 0
Individuo 4 0 0 1 0 1 1
Individuo 5 1 1 1 0 0 0

— Categorizacao Binaria



Analise de Agrupamentos

Medidas de Distancia para Variaveis Qualitativas

Categorias de resposta de 5 estudantes

Altura Peso Cor dos olhos Cor cabelo Escrita Genero
Individuo 1 0 0 0 1 1 1
Individuo 2 1 1 1 0 1 0
Individuo 3 0 1 0 1 1 0
Individuo 4 0 0 1 0 1 1
Individuo 5 1 1 1 0 0 0

Calculo da distancia Euclidiana (ao quadrado) entre os individuos 1 e 2:

Limitacdo desta medida: atribuir a mesma importancia aos resultados
concordantes (1,1) e (0,0) = por exemplo, pode haver interesse em atribuir
maior peso para respostas em que ambos tém olhos castanhos (1,1) do que
para respostas em que ambos tém olhos néo castanho (0,0)




Analise de Agrupamentos

Medidas de Distancia para Variaveis Qualitativas

Construcao de medidas de parecenca entre individuos com base em variaveis
qualitativas (categorizadas):

Individuo k
ldividuo i 1 0 Total
1 a b a+b
0 C d c+d
Total a+c b+d (mwN nimero de
variavels
Si = a;d Oy = b_;;c —Note que d2(j,k) é o

Proporcéo de concordancias

(similaridade)

Prop. de discordancias
(dissimilaridade)

numerador de &,

= ¢, € a distancia
euclidiana ao quadrado
meédia



Analise de Agrupamentos

Medidas de Distancia para Variaveis Qualitativas

Altura Peso Cor dos olhos Cor cabelo Escrita Genero
Individuo 1 0] 0] 0 1 1 1
Individuo 2 1 1 1 0 1 0
Individuo 3 0 1 0 1 1 0
Individuo 4 0] 0] 1 0 1 1
Individuo 5 1 1 1 0 0 0
Individuo 2
Idividuo 1 1 0 Total 1+0 1 2+73 5
1 1 2 3 812:—:— 512——:—
0 3 0 3 6 6 6 6
Total 4 2 6
Similaridades (inferior) e Dissimilaridades (superior)
1 2 3 4 5
1 1 5/6 1/3 1/3 1 o, _ .
5 1/6 1 1/2 1/2 =individuos 5 e 2: menor distancia
3 2/3 1/2 1 2/3 2/3 =individuos 1 e 5: maior distancia
4 2/3 1/2 1/3 1 2/3
5 0 5/6 1/3 1/3 1

= Procedimento alternativo: obter D R— (r--.):> D= (d) d2 =r1. 4 1. —2r..
da matriz de similaridade R § U i



Analise de Agrupamentos

a+d pesosiguais para(1,1)e (0,0) i O(/f/.as
m |
____________________________________________________ I bife ed'
/

2(@+d) peso2 para(1,1)e (0,0) /’707,,,0'% o

2(a+d)+b+c V/O'Uo S
a+d MY e
1 e/. /776 /da
peso 2 para pares discordantes S, %8s, F0%
a+d+2(b+c) (/a//? 66/77
G]‘,’V

a nenhuma resposta(0,0) no numerador s
m

A (0,0) excluidos do numerador e do denominador
a+b+c

2a ] Categorizacéao
Satbic (0,0) excluidos. Peso 2 para(1,1) binarial

A (0,0) excluidos. Peso 2 para discordantes
a+2(b+c)
bi razao de concordantes e discordantes, com (0,0) excluidos
+C




Analise de Agrupamentos

Combinando Variaveis Quantitativas e Qualitativas

Temos que:  d, = |3(¥, —Y,f  Medida de dissimilaridade para var.
guantitativas = distancia Euclidiana

S, = b+c Medida de dissimilaridade para var. qualitativas

m (categorizadas) = distancia ao quadrado média
Transformar as var.quantitativas para obter distancias
padronizadas (mesma escalapara e )

Y >W. W= Y - min(r) = diizizp:(vvij_wkj)z

@ max(Y)—min(Y) oy

Medida de distancia ponderada para variaveis
d 2

oik = a)qdii + @0, quantitativas e qualitativas = os pesos podem ser
definidos como o numero de variaveis de cada tipo

= distancia ao quadrado

d, >0 0<s, <1




Analise de Agrupamentos

Medidas de Parecenca para Variaveis Quantitativas e Qualitativas

Caracteristicas de 5 estudantes

Altura (in) Peso (Ib)  Cor dos olhos Cor cabelo Escrita Genero

3,4264 0

1,0848 2,2984 0
2,1573 2,0809 3,3125 0 = Aplicar um dos algoritmos de
5,0573 1,1409 3,8125 4 0 agrupamento a partir da matriz D.

= Individuos 1 e 5 menos similares

Individuo 1 68 140 verde loiro destro F
Individuo 2 73 185 castanho castanho destro M
Individuo 3 67 165 azul loiro destro M
Individuo 4 64 120 castanho castanho destro F
Individuo 5 76 210 castanho castanho canhoto M
Padronizacao Categorizacéao
Altura Padr. Peso Padr. Cor dos olhos Cor cabelo Escrita Genero
Individuo1 | 0,33 0,22 | 0 1 1 1 |
Individuo2 | 0,75 0,72 | 1 0 1 0
Individuo3 | 0,25 05 ! 0 1 1 (.
Individuo4 | 0 0 1 0 1 1
Individuo5 | 1 1 L1 0 0 0 |
(0 )
pik 1 2 3 4 5
~q 0 = Individuos 1 e 3 mais similares
2
3
4
5




Analise de Agrupamentos
Formulacao Probabilistica

\ --,Yn); Y, e RP é amostra aleatéria de uma populacéo subdividida em K grupos

f (y e R" | 99) é funcéo densidade de probabilidades considerando uma observacéo da
populacdo g (g=1,2,...,K)

= (7/1,..., 7/n) € um vetor de indicadores da populacao a qual cada observacéao
pertence; 7; =9 se a observacao i € da subpopulacéo g

Seja C4 o conjunto de observagdes atribuidas a populagao g por y . Afuncao de
verossimilhanca é dada por:

L(7:6,,-.0,1Y)=T]f(vI16)-T] f(yl6)

yeC yeCg
Seja 7 =(7,,....7,) € é:(é ,___,éK2 0os EMVS de ye 0, e C= (é ,C )a particdo das n
observacdes sob 7 . Neste caso, L satisfaz a regra geral de alocacéao de observa(;oes tal
que, mudando uma observagao Y (pertencente a subpopulacao C,) alocada em C para C

(I=1,..K; Ig) reduzira a verossimilhancga, isto é:

f(yla)=<f(vl4,)



Analise de Agrupamento - Formulacao
Probabilistica — Caso Normal

Y16, ~ N, (1y:%,)

InL(7;0|Y)= const——Zn In|z, ‘——ZZ(Y 1y ) 5 (Y — 14)

—lYeC

Para um dado vy, temos: z, (7/) :\79 considerando as n, observagoes alocadas a C, por y. Logo,

L (736()) =const -3 3tr (n nf, |+ .55 S, = 3% (%%, ) (%%, )
g=1

YieCy
Raftery (1992) mostrou que o estimador de MVS de y € obtido por:

« X, =0o’l,: minimizar tr(S); S=>S,

p
Solucgbes implementadas no
Zg=X: minimizar S| pacote mclust do R
K g Selecao de modelos é feita
X,  minimizar H‘Sg‘ ;. n,=p+L n=K(p+l) pelo critério BIC.
g=1



Andlise de Agrupamento __ sicv%a.
Aplicacdo: Heatmap “ae™ .
p 9 p K\’\a _17(\)6\

Color Key [

6 ] 10 12 1

Foup!

T T -~ SO N o

Heatmap created using the 40 most variable genes and the function heatmap.2.

a Al Irizarry and Love (2015)
Dados de expressao génica (cores)

Linhas: representacdo de 40 genes
Colunas: representacao de 189 amostras (sem considerar os 7 tecidos)



Analise de Correlacao Canonica



Analise de Correlacao Canonica

. VNaraweis |
Unidades Amostrais Y1 Y2 (Yp) <Y(p+}q)>§
1] Y Yy Vi | Vip) |
2 Y Yy, Yy Vapa)
\ N / Vi Vo Yip Yi(pr)
DS
Objetivo:

= Estudar o relacionamento ENTRE dois “conjuntos de variaveis” (p+q)

@ [ ANALISE DE “CORRELACAO CANONICA”

— Obter Variaveis Candnicas (vetores reducionistas), de cada
subconjunto das variaveis originais, com maxima correlacao.

— Realizar a integracao de dois bancos de dados.



Correlacao entre Conjuntos de Variaveis
Motivacao

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias (Everitt, 2007)

1° Filho 2° Filho
Familia Comprimento Perimetro Comprimento Perimetro
1 191 155 179 145
2 195 149 201 152
3 181 148 185 149
4 183 153 188 149
5 176 144 171 142
6 208 157 192 152
7 189 150 190 149
8 197 159 189 152
9 188 152 197 159
10 192 150 187 151
11 179 158 186 148
12 183 147 174 147
13 174 150 185 152
14 190 159 195 157
15 188 151 187 158
16 163 137 161 130
17 195 155 183 158
18 186 153 173 148
19 181 145 182 146
20 175 140 165 137
21 192 154 185 152 |
22 174 143 178 147
23 176 139 176 143
24 197 167 200 158
25 190 163 187 150

Como relacionar os irmaos com base
em ambas medidas cefalicas?

Como definir uma medida de
correlacao (escalar) para o0 caso
multidimensional?

Discuta a estrutura dos dados.

Neste caso, tem-se as mesmas
variaveis (comprimento e perimetro)
avaliadas em cada nivel de um fator
de estratificacdo (1° e 2° filhos). As

familias definem o pareamento ou
dependéncia entre os dois conjuntos.

A analise se estende para situacoes
de dois conjuntos de variaveis
diferentes!



Diferentes Medidas de Correlacao

Coeficientes de Correlacéo Linear de Pearson para os dados de morfometria cefalica:

r CCl1 PC1 CC2
P_C_1 o73% Correlacdes
CC2 0,711 . 0,693 de menor
P C?2 . 0,704 | 0,709 0,839 interesse.
CC 1*P_C 1 C_C2*¥P_C2
210— 'y 200_ L4 [ 4
2001 U e o Correlacéo entre as
1209 SO - B variaveis DENTRO do
180- °% ° ¢ "2
% o° ° ¢ ° %e gI’UpO
] 170+ .
hd T T T T 160_ .I T T T
140 150 160 170 130 140 150 160
210 C C1*xC C2 . 1704 P_C_1*P_C_2
. . % | 1601 ‘L. Correlacado ENTRE os
190 L *3 . o, ¢ e . . grupos, para cada
_ @ e o * 150 ® o ¢ -,
1801 ., T R variavel.
1707 140- .
16|0 17|0 18|0 19|0 260 13|’0 140 15|0 16|O



Diferentes Medidas de Correlacao

Coeficiente de Correlacdo Mdaltipla

= E a correlacéo linear de Pearson entre cada variavel de um conjunto
e seu preditor linear (funcao das variaveis do outro conjunto).

Pwm [Yc_c_v (YC_C_Z ’YP_C_Z)J

210

200

190 -

180 A

Lol
(S)
(S)

170 4

160 -
165 170 175 180 185 190 195 200
Ft(C_C_1)

Pp (Yc_c_liYAc_c_l): 0,738

CCl ﬂ0+ﬂ1CC2+182PC2

Pwm lYP_C_l’ (YC_C_Z’YP_C_Z)J

170

165

160

P C1

150 e

145

140

Pp (YP_C_l’YAP_C_l): 0,731
/

PCl ﬂ0+ﬂlCC2+ﬂ2PC2




Diferentes Medidas de Correlacao

Coeficiente de Correlacéo Parcial

= Considere a distribuicao condicional de vetores de variaveis aleatoérias

Ylpxl; E (Ylpxl) = H Cov (Yl pxl) =2 pxp Y2q><1; E (Yqul) =t Cov (Y2q><1) — ZZquq

Y1 _ Yy H o, Y, 2 pxp 2, Dx(
(Y j’ E(Y j:( j’ COV(Y = Z(|0+q)x(|0+q) = 7 ¥
2 2 H 2 21qxp 22qxq

(Y |Y ) 221211 (Y ‘ul) COV(Yz |Y1) =21 =2y _22121_11212

Correlagao entre Y, e Y,,, eliminando o efeito das variaveis Y,;=(Y;, ..., Yy):

,ood

,O(Y2 i Yo IY: ) Ji/l . 0y, € a casela jk da matriz X,, , r@C/”’a,«,/?@
Oi14/O0 55, s,

\/ il kk.1 OQ\Q

b O'o



Correlacao Canonica - Exemplos

= Relacionar variaveis da mae com variaveis do recém-nascido

= Relacionar variaveis da politica governamental com variaveis
econdmicas para diferentes paises

= Relacionar variaveis de desempenho escolar no ensino fundamental
com variaveis de desempenho escolar no ensino médio, para varios
estudantes

= Relacionar variaveis do sedimento com variaveis da coluna de agua
de um rio, considerando varios pontos de coleta

= Relacionar variaveis demograficas de clientes com variaveis do perfil
de compra desses clientes

= Relacionar variaveis do Genoma com variaveis do Transcriptoma



Correlacao Canonica

Notacao
Dados de um vetor de variaveis aleatorias particionado em Dois Conjuntos de Variaveis:

id
Yn><( p+q) — (Ylnxp Y2 nxq ); Yi (p+g)x1 - (/’l’ Z)

i E(Yli pxl): H COV(Yli pxl): lepr’

Y..
Y. (gl = |: ! pﬂ} < E(YZin1)= H COV(YZiqxl): 222q><q

Y2iq><1 I Mede a
\,covariancia entre

( . R e/ s
@ COV (Yli px1 ’Y2iq><1) - 212 pxq 2219239/’ os dois conjuntos

\_ T de variaveis



Correlacao Canonica

Como Resumir “Correlagoes” entre Dois Conjuntos de Variaveis ?

ptet coes : ' ’
Cz;o pined® U =aY, |Var (Ui ) =a 2y a Var( ) 0" 25 b

jnea™®”

Vi=bYa |Cov(U,V,)=a =, b

Obter vetores a € RP e b € R9, tal que (independentemente, de I):

Cov(U,V) a’'x,b

Corr(U,V)= NarU)Nar(v) Ja'x,ab x,,b

seja maxima.

= Encontrar o primeiro par de combinagdes lineares, U, e V,, padronizadas
(variancias unitarias), que maximizam a correlacao canodnica definida acima.

— Caso seja de interesse, encontrar o segundo par de variaveis padronizadas, U, e
V,, que maximizem a correlagédo candnica entre todas as escolhas nao
correlacionadas com o primeiro par = e assim por diante até m=min(n,p,q).



Correlacao Canonica

U :a’Y a! 2 b
" | maxCorr(U,V)=max — 12_
V=by, | 2P ab Ja' X, a b’ Z,, b
equivale a ' -1 ' -1
o a 2,2, 2,.a b' 2, > =0
maximizar: — max ——12-22 21 = max — ==
aciP alZ:Lla beR? b Zzzb

Solucdo: O max,, Corr (U ,V) = p,, € atingido pelo primeiro par de

combinacoes lineares, dado por: (Mardia, 1979) yel B0 pes
\S
o€V ae proY
A v-1/2 g y-1/2 Os esC pa"“( 0%
U=¢62,"Y, Vi=1/27Y, oueos apar’(‘\“a(\“res
U V)\l S —— Ve Gr?\ ot
) S
(o i . a, o) e

I I o . _ - -
=10 '€ €, Sdo 0 maior autovalor e o autovetor de 2111’221222212212111/2
|

1 21 - . _ _ _
=P 1e ) sdo o maior autovalor e o autovetor de X,)2x sty 32
I |



Correlacao Canonica
Ul = ai'Yl — el’ 21_11/2 Y1
V= berz — 1:1’22_21/2 Y,

max,, Corr(U,V)=p, =

O k-ésimo par de variaveis canonicas (com k=1,2,...,min(n,p,q)) dado por
’ -1/2 ’ -1/2
Ui=e 2" Y e Vi=12%"Y;, maximiza Corr (U,V) = p, entre

todas as combinacdes lineares nao correlacionadas com as precedentes

variaveis candnicas. Supondo min(n,p,q)=m tem-se; i
P ( P q) iR(p+q) _)ER(m+m); m < mm(n, p’q)

= -1/2 -1 -1/2
= ph>ph>..> ph, sdoautovalores de X 10X 3 8, XY
= €,e,,..,6,  sao os correspondentes autovetores (px1)
=05 = Poy = ... 2 pa,s8o também os autovalores ndo nulos de 3, Y2y >ty 32
= f,f,,... T s&oos correspondentes autovetores (qx1)

= f_ & proporcional a 22—21/222121—11’2 e,



Correlacao Canonica

Solucdo: max,, Corr (Ul,Vl) = p,, € atingido pelo primeiro par de

variaveis canoénicas, dado por
’ -1/2 r v-1/2
U1 — al,Yl =€ 2, Y1 V1 — b1'Y2 — f1 25, Yz

2 ~ . _ _ _
= P € e, s8o o maior autovalor e o autovetor de 2111’ 221222212212111’ 2

2 ~ : _ _ _
= Pu e f; s&o o maior autovalor e o autovetor de X,V2x >-ly 5032

@ As demais variaveis canonicas (UZ,VZ),,,_,(UK,Vk ),,,_,(Um,vm) satisfazem:
Var(U, )=Var(V, )=1

Cov(U,,U,)=Corr(U,,U,)=0 k=I

< Cov(V,,V,)=Corr(V,,V,)=0 k=I

Cov(U,,V,)=Corr(U,,V,)=0 k=l
o




Correlacao Canonica

Considere as variaveis padronizadas:

Yii (o) . A D% (Y — 1)
Y, = = Vi prapa = v D2 (Y, — i1,
22 2i 2

2igx1

Y2i(q><l)

As correlacdes canonicas
sao invariantes por
) padronizacao

Corr(U,,V, )= & o by @
p Corr(Ue) V& puy B o B

Como veremos
a sequir!

— AS variaveis candnicas sao da forma:

*

* * g * * y—1/2
Uk:a‘k Y1 =€ My Yl

Vi =B7Y; = £ R,

J

* ;- -1/2 -1 -1/2
= pczk , €, k-esimo autovalor e autovetor de Ny RLRL, R R

*

2 , . -1/2 -1 ~1/2
= Lek fk . k-ésimo autovalor e autovetor de R22 R21R11 R12 Rzz



Correlacao Canonica

Relacao entre as Variaveis Canodnicas obtidas das Variaveis Originais

e das Variaveis Padronizadas

Y . Ylpxl
(p+a)<1 — Y
20x1

’ ' -1/2
Uk — ale =€y 211 Y1

Vk — bI:YZ — fk’ 22_21/2 Yz

Y.

i (p+q)x1 — *
Y2i 1
qx

. Yl?pxl 3 I:Dllllz (Yli _M) }
Dz_zll2 (Y2i _ﬂz)

*

Sl AV ACR -1/2
Uk_ak Yl _ek 1 Yl

Vi =B7Y; = 17 R,

al’< (Yl _ﬂl): akl(Yll _:u11)+ et akp (Ylp o

:akl\/a (s = £4,) T+,

\VO11

— alell ot aka11 = a, IY1

4
*

!
_ 1/2
— a, =a, D11

Y e

4
, 1/2
= b, =b Dy




Yl px1 * YlT px1 Dl_lll2 (Y )
Y(p+q)><1 = Y = Vi prapd = | | ~_1/2
Y2iq><1 D22 ( )

Vi =bY, Vk* = bl:*l Yz* *

* * a*' b* * * * *
Pc (Uk’Vk ): — f\>12 = ==a,' R, b, :aliDllizcorr(Yl e )D;ézbk
a Ry, a, \// b’ Ry, by o
1/2 ( ~1/2 /2 ) 1/2 \Y\\’aﬂar}zag"ao
=a,D;;"Corr(D,, (Y1 _ﬂl)’Dzz (Yz _ﬂz) D, b, yadront

= alLCOI‘I’((Y1 —,ul),(Y2 —,uz))bk = aliCorr(Yi,Yz)b

= Os coeficientes candnicos das variaveis padronizadas podem ser obtidos
diretamente dos coeficientes das variaveis originais

= QO coeficiente de correlagdo candnico das variaveis originais e das variaveis
padronizadas € o mesmo (invariantes por padronizacao dos dados)



Correlacao Canonica

Interpretacao Geomeétrica

U1 — al'Yl — eI’ Z‘1_11/2 Y1

max,, Corr(U,V)=p, =

________________________

. A v-1/2 . ' ~1/2! oy L
Ul_al,Yl_elzll Y, = 91Pl;/1 EP1Y15§
PAY PR i Componente Principal de Y,

________________________

Fator Comum de Y, (CP padronizado)

A variavel candnica U, resulta de uma rotagao orthogonal (via P1 e determinada
por Z,,) do CP padronizado seguida por outra rotagao orthogonal (viael e
determinada por x/?x > 5 >-U?



Correlacao Canonica

Variaveis e Coeficientes Canoénicos (Johnson and Whichern, 1992; pag.487)

Se % é autovalor de X;;°X X 7%, .7’ com € o correspondente autovetor,
entdo A é também autovalor de X,;X, X, ¥ . com X,;'%e o correspondente
autovetor. Assim, as variaveis e coeficientes canonicos podem ser obtidos

. o~ . -1 -1
diretamente da decomposicéo em valores singulares de 2,2, ,2,,2,,

R 7 ' 1. 4 _1- 4 N _ . NI
a,=X;%,;; e'e;=1 a/Lja =1 a'La=0 A, =(a) U, =AY,

j!

mx1

~1/2 ¢ . ! . 4 . ! . . !
b, =£,;2f,; f/f,=1 b/Tyb =L b'E,h =0 B, =(b) V,,=BY,

______________________________________________________________________________________



Correlacao Canonica

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias

1° Filho 2° Filho
Familia Comprimento Perimetro —omprimentc Perimetro
1 191 155 179 145
2 195 149 201 152
3 181 148 185 149
4 183 153 188 149
5 176 144 171 142
6 208 157 192 152
7 189 150 190 149
8 197 159 189 152
9 188 152 197 159
10 192 150 187 151
11 179 158 186 148
12 183 147 174 147
13 174 150 185 152
14 190 159 195 157
15 188 151 187 158
16 163 137 161 130
17 195 155 183 158
18 186 153 173 148
19 181 145 182 146
20 175 140 165 137
21 192 154 185 152
22 174 143 178 147
23 176 139 176 143
24 197 167 200 158
25 190 163 187 150
Média 185,72 151,12 183,84 149,24
Var. 95,29 54,36 100,81 45,02

Obtenha as variaveis
canodnicas das variaveis
padronizadas.

Interprete os
resultados.



Correlacao Canonica

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias

Considere a analise de Correlacdo Candnica das Variaveis Padronizadas:

R — 1 0,73456 1 0.83925
H | 073456 1 Reo =1 0gag2s 1

R, = [0’7108 0,704 } Todas as correlacdes
0,6932  0,7086 sdo altas = 1,20

Autovalores: 0,6218 0,0029 = ,b:l =,/0,6218 =0, 7886 /3:2 =0,0539
. . o .+ _[0552 « [ 1367
Coeficientes das A :(a1 a2) 4 =| 5500 a, =| -1,378
Variaveis canbnicas: — J

X R ) « [ 1,767
B,.. =(b1 bz) b, =[ 8:222} b, = [ 1,757




Correlacao Canonica

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias

Se somente a primeira variavel canbnica (das variaveis padronizadas) é
usada, temos:

U, =0552Y"c c 1+0522Y7p c 1 V, =0505Yc c 2+0,538Y7p c 2

Estas sdo responsaveis pela maior correlacéo (r=0,79) entre as
variaveis cefalicas dos dois primeiros filhos das familias estudadas. As

variaveis individuais contribuem com “pesos” muito proximos.

A segunda variavel candnica explica muito pouco (r=0,05) da correlacdo
entre os dois primeiros filhos, sendo definida por:

U, =1367Y, . ,-1378Y; . , V; =L767Y¢ ¢ ,~L757Y;



Correlacao Canonica

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias

Analise de Correlacdo Canénica das Variaveis Padronizadas:
} Dy = Corr(Uf,Vl*): 0,79

@ V, =0,505Y c_c_>+0538Y e c_>
Analise de Correlacdo Candnica das Variaveis Originais:

U, =0552Y"c_c_1+0,522Y " c 1

:aizaj'D;j’zz(o,ssz 0,522 1/y95,29 0 =(0,057 0,071)
0 1/./54,36

= b =bj'D;;’2=(o,505 0,538 1/y100.81 0 =(0,050 0,080)
0 1/./45,02

U, =0,057Y; . ,+0,071Y, |

} o) :Corr(Ul AVA ):0,79

V1 =0,030 Yc_c_z +MYP_C_2



Variaveis originais Variaveis padronizadas Variaveis canonicas

' YCCL YPClL YCC2 Y PC2 | Y*CC1l Y*PCl  Y*CC2 Y*PC2 1 U*1 V*1 Ul V1
101 155 179 145 | | 0,541 0,526  -0,482 -0,632 | 0,573 -0,583 21,892 20,550
195 149 201 152 1 1 0,951 -0,288 1,709 0,411 10,375 1,084 21,694 22,210
181 148 185 149 | ! 0,484 -0,423 0,116 -0,036 | -0,488 0,039 20,825 21,170
| 183 153 188 149 | | 0,279 0,255 0414 -0,036 | -0,021 0,190 21,294 21,320
176 144 171 142 | 1 0,996 -0,966  -1,279 -1,079 1 -1,054 -1,226 20,256 19,910
| 208 157 192 152 | | 2,282 0,798 0,813 0411 | 1,676 0,632 23,003 21,760
189 150 190 149 1 1 0,336 -0,152 0,614 -0,036 1 0,106 0,291 21,423 21,420
L 197 159 189 152 | ! 1,156 1,069 0,514 0,411 ! 1,196 0,481 22,518 21,610
, 188 152 197 159 | | 0,234 0119 1,311 1,455 | 0,191 1,444 21,508 22,570
192 150 187 1511 ' 0,643 -0,152 0,315 0,262 0,276 0,300 21,594 21,430
179 158 186 148 | | -0,688 0,933 0,215 -0,185 | 0,107 0,009 21,421 21,140
| 183 147 174 147 © 1 -02279 0,559  -0,980 -0,334 1 -0,446 -0,675 20,868 20,460
174 150 185 152 1 | -1,201 -0,152 0,116 0,411 | -0,742 0,280 20,568 21,410
| 190 159 195 157 | | 0438 1,069 1,112 1,156 | 0,800 1,184 22,119 22,310
| 188 151 187 158 1 | 0,234 -0,016 0,315 1,306 10,120 0,861 21,437 21,990
| 163 137 161 130 | | 2,327 -1915  -2,275 -2,867 | -2,284 -2,691 19,018 18,450
195 155 183 158 1 1 0,951 0,526  -0,084 1,306 | 0,799 0,660 22,120 21,790
| 186 153 173 148 | | 0,029 0,255  -1,080 -0,185 ! 0,149 -0,645 21,465 20,490
181 145 182 146 | | -0,484 -0,830  -0,183 -0,483 | -0,700 -0,352 20,612 20,780
175 140 165 137 © 1 -1,008 -1,508  -1,876 -1,824 1 -1,393 -1,929 19,915 19,210
192 154 185 152 | | 0,643 0,391 0,116 0411 | 0,559 0,280 21,878 21,410
174 143 178 147 1 -1,201 -1,101  -0,582 -0,334 1 -1,238 -0,473 20,071 20,660
176 139 176 143 1 ! 0,996 -1,644  -0,781 -0,930 | -1,408 -0,895 19,901 20,240
197 167 200 158 | | 1,156 2,154 1,610 1,306 | 1,762 1,515 23,086 22,640
190 163 187 150 i | 0438 1,611 0,315 0113 1,083 0,220 22,403 21,350
| L B S 1

r(U*1,V*1) = 0,789 r(U1,V1) = 0,789



Correlacao Canonica

Propriedades das Variaveis Candnicas (min(n,p,q))

= Variancias Unitarias: ~ Var(U, )=Var(V, )=1

= N&o Correlacionadas (Entre pares): COFI’(U U, ): COI‘I‘(Vk WV ): COFI‘(U oV )= 0

= Correlacao Maxima (Dentro do par): Corr (Uk ,Vk ) = P = «/ﬂk

= Correlagcao entre as Variaveis Canonicas e as Variaveis Originais: (Ap s qum)

Corr (U;Y,) = A%, D, = A'R, =Corr (U"Y, )

Corr (U;Y,)=A%,D,,?*=A"R, =Corr(

V... =B, | Corr(V;Y,)=B'Z,D;"* = B"R,, = Corr(V",
(

U. =AY,

i mx1

V.Y,

Corr (V;Y,)=B'2,,D,,’* = B"R,, = Corr




Correlacao Canonica

@ Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias

(0552 0522 . (0505 0538)
11,367 -1,378 1,767 -1,757

0935409275 <— P(UI’Y;) Correlacbes das variaveis
_____________________________ ! canodnicas com as
(0,3548 -0,3737 | —— ,O(U;,Yl*) variaveis do primeiro filho

Corr(U",Y,)=A"R,, =

f e 0,7542 0,7585
CorrU Y,)=AR, =

0,0164 -0,0141

Note que as primeiras variaveis
canonicas, U, e V,, tém as

0,7377 0,7313] maiores correlacées com as

COIT(V*,Yl*) - B” R, = (0 0191 -0.0201 variaveis originais.

0.9565 0, 9618) — ol Y;)

Corr(V",¥;) =B7R, {0292402740



Correlacao Canonica

' YCCI YPCL:iYCC2 YPC2 i Y*CCl Y*PCI Y*CC2 Y*PC2 U4 V*1 LUl Vi
191 155 || 179 145 | 0541 0526  -0,482 -0,632 0,573 -0,583 | 21,892 20,550 !
| 195 149 |1 201 152 | 0,951 -0,288 1,709 0411 0375 1,084 | 21,694 22,210 .
181 148 || 185 149 1 -0,484 -0423 0,116 -0,036  -0,488 0,039 | 20,825 21,170 |
| 183 153 | 188 149 | 0,279 0,255 0,414 -0,036  -0,021 0,190 | 21,294 21,320 |
176 144 11 171 142 1 0,996 -0,966  -1,279 -1,079  -1,054 -1,226 | 20,256 19,910 :
| 208 157 ') 192 152 | 2,282 0,798 0,813 0411 1,676 0,632 | 23,003 21,760 !
| 189 150 11 190 149 | 0336 -0,152 0,614 -0,036 0,106 0,201 | 21,423 21,420 .
197 159 1! 189 152 1 1,156 1,069 0,514 0,411 1,196 0,481 | 22,518 21,610 !
| 188 152 |1 197 159 | 0,234 0,119 1,311 1,455 0,191 1,444 | 21,508 22,570 |
192 150 11 187 151 1 0643 -0,152 0,315 0,262 0,276 0,300 | 21,594 21,430 :
179 158 || 186 148 | -0,688 0,933 0,215 -0,185 0,107 0,009 | 21,421 21,140 !
, 183 147 11 174 147 | 0,279 -0559  -0,980 -0,334  -0,446 -0,675 | 20,868 20,460 .
174 150 || 185 152 1 -1201 -0,152 0,116 0411  -0,742 0,280 | 20,568 21,410 |
| 190 159 |1 195 157 | 0438 1,069 1,112 1,156 0,800 1,184 | 22,119 22310
\ 188 151 1 187 158 1 0234 -0016 0315 1,306 0,120 0,861 | 21,437 21,990 !
| 163 137 !} 161 130 | 2,327 -1915  -2,275 -2,867  -2,284 -2,691 | 19,018 18,450 !
| 195 155 |1 183 158 | 0,951 0526  -0,084 1,306 0,799 0,660 | 22,120 21,790 .
| 186 153 11 173 148 1 0029 0255  -1,080 -0,185 0,149 -0,645 | 21,465 20,490 !
181 145 || 182 146 | -0,484 -0,830  -0,183 -0,483  -0,700 -0,352 | 20,612 20,780 |
175 140 11 165 137 1 -1,098 -1508  -1,876 -1,824  -1,393 -1,929 ' 19,915 19,210 !
192 154 . 185 152 ! 0,643 0,391 0,116 0411 0,559 0,280 | 21,878 21,410 !
174 143 |1 178 147 | -1,201 -1,101 0,582 -0,334  -1,238 -0,473 | 20,071 20,660 :
176 139 | 176 143 1 -0996 -1,644  -0,781 -0,930  -1,408 -0,895 | 19,901 20,240 |
197 167 |1 200 158 | 1,156 2,154 1,610 1,306 1,762 1,515 | 23,086 22,640 |
190 163 1! 187 150 0,438 1,611 0,315 0,113 1,083 0,220 | 22,403 21,350 !

Calcular as correlacbes entre as variaveis duas a duas de interesse!
(mesmos resultados, menos formulas, mais intui¢céo)



Correlacao Canonica

Medidas da Qualidade das Variaveis Canbonicas

= Erro de Aproximacao:

Umxl — A,Yl px1

mel = B 'YZ gx1

mxq

b\ (¥

E,Ejlm F’Fflm
, a; eé 12 1/2 ' bé fz’ 1/2 1/2
pxm = X, =E 2 qum = = 2y = TF 2
ar er Matriz de b’ f / Matriz de
m m m m
@ autovetores @ autovetores

___________________________________________

Y,=B"N=XFV

___________________________________________



Correlacao Canonica

= Erro de Aproximacao:

U=AY,=Y,=3"2EU V=BY, =VY,=2°FV

COV(U ,V) =AY? = (\/Z) — (pcj ) _ A’leB S AIAV2GY
COV(U ) =AZ A=, =3, = ATAY
COV(V) = B'ZZZB — Im = 222 — B_lB_l’

@ Com k variaveis canbnicas (k=1,...,m), define-se as Matrizes de Residuos:

“1pA-1 | & ~f 5 /!
= Re S11 — S11 —-A"A BN (k+1)a(k+1) + "'amam : J0 e,wofes
_____________________________ a . a/'a Q(/e
, TR ST PR T a//.Se//h /73
-1p-1 | ’ r .
p— Re 522 = 822 — B B I b(k+l)b(k+1) +...+ bmbm

____________________________________

1AL2 1\ | AlU2 & ol A2 1
= Reslzzslz_An Am (Bm ) i:p(m+1)a(m+1)b(m+1)+'"+/Op apbp



Correlacao Canonica

Medidas da Qualidade das Variaveis Canbnicas

= 05 da Variancia total explicada pelas variaveis candnicas para cada grupo
de variaveis originais:

R2, o =% Expl (U,U,,...U, ) deY, =1oox[1_ rRe snj
11

RZ

A VA

=% Expl (V,,V,,....V, ) de Y, :100{1—tlr ResZZJ
trS,,



Correlacao Canonica

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias

Se somente a primeira variavel candnica é usada, calcule o erro de
aproximacao.

U; =0552Y, . ,+0,522Y; . , V, =0505Y; . ,+0538Y; . ,
. (0552 0522 . (0,505 0,538
(1,367 -1,378 1,767 -1,757
1 (09347 09273 oo (09560 0,9614
103541 -0,3744 10,2027 -0,2747
41 27
Resu:[o’?’5 j(o,3541 _0,374) Re322:£0’29 j(o,2927 _0,2748)
-0,374 -0,2748

_( 0,1254 -0,1324 _( 0,0857 -0,0804
-0,0804 0,0755

- 1-0,1324 0,1399



Correlacao Canonica

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias

Se somente a primeira variavel candnica é usada, calcule o erro de
aproximacao.

_________________________________________________________________________________________________

Res -0 0539( 0,3541j (0,2027 —0,2748) ( 0,0056 -o,ooszj Ea matri(z mlf;rl]is
12 = Y , — Y, = esparsa (melhor
-0,374 -0,0059 0,0055 aproximacao)

0,1254 —0,1324)

374 -0,1324 0,1399

0,2927 0,0857 -0,0804
ReSz =| 0,748 /(02927 ~0.2748)=| { a0a 0,0755

= As V.C. reproduzem melhor as correlagdes intraclasse (R12). Note que Y*,;
nao esta bem representada por U*; (a matriz de residuos E11 é menos
esparsa). Note que V*,; representa um pouco melhor Y*, .



Correlacao Canonica

Morfometria cefalica para os dois primeiros filhos de 25 familias

Se somente a primeira variavel canbnica € usada, calcule o erro de
aproximacao.

U; =0552Y. . ,+0,522Y; . , V' =0505Y¢ . ,+0,538Y; .
noo [ 0:1254 01324 0,0857 -0,0804
" 71.0,1324 0,1399 :(-0,0804 0,0755j
R — 1 0,73456 1 0.83925
11~ | 0,73456 1 Rpp = 083925 1

% Expl (U,) de Y, =100><(1— ”tRe u (=86, 74%
I
% Expl (V, ) de Y; —lOOx( ” Reszz ~ 91,94%



Correlacao Canonica

A correlacao canonica € maior que qualquer outra correlacao definida entre as
variaveis dos dois grupos (Pearson, Correlacdo multipla, Correlacao parcial).

Resultados esperados da Analise de Correlagdo Canonica (CCA): m\egraqé‘o
de BV

- Obter um melhor entendimento do relacionamento entre dois diferentes Bancos
de Dados avaliados nos mesmas unidades amostrais

- Obter escores (variaveis latentes, indices, assinaturas) das variaveis dos dois
grupos que expressem informacao comum entre eles

- Obter escores gque séao predicOes (aproximacdes) em baixa dimenséo das
variaveis dos dois grupos

Bartlet (1938) estabeleceu conexdes entre CCA e Analise Discriminante (DA) =
CCA pode ser feita com um conjunto X de treinamento e uma matriz Y de
variaveis indicadoras da Doenca (var. dummy).

. 2 ~ P ~ A .
Considerando que p; =4, , a solucédo da Analise de Correlacdo Candnica

corresponde ao seguinte problema de maximizacao:
a,b; max [Corr(a’X;b’Yﬂ2

acl P aeld




variate 2

XY-variate 2

2=

Block: X Block: Y
29 N 5
2% 23
19 29
14 19 [an2 Yn><2]
25 25 14
24 -
- 4 24 o8 4
20 ' 20
a5 912235‘?'? o 8 12 ?2%1 . X Y
2o 3 & 22 g Varl Var2 Varl Var2
~ 18 45 - ] [ | [
3 10 10 1
% 28 Y 30 28 2
11 7 i ! 7 ﬂ I
_ variate 1 _
EE—— N-Integracéo de Bancos de Dados:
Alternativa 1: as unidades amostrais sao
> projetadas no espaco XY, isto €, na
- meédia entre as variaveis dos dois blocos,
“ 8 XeY.
, . & Alternativa 2: Aplicar CCA. Obter as
variaveis canonicas (U e V) e representar
0 . a amostra nestas variaveis.

XY-variate 1



