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Resumo

Ferramentas estatisticas sao comumente aplicadas para testar hipdéteses de interesse no
meio cientifico. Usualmente, utiliza-se o p-valor como um termémetro de discrepéancia entre
hipotese proposta e os dados observados: quanto menor o p-valor, maior a discrepancia da
hipotese de interesse para explicar o comportamento dos dados observados. Este trabalho dis-
cute algumas “inconsisténcias” do p-valor quando empregado para testar hipéteses aninhadas.
E apresentada uma nova medida de evidéncia que cumpre certas relagoes logicas que o p-valor
néo satisfaz. Novas regras de aceitagao e rejeicdo de hipdteses gerais sdo analisadas sob a nova
metodologia. Este artigo intenta apresentar o problema de testar hipdteses cientificas de forma
simples e acessivel a alunos de (pés)graduagio em estatistica e dreas correlatas.
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Introducao

Testar se uma hipdtese de interesse pode ser estatisticamente rejeitada é uma das praticas mais
importantes e corriqueiras no meio cientifico. Em geral, os pesquisadores envolvidos no estudo
elaboram uma hipdtese de interesse e desejam testa-la utilizando ferramentas e procedimentos es-
tatisticos. Tal hipotese é formada por uma proposicao cientifica traduzida em termos matemaéticos.
A proposicao cientifica é aquela que pode, de alguma forma, ser refutada, i.e., deve ser possivel
engendrar um argumento que evidencie sua falsidade. Caso seja impossivel elaborar argumentos
racionais (ou empiricos) para falsear uma determinada proposigdo, entdo tal proposigdo nao é ci-
entifica. Por exemplo, a proposicao “Fadas curam cancer” nao é cientifica, pois nao é possivel
engendrar um argumento que permita verificar sua falsidade (Fadas ndo sdo acessiveis em nosso
mundo observado). Por outro lado, a proposigdo “O medicamento A é mais eficaz do que o medi-
camento B” é cientifica, pois pode-se pensar em um experimento para refuté-la.

Usualmente, definem-se duas hipéteses, a saber: Hy, contendo a proposicao ¢, e Hy, contendo
a negagao da proposicao g. Por exemplo, suponha que o interesse consiste em comparar o poder
de cura de dois medicamentos A e B, dessa forma pode-se formar as seguintes hipoteses:

Hj :“os dois medicamentos A e B tém o mesmo efeito médio”
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H, :“os dois medicamentos A e B nao tém o mesmo efeito médio”.

Diz-se que Hy é a hipétese nula e H; a hipdtese alternativa. H& duas escolas que defendem
procedimentos diferentes para testar tais hipdteses, a saber: procedimento de Neyman-Pearson
(Neyman and Pearson, 1933) e procedimento Fisheriano (Fisher, 1935). O primeiro permite aceitar
a hipGtese nula ou aceitar a hipdtese alternativa (rejeitar a hipétese nula seria equivalente a aceitar
a hipdtese alternativa e vice-versa), ao passo que o segundo permite apenas rejeitar a hipdtese
nula. No segundo procedimento, dois tipos de conclusoes para o teste podem ser enunciadas: “ha
evidéncia suficiente para rejeitar Hy” ou “nao hé evidéncia suficiente para rejeitar Hy”, sendo que
a ultima conclusao nao implica na aceitagao de Hy. Em ambos os casos, as decisoes dependerao
do resultado experimental e do tipo de hipéteses envolvidas. Por exemplo, suponha que

Hjy : “todos os cisnes sao brancos”



e que foi observado de fato todos os cisnes brancos na amostra coletada. Note que nao existe
evidéncia para rejeitar Hy, porém essa hipétese nao deve ser aceita, pois nao se pode observar a
totalidade dos cisnes em todos os tempos. Por outro lado, a hipétese nula

H{ : “todos os cisnes do zooldgico de Sao Paulo sao brancos”

pode ser aceita, bastaria verificar se todos os cisnes do zoolégico de Sao Paulo sao de fato brancos.
A hipétese Hp é bem mais restrita que Hy), pois na segunda apenas restringiu-se a “cor branca” para
os cisnes que estao no zoolégico de Sao Paulo. Em termos gerais tem-se o seguinte: se o universo
de possibilidades é aberto ou infinito nao-enumeravel e a hipotese nula contém uma proposicao
significativamente mais restritiva que a hipdtese alternativa, entao serd mais apropriado apenas
coletar evidéncias para rejeité-la, as evidéncias nunca seriam significativas para aceitar a hipotese
nula (para mais detalhes veja Popper, 1989). Este procedimento se adequa ao método Fishe-
riano. No entanto, se o universo de possibilidades é fechado (finito ou enumerével) e a hipdtese
nula contém uma proposi¢cao cuja restritividade é similar ao da proposicao definida na hipdtese
alternativa, entao o procedimento de Neyman-Pearson poderd ser mais ttil.

O procedimento Fisheriano é o mais amplamente utilizado e a quantidade estatistica relacionada
com este procedimento é p-valor (ou valor p). Esta quantidade é utilizada como termometro para
rejeitar uma hipétese: quanto menor for o seu valor mais evidéncia de que Hj é falsa. Usualmente
rejeita-se a hipdtese Hy se o p-valor for menor do que um ponto de corte, a (e.g., a = 0.05),
caso seja maior diz-se que nao hé evidéncias para rejeitar Hy. Um dos objetivos deste trabalho é
divulgar uma terceira alternativa em que é possivel tomar trés tipos de decisoes, a saber: aceitar
Hy (equivalente a rejeitar H;), aceitar Hy (equivalente a rejeitar Hy) e nao rejeitar nenhuma das
duas hipdteses. Observe que quando os dados trazem informagao ambigua sobre as hipdteses nao se
deve nem aceitar, nem rejeitar Hy, neste caso o mais adequado seria coletar mais dados ou outras
informacoes.

Definicao do p-valor

H4 varias metodologias para o calculo do p-valor. Essencialmente, fixa-se o experimento que forne-
cera os dados experimentais, a seguir propoe-se uma estatistica 7', funcao dos dados experimentais,
tal que: quanto maior o valor observado de T', maior é a discrepancia da hipétese nula para explicar
o comportamento dos dados observados. Em escrita corrida:

supondo que Hy é de fato compativel com os dados observados, entao o p-valor é a
probabilidade de ser observado em outro experimento uma estatistica 7', no minimo,
tao extrema quanto a que foi observada no experimento atual.

Para representar matematicamente a sentenga acima, deve-se notar que o evento {T > t} pode
ser interpretado como “ocorrer em outro experimento uma estatistica 7" pelo menos tao extrema
quanto a que foi observada”. Portanto, um valor da estatistica observada demasiado alto reflete em
uma probabilidade pequena de que algo ainda mais extremo ocorra em um préximo experimento,
caso a hipotese seja compativel com os dados. Assim, faz pleno sentido rejeitar a hipétese nula
quando o p-valor for suficientemente pequeno. De maneira informal, o p-valor é matematicamente
definido por
p= P(T >t; sob Hy),

em que t é o valor observado da estatistica T e “sob Hy” significa que a medida de probabilidade
utilizada é aquela que foi especificada na hipétese nula. Vale ressaltar que essa é uma definicao
informal que mantém certa simplicidade, porém, como todas as defini¢oes informais, sua inter-
pretagao pode gerar muitas controvérsias. Inicialmente deve-se formalizar a notagao e reescrever
as hipdteses em termos mateméticos.

Definicao Formal

Para definir formalmente um p-valor, deve-se inicialmente escrever o modelo estatistico utilizando
a trinca

(X, F,P), (1)



em que X C R™ é o espaco amostral (o conjunto que contém todas as possiveis observagoes do ex-
perimento), F a o-algebra de Borel no R™ e P uma familia de medidas de probabilidade possiveis
para explicar o comportamento dos dados provenientes do experimento em questao. Quando a
familia de probabilidades puder ser escrita P = {Py, § € © C R*} com k < oo, diz-se que o
modelo estatistico é paramétrico. O problema de testar hipteses pode ser escrito em termos de
subconjuntos da familia P, assim, na segunda etapa, deve-se especificar a familia de medidas de
probabilidade que estao descritas na hipdtese nula, ou seja, a familia restrita Pg, C P contem-
plando todas as medidas de probabilidade que representam a hipétese nula Hy. Por exemplo,
suponha que o modelo estatistico contém as medidas P = {Py, P1, P2, P5} e o interesse consiste em
testar se a medida que gera os dados é Py, entao escreve-se Hy : P = Py. Neste caso, o p-valor é
entao definido por
p=Py(T > 1),

ou seja, sob Hy tem-se que a medida que gera os dados é Py e portanto deve-se utilizé-la no calculo
do p-valor. Suponha que o interesse estd em verificar se a medida que gera os dados é Py ou Py,
entdo escreve-se Hy : P € Pg,, sendo Py, = { Py, P1}, neste caso hd duas medidas para definir o
p-valor, deve-se escolher entao a que gera a maior probabilidade:

p=max{Py(T >t), (T >t)},

dessa forma o p-valor terd um valor conservador, pois se em pelo menos uma medida o evento
{T > t} tem probabilidade alta de ocorrer néo se deveria rejeitar a hipétese nula. Por outro lado,
se para ambas medidas o evento {T" > t} tem probabilidade baixa de ocorrer, entéo a hipdtese nula
pode ser considerada implausivel.

Usualmente, quando a familia de medidas é paramétrica, i.e., existe um espago finito dimensional
© tal que a familia de probabilidade seja identificada por P = {Py; 6 € O}, entdo pode-se
representar a hipétese nula utilizando a seguinte notagao paramétrica Hy : 0 € Og, sendo Pp, =
{Py; 0 € ©p}. Neste caso o p-valor é entdo definido seguindo a mesma regra anterior

p= sup Py(T > t).
[ASISH)

O conjunto B¢ contém todos os valores § € © que satisfazem a restricdo imposta pela hipétese
nula, e.g., se © = {(61,02); 61,602 € R} e a hipdtese nula contém a proposi¢ao “f; e 6 sdo iguais”,
entdo Qg = {(61,02) € ©; 6, = 02}. Neste exemplo, a hipStese nula pode ser escrita de maneira
equivalente, a saber: Hy : 67 = 05.

Um detalhe importante que deve ser notado é que, para se ter um teste com boas propriedades,
a estatistica T deve depender da hipdtese nula (e da hipdtese alternativa, pois a disjuncdo das
duas hipéteses precisa formar o modelo irrestrito). Ou seja, se hd duas hipdteses nulas diferentes,
tem-se entdo duas estatisticas do teste diferentes, portanto formalmente dever-se-ia escrever Tp,
ou Tg, em vez de T'; isso evitaria interpretacoes equivocadas, muito comuns em toda a literatura
estatistica. Para mais detalhes e discussoes sobre a definicao precisa de p-valores, veja Patriota
(2013).

Note que nao existe conceito algum de distribuicao de probabilidade condicional envolvido
na definicao do p-valor, tem-se apenas uma familia de probabilidades restrita & hipotese nula. Ha
alguma confusao nesse ponto especifico, mesmo entre estatisticos de formacao: alguns defendem que
o p-valor é uma probabilidade condicional (dado Hy), porém basta notar que nenhum procedimento
probabilistico € utilizado para escolher a medida Py (ou a familia da hip6tese nula P, ). Dizer que o
p-valor é uma probabilidade condicional é equivalente a dizer que existe um espaco de probabilidade
subjacente para a familia de medidas de probabilidade, porém este espago probabilistico nao é
necessario na definigdio do p-valor. A imposicao de tal espaco probabilistico causa problemas
tedricos e interpretativos, pois neste caso a familia P estaria sujeita as restrigdes que a teoria de
probabilidades impde sobre os conjuntos (e.g., problemas de mensurabilidade, medida zero para
subconjuntos de dimensao inferior a dimensao de P e assim por diante).

Inconsisténcias do p-valor

O p-valor nos déa uma medida de evidéncia contra uma hipotese especifica. Quanto menor o p-
valor, mais evidéncias de que a hipétese nula nao se adéqua aos dados observados. Como comentado



anteriormente, a estatistica 7', fundamental no célculo do p-valor, depende fortemente da hipdtese
nula (e da hipdtese alternativa). Portanto um cuidado especial deve-se ter ao comparar p-valores
de hipdteses diferentes, pois duas hipéteses diferentes induzem duas medidas diferentes no calculo
do p-valor. Esta caracteristica gera conflitos de interpretagao com diferentes graus de gravidade,
para ilustrar dois dos conflitos considere duas populacdes representadas pelas varidveis'! X e Y,
com esperangas F(X) = p; e E(Y) = pup. Considere as seguintes hip6teses nulas

Hop:pr =pe, Hoz:pr=p2=0 Hoz:pr =0 Hos:pz=0>
sendo b uma constante real qualquer. Considere as seguintes conclusoes:

1. H& evidéncia para rejeitar Hyz, mas nao ha evidéncias para rejeitar as hipdteses Hps e Hoq
separadamente.

2. H& evidéncia para rejeitar Hg1, mas nao ha evidéncia para rejeitar Hos.

Para o primeiro caso, tem-se teoricamente que Hgps = Hgs A Hyy, ou seja, a hipdtese Hyo é
equivalente as hipéteses Hyps e Hps simultaneamente. Neste caso, espera-se que se Hys € rejeitada
espera-se que pelo menos uma das hip6teses Hyps ou Hy, seja rejeitada. Esta situagao é particu-
larmente simples de explicar: no teste da hipotese Hyo considera-se em geral os dois conjuntos de
dados, enquanto que para cada hipétese isolada considera-se usualmente apenas um dos conjuntos
de dados e exclui-se o outro. Dessa forma, os testes marginais (Hos € Hos4) nao consideram uma
possivel dependéncia entre X e Y; vale ressaltar que quanto maior for a dependéncia maior serao
as diferengas de conclusoes. A interpretacdo adequada seria considerar que hé evidéncia para
rejeitar que as médias sao iguais a b, pois os outros testes marginais nao consideram a informacao
completa. Desmembrar a hipotese conjunta em pedacos marginais pode induzir uma perda de
informacao pertinente, esse tipo de problema ocorre amide na pratica. Portanto, testes conjuntos
sdo em geral preferiveis a testes marginais.

Para o segundo caso, tem-se teoricamente que Hys — Hp1, ou seja, a hipétese Hps implica Ho;.
Neste caso, rejeitar Hp; implica em rejeitar Hype. O problema agora é diferente, ambas hipoteses
sao conjuntas e consideram toda a informagao dos dados. Nesta segao, dar-se-4 um exemplo de
conjuntos de dados em que este segundo caso ocorre. Considere X ~ N(u1,1) e Y ~ N(uz,1)
independentes para simplificar o problema. Assuma que uma amostra de tamanho n = 100 foi
retirada e as médias amostrais sao T = 2,14 e § = 1,84. A estatistica utilizada em todos os testes
serd,

T=-2lo (I@(}(X)) =2(05(X) — 45 (X))

= g L§(X) = ) 9o
em que Ly(X) é a fungdo de verossimilhanga, ¢p(X) = log(Ly(X)), § = argmaxgeo lg(X) e
50 = arg maxgpeco, £o(X) sdo os estimadores de méxima verossimilhancgas irrestrito e restrito a Oy,
respectivamente. A estatistica T serd chamada simplesmente de estatistica da razao de verossi-
milhangas (apesar de na realidade ser —2 vezes o logaritmo da razao de verossimilhancas). Para
qualquer modelo que satisfaga condigoes de regularidade minimas, tem-se que T' converge para uma
qui-quadrado com r = dim(©) — dim(©g) graus de liberdade (isso é védlido sempre que o logaritmo
da fungao de verossimilhanga é concavo, ©q for um conjunto sem singularidades e a dimensao de
O é menor que a de ©). Aqui, pela normalidade dos dados, a distribuigao dessa estatistica é
exata.

Considere Hyy : p1 = pe, levando-se em conta a normalidade dos dados pode-se utilizar a
estatistica da razao de verossimilhangas, que possui propriedades assintéticas 6timas (Bahadur and
Raghavachari, 1972; Mudholkar and Chaubey, 2009). Assim, pode-se mostrar que a estatistica da
razao de verossimilhancas para testar essa hipdtese especifica é

T = (X -Y),

Pode-se mostrar ainda que, restrita & hipétese Hy;, 17 tem distribuicio x? com 1 grau de liberdade
(denote por x?). Portanto, se o tamanho amostral for n = 100, = 2,14 e §j = 1,84, tem-se t; = 4,50
e o p-valor p; = P(x? > t1) = 0,03. Ou seja, H4 evidéncia para rejeitar que p; = s, a 5% de
significancia estatistica.

1Varidveis aleatérias estdo em maitisculo e os valores observados das varidveis aleatérias em mintsculo.



Note que foi observado evidéncia para rejeitar que 3 = ps (p-valor = 0,03), portanto,
para os mesmos dados observados, deve-se teoricamente rejeitar, em especial, que 1 =

,u2:2.

Considere agora a hipotese nula Hys : 3 = po = 2. Sob as mesmas suposigoes anteriores
(normalidade dos dados e varidncia unitdria) tem-se que o logaritmo da estatistica da razao de
verossimilhangas é

Ty =n[(X —2)? + (Y — 2)2.

Pode-se mostrar ainda que, restrita & hipétese Hoa, To tem distribuicdio x2 com 2 graus de liberdade
(denote por x3). Portanto, considerando os mesmos valores amostrais (n = 100, 7 = 2,14 e
y = 1,84), tem-se to = 4,52 e o p-valor py = P(x3 > t3) = 0,10. Ou seja, nao encontra-se evidéncia
para rejeitar py = s = 2, a 5% de significancia estatistica.

Note que nao foi observado evidéncia para rejeitar que p; = s = 2 (p-valor = 0,10).

Em resumo, deve-se ter cuidado ao utilizar p-valores em hipdteses aninhadas. Deve-se ter
em mente que: se houver evidéncias para rejeitar uma hipdtese Hy, mao se pode afirmar que
hd evidéncias para rejeitar qualquer outra hipdtese H|, que implica Hy. Um algoritmo que gera
conjuntos de dados com este problema ¢é descrito em http://eranraviv.com/blog/on-p-value/.
Mais detalhes podem ser estudados em Schervish (1996), Izbicki et al. (2012) e Patriota (2013).
Na proxima secao é discutida uma medida de evidéncia em que tais problemas nao ocorrem.

Nova proposta de medida de evidéncia

No artigo “A classical measure of evidence for general null hypotheses” é proposto uma nova medida
de evidéncia que esté livre de contradigdes 16gicas. Considere a seguinte hipdtese geral Hy : 6 € O,
em que Og C O. A ideia central da proposta é criar a menor regiao de confianca possivel para o
vetor @ tal que inclua pelo menos um ponto da borda de ©g. A Figura 1 ilustra a ideia para © = R?,
em que A ¢ a estimativa de maxima verossimilhanca (EMV), a regiao elipsoidal marcada com o
simbolo “X” em seu interior é a menor regiao de confianca que inclui pelo menos um ponto da
borda de © (regido disforme marcada com pontos em seu interior). Para cada regido de confianca,
tem-se associado um coeficiente de confianca v e um nivel de significancia o = 1 —+y, a definigao da
medida de evidéncia é simplesmente o nivel de significancia associado a menor regiao de confianga
que inclui pelo menos um ponto do espago ©g. Este nivel de significancia serd chamado de s-valor
e sua definicao formal segue na sequéncia.

Definicao formal do s-valor

Para evitar as inconsisténcias relatadas do p-valor, faz-se necessario definir uma medida de evidéncia
que utilize a mesma métrica para qualquer subconjunto de ©. Isso sera feito utilizando regices
de confianca baseadas na razdo de verossimilhangas, pois Sprott (2000) apresenta exemplos de
conjuntos de confianga fora do espago paramétrico quando tais regioes nao sao baseadas na razao
de verossimilhangas. Considerando que X representa a amostra e que 6 € O, a regiao de confianga
com nivel de significancia o é definida por

Ao(X) = {0 € © : 2(05(X) — £4(X)) < Fa},

em que F, é tal que F(F,) = 1—« com F sendo uma fungao de distribuigdo acumulada estritamente
continua da varidvel aleatéria Ty = 2(¢5(X)—£g(X)) que nao depende de . Nem sempre a fungao de
distribuicao exata da varidvel Ty serd continua ou independente de 6, nestes casos pode-se utilizar
a funcao de distribuicao acumulada assintética da varidvel Typ. Vale lembrar que a distribuicao
acumulada exata de Ty é dada por

Fo(t) = Py(Ty < t).

No célculo da regiao de confianga é assumido que Fy = F nao depende de 6. Sempre que as
condicoes de regularidade estiverem satisfeitas para a estatistica da razao de verossimilhangas,
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Figura 1: Menor regiao de confianga que intercepta pelo menos um ponto de 0

a funcao F pode ser definida como a distribuigao acumulada da qui-quadrado com k graus de
liberdade, sendo k a dimensao de ©. Para evitar excesso de notagao serd considerado apenas
Ao = Ay (X). Note que a regiao de confianca A, nem sempre serd uma elipse como mostrado na
Figura 1, isso ocorrerd para a distribuicao normal com variancia conhecida.

O s-valor, medida de evidéncia para testar a hipotese geral Hy : 8 € ©q, é entdo definido
matematicamente por

s(X,00) = max{0,sup{a € (0,1) : A, NOy # T}}. (2)

Observe que o s-valor depende tanto da amostra X quanto do subconjunto ©gy da hipétese nula,
por simplicidade de notagéo serd considerado apenas s(0g) = s(X, Op), quando o conjunto Oy nao
for relevante utilizar-se-4 apenas s = s(0g). Note que, valores altos de s indicam que existe pelo
menos um ponto em O que estd perto do EMV, enquanto que valores pequenos de s indicam que
todos os pontos em Qg estao longe do EMV. Para uma forma mais simples de calcular o s-valor,
veja a férmula (3) da préxima segao.
Propriedades do s-valor
Algumas propriedades importantes do s-valor sao listadas abaixo:

1. s(@)=0es(0)=1

2. Se ©1 C O3, entdo s(0;) < 5(O3)

3. Para quaisquer 01,0, C O, tem-se $(01 U O2) = max{s(01),s(02)}

4. Seja ©, C O, entdo 5(01) = supycg, s({0})

5. 5(01) =1 ous(©S) =1. Se d € O (fecho de O1), entdo s(01) = 1, se € OF, entdo
s(05) = 1.



As propriedades acima mostram que s é uma medida possibilistica definida nos subconjuntos
do espago paramétrico © (a definigdo de medida possibilistica estd contemplada nos itens 1 e 3 das
propriedades acima). H4 uma relacao interessante entre o p-valor, calculado usando a estatistica
da razao de verossimilhancas, e o s-valor para uma hipétese nula simples (i.e., Hy : 0 = ). Neste
caso, sempre que F for estritamente crescente e continua, pode-se mostrar que para cada hipdtese
nula tem-se a seguinte relagao

s=1-F(Fy (1-p),

em que p = Py, (Ty, > t) =1 — Fy,(t) com Fp, sendo a funcao distribuicdo acumulada (estri-
tamente crescente e continua) de T' sob a hipdtese nula Hy. Com esta férmula pode-se facilmente
calcular o s-valor dado um p-valor. Basta saber qual a funcdo acumulada utilizada no calculo do
p-valor e qual a funcao F' utilizada no calculo do s-valor. Supondo condi¢oes de regularidade para
a verossimilhanca (logaritmo estritamente concavo) e para a fungio F (estritamente crescente e
continua), pode-se calcular o s-valor da seguinte maneira:

5(00) =1 F(Q(%(X) e <X>>>, 3)

em que é\o = argmaxpco, {o(X) é a estimativa de méxima verossimilhanga restrito a ©¢ (veja o
Lemma 3.2 de Patriota, 2013). A Férmula (3) destaca a diferenca entre p-valor e s-valor, note
que para o calculo do p-valor a distribuicao acumulada varia de acordo com a hipdtese nula, i.e.,
p = 1 — Fp,(t), enquanto que o s-valor utiliza a distribui¢do acumulada para criar regides de
confianca para o vetor 0, i.e., s = 1 — F(t), em que ¢ é a estatistica da razdo de verossimilhancas
observada. Um procedimento de maximizacao geral pode ser implementado supondo que o espaco
paramétrico sob a hipétese nula é da forma ©g = {# € © : h(f) <0, g(d) =0} com h: O — RF
e g: © — R* funcdes que impde as restricdes da hipétese nula.

Vale a pena ressaltar que tanto o p-valor quanto o s-valor dependem da estatistica da razao de
verossimilhangas T, , e esta por sua vez varia dependendo do conjunto © especificado. Porém, no
s-valor nao se utiliza a distribuigao de probabilidade induzida por Tg, e este é o motivo principal
para que nao ocorra conflitos 16gicos sobre as relagoes entre subconjuntos de ©.

Com respeito a decisao sobre aceitagao ou rejeicao da hipdtese nula, considere Hy : § € ©¢ com
O C O. Define-se a funcao @, o “grau de crenca” em subconjuntos de ©, da seguinte forma:

®(B0) = (5(©0), 5(65)),

em que ®(0Og) = (1,0) é o valor maximal (aceita-se imediatamente Hy) e ®(0g) = (0, 1) é o valor mi-
nimal (rejeita-se imediatamente Hp). O valor de ignorancia total com respeito a aceitacao/rejei¢ao
de Hy ocorre quando ®(0g) = (1,1) (ou seja, quando o EMV est4 na borda de ©g). Excluindo-se
os casos patoldgicos, na pratica observa-se algo entre o valor minimal e o valor maximal, ou seja,

e $(Og) = (1,b), com b € (0,1], se € ©y. Neste caso, se b for suficientemente pequeno
poder-se-a aceitar Hy.

e O(0g) = (a,1), com a € (0,1], se 0 e ©§. Neste caso, se a for suficientemente pequeno
pod-se-4a rejeitar Hy.

Note que se o EMV pertencer a Og, entao faz sentido aceitar Hy, porém nao faz sentido re-
jeita-la. Se por outro lado a estimativa pertencer a OF, entao faz sentido rejeitar Hy, porém nao
faz sentido aceitd-la. Suponha por exemplo que o interesse consiste em testar se as médias u; e
o sao positivas e observa-se médias amostrais (n = 1000) z = 1000 e § = 7000 com variancias
s2=02e si = 1,3. Neste caso faz pleno sentido aceitar a hipotese de que as médias populacionais
sao positivas. No mesmo exemplo anterior, suponha que agora o interesse consiste em testar se as
médias 1 e uo sao ambas negativas e observa-se as mesmas médias e variancias amostrais. Neste
caso faz pleno sentido rejeitar a hipdtese de que as médias populacionais sao negativas. Por outro
lado, se as médias amostrais estiverem perto de pelo menos um dos eixos do plano cartesiano, entao
nao se poderd concluir com tanta certeza sobre aceitagao e rejeicao de que ambas as médias sao
positivas/negativas.



Observagao 1: se a dimensao de ©¢ for menor do que a dimensao de O, entdao tem-se sempre o
caso ®(0g) = (a,1) com a € (0, 1].

Observagao 2: se a dimensao de Of for menor do que a dimensao de ©, entao tem-se sempre o
caso ®(0g) = (1,b) com b € (0, 1].

Observacao 3: se a dimensao de O for igual a dimensao de OF, entao o caso dependera se § € O
ou f € ©F como descrito logo acima.

Em geral, os testes de hipéteses quase sempre consideraram que a dimensao de ©g é menor que
a dimensao de ©. Nos casos em que a dimensao de Qg é igual a dimensao de © o calculo do p-valor
nao é simples (Mudholkar and Chaubey, 2009). Note que neste trabalho, assumem-se hipdteses
bem gerais em que ©( pode ter dimensdo menor ou até mesmo igual a dimensdo de ©.

Um problema em aberto é encontrar valores b* e a* tais que: 1) se b < b* entdo aceita-se
Hy e 2) se a < a* entdo rejeita-se Hy, levando-se em conta as observagoes acima. Caso b > b*
ou a > a*, entao diz-se que é necessario mais informagao para tomar alguma conclusao sobre
aceitagao/rejeicao de Hy.

Calculo do s-valor

O célculo do s-valor para problemas mais gerais (cumprindo-se as condigoes de regularidade discu-
tidas nas segOes anteriores) deve seguir o seguinte algoritmo:

e Definir a fungao de verossimilhanca para o modelo adotado;

e Encontrar a estimativa de méxima verossimilhanca irrestrito, 8. A estimativa de méxima
verossimilhancga 6 é o ponto de referéncia para verificar se a afirmagao contida na hipdtese
nula estd perto ou longe;

e Definir a hipétese nula e o espaco paramétrico restrito Oy C ©;
e Encontrar a estimativa de maxima verossimilhanca restrita a ©, é\o;
e Calcular dy = 2(3(X) — {5 (X)) sempre que for possivel. Caso contrério,

dO = -2 IOg —Sup()e@)o L(x, 9) 3
supgeo L(z,0) )’

e Encontrar a distribuigdo F' relacionada com a razao de verossimilhangas (pode-se utilizar a
qui-quadrado com k graus de liberdade, em que k é a dimensao de ©). Caso a fungdo F' néo
seja continua e estritamente crescente, o préximo passo nao sera valido;

e Se F for continua e estritamente crescente, entao calcular s(©g) = 1— F(dp). Caso contrério,
deve-se calcular as regides de confianga como indica a férmula (2).

Aplicacao do s-valor

Considere uma amostra independente e identicamente distribuida X = (Xi, ..., X,) em que
X1 ~ Ny(6,%) com 6 = (1, p2)" e ¥ uma matriz de varidncias-covariancias conhecida. Neste
exemplo o espago paramétrico é © = {(u1, u2) € R? 1 1, e € R} e a fungdo de verossimilhancas

7

(¢]

1 1 — _
Lo(X) = GrTIE O ( 5 ;(Xi -0 X, — 9)).

Pode-se mostrar que o EMV ¢



e o logaritmo da razao de verossimilhancas é

2(05(X) — £o(X)) =n(X —0)TE (X - 0) ~ 3. (4)

Portanto, a regiao de confianca com nivel de significAncia de a% é dada por

-1

A={0cO: n(X-0)'Y (X-0)<F,}

em que F, é o (1 — a)-quantil da qui-quadrado com dois graus de liberdade, x3. Neste exemplo, a
fungao de distribuicao acumulada F a ser utilizada é a da x3. Considere as trés hipéteses nulas a
seguir:

Hop i py = p2, Hop:pr=p2=0, e Hpz:puy =p=0.2.

Os espagos paramétricos para as hipGteses nula acima sdo, respectivamente: ©g; = {(u1, p2) €
© : pp = po, pi,pe € R}, Ogy = {(0,0)} e Op3 = {(0.2,0.2)}. Como todos os espagos tem
dimensao inferior a dimensao de ©, tem-se que o s-valor sempre serd igual a 1 no espago paramétrico
da hipdtese alternativa. Ou seja, a funcao de crenga sempre serd do tipo ®(0y) = (a,1) com
a = s(0g) € (0, 1] que deve ser obtido para cada hip6tese acima. Note também que os estimadores
de maxima verossimilhanca restritos a ©g1, Oz € Op3 sao dados, respectivamente, por

é\ _ Xl + XQ é\ . 0 o é\ . 0.2
n=\g 4% 27\ 03 =109/
substituindo estes valores na razdo de verossimilhangas (4) obtém-se

$(0g1) =1— F(n(X —0o)TY (X - 501)), $(Op) =1 — F(nXTElX>

$(Q01) =1 - F(”(X - 503)TE_1(X - 503)>~

Dados: Suponha que uma amostra de tamanho n = 100 foi retirada e a média amostral observada

T = (fl,EQ)T = (_0.05170.074)1' ey — < 1 08

08 1 ) Tem-se que os s-valores e os p-valores sao,

respectivamente,

Para H012 81(@01) =0.1420 e pl(@Ol) = 00481,
Para HOQZ 82(@02) =0.1410 e pg(@og) = 0.1410,
Para H031 53(@03) =0.0197 e p3(@03) = 0.0197.

Observe que as medidas de evidéncias tem comportamentos diferentes. O s-valor mostra uma
evidéncia forte contra Hys, porém para as hiplteses Hp; e Hpe as evidéncias ndo se mostram
importantes. Por outro lado, o p-valor mostra evidéncia contra Hy; e Hps, mas nao apresenta
evidéncia contra Hps. Contudo, note que Ogo C Og; e Og3 C Ogy, portanto esperar-se-ia que a
medida de evidéncia fosse menor para Hps do que para Hgpi, os resultados acima mostram que a
caracteristica esperada ocorre apenas para o s-valor. Neste exemplo especifico, pa(©p2) = s2(0g2)
e $3(©p3) = p3(Oops) isso ocorreu pois as distribuicdes sdo equivalentes, i.e., F' = Fp,, = Fp,,.
De maneira geral, sempre o vetor de parametros for inteiramente especificado na hipétese nula, as
duas metodologias coincidirdo. Para mais aplicagbes consulte Patriota (2013).

Conclusoes e comentarios finais

Este trabalho discutiu algumas inconsisténcias inerentes ao p-valor e apresentou uma nova medida
de evidéncia que as contorna. Esta medida foi previamente publicada em Patriota (2013). Vale
ressaltar que algumas questoes ainda permanecem em aberto:

e Encontrar um ponto de corte para elaborar uma conclusao sobre aceitacao ou rejeicao da
hipétese nula (vie fungoes de perda, métodos frequentistas, etc);



e Comparar a performance do s-valor com metodologias Bayesianas (fator de Bayes, posterio-
ris);

e Comparar outros tipos de regides de confianga na construgdo do s-valor (via estatistica de
Wald, Escore, etc);

e Estudar as implicagoes filosoficas dessa nova medida na inferéncia classica;
e Estudar as propriedades do s-valor quando a fungao de log-verossimilhanga nao é concava;
e Utilizar diferentes fungoes acumuladas F' para obter diferentes interpretacoes do s-valor;

e Caso seja utilizada a distribui¢do assintética (qui-quadrado) para representar a funcao F,
pode-se aplicar correcoes de segunda ordem para melhorar o desempenho das regioces de
confianca.
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