Processos com Memoria Longa

1. Introducao

O processo ARMA(p,q) é considerado
um processo de “memaoria curta”, uma vez
que a f.a.c. P; decresce rapidamente para
zero. Na realidade, pode-se demonstrar
que, para tal processo,

pjl <Cr?, j=1,2,... (1)

onde C >0e0<r<1. A expressao (9.1)
garante que a funcao de autocorrelacao de-
cai para zero exponencialmente.

Um processo de memoria longa € um pro-
Cesso estacionario em que a funcao de au-
tocorrelacao decresce hiperbolicamente para
zero, isto €,

Pj ~ Cj—aa J — 09, (2)



onde ¢’ > 0 e 0 < a < 1. Pode-se usar
o coeficiente de Hurst H = 1 — «/2, de
modo que 1/2 < H < 1. Quanto maior H,
maior a memaoria longa do processo. Pode-
se provar que o espectro f(\) do processo,
cuja funcao de autocorrelacao € como em
(9.2), tende a C¢A®"1, para A — 0, onde
Cf > 0 constante. Ou seja, a funcao densi-
dade espectral de um processo de memoria
longa diverge para +oo na frequUéncia zero.

Estudos empiricos, principalmente em Cli-
matologia e Hidrologia (década de 50) rev-
elaram a presenca de memoaria longa (ML)
em dados de séries temporais e espaciais.
Estas séries apresentam persisténcia nas
autocorrelacoes amostrais, isto €, dependéncia
significativa entre observacdes separadas por
um longo intervalo de tempo. Estas auto-
correlagcdes apresentam o0 comportamento
dado por (9.2). Outra caracteristica desse



tipo de série € que sua funcao densidade es-
pectral € nao limitada na frequéncia zero, O
que equivale a dizer que sua funcao de au-
tocorrelacao nao é absolutamente somavel.

Formalmente, temos a

Definicao 9.1. Suponha que X; tenha au-
tocorrelacao p;. Dizemos que Xy possui
memoria longa se

n

Jim > eyl (3)

=—n
€ nao-finita.

O fendmeno de ML foi notado por Hurst
(1951, 1957), Mandelbrot e Wallis (1968)
e MclLeod e Hipel (1978), em conjuncao

com problemas na area de Hidrologia. Mod-
elos de ML também sao de interesse na



analise de estudos climaticos, como no es-
tudo da aparente tendéncia crescente em
temperaturas globais devido ao efeito est-
ufa. Veja Seater (1993), por exemplo.

Recentemente (década de 80), os economis-
tas notaram que ha evidéncias que proces-

sos de ML descrevem de modo satisfatorio

dados econdmicos e financeiros, tais como

taxas de juros e de inflacao. Estudos re-

centes na modelagem da volatilidade de

ativos financeiros mostram que tais pro-

cessos sao de grande utilidade. Uma ex-

celente revisao sobre processos de ML em

econometria € feita por Baillie (1996).

Exemplo 9.1. A Figura 9.1 mostra a con-
hecida série de indices de precos de trigo de
Beveridge (1925) e suas autocorrelacdes
amostrais, notando o seu lento decaimento.

Exemplo 9.2. Temos, na Figura 9.2 as
auto-correlacoes amostrais das séries de val-
ores absolutos dos retornos diarios do Ibovespa,



Dow Jones, Banespa e Petrobras. Estes
valores absolutos representam a volatilidade

da série. O lento decaimento das auto-
correlacdoes mostra claramente a persisténcia

da volatilidade. As figuras mostram, também,
as auto-correlacoes de modelos auto-regressivos
AR(p) ajustados as séries. Os valores de p
paras as séries do Ibovespa, Dow, Banespa

e Petrobras sao, respectivamente, 12, 12,

6 e l7. A série de volatilidades menos per-
sistente € a do Banespa. Vemos que as
auto-correlacés dos modelos auto-regressivos
sao boas estimativas para ‘“lags’ baixos.
Notamos, ainda, O numero excessivo de
parametros do modelo auto-regressivo necessarios
para capturar a dependéncia nas séries.

Uma outra caracteristica de séries com memoaria
longa € que as autocorrelacdes da série
original indicam nao-estacionariedade, ao
PAsSSO que a Ssérie diferencada pode parecer



ser ‘super-diferencada”. Ou seja, proces-
sos de ML situam-se entre processos I(0)
e I(1).

Procurando respeitar as caracteristicas de
uma série de memoria longa, citadas an-
teriormente, foram definidos dois modelos
importantes, nos quais a funcao de densi-
dade espectral € proporcional a A\7", 1 <
r < 2, para A proximo de zero e o de-
caimento da funcao de autocorrelacao €
do tipo (9.2). Primeiro foi introduzido o
ruido gaussiano fracionario por Mandelbrot
e Van Ness (1968). Mais tarde Granger
e Joyeux (1980) e Hosking (1981) intro-
duziram o modelo ARIMA fracionario (ou
ARFIMA), que é uma generalizacao do mod-
elo ARIMA.

Ha trabalhos recentes incorporando ML a
processos GARCH, como nos processos FI-
GARCH (“fractionally integrated general-
ized autoregressive conditional heteroskedas-
ticity” ), introduzidos por Baillie at al. (1996).



Também, processos de ML associados a
modelos de volatilidade estocastica foram
considerados por Harvey (1998) e Breidt et
al. (1993).

. Estimacao e Testes para Memoria Longa

Nesta secao apresentaremos dois proced-
imentos para testar se uma Série tempo-
ral apresenta memoria longa e estimar o
parametro de longa dependéncia. Um é
baseado na estatistica R/S e outro no pe-
riodograma, que € um estimador do espec-
tro de um proceso estacionario.

O modelo proposto para a série X € 0 pro-
cesso integrado fracionario

(1 - B)H Xy — p) = uy, (4)

onde uy € um processo estacionario, com
espectro fy(\), e para qualquer numero



reald > —1, define-se o operador de diferenca
fracionaria

(1-B) = éo () (-m*
= 1-dB+ %d(d —1)B? — %d(d —1)(c
ou seja,
(d) _a r(d+1)
k kKlW(d—Ek)! T(k+0Dr{d-—k+1)

-

A relacao existente entre d e H é d =
H—-1/2. Se0<d<1/2, entdao X; é esta-
cionario com memoria longa. Se —1/2 <
d < 0, dizemos que X; € estacionario com
memaoria curta, ou anti-persistente.

e Estatistica R/S

A estatistica R/S foi introduzida por
Hurst (1951) com o nome ‘“rescaled range”
(ou “range over standard deviation”),



com O proposito de testar a existéncia
de memoria longa numa série temporal.

Dadas as observacoes Xq,..., X7, a €s-
tatistica R/S é dada por

k k
1 B'a i E X
Qr = S_T MaXi<gp<r E (Xj - X) — MINi<k<T (Xj - X) |,
j=1 7=t

(6)

onde X é a média amostral e S2 é a

variancia amostral.
Pode-se demonstrar que se X; sao i.i.d.

normais, entdo Qp/+/T converge fraca-
mente para uma v.a. que esta no dominio
de atracao de uma ponte browniana. Lo
(1991) fornece os quantis desta variavel
limite. Ele nota que a estatistica definida
por (9.6) nao é robusta a dependéncia

de curta memaoria e propde substituir Qr
por

k k
Qr = = Maxi<k<T Z(Xj — X) — minj<g<r Z(Xj -X)|,

(7)



onde o7(q) € a raiz quadrada do esti-
mador da variancia de longo prazo de
Newey-West, com largura de faixa gq,
dado por

2 q
~ 2
or(q) = ST(1 + T D WiTi)s
Jj=1
sendo wy; = 1—3/(¢+1), ¢ <T er; sdo
as auto-correlacdes amostrais usuais de

X:. Newey and West sugerem escolher
g = [4(T/100)%/9].

Se o0 processo X; nao tiver ML, a es-
tatistica S/L converge para sua distribuicao
limite 2 taxa T1/2 mas se hda ML pre-
sente, a taxa de convergéncia € TH

Estes fatos sugerem construir graficos
(na escala log-log) de R/S contra o tamanho
amostral. Para uma série com MC o0s



pontos devem estar ao longo de uma
reta com inclinagdo 1/2, ao passo que
para uma série com ML, a reta deve
ter inclinacdo H > 1/2, para grandes
amostras.

Para a construcao deste grafico, consid-
erar os valores de R/S contra k;, para
k; = fk,_1, © = 2,...,s, k1 grande ini-
cialmente e f um fator conveniente. Por
exemplo, divida a amostra em [T'/k;] blo-
COS.

A funcao rosTest do S+FinMetrics cal-
cula (9.7) com ¢ = [4(T/100)1/4]. Esta
funcao pode ser usada para testar se ha
ML na série temporal. A funcao d.ros
estima o valor de H segundo esse pro-
cedimento grafico.

Exemplo 9.3. Considere o0s retornos
diarios do Ibovespa de 1995 a 2000 e
a Série de volatilidades, dada pelos val-
ores absolutos dos retornos. Esta Serie



é mostrada na Figura 9.3. O Quadro
9.1 mostra o resultado da aplicacao da
funcao rosTest. O valor da estatistica
Qr € 2,4619, significativa com o nivel
0,01, o que confirma que a série ap-
resenta memoria longa. A Figura 9.4
apresenta o log-log plot de R/S, com
a reta ajustada. O valor estimado de
H =0,71, do que resulta d = 0,21. O
grafico foi feito com k1 =5 e f = 2.
A reta pontilhada no grafico indica MC
(H=1/2).

Procedimento GPH

Este método para estimacao do parametro
de longa memaoria foi proposto por Geweke
e Porter-Hudak (1983) e se baseia na
equacao que exibe relacao entre os es-
pectros de X; e de u; em (9.4). Tal
equacao foi reescrita para que se assemel-
hasse a uma equacao de regressao lin-
ear, onde o coeficiente de inclinacao en-
volve o parametro d.



De (9.4) temos que

fa) = [1 = e Y72 fu(N), (8)
em que fy,(\) € o espectro de wuy.

Multiplicando ambos os lados de (9.8)

por f,(0) e aplicando o logaritmo obte-
Mos

In fz(A) = In f,(0) —dIn|1 —e 2 +In <;Z§g§()9)

Substituindo A por \; = 275 /T (freqiiéncia
de Fourier) e adicionando In(Iz(};)), a
ambos os lados de (9.9), obtemos

InI,(A;) = Inf,(0)—dIn (4sen (A’))

+in (fu(O)) (fx(/\ ))”O)

em que

2

T
L:(2\) = 2rT) 1|3 Xpexp(—i\t)

t=1




€ 0 periodograma.

O termo In(%) pode ser desprezado

quando se considerar apenas as frequéncias
A; proximas de zero. Assim, podemos
reescrever (9.10) como um modelo de
regressao linear

Y']':CL—de—Fé“j, j=1,...,m, (11)

em que
)\.
X; = |n(4sen2(59)),
e; = In (Iw(Aj)>
g fa(X;))
a = Infuy(0)em=cT% 0<a<l,

c uma constante. A relacao linear (9.11)
sugere a utilizacao de um estimador de
Minimos quadrados para d, isto €,

X (X - XY - Y)
ymo(x; - X)2

dyg = (12)



Geweke e Porter-Hudak (1983) demon-
stram que

2
~ D Yy
d — N | d, — .
M ( 65, (X, — X>2>

Sob Hg : d = 0, isto €, 0 processo nao
tem memoria longa, a estatistica

2
ti=0 = d =\
(6 > (X — X)

—1/2

(13)
tem distribuicao normal padrao.
O estimandor d, calculado por meio de

(9.12) é chamado estimador GPH (de
Geweke e Porter-Hudak).

O programa S+FinMetrics usa a funcao
gphTest para estimar d e testar Hgp dada
acima, usando como ‘“default”, m=T¢%,
com o =0,5.

ODbservacao: o parametro d pode também



ser estimado por maxima verossimilhanca,
juntamente com 0s parametros de um
processo ARFIMA ajustado a uma série
temporal com memoria longa. Veja a
sSecao seguinte.

Exemplo 9.4. Consideremos novamente
OS retornos diarios do Ibovespa, do ex-
emplo 9.3. O Quadro 9.2 apresenta o
resultado da aplicacao da funcao gphT-
est. O valor da estatistica é 4,3335, e
a hipotese nula de que nao ha memoaria
longa € rejeitada com o nivel 1%. O
valor estimado de d é d = 0,5256, 0
que sugere ML e nao-estacionariedade.
Além disso, baseado no erro padrao assintdtico
fornecido, 0,12128, obtemos o intervalo
de confianca [0,283;0,768] para d, com
coeficiente de confianca de 95%.

3. Modelos ARFIMA



Nesta secao estudaremos uma classe de
modelos que sao capazes de descrever, Si-
multaneamente, as dinamicas de memaorias
curta e longa de processos estacionarios.

Definicao 9.2. Dizemos que {X:} € um
processo auto-regressivo fracionario inte-
grado de média moveis, ou ARFIMA(p,d, q)
com d € (—%, %), se {X;} for estacionadrio e

satisfizer a equacao
¢(B)(1 — B)X; = 0(B)ay, (14)

onde a; ~ RB(0,02) e ¢(B) e 0(B) sdo
polindbmios em B de graus p e q, respec-
tivamente.

A razao da escolha dessa familia de proces-
Sos, para fins de modelagem das séries com
comportamento de memoria longa, é que
o efeito do parametro d em observacoes
distantes decai hiperbolicamente conforme
a distancia aumenta, enquanto os efeitos



dos parametros ¢ e § decaem exponencial-
mente. ENtao, d deve ser escolhido com
O oObjetivo de explicar a estrutura de cor-
relacao de ordens altas da série, enquanto
OS parametros ¢ e 6 explicam a estrutura
de correlacao de ordens baixas.

A) Estacionariedade e Invertibilidade

Hosking (1981) demonstra que O processo
ARFIMA(p,d, q), dado por (9.14) é:

(i) estacionario se d < % e todas as raizes
de ¢(B) = 0 estiverem fora do circulo
unitario;

(ii) invertivel se d > —% e todas as raizes
de 6(B) = 0 estiverem fora do circulo
unitario.

B) Funcdes de autocorrelacao e densidade



espectral

Hosking (1981) também mostra que se Xy,
dado por (9.14), for estacionario e invertivel
e se f(\) for a funcao densidade espectral
de X, entao

(i) limy_ g A2¢f()\) existe e é finito;
(i) limg_ o, k172%p, existe e é finito.

Exemplo 9.5. O caso mais simples é o
ruido branco fracionario, ou seja,
um ARFIMA(O,d,0), dado por

(1-B)X;=a;, a~RB(0,02). (15)
Se a; € gaussiano, teremos o ruido gaus-

siano fracionario.

Quando d < % X; € um processo esta-

cionario e tem representacao na forma X; =



Ww(B)a; com 0s pesos dados por

_d(4d) - (k—14d) _ (k+d—1)!

Vi k! T kNd—1)!

Como IN(d+k) =d(d+1)---(d+k—1)/I(d),
podemos escrever

b = r(k+d) |
F(d)r (k+ 1)
e temos
pd—1 g1
wkN(d_l)lzclk ,k — o0

sendo c; uma constante.

Quando d > —% O Processo € invertivel e

tem representacao na forma n(B)X; = at
COm 0OS pesos dados por

—d(l—d)---(k—1—-d) (k—d—1)
Tk = k! kN (—d—-1)V




ecomolN(k—d) = (k—d—1)---(1—-d)(—=d)I(—d),
podemos também escrever

_ T(k—d)
T T (—a)r(k+1)
e
L—d—1 a1
WkN(_d_l)!ZCQk , k — 00,

co constante. A seguir, assumiremos —% <

d<3

As funcdes de densidade espectral, auto-
correlacao, autocorrelacao parcial e a variancia
SA0 dadas, respectivamente, por

_ [ Z(2sen (X)) Y, 0< A<,
) = {§W§d7 (3)) A%O_’W (16)
(—d)!(h4+-d—1)! k—1+4d
Ph — H T, 7 h:17Z717)
(d=Dih—dy — L1 k—d
Ohn = 4 , h=1,2,...

h—d



(—2d)!

Y0

(-’
Em particular, temos que
d
= 18
L= (18)
(—d)th2=1 5y

sendo c3 constante e

F(\) ~ 2724, (19)

A Figura 9.5(a) apresenta N = 100 ob-
servacdes simuladas de um modelo ARFIMA(O, d, O
com d = 0,45 e a Figura 9.6 (a) apresenta

O grafico das autocorrelacoes.

Exemplo 9.6. Consideremos, agora, O
processo ARFIMA(1,d,0), dado por

(1 - B)¥(1 — ¢B)X; = ay,



que € um processo estacionario e invertivel
se |d|<%e p| < 1.

Além disso, temos que

(a) os pesos v; e m; das representacdes X; =
Y(B)ay e 7(B)X; = a; sdo dados por

_(G+d-1)! N . jet
Vi= =y P he) ~  )
e
(j—d—2)! (1-9¢) .4

M= i -y e A/~

respectivamente, em que F'(a,b;c; z) =
142, alatDblb4l) 24 .. ¢ 3 denomi-

_cletl) .
nada funcao hipergeométrica € a aprox-

imacao vale para 3 — oo;

(b) a funcao densidade espectral é

o2 (2sen(2)) ™
2 1+ °—2hCos N’ O<AS,

A2 .
(€2 A= 0

FA) =



(c) a expressao para a f.a.c. € bastante
complicada mas, em particular, temos

que
(14 ¢2)F(1,d;1—d; ¢) — 1
 P[2F(1,d;1 —d; ¢) — 1]

e

N (—d)!(1 + )52 o

T - -¢2F1td1l-dg) ’

Além disso,
_(=2d)'F(1,14+4d;1—d; ¢)
B (1+ ¢)[(—d)1]? |

A Figura 9.5(b) apresenta N = 100 ob-
servacoes simuladas de um processo ARFIMA(1,d,
com ¢ =0,8ed=0,45 e a Figura 9.6 (b)
apresenta o grafico das f.a.c.
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Exemplo 9.7. Considere, agora, um pro-
cesso ARFIMA(O,d, 1), dado por

(1 - B)*Xy = (1 - 0B)ay,



que pode ser visto como uma média movel
de primeira ordem de um ruido branco fra-
cionario; X; € estacionario e invertivel se
0] <1 el|d < % Além disso, temos que:

(a) os pesos 1y, e m; das representacdes auto-

regressiva e de médias moveis infinitas
sao dadas por

_(G—d-1)! ’ - I
Vi= a0 Ty
e
__ (Hd-2) [1_9_<1+d>]N(1—9> -1

TG - 1)(d—1)! J CEI

respectivamente, em que F'(-) € a funcao
hipergeométrica dada no Exemplo 9.6 e
a aproximacao vale para 3 — oo,

(b) F(N) = gil1+62—20cos A] [2sen (3)] 2 ~
[(1 —6)2\—29] quando A\ — O;

(c) a expressao para a f.a.c. € bastante
complicada mas, em particular, temos



que

(14+62)d(2—-d) —20(1 —d+d?)

PL= 12— {1+ 62 —20d/(1 —d)}
e

Pj = (é__di!)!ajzd_la Jj — 00,
em que a = (1-62)

(1462—-20d/(1—d))"

A Figura 9.5 (c) apresenta N = 100 ob-
servacoes de um processo ARFIMA

(0,d,1) comd=0,45e 6§ = 0,3 e a Figura
9.6 (c) apresenta o respectivo grafico das
f.a.c.

Exemplo 9.8. Finalmente, a Figura 9.5
(d) apresenta N = 100 observacdes simu-
ladas de um processo ARFIMA(1,d,1) com
» =0,8, 6§ =0,3 e a Figura 9.6 (d) apre-
senta o graficos das autocorrelacoes.



Em todos os exemplos citados do processo
ARFIMA(p, d,q) podemos notar o compor-
tamento da funcao de autocorrelacao, que
tem decaimento hiperbdlico.

Para mais detalhes, veja Hosking (1981) e
Granger e Joyeux (1980).

. Estimacao de modelos ARFIMA

Nesta secao vamos estudar dois métodos
de estimacao do modelo (9.14): maxima
verossimilhanca e estimacao semi-parameétrica
no dominio da frequéncia.

e Estimacao de maxima verossimilhanca

A funcao de verossimilhanca de X =
(X1,...,X) proveniente de um processo

ARFIMA(p, d, q) pode ser expressa na forma

L(n,02) = 2ro2) T2(rg - rp_q) /2



exp | —

T
1 _
QOQZ(Xj—Xj)Q/Tj—l :
aj:]_

em que n = (d,¢1,...,Pp,01,...,0q),
Xj 79 = 1,...,1, sao as previsdes um
passo a frente e r;_1 = (02) 1E(X, —
o \2
Xj) .

Os estimadores de maxima verossimil-
hanca dos parametros sao dados por

Gy =T 1S@a),s (20)
onde
T
S(Any) = > Xj— Xj)?/rja
j=1

e 1)y € O valor de m que minimiza

T
() =S +T71 > Inrj_q.
j=1

Entretanto, o calculo de ¢(np) € bastante
lento. Um procedimento alternativo é



considerar uma aproximacao para £(n)
dada por

N _ 1 Ir(w;)
£(n) ~ L«(n) IHT%:QTFf(wj;T]), (21)

em que
2

T .
Z Xte—ztwj
t=1

1
IT(wj) — T

€ 0 periodograma dos dados,

2 —iw; —qiw; |2
o |1 —01e™ — ... — e T

21 |1 — pre=is — - — gpePiws]2]
€ a funcao densidade espectral do pro-
cesso X; € ) ; € a soma sobre todas as
freqGéncias de Fourier, w; = 2mj/T €

—tw; ‘—2

f(w;;m) =

11 —e

(—m, ).

Hannan (1973) e Fox e Tagqu (1986)
mostram que:

(i) o estimador 7, que minimiza (9.22)
€ consistente;



(ii) se d > 0,

. D 1.
vy — N, T~ PA7 (),  (22)
em que A(n) é uma matriz de ordem

(p+q+1)x (p+q+1) com (4, k)-ésimo
elemento dado por

ain f(A;m)dIn f(
]k(n)—4/ ﬂf( m)oInfAim)

Uk ony.
(iii) a variancia o2 é estimada por

~D 1 Z IT(’UJ])

OMY — — —~ .
YT S 2on f (wys Aiagy)

O estimador de d obtido desta maneira

€ chamado estimador de Whittle ou es-
timador de Fox-Taqqu. O programa
Splus utiliza a funcao arima.fracdiff para
estimar modelos ARFIMA, incluindo mod-
elos da forma (0,d,0). Contudo, € necessario
especificar os valores de p e q da parte
ARIMA. Como vimos, € dificil especi-
ficar estes valores e uma possibilidade &



encontrar valores p < pmax € 9 < gmax
que minimizam o AIC ou BIC.

O programa S+FinMetrics utiliza a funcao
FARIMA, baseada numa extensao de mod-
elos ARFIMA proposta por Beran (1995),
que supde d > —1/2. Veja Zivot e Wang
(2003) para detalhes. A funcao d.whittle
também pode ser usada para O Caso
ARFIMA (0,d,0).

Exemplo 9.9.

Método de Regressao Utilizando o Pe-
riodograma

Aqui utilizaremos o método GPH da
secao 9.2. Na expressao (9.8), o espec-
tro fu(A) de uy = (1 — B)4(Xy — p) (um
processo ARMA(p,q)) é dado por

02 0(e= )2

P = oroe P




Estimando d por meio de (9.12) pode-

MOosS, agora, identificar e estimar os parametros
do processo livre de componente de longa
meméria, u; = (1—B)4X,. Para isso uti-
lizamos O seguinte procedimento:

(i) Calcule a transformada discreta de Fourier
da série original X4,

T
2m;
dX()\Z) :ZXte_)\it, )\Z:Tﬂ-, Z:O,...,T_l.
t=1

(ii) Calcule
du(N) = (1 — e ™) dwegy(N,), i =0,...,T — 1.
Demonstra-se (veja Brockwell e Davis,
1991) que dy(\;) €, aproximadamente,

a transformada de Fourier da série fil-
trada u; = (1 — B)*MQX;.

(iii) Calcule a transformada inversa de Fourier

1 T-1
== > e™itdy();),
T =,



em que uy € uma estimativa da série
livre da componente de longa memoria,
Ut.

(iv) Utilize as f.a.c. e f.a.c.p de u; para

identificar os parametros p e q.

(v) Estime os parametros ¢1,...,¢p, 01,...,0q,
o2 e d, conjuntamente, utilizando o
método de maxima verossimilhanca,

mencionado na secao anterior.

A vantagem da utilizacao desse proced-
imento é que podemos estimar d sem
conhecer os valores de p e q. A série

uy podemos aplicar as ferramentas de
identificacao adequadas aos processos
ARMA(p, q) e, finalmente, utilizar o método

de maxima verossimilhanca para estimar

todos os parametros do modelo ARFIMA(p, d, g

O programa S+FinMetrics usa a funcao
d.pgram para implementar um proced-



imento para o método usando o peri-
odograma.

Exemplo 9.10.

5. Previsao de modelos ARFIMA

Considere o processo ARFIMA(p, d, q) esta-
cionario e invertivel,

»(B)(1-B)*X; = 940(B)as;, —0,5<d < 0,5.
(23)

Podemos reescrever o processo na forma
de choques aleatorios,

o0
Xe=p+ > vja_; (24)
7=0
e na forma invertida

xo
Y miZi_j =00+ ay, (25)
7=0



onde

S 4B = 6(B)¢L(B)(1 — B)~
=0

i B} = ¢(B)o~H(B)(1 - B)“.
j=0

Assim, podemos fazer previsdoes de valores
futuros do processo X;, utilizando as equacoes
(9.27) ou (9.28). A variancia do erro de
previsao, também pode ser calculada de
modo usual.

Uma outra forma é usar a da equacao de
diferencas

w(B)Xy =00 + 0(B)ay (26)

em que p(B) = ¢(B)(1 — B)? = ¢(B)D(B)

e D(B) = 1—dyB—d,B?—--- é um polinédmio
em B, com coeficientes dados por

L TG —d) :Hk—l—d i— o012
TG HDI(d) 2k

(27)



e I'(-) é a funcao gama, dada por

[ [etrle~tdt, x>0,
M(z) = ¢ oo, x =0,
z7Ir(1+2), z<O.

Utilizando (9.29) e as expressdes (9.27)
e (9.28), podemos fazer previsdes para a
série de memoria longa X;.

Note que D(B) € um polindmio de ordem
infinita. Na pratica, quando temos uma
Série com T observacoes, utilizamos so-

mente 0os L primeiros termos desse polinbmio,
L <T.

Para mais detalhes, ver Brockwell e Davis
(1991).

Exemplo 9.11.



