Processos Co-Integrados

1. Introducao

e X; éintegrado de ordem d se A?X; for esta-
cionario, e escrevemos X; ~ I(d).

Em particular, um processo estacionario é

1(0).

Estudamos, em particular, a classe dos pro-
cessos ARIMA(p,d,q). Para estes, apos
tomarmos d diferencas, o0 processo esta-
cionario resultante € representado por um
modelo ARMA(p, q).

e No Capitulo 7 tratamos de modelos VAR
estacionarios, ou seja, as Sséries envolvidas
sao I(0).



A teoria usual de MQO também aplica-se
a séries 1(0).

Se algumas ou todas as séries de um mod-
elo de regressao sao I(1), os resultados es-
tatisticos usuais em geral nao sao mais
validos. Este € o problema da regressao
espuria, tratado por Granger e Newbold
(1974).

Estes autores verificaram, através de sim-
ulacOes, que dadas duas séries completa-
mente nao-correlacionadas, masI(1), a regressao
de uma sobre a outra tendera a produzir

uma relacao aparentemente significativa.

Veja também Phillips (1986).

Ha, portanto, a necessidade de se desen-
volver técnicas para analisar relacdoes entre
Sséries nao-estacionarias.

Neste capitulo estaremos interessados em
analisar modelos para descrever co-movimentos



dinamicos de duas ou mais séries tempo-
rais, como séries de precos de ativos ou
taxas de cambio. E comum que precos
de ativos apresentem uma tendéncia es-
tocastica comum no longo prazo, ou se€ja,
que sejam co-integrados.

Precos e taxas (de cambio, de juros) em
geral sao I(1) e é usual analisar os log-
aritmos destas séries, para investigar co-
integracao. Estabelecida uma relacao de
equilibrio de longo prazo entre log-precos,
por exemplo, ajusta-se um modelo que cor-
rige desvios de curto prazo da relacao de
equilibrio. Este modelo € chamado modelo
de correcdo de erros (MCE).

Se X; e Y; forem processos I(d), entdao a
combinacao linear Z; = Y; — a X sera, em
geral, também I(d).



Mas € possivel que Z; seja integrado de
ordem menor, digamos I(d —b),b > 0. Se
d=0b=1, entdo X; e Y; serao I(1) e Z;
sera I(0). Neste caso, dizemos que X; € Y}
S3a0 Cco-integrados.

Todavia, nao é geralmente verdade que ex-
ista « tal que Z; ~ I(0) ou, em geral, Z; ~
I(d —b).

No caso de um vetor X;, de ordem n x 1,
dizemos que ele é integrado de ordem d,
I(d), se d for a maior ordem de integracao
das séries individuais.

Ou seja, se Xy = (X14,- .. ,Xnt)',Xz-t ~I(d;),
entao d =max(dq,...,dn).

Definicao 1. As componentes do vetor
Xt sdao co-integradas de ordem (d,b), e es-
crevemos, Xy ~ C.I.(d,b), se:



(a) todos as componentes de X; sao I(d);

(b) existe um vetor B = (51,---,571)’, nao-
nulo, tal que

BX; =1 X1+ ...+ BnXnt ~ I(d—=0), de>(O).
1

O vetor B, de ordem nx 1, € chamado vetor
co-integrado (ou vetor de co-integracao).

e Exemplo 1 (Engle e Granger, 1987). Con-

sidere n = 2 e as séries Xq1; € Xo4, dadas
por

X1t + BXop = uy, (2)

ut = Prug—1 + €14, (3)



X1t + aXop = v, (4)

vVt = P21 T €24, (5)

onde supomos o0s ¢; independentes e nor-
mais, com média zero e com E(gjejs) =
0,7,7 = 1,2. Suponha ¢; *# 0,1 = 1,2.
Entao temos 0s seguintes casos a analisar:
(i) p; < 1,i=1,2.

Neste caso, Xi; € Xo; serao I(0), mas os
parametros a € f nao sao identificados.

(i) 91 =1, ¢o < 1.

As séries sao ambas I(1) e (1,a)' é o vetor
co-integrado. A equacdo 4) € identificada.

(iii) 91 <1, ¢op = 1.



Similar ao anterior, o0 vetor co-integrado &
(1,6)' e a equacao (2) € identificada.

(iV) ¢1 = ¢o = 1.

Ambas as séries sao I(1), mas nao sao co-
integradas, 0os parametros nao sao identifi-
cados.

Observacoes: (i) O vetor de co-integracao
B ndao € unico, pois se X = 0, entao A3 €

também um vetor de co-integracao. Tipi-

camente, uma das variaveis € usada para

normalizar 3, fixando-se seu coeficiente igual
a um.

Usualmente toma-se 8 = (1, — (o, ..., —Bn)’,
de modo que

/
B Xt = X1¢ — BoXot — ... — BnXnt.



Por exemplo, se 5’Xt ~ I(0), temos que

X1t = BoXop + ... + BnXnt + ug,

com uz ~ I(0). Dizemos que u; € O residuo
de co-integracao. Em equilibrio de longo
prazo, u¢ = 0 e a relacao de equilibrio de
longo prazo €

X1t = BoXot + ... + BnXnt.

(ii) Todas as variaveis devem ser integradas
de mesma ordem. Se elas forem integradas
de ordens diferentes, nao podem ser co-
integradas.

(iii) Se X; tiver n > 2 componentes, po-
dem existir varios vetores de co-integracao.
Se existirem exatamente r vetores de co-
Integracao linearmente independentes, com



O <r < n-—1, entao eles podem ser re-
unidos numa matriz A, de ordem nxr, com
posto r, chamado o posto de co-integracao.
Neste caso,

- .
) B1X¢ uie
A Xt = : :

,3 ;Xt Urt

é estacionaria, isto &, I(0).
2. Tendéncias Comuns

e Vimos que log-precos de ativos podem ser
modelados por um passeio aleatodrio, ou
seja,

Apt — ,u'—l_sta



onde e ~ i.i.d.N(0,02). Logo, a melhor
previsao de qualquer valor futuro € o valor
de hoje mais um “drift” . Mas se existe uma
relacao de co-integracao entre dois ou mais
log-precos, um modelo multivariado pode
dar informacao sobre o equilibrio de longo
prazo entre as séries.

e Precos co-integrados tém uma tendéncia
estocastica comum, um fato apontado por
Stock e Watson (1988). Ou seja, eles
caminharao juntos no longo prazo porque
uma combinacao linear deles € reversivel a
média (estacionaria).

e Exemplo 2. Suponha que

X1t = p1t+e (6)
Xor = pot+ o, (7)



onde u;; € um passeio aleatdrio represen-
tando a tendéncia estocastica da variavel
Xit,t =1,2 e gi,2 = 1,2 € estacionario.

Suponha que Xq; € Xo; sejam I(1) e que
existam constantes 31 e B> tais que 81 X1+
B>X~; seja I(0), ou seja,

B1 X1t + BoXor =

(Bip1t + Bopor) + (Bre1t + Boeot)

seja estacionario. Entao devemos ter o
primeiro termo do segundo membro nulo,
ou seja, u1r = —(B2/B1)up:, 0 que mostra
que as tendéncias sao as mesmas, a mMenos
de um escalar.

De modo geral, se o vetor X; for co-integrado,
com r vetores de co-integracao, 0 < r < n,



entao existirao n—r tendéncias estocasticas
comuns.

Exemplo 3. Considere as séries

X1¢
X0t

BoXot + ut, (8)
Xo -1 + v, (9)

onde u; € vy sao ambas I(0).

Segue-se que Xo; € um passeio casual e
representa a tendéncia estocastica comum,
a0 passo que (8) representa a relacao de
equilibrio de longo prazo.

O vetor de co-integracao é g = (1, —52)'.

Figura 1. séries simuladas, com (o, = 1,
u = 0,6u;_1 + a+, ax € v independentes
N(0,1), independentes entre si.



3. Modelo de Correcao de erro

e VimMoOSs que se duas ou mais Séries sao co-
integradas, existe uma relacao de equilibrio
de longo prazo entre elas.

Muitas variaveis econOmicas apresentam relacoes
de equilibrio, como precos de um mesmo
produto em diferentes mercados.

Suponha, por exemplo, que Py; € Py; sejam
tais precos em dois mercados distintos e
que a relacao (normalizada) de equilibrio
entre eles seja P1; — BPy; = 0.

Suponha, ainda, que variagcoes em Py; de-
pendam de desvios deste equilibrio no in-
stante t — 1, ou seja,

APy =oa1(P1i—1—BP2i—1) + a1, (10)



€ uma relacao similar valha para Poy:

APy = ao(P1 -1 —BPoi_1) taz. (11)

O mesmo vale para um mecanismo de correcao
de erro mais geral. Suponha que Xq; € Xoy
sejam duas séries I(1), us = X1;— X0 =0
seja a relacao de equilibrio e

AXiy = a1(Xip—1—BXo-1) +a11(1)AX1-1 +
+ a12(1)AX5¢1 + a, (12)

AXy = o2(X1-1—BXop-1) +a21(1)AX14-1 +
+ axn(1)AX2:-1 + ax. (13)

Este € um modelo VAR(1) nas primeiras
diferencas com um termo de correcao de
erro adicionado.

Os parametros a1 € ao sao relacionados a
velocidade de ajustamento.



Se ambos forem nulos nao ha relacao de
longo prazo e nao temos um modelo como
O acima.

Se X; = (X714, X2t)', podemos escrever (12)-
(13) como

AX;=af X, 1 +AAX,_1 +a;, (14)

com
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A= [ a21(1) a22(1) ] '

e Vemos que (14) também pode ser escrita



/
Xt—Xi—1 = aff X1 +A(Xim1 —Xy—2) +ay,

ou

X; = (In+A+aB )X, 1—AX,_r+ay, (15)

logo variaveis que sao co-integradas podem
ser geradas por um processo VAR.

Considere, agora, um modelo VAR(1) n-
dimensional,

Xt =PXs 1+ a. (16)
O processo X; sera estacionario se todas

as soluc¢des de |I,, — z| = 0 estiverem fora
do circulo unitario.



Suponha que O processo seja nao-estacionario,
COM uma ou mais raizes sobre o circulo
unitario.

Isto € equivalente a dizer que um ou mais
auto-valores de ® s3o iguas a um, os de-
mais estando dentro do circulo unitario.

Como |[I, —®| =0, a matrizIl =1, — &
é singular. Suponha que 0 seu posto seja
po(II) = r < n, de modo que II pode ser
decomposta como 1II = aﬁ’, onde a e
tém ordem n x r € posto r.

Suponha que as componentes de X; sejam
todas I(1). Entao, de (16),

Xt = Xi—1 = —(In — ®)X4_1 + ay,

ou



AXt — —HXt_]_ -+ at. (17)

Portanto, como

af X; 1 = —AX; + ay,

o0 segundo termo € I(0), logo aﬁ’Xt_l e
I(0) e continua a ser I(0) se o multiplicar-

mos por (a'a)~la’, resultando
6’Xt_1 ~I(0) e, finalmente, 6’Xt ~I(0).

. /
Segue-se que cada linha de B X; represen-
tara uma relacao de co-integracao.

Conclui-se que, a partir de um VAR(1) n-
dimensional, obtemos um modelo nas primeiras
diferencas com variaveis co-integradas.

e E facil ver que, para um VAR(2)



X =P1Xi—1 + PoXy_o + ay,

obtemos

AXy=D1AX; 1 —1IXy 2+ ay,

com H=In—<I>1—<I>2eD1=—(In—

Outra maneira de escrever (18) é

AXy

F1AX: 1 — 11Xy 1 + &y,

onde F1 = —®,, Il como antes.

(18)

(19)

®,).

(20)

Esta forma € a chamada forma de correcao

de equilibrio ou de correcao de erros.

Por outro lado, tomando-se uma diferenca

em (16), obtemos



AX; = DAX; 1 + Aay,

que tem uma parte de médias moveis nao
invertivel, logo nao obtemos uma repre-
sentacao VAR para as primeiras diferencas.
O mesmo ocorre com (18).

Considere, agora, um modelo VAR(p) genérico,

X =®P9+P1X;_1+...+Pp X pt+as. (21)

Este diz-se co-integrado de posto r se II =
I, —®; —... — ®, tiver posto r e portanto
puder ser escrita como II = aﬁ’, o e 3 de
ordem n X r € posto r.

Dizemos que B € a matriz de co-integracao
ou de vetores co-integrados e v € a matriz
de cargas.



Ser = 0, entao AX; tem uma representacao
VAR(p—1) estacionaria e se r = n, entdao o
vetor X; tem uma representacao VAR (p)
estacionaria.

Neste caso, a representacao (19) fica

AX; = Po+D1AXi 1+ . . +Dp 1 AXy_pp1 - 11X p+ay,
(22)

com Dz = —(In—(I)]_—...—(I)Z'),l <1 <p-—1.

O processo (21) tera uma representacao
ou modelo de correcao de erros (MCE)

AX; = ®o—afB X 1+F1AX 1+ . +Fp 1 AX; pi1+ay,
(23)

onde F; = —((I)Z_|_1—|——|—(I)p),1 <:1<p-—1.

Como AX; ~ I(0) e 5'Xt_1 ~ I(0),
estes termos tém média constante; sejam



E(AX:) = c, um vetor n x 1, represen-
tando taxas de crescimento, e E(ﬁ'Xt_l) =
pm, um vetor r x 1, representando intercep-
tos nas relacdes de co-integracao. Temos,
entao, que

(I)OZ(In—F]_—...—Fp_l)C—l-a[J,.

Segue-se que o termo contante é a soma
de duas parcelas, uma relacionada com o
crescimento dos dados e outra com o0s in-
terceptos nas relacbes de co-integracao.

Podemos, entdo, escrever (23) como

p—1

AX;—c=) Fi(AXii—c)—a(fXe1—p)+a,
1=1
(24)

e vemos que ha duas formas de correcao
de equilibrio em (24):



- uma do crescimento dos dados em relacao
a sua média,

- outra, dos vetores de co-integracao em
relacao a sua média.

Em analises de séries reais, temos que ver-
ificar se ¢ e pu sdao diferentes de zero ou
nao.

Podemos obter estimadores de maxima verossim-
ilhanca para os parametros o, 3, F e X do
modelo VAR(p) co-integrado , onde X é a
matriz de covariancias de a;. Veja Lutkepohl
(1991) para detalhes.



4. Testes para Co-Integracao

e Para se concluir que duas ou mais séries

SA0 Co-integradas poderiamos pensar que
bastaria analisar os seus graficos. Todavia
ISSO nao é suficiente.

Co-integracao pode ou nao existir entre
Séries que parecem ter uma tendéncia co-
mum de longo prazo.

-

E necessario usar testes formais e nesta
secao veremos dois procedimentos para tes-
tar a existéncia de co-integracao entre duas
Oou mais séries.

Suponha o vetor X;, de ordem n x 1, com
todas as componentes I(1). Podemos destacar
duas situacoes:

(a) ha, no maximo, um vetor de co-integracao;
este caso foi tratado por Engle e Granger
(1987);



4.1

(b) har, 0 <r < n, vetores de co-integracao,
caso considerado por Johansen (1988).

Além dessas referéncias, veja Zivot e Huang
(2003), que também é uma referéncia para
O uso do program S—+FinMetrics.

Procedimento de Engle e Granger

Seja up = ﬁ’Xt O residuo de co-integracao.
O teste de Engle e Granger consiste em
dois passos:

(i) forme os residuos de co-integracao;

(ii) faca um teste de raizes unitarias para
determinar se esses residuos sao I(0). Temos
as hipoteses:

Hy : wu ~ I(1): nao ha co-integracao,
Hi : wu ~ I(0): ha co-integracdao. (25)



Temos, ainda, dois casos a considerar:

[1] O vetor de co-integracao €é conhecido
e fixado

Por exemplo, o vetor é especificado pela
teoria econdmica. Use um teste ADF ou
PP para testar Hg contra Hj.

Exemplo 4. Consideremos as duas séries
geradas no exemplo 3, onde B = (1,—1)'.

Usando a funcao unitroot do S+FinMetrics
obtemos o

Quadro 1: teste ADF com 2 lags € con-
stante na regressao.

Vemos que o valor observado da estatistica
ADF é —12,39, o que conduz a rejei¢cao
da hipotese Hp, que X1; € Xo; NA0 sejam



co-integradas, com vetor de co-integracao

8=(1,-1)"

[2] O vetor de co-integracao € estimado

~ . /
Para o caso de duas séries X; = (X114, Xo)
considere a regressao

Xot = a+ X1t + u,

e use os residuos de MQO u; para o teste
de raiz unitaria.

No caso geral de X4, de ordem n x 1, con-
. / /

sidere X; = (X1, X5,) , com Xop = (Xoy, . ..

€ a regressao

X1t =a+ 512X2t + ug, (26)

para obter os residuos de MQO u; e testar
Hgy contra Hj.

!/
7X’n,t)



4.2 Procedimento de Johansen

O procedimento de Yohansen € uma gener-
alizacao multivariada do teste de DF. Con-
sidere o modelo (23) re-escrito na forma

AX; = ®Di+0oBX 1+F 18X 1+.. .+Fp_1AX€_p+)1+at,
27

onde agora Il = &1 + ...+ ®, — 1, e Dy

contém termos deterministicos (constantes,
tendéncias etc).

e O procedimento de Johansen (1988, 1995)
para testar a existéncia de co-integracao €&
baseado nos seguintes passos:

(i) verificar a ordem de integracao das séries
envolvidas; verificar a existéncia de tendéncias
lineares;

(ii) especificar e estimar um modelo VAR(p)
para X;, que supomos I(1);



(iii) construir testes da razao de verossim-
ilancas (RV) para se determinar o nimero
de vetores de co-integracao, que sabemos
ser igual ao posto de II;

(iv) dados os vetores de co-integracao (nor-
malizados apropriadamente), estimar o MCE
(via EMV).

Segundo Johansen (1994, 1995), os ter-
mos deterministicos em (27) sao restritos
a forma

QoD = py = po + p4t. (28)
Para verificarmos o efeitos dos termos de-

terministicos no modelo VAR, considere-
MOS um caso especial:

AXy = po+pit+af X1 +ap,  (29)



onde pup € ;1 Sao ambos vetores nx 1. Va-
mMos decompor estes dois vetores em relacao
a Mmédia das relacdes de co-integracao e em
relacao a média das taxas de crescimento,

apPq + Co,
ap; + c1. (30)

200
k1

Ent3ao podemos escrever

/
AXi = apg+t+cotapitt+cit+aB X1+ a;

1

= alpg,p1,B)| t |+ (co+cit)+as,
Xi—1

ou ainda,



p/
AXi = pi) Xi_1 + (co + c1t) + ay,
B
(31)

/ /
com X3 1 =(1,¢t,X,_4).

Podemos sempre escolher/po e py tais que
o erro de equilibrio (8*) Xy = v; tenha
média zero, logo

E(AX¢) = cg + cqt. (32)
Note que se cg #= 0 temos um crescimento
constante nos dados e se c¢c; #= 0 temos

uma tendéncia linear nas diferencas ou tendéncia
quadratica nos niveis das variaveis.

Ha cinco casos a considerar.

Caso 1. constante nula, pu; = 0; neste



Ccaso, pg = p1 = 0 e 0 modelo nao possui
qualquer componente deterministica, com
Xt ~I(1) sem “drift” (ndao ha crescimento
dos dados) e as relagcdes de co-integracao
tém média zero. A menos que Xg = 0, este
caso tem pouco interesse nas aplicacdes
praticas.

Caso 2. constante restrita, pu; = pg = apg;
neste caso, p; = 0,cg =0, mas pg #0 e
portanto nao ha tendéncia linear nos dados
e as relacdes de co-integracao tém média

Po-

Caso 3. constante irrestrita, pu; = pg; aqui,
p1 = 0, as séries de X; sao I(1) sem “drift”
e as relacdoes de co-integracao podem ter
médias diferentes de zero.

Caso 4. tendéncia restrita, u; = pg+apqt;
neste caso, ¢; = 0, mas cq, pg, p1 Sao ir-
restritos. As séries sao I(1) com ‘“drift”



e as relacdes de co-integracao tém uma
tendéncia linear.

Caso 5. tendéncia irrestrita, pu; = po +
p1t; nao ha henhuma restricao sobre pug
e 1y, as séries sao I(1) com tendéncia lin-
ear (logo tendéncia quadratica nos niveis) e
as relacoes de co-integracao tém tendéncia
linear. Previsbes podem ser ruins, logo
deve-se ter certo cuidado em se adotar esta
Oopc¢ao.

Sabemos que o posto de II fornece também
O numero de autovalores nao-nulos de II;
suponha que 0s ordenemos A1 > Ao > -+ >
An.

Se as séries sao ndo co-integradas, p(Il) =
O e todas os auto-valores serao nulos, ou
ainda fn(1—X;) = 0, para todo i. Um teste
da RV para testar o posto de II é baseado
na estatistica traco



n
Mraco(ro) = =T} n(l-1X;), (33)
t=ro+1

onde )\; sdo os auto-valores estimados de
Il e (33) testa

Ho : r <o,
hy @ r>mo, (34)

sendo r o posto de II.

Se p(II) = rg, entdo Ay 41, .-, An S30 aprox-
imadamente nulas e a estatistica (33) sera
peguena; caso contrario, sera grande.

Como dissemos acima, a distribui¢cao assintotica
de (33) € uma generalizacdao multivariada

da distribuicao ADF e depende da dimensao

n —rg € da especificacao dos termos deter-
ministicos.



Os valores criticos podem ser encontrados
em Osterwald-Lenum (1992) para 0S casos
(a)-(e) acimaen—rg=1,...,10.

Johansen também usa a estatistica do
maximo auto-valor

Amax(ro) = —Tén(1 — X, 4+1),  (35)

para testar

Hg @ r=rq,
Hi : r=rog+1. (36)

A distribuicdo assintotica de (35) também
depende de n—rg € da especificacao de ter-
mos deterministicos. Valores criticos po-
dem ser encontrados na referéncia acima
citada.



Supondo-se que o posto de II é r, Jo-
hansen (1988) prova que o estimador de
maxima verossimilhanca de B € dado por
Bmy = (91,-..,9-), onde 9; € 0 auto-vetor
associado ao auto-valor \; e os estimadores
de maxima verossimilhanca dos parametros
restantes sao obtidos por meio de uma regressao
multivariada com B substituido pelo EMV.

Johansen (1995) mostra a normalidade
assintotica dos estimadores de 3, com taxa
de convergéncia T 1.



