MODELOS MULTIVARIADOS

1. Introducao

e Interesse: modelos para uma série tem-
poral vetorial X;, com n componentes
X1¢, X0ty ..., Xnt, ObServadas em t € Z.

Estudo de relacdes dinamicas entre as
Séries componentes.

Notacao: X; = (Xlt,XQt,...,Xnt)', t €
Z e X;; ou X, indistintamente, para a
1-€sima componente, 1 =1,...,p.

e Exemplo 1. Podemos pensar o vetor
X; como constituido pelos retornos de
n ativos financeiros de um fundo de in-
vestimentos no instante t e o objetivo
€ analisar o desempenho do fundo ao
longo do tempo. Numa outra situacao,
um investidor pode ter uma carteira com
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acoes da Petrobras, Banco do Brasil,
Banespa e Banco Itau e neste caso n =
4.

e vetor de médias (depende de t):

py = E(Xt) = (1, 1oty -5 int) (1)

e matriz de covariancias ( n x n, depende
de t):

L't +7,t)

E{(Xitr — iy, ) (Xt — .Ut)l}(Q)

o v;i(t+m7,t), ¢, =1,...,n: componentes
de I'(t + 7, t):

vii (¢t + 7,t) = Cov{X 14, Xj+}, (3)

1,7 = 1,...,n € a covariancia entre as
series X; 14 € X4



e Exemplo 1.(cont.) Xy = (Xqy4,--. ,X4t)',
py = (Mlt,---,/mt)l € 0 vetor de médias
e a matriz (2) ficara

L'(t+7,t) =
C yuu(t+7,t) i@+ 71,t) -0 ya(@HT7,t) T
Yo1(t + 7,t) y22(t +7,t) - y2u(t+ T,t)
| va1(t + 7,t) yax(t+7,t) - yaa(t+T,t) |

2. Séries Estacionarias

e vetor de médias: nao depende de t¢:

H = E(Xt) — (:U’17 e 7:U’Tl)l7 (4)

e, para T e 4,

T(1) = B{(Xt4r — )Xt — ) } = i (T)]}j=1-
(5)



Neste caso, ~;(7) sera a f.a.cov. da
série estacionaria X;; e ;;(7) sera a fungado
de covariancia cruzada (f.c.c.) de X;; €

Xt Notemos que, em geral, v;;(1) %

v;i (T).

No caso particular de + = 0 em (5) obte-
Mos

r(0) = B{(X; - m)X; =)}, (6)
que € a matriz de covariancias contem-
poraneas. Em particular,

7::(0) = Var(X;),
¥:5(0) = Cov{ X, Xt }-

O coeficiente de correlacao contemporaneo
entre X;; € X,;; € entao dado por



;5 (0)
[v::(0)~;;(0)]1/2

pi;(0) = p;;(0), p;;(0) =1
—1<p;;(0) <1, paratodoi,j =1,...,n,

pi;(0) = (7)

logo p(0) = [pij(O)]ijl é uma matriz
simétrica, com elementos na diagonal
principal todos iguais a um.

A matriz de correlacbes de lag T € definida
por

p(t) =D T ()DL, (8)

sendo D = diag{y/v11(0),...,1/1mn(0)}.

Ou seja, denotando p(7) = [pz-j(T)]ijl,
temos

Vi (T) (9)

Pig(T) = )y (012



que € o coeficiente de correlacao entre
Xit+r € Xjt.

e 7 > 0: coeficiente mede a dependéncia
linear de X;; sobre X;;, que ocorreu antes
do instante t + .

pij(t) # 0, 7 > 0, dizemos que X;; €
antecedente a X;; ou que Xj; lidera X
no lag .

De modo analogo, p;;(7) mede a de-
pendéncia linear de X;; sobre X;;, 7 > 0.

e Proposicao 1. As seguintes propriedades
sao validas:

(i) T'(r) =T (—7).

(iii) ~;;(7) € uma funcao de auto-covariancia,
para todo :.



/

(iv) Z?}k:l a]I‘(j — k)a;,, > 0, para quais-
quer m e ai,...,a, vetores de IR".

3. Estimacao de Médias e Covariancias

o {X4,t=1,...,T}: observacdes do pro-
cesso estacionario {Xy,t € Z};

média p pode ser estimada pelo vetor
de médias amostrais

Y Xy

T
Segue-se que a meédia p; de X;; € esti-
mada por 1, X;;/T.

X =

(10)

e Para estimar I'(7) usamos

T-1
o 1 <~ S
P(r) == Kipr = X)X = X), 0< 7 <T— 1,

t=1
(11)



e A matriz de correlacdoes pode ser esti-
mada por

p(r) =DTD L, (12)

onde D é a matriz diagonal n x n dos
desvios padroes amostrais das séries in-
dividuais.

e Exemplo 2. Xy; : retornos diarios da

Petrobras ;

Xos: retornos diarios do Ibovespa, de
3/1/95 a 27/12/2000, T = 1498;

X = (X14, Xot) .
SCA: usa a notacao
+ : pii(T) > 2/VT,
— : pii(T) < =2/VT,
[ I —2/\/T< pij(T) < 2/\/T



enquanto

... _[o0,05 0,02
p(1) = [O,lO 0,11

Como 1/4/1498 = 0,02584, o elemento
p12(1) pode ser considerado estatisti-
camente nulo, de modo que a repre-
sentacao pictdrica dessa matriz de cor-
relacoes amostrais é

_|_ .
+ +

Note que a correlacao contemporanea
entre as duas séries € 0,33.

Exemplo 3. Consideremos, agora, a
Série bivariada, consistindo dos retornos



mensais do Ibovespa e da taxa de juros
dos titulos C-Bond da divida brasileira,
ambas de julho de 1994 a agosto de
2001, T = 86.

Vemos que p(7), T =1,2,...,4, podem
ser consideradas nulas, o que sugere que
estamos na presenca de um ruido branco
bivariado. E facil verificar que a cor-
relacao contemporanea entre as duas séries
é negativa (-0,77).

4. Modelos VAR

e Dizemos que o processo Xy, de ordem
n X 1, segue um modelo VAR(p) se

Xt =P+ P1 X471+ ...+ PpX;_p + ay,
(13)

/
onde a; ~ RB(0,%), ®9 = (410, - - > $n0)
€ um vetor n x 1 de constantes e ®; sao



matrlzes n X n constantes, com elemen-

tos qsz ,z,]—l,...,n, k=1,...,p

Se I,, € a matriz identidade de ordem n,
o0 modelo (13) pode ser escrito na forma

®(B)X; = Pp + ay, (14)

onde ®(B) =1, —®:B—...— ®,BP ¢
O operador auto-regressivo vetorial de
ordem p, ou ainda, um polindbmio ma-
tricial n x n em B. O elemento generlco
de ®(B) € [6;; — ¢ )B — ¢p BP],
para ¢,7 = 1,... neéw—l sez;é]e
igual a zero, caso contrario.

VAR(1):

Xt = Po+ PX;_1 + ay. (15)

caso especial: n =2 e (15) reduz-se a

X1t $10 + 11 X101 + P12 X211 + a1y,
Xot 20 + P21 X14-1 + P22 X011 + a2(16)



e p1o = 0 — Xq; nao dependera de
X2 ¢-1;
¢21 = 0 — Xo; nao dependera de
X14-1-

$1> = 0 e ¢o1 # 0: existe uma relacao
linear unidirecional de Xq; para Xo;.

012 = ¢d>1 = 0 dizemos que nao existe
relacao linear entre as séries, ou que elas
SA0 hao-acopladas.

¢120 = 0, ¢o1 # 0, dizemos que existe
uma relacao de feedback entre as duas
Séries.

Note também que se o1 = 0 em 3,

nao existe relacao linear contemporanea
entre Xq; € Xot.

e O processo X; em (15) sera estacionario
se a média for constante e E(XH_TX;)



independente de t. Neste caso, se u =
E(X;), teremos

u= I, — ®) 1d,.

Segue-se que 0 modelo podera ser es-
crito na forma

Xt —p=P(Xy_1 — p) + ay,

ou ainda, se X; = Xy — pu,

X = ®X;_1 + ay. (17)

Assim como no caso de um AR(1) uni-
variado, obtemos de (17) que

X;=a;+®a, 1 +P%a,_o+..., (18)



ou seja, temos a representacao MA(oo)
do modelo. Também, é facil ver que
Cov(at, X;_1) =0 e Cov(as, X;) = 3.

Proposicao 2. O processo X; seguindo
um modelo VAR(1) sera estacionario se
todas as solucdes de

In — ®2| =0 (19)
estiverem fora do circulo unitario.

Como as solucdes de (19) sao inver-
sas dos autovalores de ®, uma condicao
equivalente é que todos os auto-valores
de & sejam menores do que um, em
modulo. Ou ainda, |[I,—®z| # 0, |z| < 1.

Exemplo 4. No caso de um VAR(1)
bivariado, temos que (19) fica

1 —0¢112 —¢Po22
—¢212 1 — ¢ooz



= (1 — $112)(1 — ¢p222) — p12¢212° = O,

Ou seja, obtemos a equacao

1 —tr(®)z — |®|2° =0,

onde tr(®) = ¢11 + ¢oo indica o traco
de ®. Logo as duas séries sao (conjun-
tamente) estaciondrias se as solucdes
desta equacao de segundo grau estiverem
fora do circulo unitario. Por exemplo, se

[ o5 0,3
@_[—0,6 —0,1]’

ent3ao tr(®) = 0,4, |®| = 0,13 e as raizes
da equacao terao modulos maiores do
que um.

e Matriz de Covariancias:

T0) =3+ &%d + &2X(d2) + ...



=Y ®IN(PI), oo =1In.
j=0

Se pos-multiplicarmos (17) por X;_T ter-
emos

~ ~ ~ ~ / ~ /
E(X¢Xi_;) = PE(X;—1 Xy ;) +E(arXy_;).

Fazendo m = 0 obtemos

T(0) = ®T(-1) + X = oT(1) + .

e Proposicao 3. Para o modelo VAR(p)
dado em (14) temos os seguintes resul-
tados:

(i) O processo X; sera estacionario se as
solucoes de



(i)

(iii)

estiverem fora do circulo unitario.

Se X; for estacionario,

p=EX) ={,—P1B—...—®,BP)"1&,.

Escrevendo (14) na forma

Xt =®1X¢ 1+ ...+ PpXip + ay,

com X; = Xy — . e multiplicando esta
equacio por X,__ obtemos

I'(r)=®.I'(—1)+.. +®,I'(*—p), 7 >0,

que sao as equacdes de Yule-Walker
no caso de um modelo VAR(p).



5. Construcao de Modelos VAR

e Uma maneira de identificar a ordem p de
um modelo VAR(p) consiste em ajustar
sequencialmente modelos auto-regressivos
vetoriais de ordens 1,2,...,k e testar a
significancia dos coeficientes (matrizes).
Considere, pois, 0s modelos

Xt = q)o(l) + @1(1)Xt—1 + agl)a
X; = @ +8PX, 1 + 8K, 5 +a?,

e (20)
X; = P +ePX, ;4. +WX, 4P,

Os parametros podem ser estimados por
MQ ordinarios, que fornecem estimadores
consistentes e eficientes. Testamos, entao,

Hp (I)ng)zo,
H - o 2£0k=1,2,.... (21)



O teste da razao de verossimilhancas
€ baseado nas estimativas das matrizes
de covariancias dos residuos dos mode-
los ajustados. Para a k-ésima equacao,
considere

alt) = x,- e _eWx, - —aWx, ;.

A matriz de covariancia dos residuos,
que estima X, é dada ent3ao por

1

$ =1
=k

T
S aM@y, k> o,
t=k+41
(22)
onde para k = O, ago) = X; - X. A
estatistica da RV para o teste (21) é
dada por

RV (k) = (T — k) In '2263—1', (23)

/A




que tem distribuicao qui-quadrado com
n? graus de liberdade, xy2(n2).

Outra maneira de identificar a ordem
de um VAR € usar algum critério de in-
formacao, tais como:

AIC(k) = In(|Zk]) + 2kn?/T (Akaike),

BIC(k) = In(|Z4]) 4+ kn?In(T)/T (Schwarz),

HQC(k) = In(|Zx]) 4+ kn?In(In(T))/T (Hannan-Quinn)
Estimacao

Identificado o valor de p e supondo a; ~
N(0,3), podemos estimar os coeficientes
por maxima verossimilhanca. Neste caso,
0s estimadores de MQ sao equivalentes

a estimadores de MV condicionais.

No caso de um VAR(1), os EMV condi-
cionais sao obtidos maximizando-se



;= _”(TQ"' 1)|n(2w)+$m|z—l|

T
1 '
_5 E (X¢ — PX;_1) 2_1(Xt — PX;_1),

t=2
obtendo-se
T T
¢ = [ZXtXt—l][ZXt—lxt—l]_la
T
_ 1 N
> = — at(at)7
T
t=1
a = Xt—EI\)Xt—l-

No caso geral de um VAR(p), os EMV
condicionais sao obtidos por métodos
de maximizacao numeérica.

e Diagndstico

Para testar se o modelo € adequado, us-
amos 0S residuos para construir a versao



multivariada da estatistica de Box-Ljung-
Pierce, dada por

1
T — T

Q(m) =T tr(D(r)T(0)~'T(m)I(0)™),
T=1

(24)

que sob Hp : a série a; € ruido branco,
tem distribuicdo x2(n?(m — p)). Para
que 0 numero de graus de liberdade seja
positivo, m deve ser maior do que p.

Previsao

Considere o0 VAR(1) dado em (17) e
suponha que o parametro ® seja con-
hecido. A previsao de origem 1 e hori-
zonte h é dada por

Xr(h) = ®Xp(h — 1),



da qual segue

Xr(h) =®"Xp, h=1,2,.... (25)

Como

Xtth = PXpyp_1+ apyp,

temos que o0 erro de previsao h passos
a frente é dado por

h—1
er(h) = Xyyp — Xp(h) = ) ®lapyy
7=0
(26)
de modo que o erro quadratico médio
do previsor (25) fica

h—1

S(h) = EQMP(h) = 3 ®/%(®9)"
=0
’ (27)



Considerando, agora, o modelo VAR(p),
com parametros supostos conhecidos,
a; uma sequéncia i.i.d. e F = {X; :
s < t}, obtemos

E(XiyplFe) = Po+P1 E(Xypgpp—1|Fe)+- ..+

+(I)E(Xt—|—h—p|ft)7

pois E(a;4x|Ft) = 0, para todo h > 0.

Para h = 1 obtemos

Xt(l) — (I)O —I— (I)]_Xt —I— .. —I— q)pXt—p—|—17

e para h = 2 temos

Xi(2) = @o+P1Xi(1)+PoXi+. . . +BpX;_pt0,



de modo que as previsdoes podem ser
obtidas recursivamente.

Neste caso, o0 erro de previsao de hori-
zonte h é dado por

h—1
er(h) = ) Waryp_j, (28)
7=0
onde as matrizes \I!j sao obtidas recur-
sivamente por

p—1
U= U Py, (29)
k=1
com g =1, e ®; =0,5 > p. Segue-se
que a matriz de EQM de previsao fica

~1
S(h) = pz ;50 (30)
7=0



e Quando os parametros do modelo VAR(p)
sao estimados, o melhor preditor de X7 p
€ agora dado por

Xr(h) = ®g+®: X7 (h—1)+.. .+¢)pXT(h—p),(:§L1)> 1.

Neste caso, a matriz de EQM de pre-
Visao torna-se

$(h) =2(h) + EQM (Xpgp, — Xp(h)).
(32)

Na pratica, o segundo termo em (32) é
ignorado e X (h) € calculada por

R h—1 .
Sy =Y 9,57, (33)
j=0

= 1 = = .
com W; = Y71 W, . ®;. Litkepohl (1991)
da uma aproximacao para o segundo mem-
bro de (32).



e Exemplo 5. Retornemos ao exemplo 4
e ajustemos um modelo VAR(p) a série
X¢, onde:

X14: retornos diarios do Ibovespa,

Xo4: retornos diarios da Petrobras, T' =
1498.

Na Tabela 7.3 temos o0s resultados de
ajustes de modelos auto-regressivos até
ordem 8. Usando os valores de (23) ou
dos AIC correspondentes, selecionamos
a ordem p = 6. A tabela foi obtida
usando-se o SCA.

Tabela 7.3 - Estatisticas resultantes de ajustes
de modelos VAR(p),p=1,...,8, para 0s
retornos diarios do Ibovespa e Petrobras.

e EVIEWS: fornece o modelo VAR(6):

X1;=0,1018X7 4 1 —0,1113X1; ¢+

+0,0790X5 ;3 + a1y,



Xot = —0,1348X14 6+ 0,1111X0; 1—

—0,0973X5_3 + ao;.

retornos diarios da Petrobras: influenciados por
valores passados dos retornos diarios do Ibovespa,
ou seja, dependem de precos do mercado fi-
nanceiro;

retornos do Ibovespa: influenciados por val-
ores defasados dos retornos da Petrobras, o
que é razoavel, dado que as acoOes da Petrobras
fazem parte do indice.

Seque-se que ha uma relacao de ‘feedback’
entre as duas Séries.

O coeficiente de correlacao entre as duas séries

€ 0,83, o0 que mostra uma relacao contem-
poranea forte.



6. Causalidade de Granger

e Para sistemas temporais, Granger (1969)
define causalidade em termos de previs-
ibilidade: a variavel X causa a variavel
Y, com respeito a um dado universo
de informacao (que inclui X e Y), se
O presente de Y pode ser previsto mais
eficientemente usando valores passados
de X, do que nao usando esse passado,
toda e qualquer outra informacao disponivel
(incluindo valores passados de Y') sendo
usada em ambos os casos. A definicao
Nao requer que o sistema seja linear; se
o for, as previsdes serao lineares.

e Seja {A;,t = 0,£1,£2,...} o conjunto
de informacao relevante até (e incluindo)
O instante t, contendo pelo menos Xy, Y;.
Defina A; = {As 1 s < t}, Ay = {As
s < t}, e definicBes andlogas para Xy, Yy,
etc. Seja P(Y|B) o preditor de EQM



mMminimo de Y;, usando o conjunto de in-
formacdo B e o2(Y|B) o correspondente
EQM do preditor.

e Definicao 1. Dizemos que:

(a) Xt —» Y:: X; causa Y:; no sentido de
Granger se

o?(Yi|Ay) < o?(Vi| Ay — Xyp).

Ou seja, Y; pode ser melhor prevista
usando toda a informacao disponivel,
incluindo o passado de Y; e X;.

Dizemos também que X; € exogena
ou antecedente a Y;.

(b) X} = Y;: X causa instantaneamente
Y; no sentido de Granger se:

o?(Yi| Ay, X¢) < 02(Yi|Ap)



Ou seja, o valor presente de Y; € mel-
hor previsto se o valor presente de X
for incluido.

(c) Ha feedback, e escrevemos X; <« Y;,
se X; causa Y; e Yy causa X;.

(d) Ha causalidade unidirecional de X; para
Y; se Xy — Y; e ndo ha feedback.

e E facil ver que se X; = Y;, entdo V; =
X¢. Portanto usualmente dizemos que
ha causalidade instantanea entre X; e
Y:.

e Ha varias propostas para operacionalizar
as definicdoes anteriores:

Pierce e Haugh (1977) propdem ajus-
tar modelos ARIMA a transformacdes
adequadas de ambas as séries e depois
estabelecer padrOes de causalidade en-
tre os residuos por meio de correlacoes
cruzadas. Veja também Layton (1984).



Hsiao (1979) sugere ajustar modelos auto-
regressivos via AIC.

No caso de mais de duas séries, Boud-
jellaba et al. (1992) sugerem ajustar
modelos VARMA as séries.

Uma resenha desses procedimentos € feita
por Cunha (1997).

e Trataremos do assunto por meio da rep-
resentacao VAR da série multivariada
X¢, de ordem n x 1. A representacao
MA do processo € dada por

Xt — U —|— \I!(B)at, lIIO = In (34)

Suponha que



onde Yy € um vetor r x 1 e Z;y € um
vetor s x 1, r+ s = n. Entao podemos
escrever

o Wy (B) Ya(B) ant
(35)

xt:[‘zft]:[ullJr[\I’ll(B) \Illz(B)”alt]’

particionando u,W(B) e a; de acordo
com a particao de X;. Se houver causal-
idade unidirecional de Y; para Zg, isto €,
se Z; for melhor prevista pelo presente
e passado de Y4, mas nao o contrario,
deveremos ter ¥15(B) = 0 e obteremos

Y p1+ ¥i1(B)ayg,
Zi = po+ Por(B)ays + ¥Poor(B)ao:.

Na realidade, é possivel demonstrar o
seguinte resultado, que € uma caracter-
izacao de nao-causalidade de Granger.



Note que ¥(B) =1, 4+ ¥1b+UoB2+ ...
S

Vi1, Wiy :
U, = ot i, 1 =1,2,....
’ [‘1’21,7; Woo g

e Proposicao 4. O previsor otimo de Y;
baseado em ft € igual ao previsor 6timo
de Y; baseado em ?t se e somente se
\Iflg,i =0,:=1,2,....

e Do ponto de vista pratico, convém considerar
o0 modelo VAR de ordem finita, ou seja,

Y, P11 P12 Yio1
X = = ! ’
t [ Z; ] [ Mo ] + [ Pr11 P ] [ Zi_1 ] +36)
P11, P12, Y: p aiy
+ [ Pr1, Pooy Zi_p T as |’

e a condicao da Proposicao 4 estara satisfeita
se e somente se ®15; =0, : =1,2,...,p. Ou



seja, se X; seguir um modelo VAR(p), com
matriz de covariancias nao-singular, entao Z;
Nao causa Y; se e somente se ®15; =0, ¢ =
1,2,...,p.

e Uma caracterizacao de nao-existéncia de causal-
idade instantanea é dada pela proposicao seguinte.
A prova é dada em Litkepohl (1991).

Proposicao 5. Se X; for como em (36), com
matriz de covariancias nao singular, entao nao
existe causalidade instantanea entre Y; e Z; se
e somente se E(alta'Qt) = 0.

e A equacao (36) pode ser escrita como:

P P
Y: = py+ Z P11,Ys—; + Z P12,Z¢; + a, (37)

p p
Zy = po+ Z Po1,Yi i + Z Do ,Z:; + ax. (38)

=1 1=1



Suponha, também, a matriz X particionada
cComo

2:[211 212],

o1 oo

sendo que X;; = E(a;a t) i,7 = 1,2. Entao:

(i) Z¢ ndo causa Y; <+ ®15; = 0, para
todo i;

(ii) Yy ndo causa Z; + Poq
todo .

0, para

Proposicao 6 (i) Z; nao causa Y & X141 =
1321, onde X1 = E(Cltc1t) é obtida da regressao
restrita

p
Yi=vi+ ) AY: ;+cis (39)

i=1
(ii) Y¢ ndo causa Z; < |Xoo| = |3p|, onde Xp =

E(c2tc’2t) é obtida da regressao restrita



p
Zi =vo+ )Y CiZi;+ co. (40)
i=1

As regressdes (37)-(40) podem ser estimadas
por MQO e a partir dos residuos de MQ as ma-

trizes de covariancias envolvidas sao estimadas
por:

T
_ o
i = (T —-p) Z CitCit;
t=p+1
1 4 !
i =T —-p)” Z aitQ;, 1=1,2
t=p+1

e Os testes e respectivas estatisticas da razao
de verossimilhancas sao dados por:

(i) Hoy: ®12; =0, para todo i (Z; ndo causa Yy),

RVy = (T —p)[log [£1] — 109 |£11]] ~ x*(prs).



(ii) Hpp : ®21,; =0, para todo ¢ (Y; ndo causa
Zt),

RV> = (T — p)[log [£5] — 109 |£05]] ~ x?(prs).

Exemplo 6. Para o exemplo 5, vemos que
X1+ — Xot, OU seja, retornos diarios do Ibovespa
causam, no sentido de Granger, retornos diarios
da Petrobras. Também, X»>; — X1;. L0ogo, ha
“feedback’ entre as duas séries de retornos.

Exemplo 7. Um modelo VAR(1) para as séries
de retornos diarios do Banespa (X1;) e da Petrobras
(Xo;) € dado por

X1t
X0t

0, 122X1,t—1 + At
0,333X1, 1 +0,081X5,_1 + ax,



1 0,007
0,007 1

estimada. Vemos que Banespa causa Petrobras,
mas Nao O contrario.

sendo [ ] a matriz de correlacao

Escrevendo o modelo na forma estrutural, obte-
Maos

Xop = 0,005X71;+0,332Xy ;110,081X2;_1+boy,
(41)

O que mostra que provavelmente nao ha causal-
idade instantanea entre as séries, dada a mag-
nitude do coeficiente de Xq;. Mas um teste
formal teria que ser feito.



