PROCESSOS LINEARES

1. Teorema(Wold): Todo processo estacionario
de segunda ordem, puramente nao-deterministico,
pode ser escrito como

Xt = p+ Z ¢jat—j> ¢0 =1, (1)
=0

com {e:} uma seqiéncia de v.a. nao cor-
relacionadas, de média zero e variancia o2
constante (ruido branco)

e E(Xt)=u
o Var(X;) = 0?5320 97
* V=02 22720 ViVjtks Ziﬁ? < 00.

> 2 oViitk
=T
J=0"74




2. Processos ARMA: S3o casos particulares
de (1)

o i =¢) = Xy = ¢Xt_1 + &, ~ AR(1),

e Yy = -0, ¢Yv; =0, >1 = Xy =¢e—
Oci_1 ~ MA(L1), p1 = (—6)/(1+ 62,

e ;i =(¢—0)¢""1 - ARMA(L,1),

p1 = (1—9¢0)/(L+6%—2¢0), pp = dpp_1,
k>1.

3. Modelos Auto-regressivos

e Dizemos que {X;,t € Z} € um pro-
Cesso auto-regressivo de ordem p, e es-
crevemos X; ~ AR(p), se satisfizer a
equacao de diferencas



Xe—p= ) ¢j(Xe—j—p)+e, (2

onde u, ¢1,...,¢p SA0 parametros reais e
et ~ RB(0,02). Segue-se que E(X;) = u
€ Se escrevermos O processo na forma

Xt =¢0+ 1 X1+ ...+ opXt—p + &4,

entao

®0
1—¢1—...—¢p

Definamos o operador retroativo B através
de BSX; = X;_s,8s > 1. Entdo (2 pode
ser escrita

p=E(Xt) =

¢(B) Xt = et (3)



onde ¢(B) =1—¢1B—¢poB? —...— ¢pBP
€ 0 operador auto-regressivo de ordem
pe X; = X; —p. Suponha =0 no que
segue.

AR(1):
Xt = ¢Xy—1 + &t (4)
Aqui, ¢(B) = 1—-¢B, com auto-covariancia:

o2
1 — ¢2

¢", 712>0.

Yr —

Como ~- € simétrica, podemos escrever
finalmente a f.a.c.v. de um processo
AR(1) como

= ol ez (5)

1—¢2

A funcao de auto-correlacao €&



pr=2=9gl"l rez  (6)
YO

e Supondo O processo estacionario,
Mmultiplicando-se ambos 0s membros

de (2) por X;_, e tomando valores es-
perados, obtemos

o2

1—¢1p1—---— Pppp

0%2 , T =20,

(7)

Yr = P1Vr—1TP2Vr—2tF- . -+ PpYr—p, T>0.
(8)

e A solucao geral desta equacao € dada
por (Miller,1969)

¥r = A1G1 + AxGS + ... + ApGp,  (9)



onde os G;'s satisfazem

p
o(B) = [[ (1 - G:B).
1 =1
Como as raizes de ¢(B) = 0 devem es-
tar fora do circulo unitario, devemos ter
que |G;| < 1, para todo i =1,...,p.

Estacionariedade:

Pode-se demonstrar (ver Box, Jenkins
e Reinsel, 1994) que a condicao para
que X; seja estacionario € que todas
as raizes de ¢(B) = 0 estejam fora do
circulo unitario. Em particular, para p =
1, #(B)=1—¢B=0implicaB=¢ le
a condicao enunciada acarreta |¢| < 1.



4. Processos de Médias Moveis

e Dizemos que {X;,t € Z} € um processo
de médias moveis de ordem g, denotado
por MA(q), se satisfizer a equacao de

diferencas
Xt=p+et—0160-1—... —0get—q, (10)
onde u,0q,...,04 sao constantes reais e

er ~ RB(0,02).

e Segue-se que X; € estacionario, de média
[t € COMO O & SA0 Nao correlacionados,
podemos obter facilmente a variancia
do processo,

ox =c?(1+067+...4+62). (11)

e Auto-covariancia:



02(—=0; + 010,41 4+ ...+ 0,0,_2), T=1,...,9
Yr — O, T > q
Y—r, T < 0.
(12)

e Auto-correlacao:

( —0:4610, 1 144040,

1—|-9%+...—|—9§ , serTt=1,...,q
pPr =1 0, seT>q
=g se 7 < 0.
(13)

Observamos, entdo, que a f.a.c.v.(ou a
f.a.c.) de um processo MA(qQ) anula-se
para |t| > q.

e Em particular, para um processo MA(1),

Xt = et — Ogq_1, (14)



obtemos

Var(X;) = 0% = 0(1 + 62),

1462’

—0
se T = 41
pr = " (15)
0, se || > 1.

e Definindo-se o operador de médias moveis
de ordem q por

0(B) =1—60;B—60,B% — ... — 0,B1

O processo (10) pode ser escrito

Xt — H(B)St. (16)

de onde, formalmente, segue

e = (1—0B) 1 X; = (14+0B+0°B°+...) Xy,



ou seja, temos

X;=—0X; 1 —0°X;_ o— ...+, (17)

se |#| < 1, para que a série do lado di-

reito de (17) convirja. Nesta equacao,

temos X; escrito como um processo auto-
regressivo de ordem infinita. Dizemos

que || < 1 é uma condicdo de invert-

ibilidade para o processo MA(1).

De modo geral, o processo (10) podera
ser escrito na forma

O
Xi= ) wjXe—j+ ey, (18)
j=1

se a seguinte condicao de invertibilidade
estiver satisfeita: todas as raizes de 0(B) =
O devem estar fora do circulo unitario.

A relacao (28) pode ser escrita



m(B) Xt = e, (19)

onde n(B) = 1 —m1B —mB2— ..., de
modo que w(B) = 6(B)~l. Portanto,
os coeficientes m; podem ser obtidos da
identidade 0(B)n(B) = 1.

5. Processos Auto-regressivos e de Médias
Moveis

e Um processo auto-regressivo e de médias
moveis, de ordem (p,q), denotado por
ARMA(p,q), € definido por

(20)

onde & ~ RB(0,02). Segue-se que a
média do processo € . Usando os oper-
adores auto-regresivo € de médias moveis,



definidos anteriormente, podemos escr-
ever (20) na forma

¢(B) Xt = 0(B)et, (21)

onde X; = X;—pu. Suponha que, a partir
de agora, u = 0.

Um modelo frequentemente usado é o
ARMA(1,1), ou se€ja,

Xt =Xy 1 +et— 04 1. (22)

E facil ver, por substituicdes sucessivas,
que podemos escrever

Xt — ¢(3)5t7

onde 1; = ¢/~ 1(¢—0), j > 1. A condicdo
de estacionariedade € a mesma que para
um processo AR(1l), ou seja, |¢| < 1.



Do mesmo modo, a condicao de invert-
ibilidade |8] < 1 vale aqui e implica que
podemos escrever 0 processo na forma
(18), com pesos m; = 0171 (¢ —6),5 > 1.

Para um processo ARMA(p,q) genérico
a condicao de estacionariedade é a mesma
que para processos AR(p), ou seja, as
raizes de ¢(B) = 0 devem estar fora do
circulo unitario, e a condicao de invert-
ibilidade € a mesma que para processos
MA(qg), ou seja, as raizes de 6(B) = O
devem estar fora do circulo unitario.

Auto-covariancia:

Yr = P1Vr—1+02Yr—2+- . .+ PpYr—p, T >q.
(23)

A conclusao € que as auto-covariancias
(e, portanto, as auto-correlacdes, que



satisfazem equacao similar) delags 1,2,...,q
serao afetadas pelos parametros de médias
moveis, mas para 7 > g, asS mesmas
comportam-se como nos modelos auto-
regressivos.

e Para o caso do modelo (22), obtemos
facilmente

_m_ (1-96)(¢—6)
L e T 1462246

e, para T > 1,

pr = Ppr—_1.

6. Construcao de Modelos ARMA

e USO das fac e facp para identificacao

e Estimacao:



(i) Estimadores de momentos

(ii) Estimadores de Minimos Quadrados
(EMQ)

(iii) Estimadores de Maxima Verossim-
ilhanca (EMV)

- Condicionais

- Exatos

Diagnostico:
(i) analise de residuos.

(ii) Estatistica de Box-Pierce-Ljung:

Q(m) =T(T +2) ¥y 7577

Sob Hp : a € ruido branco,

Q(m) distribuicdo x2(m —p — q).



o AIC(p,q) =logé2+2(p+q)/T (Akaike,
1974)

e BIC(p,q) = log52+(p+q) logT/T (Schwarz,
1978)

7. Processos Nao-Estacionarios

e Muitas séries financeiras sao nao
estacionarias: exibem médias e/ou variancias

variando no tempo.

e Transformacdes |og e raiz quadrada es-
tabilizam variancia

e Ha, basicamente, duas formas de gerar
processos nao-estacionarios e que sejam
Nao0-explosivos.

(a) Incluir em (1) uma tendéncia deter-
ministica, como por exemplo



Xt = Bo + B1t + Y (B)et, (24)
obtendo-se um processo ‘‘trend-stationary’ .

(b) Considerar um PLG com raiz unitaria,
da forma

(1-B)Xy =46+ ¥(B)et, (25)

com (1) # 0. Este modelo, obvia-
mente, descreve variacoes de X3 e como
Y(l) = Z‘;‘;O Y; 7 0, O processo € nao-
estacionario.

e N3o-estacionariedade na média . nivel
médio nao constante pode ser mode-
lado de varias maneiras: polinOmios no
tempo, modelos ARIMA.

e Tendéncia polinomial deterministica



d .
Xe=p+e = Z Bit! + Y(B)ar (26)

3=0
e como E(egt) = 0,

() B(Xy) = E(ue) = Sj—o Bt/
(i) d=1= Xy =Bo+ B1tt+at, ar~RB

(iii) Tomando-se uma diferenca,

X=Xy 1 =B1tat—a;_1  ~ ARMA(L 1)

com ¢ =6 =1, portanto modelo nao-
estacionario e nao-invertivel.

(iV) Se Wy = Xy — X4_1 = (1 — B)Xt = A Xy,

Wiy = AXy = B1 + Aar ~ MA(1),

estacionario, nao-invertivel



(i)

(v) Em geral, se (26) vale com et ~NARMA(pP,Q),

A%Xy = (1-B)X; =094+ n;, 06p=dlby,

com ¢(B)ny = A%(B)ay.

Ou seja, a parte de médias moveis de AX,
conterd o fator A% = (1 — B)? e terad d raizes
unitarias.

Processos Integrados

Uma maneira alternativa de gerar processos
nao-estacionarios € considerar modelos ARMA
cuja parte AR nado satisfaz condicOes de esta-
cionariedade. Por exemplo,

Xt = ¢ X1 + ay, » > 1. (27)

Se Xg = zg, a equacao de diferenca (27) tem
solucao



t .
X; =xzod' + 3 dlap_;. (28)
1=0

2¢2(t—|—1)_1
71

(ii) Var(X;) = o , crescente com t.

(iii) Em geral, X; tera uma tendéncia na média e
variancia e X; diz-se explosivo.

(iv) ¢ <1 = X; estacionario
¢ > 1 = X explosivo
p=1=7

Neste caso temos um Passeio Casual.

X = X1+

Incluindo-se uma constante,

Xt =00 + X¢—1 + ay,



um Passeio Casual com Drift.

(v) Se processo comeca em t = 0,

t
Xt = x0 + tlg + Z at—;
=0

(Vi) pt =g+ tbo

Yo(t) = to?
v, (t) = (t — k)o?
pr(t) = 5E

Logo, se t grande, pr(t) =~ 1 : seqliéncia suave
mas nao-estacionaria

(vii) Passeio casual: exemplo de processo integrado

AXy = 0 + ay

(viii) Se A%X,; é estacionario, dizemos que X; ~
I(d): integrado de ordem d



(i)

(i)

Modelos ARIMA (p,d,q)

Se AYX, ~ARMA(p,q) dizemos que X; segue
um modelo ARIMA(p,d,q):

d(B)AYX; = 0y + 0(B)ay. (29)

Ou, de modo equivalente,

$(B)Wi = 00 + 6(B)az, com W= A%X;

W, = A8X, «— X; = S,

onde S é o0 operador soma ou integral:

S=(1-B)lt=a"1

Ou seja, X pode ser obtido somando-se ou
iIntegrando-se o processo estacionario Wi d vezes,
donde o0 nome processo integrado para X;.



(iii) Inclusao de fg: introduz tendéncia deterministica

Modelo sem 6. tendéncias estocasticas.

e Modelagem ARIMA

— determine d

— modele W; = A4X; como um modelo
ARMA

Exemplos
(1) “UK Spread”~ I(1)

(2) “Dollar/Sterling Exchange Rate” ~

Passeio Casual Sem Drift

(3) “FTA (Financial Times-Actuaries) All
Share” (Stock Index)

P — Iog(Pt) = X > AX; NAR(3)

(4) Ibovespa mensal : ruido branco.



(5) Petrobras diario: AR(9)
(6) ICV-S3o Paulo: ARIMA (1,1,0)

e Previsao Com Modelos ARIMA

(i) Queremos prever Xr4,, tendo-se ob-
servacoes até o instante 7', usando o
modelo ARIMA. Seja

w(B) = ¢(B)A?

=(1—a1B—a>B%—...— ap_|_dBp+d)

(i) Xp(h) = previsdo de X, de EQMM:

Xr(h) = E(a1Xr+h-1+ - - + 0ptaX7+h—p—d

—|—90—|—aT_|_h—91aT_|_h_—. . -_ean—I-h—q | XT, XT—l; .. )



Xy 4, se 1 <0
(i) BE(X74 | X1, X7_1,...) = { +

XT(I’L), se 3 >0

ar4j, S€3<0
E(a’T-|-j|XT7XT—17 . ) — {O +J se j >0

(iv) Logo, para calcular previsdes temos
que:

(@) substituir esperancas passadas (j <
0) por valores conhecidos, X4 ; € ar4;;

(b) substituir esperancas futuras (5 >
0) por previsdes Xr(h) e O.

(v) Exemplo: (1—¢1B—¢>B2)X; = 0+
at.
Temos

Xr4p =00+ 01 X741+ 02X p_o+
ar4p

h=1- X7p(1) = b6o+¢1 X7+¢2X1_1,

h =2 — Xp(2) = 6 + 1 X7(1) +



P2 X,

h>2— Xr(h) =600+ 61 X7r(h— 1) +
¢ XT(h —2).

(vi) erro de previsao

ern = Xrp— Xp(h) =

ar4p +Yi0r4p—1 + ... T ¥p_10741
Os pesos y; vém de ¢(B) = ¢~ 1(B)0(B).

(vii) Variancia do erro de previsao
Var(er) = o?(L+ ¥ + ...+ ¥7_1).
(30)
(VIII) Como eT1 = XT—|—1 — fT,l = ar41, 0S

erros de previsbes a um passo sao hao-
correlacionados



(iX) A varignda em (30) tem que ser esti-
mada, estimando-se a variznds resid-

ual e 0s pesos zpj.

(x) Esta variancia estimada pode ser us-
ada para construir intervalos de con-
filanca para Xp4p, supondo-se que 0s
erros sejam normais. Obtemos

h—1

"N 22 wG 7211/2
XT(h)—u70[1-|- §:¢] , Xr(h) + o1+ ; J]

(31)



