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1. Introducdo

@ Como precos de ativos financeiros evolvem no tempo, podemos
modela-los por processos estocasticos. Uma série de precos
efetivamente observados pode ser considerada como parte de
uma realizacdo (trajetéria) de um processo estocastico.

@ Podemos ter processos em tempo discreto (por exemplo, para
modelar precos diarios das acdes da Petrobras) ou processos
em tempo continuo. O preco pode ser discreto ou continuo.

@ Iremos supor que o preco de um ativo seja um processo
estocastico em tempo continuo.
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1.Introducdo

o Opcoes
© op¢do de um ativo é um contrato financeiro que da ao
titular (H: holder) o direito de negociar certo nimero de acdes
em certa data por um preco especificado.
¢ dois tipos de opcdes:
- de compra (“call option"): da o direito a H de comprar o
ativo;
- de venda (“put option"'): da o direito a H de vender o ativo.
o preco especificado: preco de exercicio K (“strike"”)
© data do contrato: data de exercicio (“expiration, maturity")
©: opcBes americanas: podem ser exercidas em qualquer
tempo até a data de exercicio;
© opcdes européias: podem ser exercidas somente na data de
exercicio.
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1. Introducdo

@ O valor de uma opc¢io depende do ativo, especificamente:
o K: preco de exercicio
¢ P: preco do ativo.

@ As opcdes de compra podem ser:

- In-the-money (ITM) : P > K ( lucro para H)

- At-the-money (ATM): P = K

- Out-of-the-money (OTM): P < K (perda para H).
@ As opcdes de venda podem ser:

- In-the-money (ITM) : P < K ( lucro para H)

- At-the-money (ATM): P = K

- Out-of-the-money (OTM): P > K (perda para H).

@ Somente opcdes ITM s3o exercidas na pratica.
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2. Alguns processos em tempo continuo

2.1. Movimento Browniano (Processo de Wiener)
- Num modelo discreto supde-se que os choques formam um
ruido branco (RB), ndo-previsivel.
- O equivalente do RB em tempo continuo é o Movimento
Browniano Padrdo (MBP) ou Processo de Wiener.
o Definamos AW, = Wiine — Wy, At pequeno.
Dizemos que W; € um MBP se satisfaz:
o (a) AW, = eV/At, e~ N(0,1);
o (b) AW; & independente de W;, j < t.

A condicdo (b) & propriedade de Markov: condicional ao valor
presente W;, qualquer informacdo passada, W;,j <'t, &
irelevante para o valor futuro W, h > 0.
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2. Alguns processos em tempo continuo

@ Segue-se que para dois intervalos disjuntos quaisquer, Aj e
Ay, os incrementos Wi, 4n, — Wy, € Wiin, — Wy, séo
independentes.

e De (a), AW; ~ N(0, At).

@ Suponha que W; comece em t =0 e Wy = wy (usualmente
wp = 0). Entdo, W; — wy pode ser tratado como uma soma
de varios incrementos pequenos. Se T = t/At, entdo

T T
i=1 i=1

onde AW; = Wiar — Wi_1)ar-
@ Como os ¢; sdo independentes,

;
E(W: —wo) =0, Var(W; —wo) =Y At=TAt=t,
i=1
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2. Alguns processos em tempo continuo

Ou seja, W —wp ~ N(O, t).

Se wg =0, W; ~ N(O, t).

Logo, a varidancia do MBP cresce linearmente com o tamanho
do intervalo de tempo.

Simulaces do MBP podem ser obtidas do

Teorema de Donsker: Suponha que Z1,...,Z, sejam i.i.d.
N(0,1). Para cada t € [0, 1], seja [nt] a parte inteira de nt.
Defina

[nt]

1
Wt = NG ; Z.

~ D
Entdo, Wpy — We, 0<t <1, n— oo
Trajetdrias de W; ndo sdo derivaveis em qualquer ponto a.e.

Logo, ndo podemos usar integrais usuais para tratar integrais
de funcionais do MBP.
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2. Alguns processos em tempo continuo

2.2. Movimento Browniano Generalizado (MBG). Dado por
dX; = pdt + odW, (1)

onde W; ~ MBP, 1 é a taxa de variacdo da média (drift) e o2
é a taxa de variacdo da variancia (volatilidade).

o Versdo discreta: Xy — Xp = ut + oeV/t,
para um incremento de 0 a t. Logo,

E(X: — Xo) = put, Var(X; — Xo) = o°t.
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2. Alguns processos em tempo continuo

2.3. Processo de Ito
Em (1), p e o sdo invariantes no tempo. Se forem funcdes do
tempo, teremos o processo de Ito:

Podemos escrever (2) como

t t
Xe = Xo +/ u(Xs,s)ds+/ o(Xs, s)dWs, (3)
0 0

onde Xy € o valor inicial no tempo 0.

o Ultimo termo de (3): Integral Estocastica

@ (2): Equacdo de difusdo estocastica: pu( X, t): drift; o(X, t):
difusgo.
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2. Alguns processos em tempo continuo

@ Movimento Browniano: talvez o processo mais utilizado;
- Bachelier(1900): Py = Py + o W,.
@ Black-Scholes model: log P; segue um MB:

P; = Pyexp{ut + o W;},
ou, em forma local,

dP,

?t = 0'th + (,Uz + 0'2/2)dt
t
P:;: MB geométrico

o MB tem trajetdrias continuas q.t.p.

@ Precos de ativos (acBes) apresentam saltos.
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2. Alguns processos em tempo continuo

@ (2): Non-linear diffusions
o Modelos de volatilidade estocastica:

CI7G
Py
oy = f(yt), dYt :atdt—}—’ytth(z)

= opdW® + pdt, (4)

o Continuidade das trajetérias: papel crucial em difusdes.
Resultados s3o robustos se removermos a hipétese de
continuidade? A resposta é: nio.
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2. Alguns processos em tempo continuo

@ Retornos financeiros: caudas pesadas. Modelo gaussiano
sub-estima riscos.

@ Argumentos contra uso de difusdes!

e Erro frequente: (2) e (4) ndo sdo processos gaussianos,
embora o erro subjacente seja gaussiano (MB).

@ Uma escolha apropriada do coeficiente de difusdo n3o linear
pode gerar difusbes com caudas pesadas.

@ Mas... como o comportamento local de processos de difusio
depende somente do coeficiente de difusdo, estas caudas
pesadas sdo obtidas por meio de coeficiente altamente
variaveis (ndo estacionarios) em modelos de volatilidade locais,
ou “volatilidades da volatilidade" n3o realistas.
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3. Processos com saltos

@ Em contraste, modelos Markovianos simples com saltos -
Processos de Lévy - conduzem a retornos com comportamento
de caudas realistico.

@ Argumento forte para usar modelos descontinuos ndo é

estatistico! & a presenca de saltos nos precos.

@ Enquanto difusdes podem gerar caudas pesadas, eles ndo
podem gerar saltos repentinos nos precos.

@ Num modelo de difusdo a nocdo de um movimento do
mercado repentino, nio previsivel, & dificil de capturar.
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4. Ferramentas basicas

@ o-algebras e medidas; funcdes mensuraveis; continuidade
absoluta e densidades;

@ Variaveis aleatérias; funcdes caracteristicas; funcdo geradora
de cumulantes; convergéncia de v.a.’s.

@ Processos estocéasticos como funcdes aleatdrias:
X:[0,T] xQ— E.

@ Necessario escolher um espaco de funcdes; no caso de
processos com trajetérias continuas, consideramos
C([0, T],IR?), com a topologia definida por

Iflloo = sup_[f(2)].

0<t<T
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4. Ferramentas basicas

@ A maioria dos processos de nosso interesse tera trajetdrias
descontinuas. Necessitamos de um espaco que admita tal tipo
de trajetdrias.

e Funcdo cadlag: Uma funcdo f : [0, T] — RY diz-se cadlag se
for continua a direita com limites 4 esquerda: para cada
t € [0, T], os limites

fit=)= lim f(s), f(t+)= lim f(s),

s—ht,s<t S—ht,s>t
existem e f(t) = f(t+).

o Af(t)=1(t)—f(t—): salto de f em t.

@ Uma funcdo cadlag pode ter no maximo um namero
enumeravel de descontinuidades e , para todo € > 0, o nimero
de saltos em [0, T] maiores do que ¢ deve ser finito. Ou seja,
f tem um namero finito de saltos grandes(maiores que ¢) e
um namero possivelmente infinito, mas contavel, de saltos
pequenos.
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4. Ferramentas basicas

e Exemplo: dada g : [0, T] — IR, continua, f;, i=0,...,n—1
constantese tp =0< t; <--- < t, =T, entdo

f(t t) + Z f/[t17t1+1[

é cadlag, g é a componente continua, saltos em t; e
Af(t) = fi— fi 1.

o cadlag ou caglad? ha diferenca! Se uma funcio cadlag tem
um salto em t, o valor f(t) ndo é previsivel seguindo a
trajetéria até t. Em financas, saltos representam eventos n3o
previsiveis, logo funcBes cadlag sdo naturais.

o E possivel definir uma topologia e uma nocdo de convergéncia
no espaco de funcdes cadlag. Com esta toplogia e a o-algebra
de Borel correspondente, o espaco das funcdes cadlag é

chamado de espaco de Skorokhod e denotado por
D([0, T],IRY).
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4. Ferramentas basicas

e Filtracdo (fluxo de informagdo) sobre (2, F, P): familia
crescente de o-algebras {F;,0 <t < T}.

e Um p.e. {X;,0 <t < T} diz-se ndo-antecipativo com respeito
a {F:}, ou Fr-adaptado, se, para todo 0 < ¢t < T, o valor de
X; € "revelado" no instante t: a v.a. X; & Fy-mensuravel.

o Histéria de um processo: é o fluxo de informacdo {FX}, onde
F{ & a o-algebra gerada pelos valores passados do processo,
completada pelos conjuntos de medida nula.
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5. O Processo de Poisson

@ O Processo de Poisson € um exemplo fundamental de um p.e.
com trajetdrias descontinuas e pode ser usado para construir
processos com saltos mais complexos.

e Definicdo: Seja {7j,i > 1} uma sequéncia de v.a. exponenciais
independentes, com pardmetro A e T, = > ; 7;. O processo
{N¢, t > 0} definido por

Ne=> lgsty (5)

n>1
é chamado Processo de Poisson (PP) com intensidade \.

@ O PP & um processo de contagem: conta o nimero de tempos
aleatérios T, que ocorrem entre 0 e T, onde
{Th — Th—1,n > 1} & uma sequéncia de v.a. iid exponenciais.
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5. O Processo de Poisson

e Proposicdo Para um PP {N;,t > 0} temos:

1.

B CORS

o

Para todo t > 0, N; é a.s. finito;

As trajetdrias sdo descontinuas, com saltos de tamanho 1;
As trajetdrias sdo cadlag;

Para todo t > 0, N;_ = N; com probabilidade 1;

N, é continuo em probabilidade: Vt > 0, Ny — N,, em
probabilidade, quando s — t;

vVt > 0, N, ~Poisson(\t);

A funcio caracteristica de N; é

E(e™M) = exp{At(e™ — 1)}, Vu € IR;
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5. O Processo de Poisson

8. N; tem incrementos independentes;

9. Os incrementos de N; sdo homogéneos:
Ve >0, Ny — Ng & Np_s;

10. N; tem a propriedade de Markov: Vt > s,

E{F(Ne) Ny, u < s} = E{F(NG)ING}.
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5. O Processo de Poisson

@ PP compensado. Considere Ne = N, — \t. Entdo, N, segue
versio centrada da distribuicdo de Poisson com f.c.
exp[At(e”” — 1 — iz)], tem incrementos independentes e

E(Nt’Ns) = Ns, t > s.

Esta & a propriedade de martingale.Dizemos que {Nt} é um
PP compensado e {\t,t > 0} & o compensador de N;. Esta é
a quantidade que tem de ser subtraida de N; a fim de se obter
um martingale.
o N, no tem valores inteiros e no € um processo de contagem.
o E(N;/X\)=0, Var(N:/\) =t.
o {R/\0<t< T2 {W,0<t<T}: FCLT em
D([o, TT)
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6. Processos pontuais e medidas aleatdrias

@ O PP conta o nimero de tempos aleatérios T, ocorrendo em
[0, t], onde T, sdo somas de v.a. iid exponenciais.

o Mais geralmente, dada uma sequéncia crescente de tempos
aleatérios T,, com P(T, — co) = 1, podemos definir o
processo de contagem

Xe = lgsry=#{n>1,T, <t}

n>1
Xt= namero de tempos T, ocorrendo em [0, t].

@ X;= cadlag, com trajetdrias descontinuas, com saltos de
tamanho 1.

o Fato: Se X; for um processo de contagem com incrementos
estaciondrios independentes, entdo X; é um processo de
Poisson.
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6. Processos pontuais e medidas aleatdrias

@ OPP N = {N,t >0} am processo de contagem: se
T1, T2, ... € uma sequéncia de tempos de saltos de N entdo
N; da o nimero de saltos entre 0 e t.

e T; formam uma configuracdo aleatéria em IR™ e o PP conta o
namero de tais pontos em [0, t].

@ Este procedimento de contagem define uma medida M sobre
[0, ), tal que para todo conjunto mensuravel A C IR,

M(w, A) = #{i > 1, Ti(w) € A}.

Entdo, M(w, -) é positiva, com valores inteiros e M(A) < oo
com probabilidade 1, para todo A limitado. Como M depende
de w, € uma medida aleatéria (m.a.).

IME-USP, Abril 2010



6. Processos pontuais e medidas aleatdrias

e A intensidade A\ do PP determina o valor médio da m.a. M:
E[M(A)] = A|A|, onde |A| é a medida de Lébesgue de A.

@ O PP pode ser expresso como

Ne(w) = M(w,[0,8]) = | M(w, ds).
0.1

o As propriedades do PP podem ser transladadas em
propriedades de M. Para intervalos disjuntos

[t17 t],_]v Ty [tm t;]:

(i) M([tx, t,]) da o namero de saltos do PP em [ty, t,]; é uma
v.a de Poisson com intensidade (¢, — ;).
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6. Processos pontuais e medidas aleatdrias

(i) para dois intervalos disjuntos (j # k), M(t;, tjl]) e M([tx, t,])
sdo v.a. independentes;

(iii) mais geralmente, para todo A mensuravel, M(A) segue uma
distribuicdo de Poisson, com intensidade \|A|, |A| = [, dx é a
medida de Lébesgue de A.

’

Da mesma maneira, podemos associar uma m.a. ao PP
compensado, N;:

M(w, A) = M(w, A) — /A)\dt = M(w, A) — MA].

M n3o tera valores inteiros, nem sera positiva: € uma medida
sinalizada.

IME-USP, Abril 2010



6. Processos pontuais e medidas aleatdrias

@ Podemos estender o que foi feito acima para o caso de um
conjunto E C IRY, substituindo a medida de Lébesgue por
qualquer medida de Radon(uma medida de Radon sobre (E, B)
é uma medida p tal que para todo conjunto B € B compacto
e mensuravel, u(B) < oo).

e Seja (Q,F,P) um e.p., E C IR e ;s uma medida de Radon
positiva sobre (E, B). Uma medida aleatéria de Poisson sobre

E, com intensidade y, é uma medida aleatéria com valores
inteiros tal que:

(i) para qualquer w € Q, M(w,-) é uma medida de Radon

sobre E com valores inteiros: VA C E, mensuravel,
M(A) < oo € uma v.a. com valores inteiros;
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6. Processos pontuais e medidas aleatdrias

(ii) para todo A C E, M(A) &€ uma v.a. de Poisson com intensidade
1(A) :

—1(A) (1 A))K
Vke N, P(M(A)=k)= #
(iii) Se Aj,- -+, A, sdo disjuntos, M(A;1),---, M(A,) sdo
independentes.

e Proposicdo (Construgdo de uma m.a. de Poisson). Para toda
medida de Radon p sobe E C IRY, existe uma medida
aleatéria de Poisson M sobre E com intensidade .

@ Podemos também construir uma m.a. compensada de Poisson
M por meio de

(A) = M(A) - (A),
tal que E[M(A)] = 0 e Var[M(A)] = u(A).



