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A Marcelo, Renata e Luisa, a continuagdo.
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The world around us is very complicated.

The tools at our disposal to describe it are very weak.

BENOIT MANDELBROT
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PREFACIO DA SEGUNDA EDICAO

Nesta segunda edicao, fizemos modificacoes substanciais em relacao
a anterior. Toda a parte sobre analise de Walsh-Fourier (Capitulo 4 da
primeira edi¢ao) foi retirada, pois observamos que tal tipo de analise
perdeu aplicabilidade com o uso cada vez mais frequente das ondaletas.

Por outro lado, material novo sobre ondaletas e analise de ondaletas
foi introduzido (Capitulos 4 e 5 atuais), em especial no que se refere a
transformada discreta de ondaletas e espectro de ondaletas. A estimacao
do espectro de Fourier ganha, agora, capitulo especial (Capitulo 8),
separado do Capitulo 3 (Analise Espectral). O Capitulo 9, também novo,
traz a estimacao das varias formas do espectro evolucionario.

Esperamos, com isso, que o livro torne-se mais atraente para um curso
contemporaneo sobre Analise Espectral de Séries Temporais para alunos
de mestrado e doutorado. Incluimos, sempre que possivel, problemas
que o leitor sera convidado a resolver, varios deles com o uso de algum
programa adequado. As séries usadas no livro encontram-se na pagina
do autor: www.ime.usp.br/~pam. Agradeco a Chang Chiann por ter

produzido varias figuras do livro.

PEDRO A. MORETTIN
janeiro de 2014
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PREFACIO DA PRIMEIRA EDICAO

O propésito ao escrever este livro foi o de reunir, de modo sistematico,
as principais técnicas de analise de série temporais no dominio da frequén-
cia, sequéncia, tempo-escala e tempo-frequéncia. Nao é, portanto, um
texto que apresenta técnicas no dominio do tempo, como procedimentos
de estimacao, teste e previsao em modelos paramétricos especiais. As
técnicas apresentadas sdo, entdo, de natureza nao paramétrica. Vamo-nos
limitar, também, ao caso univariado.

Este nao € um livro-texto. Portanto, o leitor nao encontrara exercicios
no final de cada se¢cao ou capitulo. A presenca de material recente
de pesquisa torna dificil selecionar aquilo que seja fundamental e que
figuraria num livro dirigido a estudantes. S6 o tempo dird qual material
serd ou nao adequado para um texto didatico.

O livro € dirigido a pesquisadores e a estudantes de pos-graduacao na
area de séries temporais ou que trabalhem nos diversos campos de apli-
cacao, como engenharia, fisica, oceanografia, meteorologia, economia,
medicina etc.

Por conter material ja sedimentado, como a analise de Fourier, e ou-
tros nem tanto, como a analise de Walsh-Fourier e a analise de ondaletas,
o livro pode dar ao leitor a impressao de ser desigual, o que de certo modo
¢é verdade. Relutei em adicionar o capitulo sobre a analise de Fourier
de processos estacionarios, por ser material suficientemente conhecido,
mas acabei decidindo por inclui-lo, para que se tenha oportunidade de
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comparar conceitos e técnicas envolvidos. Neste sentido, o Capitulo 3
apresenta um desenvolvimento maior do que os demais capitulos.

O livro podera, eventualmente, ser utilizado em partes de disciplinas
de pés-graduacao. Os capitulos de 1 a 3 fazem parte de programas usuais
de séries temporais para alunos de mestrado e doutorado. Nocoes dos
demais capitulos poderao ser introduzidas em tais disciplinas, mas talvez
o mais apropriado seja em matérias com disciplina de tépicos especiais
para alunos em estdgio adiantado.

Procuramos, sempre que possivel, apresentar exemplos de aplicacao
das técnicas utilizando dados reais. O objetivo nao € fazer comparacoes,
tampouco sugerir em cada caso a melhor alternativa. Essa escolha é um
problema complexo e somente a experiéncia, o envolvimento e a matu-
ridade é que levarao o estudante ou pesquisador a adotar determinado
procedimento.

Este livro originou-se dos textos de dois cursos, um sobre a anadlise
espectral de processos estocasticos, ministrado no XII Coléquio Brasileiro
de Matematica (1979), e outro sobre os usos das ondaletas em estatistica,
na VII Escola de Séries Temporais e Econometria (1997). Quero agra-
decer aos organizadores desses congressos pelo convite para ministrar
0s cursos e aos participantes pela oportunidade de discutir esses topicos
com eles. Gostaria, nesta oportunidade, de agradecer a David Brillinger
¢ Chang Chiann, com os quais mantenho um contato mais estreito de
pesquisa na area de ondaletas, pelas discussoes e sugestoes no decorrer
dos dltimos anos.

Gostaria de agradecer as seguintes pessoas e editoras, pela permissao
de reproducao de figuras no texto: David Stoffer e American Statistical
Association (Journal of The American Statistical Association); Figuras 4.1 e
4.2. Hong-ye Gao e Blackwell Publishers (Journal of Time Series Analysis);
Figura 7.10. Michael Neumann e Blackwell Publishers (Journal of Time
Series Analysis); Figura 7.11. Régis R. A. Faria; Figuras 6.2, 6.3 e 6.4.

E importante ainda acrescentar que ha varios pacotes disponiveis para
o calculo de estimadores espectrais. Neste livro foi utilizado o spLUS, para
os estimadores dos capitulos 3 e 7. Para o Capitulo 4, os cilculos foram
feitos com rotinas adaptadas de Ahmed e Rao (1975). Vidrios graficos
relativos a ondaletas foram feitos usando o médulo S+Wavelets, do spLus.
Quero agradecer a Chang Chiann por ter produzido varias figuras dos
capitulos 4 e 7.

PEDRO A. MORETTIN
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PRELIMINARES

1.1 INTRODUCAO

Pretendemos, nesse livro, estudar dois tipos de andlise, uma
no dominio do tempo-frequéncia, outra no dominio do tempo-escala:
Analise de Fourier e Analise de Ondaletas, respectivamente. A primeira é
bem conhecida e o conceito fisico de frequéncia é o ponto fundamental.
Suas origens remontam a J. B. Fourier, num trabalho sobre a conducao
do calor, apresentado como manuscrito ao Institut de France, em 1807,
e depois publicado em 1822 (Fourier, 1822), e suas aplicacoes siao
numerosas. Podemos mesmo dizer que vivemos em um “mundo senoidal”,
pois grande parte da tecnologia em comunica¢oes (como a HDTV - high
definition television, por exemplo) é baseada na Andlise de Fourier. De
acordo com Meyer (1993), a analise de Fourier pode ser vista como
o algoritmo a ser usado quando tratamos de processos estocdsticos
estaciondrios, pois essa analise € a ferramenta ideal para analisar dados

obtidos de tais processos.
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Mas para certos tipos de séries observadas, como as do Exemplo 1.6
(séries temporais categorizadas), outros tipos de andlise podem ser mais
apropriadas. Nesse caso, por exemplo, a analise de Walsh-Fourier pode
ser relevante, como visto em Morettin (1974,1981) ou Stoffer et al. (1988).

As ondaletas seguiram, também, um longo caminho, desde que Haar
introduziu seu conjunto de fun¢oes ortogonais em 1910. Somente na
década de 1980, a utilidade das ondaletas foi reconhecida, com os
trabalhos de Grossmann, Morlet, Mallat, Meyer e outros. Para uma visao
desses trabalhos pioneiros, veja Heil e Walnut (1989, 2006), Meyer (1993)
e Hubbard (1996).

Uma andlise por meio de ondaletas é conduzida no dominio do tempo-
-escala, portanto apropriada para analisar processos nao estacionarios.
Uma vez que hd vérias bases de ondaletas, ndo se tem somente uma
analise de ondaletas (como no caso da analise de Fourier, em que se tem
somente uma base ortogonal), mas varias analises ou algoritmos, uma
para cada base escolhida. Um problema relevante e dificil € a escolha da
base de ondaletas para ser usada com um conjunto particular de dados.

Neste capitulo, introduziremos alguns conceitos basicos sobre proces-
sos estocasticos e analise de Fourier, necessarios ao desenvolvimento dos
assuntos seguintes.

No Apéndice A.1, apresentamos algumas noc¢oes basicas sobre inte-
grais de Riemann-Stieltjes, variaveis aleatérias e transformadas de Fourier.

Na anilise de séries temporais, resultantes da observacao de processos
estocasticos, um objetivo basico € o de aproximar uma funcao do tempo
por uma combinacdo linear de harmodnicos (componentes senoidais).

Em muitas aplicacoes, como em oceanografia, por exemplo, estamos
em busca de periodicidades nos dados observados. Ha duas situacoes que

frequentemente ocorrem:
a) conhecemos as frequéncias e queremos estimar as amplitudes e fases;
b) queremos estimar as frequéncias, amplitudes e fases.

O primeiro caso pode ser ilustrado pelo fendmeno das marés, onde
as frequéncias sao definidas astronomicamente. O segundo caso corres-
ponde a situacao tipica que ocorre na pratica, ou s€ja, a procura por
periodos “escondidos” nas observacoes.

A analise de Fourier classica é usada para estudar funcoes ou sinais

deterministicos. As fun¢oes que, em geral, encontraremos em nossa analises
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sao fungoes aleatorias. Formalmente, uma funcao aleatéria ou um processo

estocdstico € uma familia de variaveis aleatérias.

1.2 Processos ESTOCASTICOS

Antes de definirmos formalmente um processo estocdstico, vejamos
um exemplo.

Exempro 1.1 A Figura 1.1 apresenta o grafico de vinte dias de ob-
servacoes de marés em Ubatuba, Sao Paulo, de 1° a 20 de janeiro de
1981. Sao 480 valores obtidos de hora em hora. Ha alguns comentarios
que podem ser feitos sobre esses dados. Primeiro, eles foram obtidos
discretizando-se, em intervalos de uma hora, uma curva continua feita
num equipamento de medicao chamado marégrafo. Esse equipamento
foi colocado num ponto especifico do oceano, préximo de Ubatuba,
SP. Se ele fosse colocado num ponto geografico diferente, obteriamos
uma curva similar aquela da Figura 1.1, mas nao a mesma. Dizemos que
essas sao lrajetorias ou realizagoes ou, ainda, séries temporais de um mesmo
processo estocastico. Denotaremos a série temporal da Figura 1.1 por
{X;,t =1,2,...,n}, onde, nesse caso, n = 480 e X, denota o valor (em cm)

da altura da maré no instante t, dado em hora.

150 -

g 100 -

C

50

0 100 200 300 400
Hora

Figura 1.1 Dados horarios da série de nivel do mar obtidos em Ubatuba, SP.

A definicao formal de processo estocdstico é dada a seguir.
DErINICAO 1.1 Seja T um conjunto arbitrario. Um processo estocastico
¢ uma familia {X(t),t € T}, tal que, para cadat € T, X(t) é wma varidvel
aleatoria.

19
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Nessas condi¢oes, um processo estocastico é uma familia de varia-
veis aleatérias (v.a.), que se supoem definidas num mesmo espaco de
probabilidades (£, A, P). Vamos supor, também, que as v.a. envolvidas
sejam reais.

O conjunto 7 é normalmente considerado como o conjunto dos
inteiros Z = {0, £1,+2,.. .}, ou o conjunto dos reais R.

Como para cadat € 7, X(f) é uma v.a. definida sobre €; na realidade,
X(?) € uma funcao de dois argumentos, X(t,w), t € 7, w € Q. A Figura 1.2
ilustra essa interpretacao de um processo estocastico. Vemos, na figura,
que para cada f € T temos uma v.a. X(f,w), com uma funcao densidade de
probabilidades fx(x), que supomos que exista.

Fx)

Figura 1.2 Um processo estocdstico interpretado como uma familia de variaveis
aleatorias.

Por outro lado, para cada w € Q, fixado, vamos obter uma funcao de t,
ou seja, uma realizacao ou trajetéria do processo (ver Figura 1.3). Vamos
designar as realizacoes do processo por XD@), X (1) etc. O conjunto de
todas as trajetorias é chamado ensemble. Observamos que cada realizacao
do processo é uma funcao de ¢, nao aleatoria, e, para cada ¢ fixo, X(¢) é
um numero real ou complexo.

Uma maneira de visualizar a distribuicao de probabilidades de X(t,w),
para t fixo, é considerar a proporcao de trajetorias que passam por uma
“janela” de amplitude A, caso em que a proporcio serd fx(x)A. E o mesmo
processo para se construir um histograma da distribuicao de valores de
uma v.a.

O conjunto dos valores de {X(?),t € 7} é chamado espagco dos estados,
S, do processo estocastico, € os valores de X(f) podem ser chamados
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X (t,0)

Figura 1.3 Um processo estocastico interpretado como uma familia de
trajetorias.

estados. Se o conjunto 7 for finito ou enumeravel, como 7 = Z, diz-se
processo com parametro discreto. Se 7 for um intervalo de R, teremos um
processo com parametro continuo. O espaco dos estados também pode
ser discreto ou continuo. No primeiro caso, X(#) pode representar uma
contagem, como o numero de chamadas que chegam a uma central
telefonica durante um periodo de duas horas. No segundo caso, X(7)
representa uma medida que varia continuamente, como a voltagem, a
altura de marés, a temperatura do ar etc.

1.3 ESPECIFICACAO DE UM PROCESSO EsTOCASTICO

Sejam 11,19, ..., 1, elementos quaisquer de 7, consideremos:
F(xi,...,x5t,...,t,) = P{X(t1) < x1,...,X(,) < x,). (11)

Entao, o processo estocastico {X(¢),t € 7} estara especificado se
conhecermos as distribuicoes finito-dimensionais (1.1), para todo n > 1. Isso
significa que, para n = 1, conhecemos as distribui¢oes unidimensionais da
va. X(t1),t1 € 7; paran = 2, conhecemos as distribui¢oes bidimensionais
dava. X(t1), X(t2), t1,t2 € T, € assim por diante. As func¢oes de distribuicao

(1.1) devem satisfazer as duas condi¢oes seguintes:

(i) Condigdo de simetria: para qualquer permutacao ji, ..., j,, dos indices

1,2,...,n, temos

F(xj, oo x5t ooty) = F(xr, oo Xty oo 1), (1.2)

21
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(ii) Condigao de compatibilidade: para m < n,
F(x1, oo Xy, 00, 0., 00581, oousliyy ovusly) =
=F(x1, ..., Xmit1, -2t (1.3)
O lado esquerdo de (1.3) deve ser entendido como

lim F(Xl, cees Xy Xl -+ o5 Xns I, -~-,tn)~

X4l «ensXp =0

Pode-se demonstrar que qualquer conjunto de funcoes de distribuicao
da forma (1.1), satisfazendo as condic¢oes (1.2) e (1.3), define um pro-
cesso estocastico X(7) sobre 7. Esse resultado é conhecido como feorema
da extensdo de Kolmogorov.

Contudo, o conhecimento de todas essas distribuicoes finito-dimensi-
onais é muito dificil de ocorrer na pratica, senao impossivel. O que se faz
€ estudar certas caracteristicas associadas a (1.1) e que sejam simples de
calcular e interpretar. Consideremos os momentos de ordem »n das v.a.
X(t1), ..., X(t,), para qualquer n > 1, ou seja,

u(ry, oot L t) = EXXTN() - X ()} =
:f_0;~~-f_o;x;1~--xf,”dF(x1, S ST A (1.4)

Usualmente, o que se faz € restringir o estudo a momentos de baixa
ordem. Em particular, para a classe dos processos de nosso interesse,
os chamados processos estaciondrios, consideraremos momentos de
primeira e segunda ordem.

A fungdo média, ou simplesmente média de X(¢), é dada por

00

mnn=uar=Emu»=bf.MFunx (1.5)

—00

enquanto a fung¢do de autocovariancia de X(t) é definida como

1,151, t0) — (15 1)1 t0) = y(ty, ) =
= E{X(t)X(t2)} — E{X(t)}E{X(t2)}, t,te€T. (1.6)

Observe que u(f) ¢ uma funcao de t € 7, e que y(t1,t2) depende de
dois argumentos, #; € to. Em particular, se t; = #o = ¢, (1.6) nos fornece

y(t,0) = Var{X(D)} = E{X*(t)} - EX{X ()}, (1.7

que ¢ a (funcao) variancia do processo X(), e que serd indicada por a2(0).
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Voltemos a Figura 1.2. Para cada ¢, temos uma v.a. X(#), que tem média
u(t) e variincia o(1). Na figura, estao indicadas as médias u(t;), u(ts) e
u(ts). A funcao de autocovariancia y(t;,t2) da a covariancia entre as duas
variaveis aleatorias X(#1) e X(to), para quaisquer #1,to € 7. A funcao u(r) é
obtida variando-se f em 7.

Consideremos agora a Figura 1.3. Para cada ¢, temos um conjunto
de valores XV(1), X®(¢) etc. correspondentes as varias realizacoes do
processo. A funcao u(t) é obtida determinando-se, para cada ¢, a média
dos valores XY (7), que € calculada em relacdo a j.

Resumindo, os parametros importantes a serem considerados serao a
média e a funcao de autocovariancia (f.a.c.v.), u(t) e y(t1,t2), respectiva-
mente. Quando houver possibilidade de confusao, usaremos as notacoes
H1x(t) € yx(t1,t2) para indicar a média e a f.a.c.v. de X(#). Outra convencao:
quando falarmos em “grafico” de X(f), na realidade estaremos falando em
algo parecido com a Figura 1.3, na qual estao “todas” as trajetérias de X(f).
Todavia, é usual representar apenas uma trajetoria tipica do processo.

Observemos também que, na pratica, teremos que estimar as quantida-
des u(?), 72(t) e y(t1,t2). Na Figura 1.3, vemos que uma maneira de fazé-lo
é considerar um namero m de trajetorias XD@), ..., X" () e utiliza-las
para estimar os parametros acima. Por exemplo, podemos estimar a

média no instante ¢ por

XO@) + ...+ XM
- .

) =

O problema é que usualmente temos uma sé6 trajetoéria do processo,
observada entre dois instantes de tempo. Voltaremos a esse assunto

mais tarde.

1.4 ANALISE DE FOURIER CLASSICA

A analise de Fourier, ou andlise harmonica, tem sido usada tradicional-
mente para resolver algumas equacoes diferenciais parciais que aparecem
na fisica matematica, como a equacao do calor e a equacao de ondas.

O objetivo basico é de aproximar uma funcao f(¢) por uma combina-
cao linear de componentes senoidais, cada uma com dada frequéncia. O
conjunto {w,(?) = e n=0,x1, ...} de funcoes ortogonais, de periodo 2,
forma a base para a analise de Fourier. Na realidade, esse conjunto é ge-
rado por dilatacoes de uma tnica funcao, w(t) = e, ou seja, wy (1) = w(nt)
para qualquer r inteiro.

23
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O fato basico é que toda funcao periédica, de periodo 27, de quadrado
integravel, é gerada por uma superposicao de dilatacoes inteiras da
funcao w(r).

Veremos, no Capitulo 3, que a andlise de Fourier é apropriada para
analisar os processos estaciondrios. Para processos nao estacionarios e
processos com caracteristicas especiais, outros sistemas ortogonais podem
ser uteis, como as ondaletas, a serem tratadas neste livro.

Nesta se¢ao vamos nos restringir ao caso de funcoes deterministicas.
Esse estudo é bdsico para a extensao da andlise ao caso de processos
estocasticos.

A férmula de Euler

€™ = cos(nt) + isen(nt) (1.8)
relaciona o sistema das exponenciais complexas com o sistema
{cos(nt),sen(nt),n = 0,%1, ...},

de senos e cossenos.
Dizemos que uma funcao f(¢),t € R, é periddica, de periodo p, se para
todot € R,
£y = f+kp), (1.9)

parak = 0,+1,£2, .... No que segue, vamos supor que p # 0. Dizemos que
f(t) é um harmoénico de frequéncia angular A e amplitude A, A e A positivos, se

f() =Acos(dt) ou f(t) = Asen(Ar). (1.10)

Como, para todo inteiro k, cos[A(t+2nk/A)] = cos(At + 2rk) = cos(At), o
mesmo ocorrendo com o seno, vemos que um harmoénico de frequéncia
A tem periodo p = 2r/A. A frequéncia angular 4 d4 o namero de ciclos
completos em 27 unidades de tempo (radianos). Podemos considerar,
também, a frequéncia em ciclos por unidade de tempo, v, que se relaciona
com a frequéncia angular A por meio de 4 = 2nv. Segue-se que p = 1/v.
Assim, por exemplo, uma onda cossenoide de periodo p = 5 segundos
tem frequéncia v = 1/5 = 0,2 ciclos por segundo e frequéncia angular
A = 0,47 radianos. Dizer que v = 0,2 significa dizer que, em um segundo,
ocorre 1/5 de um ciclo.

A Figura 1.4 ilustra um harmoénico

f(t) = Acos(At + ¢), —co <1< oo, (1.11)
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f(t)

Figura 1.4 Harmoénicocom A=25,1=2e ¢ =0.

no qual foi introduzido um parametro adicional ¢, chamado fase, que da
o deslocamento da onda relativamente a origem.
Chamando a = Acos¢ e b = —Aseng, (1.11) pode ser escrita

f(t) = acos(At) + bsen(Ar). (1.12)

Sob suposi¢oes diversas sobre seu comportamento, uma funcao f(¢),t €

R, pode ser expressa na forma

(1) = Z [a(A)cos(Ar) + b(Dsen(AD)], (1.18)
A

na qual o simbolo de somatéria pode representar uma soma finita ou
infinita, ou mesmo uma integral. Dizemos que (1.13) é uma representagéio
espectral de f(1).

Podemos ter, essencialmente, quatro situacoes, que descreveremos

a seguir.
1.4.1  Tempo Continuo e Frequéncia Discreta

Aqui temos uma funcao periédica f(f), de periodo T, e de quadrado

integravel. Entdo,

00

o= e, (1.14)

n=—0o
em que a igualdade deve ser entendida como um limite em média
quadratica, e os coeficientes ¢,’s sao dados por

T/2

1 .
Ch = — F(0)e Mds. (1.15)
T J_rpe

25
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As frequéncias A, = 2nn/T sao chamadas frequéncias de Fourier, a
equacao (1.14) é a representagdo em série de Fourier de f(f) e os ¢,’s sao
os coeficientes de Fourier de f(1).

O teorema de Parseval diz que

1 T/2 )
7 [, rofa= 3 ek (1.16)

n=—oo

ou seja, a poténcia de f(f) sobre (-=7/2,T/2), que é energia por unidade
de tempo, é decomposta num numero infinito de termos, sendo cada
termo |c,|? a contribuicio a poténcia, do termo da série de Fourier de
f() com frequéncia 4,.

A equacao (1.14) também pode ser escrita na forma
1 (o)
f() = §ao + Z {a, cos(A,t) + b,sen(A,1)}, (1.17)
n=1

onde
(an — iby)/2, sen>1
Cn =14a0/2, sen=20 (1.18)

(ap + iby)/2, sen < -1,

e os coeficientes ay, b, de (1.17) sdo dados por

9 T/2
“=7]), f@®cos(,0)dt, n >0, (1.19)

-T/2

) T/2
by=2 f . f(sen(,0)dt, n>1. (1.20)

O harmonico de (1.17) paran = 1 é chamado fundamental e corres-
ponde a uma onda cosseno (seno) de periodo igual ao de f(¢). Paran = 2,
temos o primeiro harménico, de periodo igual a metade do periodo de f(?),
€ assim sucessivamente.

Como ¢, é um numero complexo, ele pode ser escrito também na

forma polar

Cn = Ry, (1.21)

de modo que R, = |¢,| = %(as + b,%)l/2 e ¢, = arctgf{ _b”},n =0,1,2, ...

An
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1.4.2  Tempo Continuo e Frequéncia Continua

Suponha agora que f(f) nao seja periédica; logo, nao podemos representa-
-la na forma (1.14). A ideia é considerar a fung¢ao

fr(t) = f(t),-T/2 <t <T/2 (1.22)

e entao estender fr(-) periodicamente a toda reta. Se esta for de quadrado
integravel, podemos usar o que vimos na secao anterior para obter

+00
fry= )" Fure™, (1.23)
com
1 T2 ) 1 T2 )
For= T fr(He Midr = T F(0)e M d. (1.24)
-T/2 -T/2

Substituindo (1.24) em (1.23) e colocando Ad = A, — A, = 2x/T,
obtemos

N 12 it 11ty D4
O=m0= )l (e M dr]e"} —,
J@O = fr n;w e f 5
e para T — oo, temos que A1 — 0 e portanto
fio = f F(e'da, (1.25)
com
F(A) = 1 f ftye ™dt. (1.26)
21 Jowo

Supondo-se f(f) de quadrado integravel, (1.25) e (1.26) estarao bem
definidas em Lo(R). Dizemos que (1.25) € a representacdo de f(t) como uma
integral de Fourier e que F(-), dada por (1.26), é a transformada de Fourier
de f(1).

O teorema de Parseval, neste caso, fica
f(Ol°dt = on |F(D)|dA. (1.27)

A quantidade |F (ADI? é chamada Jfungdo de densidade espectral de energia
de f(f), que pode ser comparada com uma funcao de densidade de
probabilidade.

27
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1.4.3  Tempo Discreto e Frequéncia Continua

Suponha agora uma funcao f(f) de quadrado integravel, definida para
—00 < t < +00, € que queremos observa-la em instantes de tempo equies-
pacados, ou seja, amostrd-la em instantes 0, £At, £2At, . ... A transformada

de Fourier desta sequéncia
fi= faAD, 1 =0,%+1,%2, ....

é definida por

00

Fa() = % D fer, (1.28)

t=—00

sendo que a transformada inversa é

/(A1) A
fi = f o Fa(D)e ™ da. (1.29)
—nt/(At)

O teorema de Parseval para essa situacao é

1 7/ (Ar)
A AR = o IFA(DdA. (1.30)

: —7/(Ar)
Um caso especial frequente ocorre para At = 1, para o qual temos as

modificacoes 6bvias nas relacoes acima.

Um fendémeno interessante que ocorre quando amostramos uma
funcao continua em intervalos de tempo igualmente espacados é o
aliasing. Usando os resultados acima e sendo F a transformada de Fourier

de f, temos que

fi = f@An) = f ) F(a)eda =

—00

n(j+1)/(An) )
— f F(a)ela/tAtda —
j Jr(=D/An

/(M) -
- > @+ 22) ity
—n/(A1) 7 At

ap6s fazermos a transformacao A = @ — %. Usando (1.29), temos que
2rj T
Fa(l) = F(1+ — A< —. 1.31
A<>§j]<+m>, < - (1.31)

Segue-se que a transformada de Fourier, na frequéncia 4, da sequéncia
amostrada f;, é igual a soma das transformadas de Fourier de f(1),
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nas frequéncias A, A+£2r/(At), A+4nr/(Af) etc. Dizemos que A é alias de
A+2r/(Ar), A+4r/(Af) etc. A maior frequéncia que nao seja alias de outra
frequéncia no intervalo (—n/(2At), ©/(2At)) é n/(At), chamada frequéncia
de Nyquist, indicada por Ay.

1.4.4  Tempo Discreto e Frequéncia Discreta

Suponha, agora, um ntumero finito de valores amostrados de f(f), para

0 <t < T,asaber, fo, fi, ..., fn-1, nos pontos

T
tji=—j j=01,...,N-1 1.32
i=N" ( )
Segue-se que At = T/N e f; = f(t;). Da teoria da integral de Riemann,

se ¢g(t) for continua,

T TS T
ndt = lim — —DNs
fog() NglgoN;;g(NJ)

logo podemos aproximar os coeficientes de Fourier dados em (1.19) e
(1.20) por

N-1
2 .
a = N Z i cos(A, j), (1.83)
=0
N-1
p™ = 2 Z £ sen(A,)) (1.34)
n TN bi nJ)s .
=0

onde 4, = (27n)/N sao as frequéncias de Fourier. Na forma complexa, a
transformada discreta de Fourier da sequéncia f; é dada por

N-1
Fo= " fre i, (1.35)

j=0
Essa transformada discreta € muito importante nas aplicacoes e sera
usada extensivamente neste livro, ao se estimar o espectro de um pro-
cesso estaciondrio. O cilculo direto da transformada (1.35) envolve N2
operacoes complexas; no entanto, usando um algoritmo chamado FFT
(Fast Fourier Transform), ela pode ser calculada usando N¢nN operacoes.

Esse € o algoritmo de Cooley e Tukey (1965).

A transformada inversa é

Z Fe, (1.86)

29
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e o teorema de Parseval fica

N-1 1 N-1
2= — F,%. 1.87
;w Nﬂz(;l | (1.37)

Na realidade, os valores aﬁ,N), ble),n =0,1,2,... consistem de no ma-
ximo N numeros. Esse fato segue das seguintes relacoes (veja o pro-
blema 14):

CO

w

(kN + n)Q?ﬂ-tj - 008(2%1‘;),

[ 2r | 21tn
sen »(kN + n)?tj‘ = sen(th) , (1.38)

[ 2r | 27tn
sen 7(kN - n)?tj_ = —sen (th) ,

paran =1,2,...,N e k qualquer inteiro.

As formulas (1.38) mostram que é suficiente calcular os coeficientes
discretos de Fourier paran = 0,1,...,[N/2]. E possivel obter uma rela-
cao entre os verdadeiros coeficientes de Fourier e os discretos (veja o
problema 15).

1.4.5 Funcées Generalizadas

Para que f(¢) tenha uma transformada de Fourier, ela deve satisfazer certas
condicoes, por exemplo, ser de quadrado integravel ou absolutamente
integravel. Usando a teoria das funcoes generalizadas é possivel estender
a teoria para func¢oes que nao satisfazem essas condigoes. Tal teoria esta
fora do alcance deste livro, de modo que nos limitaremos a apresentar
brevemente, e de modo nao rigoroso, a funcao delta de Dirac. Para outros
detalhes veja, por exemplo, Lighthill (1964).
A fungao delta de Dirac (ou fung¢ao impulso) é definida pelas relacoes
+o00, set=0

o) = (1.39)
0, set#0,

foo s(dt = 1. (1.40)

A rigor, 6(f) nao é uma funcao, pois assume o valor +co parat =0 e
a integral (1.40) deveria ser zero. Usualmente, 6(¢) € introduzida pela
propriedade

f o) f(ndt = £(0), (1.41)

o
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se f(¢) for uma funcao real, continua e que se anula fora de um intervalo
limitado. Contudo, como 4(#) nao é uma funcao, a integral do primeiro
membro de (1.41) nao faz sentido.

Para contornar esse problema, consideraremos uma sequéncia de

funcoes continuas 9,(%), tais que:
(i) 6,(2) = 0, para todo t;
(i) [ ou(t)dr =1;

(iii) para todo € > 0,77 > 0, existe ny tal que, para n > ny,

f o,(0)dt < e.
[11>n

Dessa maneira, (1.41) poderia ser definida por

fw o f(rdt = r}gg f‘” 0,(0) f(t)dt. (1.42)

Uma sequéncia de funcgoes 6,(f) como a definida acima é chamada
sequéncia de nicleos de Dirac. Pode-se demonstrar, usando (1.42), que a
relacao (1.41) é realmente correta, se impusermos a condicao adicional
que &,(1) seja par, para todo n. Veja Figueiredo (1977) para detalhes; para
alguns exemplos de tais fungoes e respectivas transformadas, veja Jenkins
e Watts (1968, p. 31).

A interpretacao fisica da funcao delta é a de um impulso de energia
num sistema. Suponha que esse sistema seja definido pela integral

y(t) = f B h(u)x(t — w)du. (1.43)

00

Aqui, x(1) é a entrada e y(t) é a saida do sistema, o qual é caracterizado
pela funcao h(t). Tal sistema diz-se um filtro linear. Se a entrada for
x(t) = (1), entao

y(1) = f i h(u)o(t — uydu = h(1),

00

ou seja, a resposta do sistema a um impulso é a funcao Ai(f), donde o
nome fungdao resposta de impulso.

Duas outras funcoes tteis sao a funcao de Heaviside e o pente de Dirac,
que denotaremos por H(t) e 1(?), respectivamente. Essas sao definidas por

31
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0, se t<0
H@®) ={1/2, set=0 (1.44)
1, se >0
e (o]
() = Z 5t — 2j). (1.45)
j=—0c0

A funcao H(t) pode ser encarada como o limite de funcoes H,(7) (para
n — o0) que tém limite zero, para ¢t < 0, e um, para ¢ > 0. Por exemplo,

e /2, se t<0
H,() =
1-e/2, set>0.

considere

Derivando H,(t), obtemos H,(t) = ne~"/9, que é um nucleo de Dirac.
Logo, formalmente, podemos dizer que a derivada de H(z) é 6(1).
A funcao 7(f) tem a propriedade

00

f fomode = 3" f@r)). (1.46)

j:—m

1.4.6  Nucleos e Janelas

Considere
N

fv() = Z cpe™, (1.47)

n=-—N

onde 4, sao as frequéncias de Fourier. Substituindo o valor de ¢,, dado
por (1.15), obtemos

e o
fu(t) = f Dyl = w)]f (w)d, (1.48)
-T/2

onde

_ l sen[(N + 1/2)t]

D@ T sen(t/2)

(1.49)
€ o nucleo de Dirichlet, que tem as propriedades:

(i) Dy(?) € uma funcao par;

.. T/2
(i) [, 1o Dn(Ddt = 1;
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(iii) DN(%) € uma funcao periodica de periodo T
(iv) Dy(0) = 21,

A equacao (1.48) mostra que fy(?) é soma de valores de f(7) ponderada
pelo nucleo Dy(-). Dizemos que Dy(-) é uma janela pela qual fy(7)

“v&” f(1).
De modo geral, se f(f) e g(¢) sao funcoes periodicas, de periodo T,

tal que

T/2
g = f K(t — u)f(uw)du, (1.50)
-T/2

dizemos que K(-) é uma janela pela qual g(t) “vé” f(t). Propriedades de
K(-) geralmente necessdrias sao:

Q) [ TT/fQ Kt = 1;
(ii) K(-1) = K(@);

(iii) |K(1)] < K(0), para todo t.

Na Figura 1.5, temos graficos de Dy(-) para T = 27 e dois valores de N.

Arelacao (1.48) mostra que a aproximacao de f(¢) através de fy(f) serd
boa se o ntucleo Dy(-) for concentrado ao redor do ponto ¢. A Figura 1.5,
por outro lado, nos mostra que o niicleo de Dirichlet nao € satisfatério,
pois nao estd suficientemente concentrado ao redor da origem. Mesmo
para N = 10, hd muitos picos laterais, com magnitudes razoaveis.

(a) (b)
o
~ 0 |
@
@
© (=N
S —
o ° o v
c
o
&
o
=R
(oY)
ol._
T T T T T T T T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 1.5 Nucleo de Dirichlet. (a) N =3; (b) N =5.
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Para que fy(f) seja convergido para f(f), quando N — oo, em algum
sentido, f(¢) deve satisfazer certas condicoes de regularidade. E no
entanto, o leorema de aproximacdo de Weierstrass afirma que, se f(¢) for uma
funcao real, continua, definida no intervalo [a,b], existe uma sucessao
de polinébmios que converge uniformemente para f(¢) em [a,b]. Veja
Figueiredo (1977, p. 78).

Uma maneira de construir polindmios harmoénicos convergentes para
a funcao em questao foi proposta por Fejér em 1904. Seja f(¢) dada por
(1.17) e considere a média

1
onn) = == @+ AO +...+ v (D). (1.51)
Entao, pode-se provar que:

(i) own+1(#) converge para f(f) uniformemente, se f(f) for continua e
periodica;

.. N i

(i) one(®) = X N1 = A )cae™;

(i) owar(0) = [, Fxr 3 = w] fwdu, onde

1 sen[(N + 1/2)t]42
Fya@) = , 1.5
V0= TN 1)[ sen(1/2) ] (1.52)
parat # 0,7, +2T, ... é o nucleo de Fejér. Este tem as propriedades

(a) Fy4+1(¢) € uma funcao par;

T/2
(0) [y Fya(de = 1;

(c) Fy+1(2nt/T) é continua, periédica, de periodo T

(d) Fyq(0) =24,

A Figura 1.6 ilustra Fy,(-) para T = 27 e dois valores de N. Vemos
que o nucleo de Fejér é uma janela mais concentrada ao redor da origem
do que o nucleo de Dirichlet. Além disso, Fy.1(f) > 0, para todo ¢, e os
picos laterais tém magnitudes pequenas quando comparadas com a do
pico central.

Do que foi relatado acima, podemos considerar, genericamente,
expressoes da forma

M) = Z h(n/N)ce™, (1.53)
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-3 -2 - 0 1 2 3 -3 -2 - 0 1 2 3

Figura 1.6 Nucleo de Fejér. (a) N=3; (b) N=5

para alguma funcao h(f), com h(0) = 1, h(z) = 0, |t| > 1. A funcao h(n/N)
é chamada fator de convergéncia (Moore, 1966), coeficientes geradores de
janelas (Parzen, 1967) ou, ainda, tapers e data windows (Tukey, 1967). Se
definirmos

1 .
M) = — —int
HYV() = ;h(n/N)e , (1.54)
entao podemos escrever (1.53) como
1/ 2n
00 = [ HOE - ol (1.55)
-T/2 T

A funcio HM() é o que anteriormente chamamos de nicleo ou janela
e, em capitulos posteriores, sera denominada de janela espectral, definida
no dominio da frequéncia, enquanto i(n/N) é definida no dominio do
tempo. A forma tipica de HM () é aquela das Figuras 1.5 e 1.6.

Varios fatores de convergéncia tém sido sugeridos na literatura. A
Tabela 1.1 ilustra alguns deles (Brillinger, 1981; Koopmans, 1974; e
Priestley, 1981).

Nao trataremos outros aspectos do caso deterministico além do que

foi apresentado. Para outros detalhes, consultar Percival e Walden (1993).

Neste livro, estaremos interessados no caso em que, em vez de uma funcao
deterministica f(#), temos observacoes de um processo estocastico. O
objetivo ainda é aproximar a série temporal observada por uma combinacao

linear de senos e cossenos.
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1.5 UM ExEMPLO DE ANALISE DE FOURIER

Vamos considerar a série {X;,t = 1,..., N} de temperaturas médias
mensais da cidade de Cananeia e Sao Paulo, de janeiro de 1976 a dezem-
bro de 1985 (em graus Celsius), N = 120 observacoes. Um grafico da série
€ mostrado na Figura 1.7 e vemos claramente um componente anual.

temperatura
0

0 20 40 60 80 100 120
més

Figura 1.7 Série de temperaturas mensais em Cananeia.

A Tabela 1.2 mostra parte da analise de Fourier, com o namero

. . . . N) (N
harmonico n, os coeficientes discretos de Fourier aﬁ, ), bg, )e

N N
rV = V12 + [b)12,
(N) _

calculados usando (1.33)-(1-34). Lembre-se que a, ’ = X, a média amos-
tral, e como N é par, podemos escrever

N/2
X =a + Z{agm cos(4;1) + b sen(A;1)},
j=1

onde A; = 27j/N sao as frequéncias de Fourier. A energia média da série

¢é dada por
N-1 N/2

1 1
SIQ\/ = N ZX? = [Clgv)]2 + 5 Z[FEN)]Q.

=0 j=1

A Figura 1.8 mostra o espectro (de linhas) de Fourier, (n X [rf,N)]2/2).
O valor 7,03 corresponde ao harmoénico n = 10, responsavel por mais de
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Tabela 1.2 Analise de Fourier da série de temperaturas de Cananeia, Sao Paulo,
de janeiro de 1976 a dezembro de 1985.

oD b D
21,5317 21,3517

0,1257 | —0,0565 | 0,1378
-0,1575 | —0,2458 | 10,2919

0,0738 | —-0,4317 | 0,4380
10 3,6522 0,8507 | 3,7500
15 | -0,0433 | -0,0406 | 0,0594
27 | -0,0229 | -0,1717 | 0,1732
35 | =0,2030 | —0,0656 | 0,2133
50 | -0,1439 | —0,1857 | 0,2349
55 0,0616 | —0,0967 | 0,1146

S| k| = O

88% da variancia total. Esse harmoénico corresponde a periodicidade de
12 meses. Segue-se que um modelo conveniente para a série é

X, = 21,532 + 3,652 cos (gt) +0.851 sen (%t) +&,.

espectro 4
1

2
1

o JL

T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

harménico

Figura 1.8 Espectro de Fourier para a série de temperaturas em Cananeia.
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1.6 ArLcuMAS SERIES TEMPORAIS

Nesta secao, apresentaremos algumas séries reais e simuladas, que
serao usadas no decorrer do livro. Os conjuntos de dados estdo na pagina
do autor (www.ime.usp.br/~pam) e as figuras respectivas aparecem
no texto.

ExempLO 1.1 (continuacao) Na Figura 1.1, temos uma série de marés
de Ubatuba, Sao Paulo, observada de hora em hora, durante os primeiros
vinte dias do més de janeiro de 1981. As observagoes estao no arquivo
h-ubatuba. Vemos que o grafico dessa série é bastante regular, apresen-
tando uma periodicidade evidente. Na realidade, uma série de marés
contém varias periodicidades (diurnas, semidiurnas etc.) associadas a
fendmenos gravitacionais causados pela atracao do Sol e da Lua.

ExempLo 1.2 Na Figura 1.9, temos representada a série de manchas
solares de Wolf, consistindo de observacoes anuais de 1749 a 1924. Os
dados estdo no arquivo a-manchas. As manchas solares sio observadas
diariamente (na realidade, cada nimero didrio é uma média ponderada
de medidas feitas em diversas estacoes) e cada observacao representa
o nimero de manchas (spots) visiveis na face do Sol e o niimero de
grupos nos quais elas se agrupam. Para uma descricao completa, veja
Vidakovic (1999, p. 282). Note que existe certa regularidade na série,
nao tao evidente como na série de marés. Os vales estao mais ou menos
alinhados, mas os picos tém amplitudes varidveis e as distancias entre eles
também sao variaveis. Este € um exemplo de uma série temporal nao

150 +

100 -

Ot
S
L

Numero de manchas

T T

50 100 150
Ano

S

Figura 1.9 Série de manchas solares de Wolf.
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linear e assimétrica. Essa série tem sido objeto de muitas analises, pois a
atividade solar influencia um grande nimero de fenémenos fisicos que
ocorrem na Terra, em diferentes escalas. Veja, por exemplo, Bloomfield
(2000) e Morettin et al. (1993).

ExemrrLo 1.3 A Figura 1.10 apresenta a série simulada pelo modelo
X, =08X,1 +¢,

onde ¢ sao v.a. independentes, normais, com média zero e varidncia um.
E um modelo autorregressivo de ordem um e serd discutido com detalhes
no item 2.4. Os duzentos dados gerados estao no arquivo arl.200.

-2

T T T T T
0 50 100 150 200

Figura 1.10 Valores simulados de um modelo AR(1).

ExempLO 1.4 A Figura 1.11 mostra a série de precipitacoes atmosféricas
de Fortaleza, Ceard, de 1849 a 1997, totalizando 149 observacoes anuais.
Essa série também tem despertado grande interesse, tendo sido analisada
por varios autores dentre os quais Girardi e Teixeira (1978), Markam
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2500
2000 1
E 1500 1 o

1000 - NV

500 ~

50 100 150

Ano

o A

Figura 1.11 Série de precipitacoes de Fortaleza, Ceard, com curva ajustada pelo

Lowess.

(1974), Jones e Kearns (1976), Morettin et al. (1985) e Morettin et
al. (1993). A série € bastante irregular, nao sugerindo a existéncia de
possiveis periodicidades ou tendéncias. Veja também Harvey e Souza
(1987) e Harvey (1989). As observagoes estao no arquivo a-fort. Na figura,
apresentamos também uma curva suave ajustada por um procedimento
robusto, denominado Lowess. Essa curva da a tendéncia da série, a medida
que o tempo evolui.

ExemprLo 1.5 A Figura 1.12 (a) apresenta a série de estados de sono
de um recém-nascido cuja mae nao ingeriu bebida alc6olica durante
a gravidez (brevemente, “nao exposto”). Esta é uma série temporal
categorizada, sendo que os estados sdo categorizados, a cada minuto, da
seguinte maneira:

1: sono tranquilo — trace alternant;
: sono tranquilo — high-voltage;
: sono indeterminado;
: sono ativo — low-voltage;
: sono ativo — mixed,

Sy OU B 0 N

: acordado.

Na Figura 1.12 (b), apresentamos a série de estados de sono de
um recém-nascido cuja mae ingeriu bebida alc6olica moderadamente
durante a gravidez (“exposto”). Ambas as séries consistem de 128 dados,
observados a cada minuto. Essas séries sao parte de um conjunto maior

de dados analisados por Stoffer et al. (1988), com o objetivo de estudar

41
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os efeitos do consumo moderado de alcool, por parte das maes, sobre os
padroes de sono dos recém-nascidos. Os dados estdo listados no arquivo

min-sono.

(@) 5

Estado

T T T

40 60 80 100 120

Minuto

o A
no
(=]

(®) 5

Estado

0 20 40 60 80 100 120
Minuto

Figura 1.12 Estados de sono de recém-nascido. (a) Nao exposto; (b) Exposto.

ExempLO 1.6 A Figura 1.13 apresenta parte de uma série de sono-
-vigilia de um menino desde cinco semanas até quatro anos de idade.
O procedimento consistiu em registrar periodos de sono e vigilia do
menino, pela observacao direta por parte de sua mae ou outra pessoa, em
intervalos de 10 minutos. Associamos o valor 1 ou 0, se 0 menino estava
dormindo ou acordado, respectivamente. Temos n = 2016 observacoes
correspondentes as duas primeiras semanas de medidas. Ver Mello et al.
(1996) para detalhes sobre o experimento, e Brillinger e al. (2000) para

uma analise dessa série. Os dados estao no arquivo min-sono.vigilia.
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Estado

0, u LJud LU LIy (S—

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Dias

Figura 1.13 Série de sono-vigilia de menino.

Exempro 1.7 A TFigura 1.14 apresenta a série de producao mensal de
cimento na Espanha, de janeiro de 1955 a janeiro de 19951. Os dados
estao em milhares de toneladas e apresentados no arquivo m-cimento.
Como mostrado pela figura, a producao de cimento na Espanha
aumentou, na média, de 1955 até meados da década de 1970. A crise de
1979 afetou o setor de construcdo no inicio de 1980. A crise foi seguida
por um crescimento econoémico no final de 1980, enfatizado na Europa

pela perspectiva de unificacao econdémica. A producao de cimento foi

depois afetada pela crise no comeco dos anos de 1990. Veja Arino et al.

(2004) para mais detalhes e uma andlise de tal série.

Exempro 1.8 A Figura 1.15 mostra n = 256 magnitudes da estrela
variavel (cefeida) RU Andrémeda. Os dados foram obtidos da American
Association of Variable Star Observers (AAVSO) International Database
em www.aavso.org (veja Sardy et al., 1999). As observacoes sao obtidas
em instantes de tempo irregularmente espacadas, devido a diversos
fatores, inclusive bloqueio da estrela pelo Sol, condicoes meteorolégicas
e disponibilidade de uso de telescopio. Algum tratamento dos dados foi
feito, por exemplo, substituindo observacoes miultiplas na mesma data
pelo seu valor mediano. As observacoes vao do Dia Juliano 2.440.043
a 2.441.592 (5 de julho de 1968 a 1° de outubro de 1972) e estdo no
arquivo irreg-andromeda

1. Dados extraidos do Boletin Econémico del Banco de Espana, s.d.

43
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Figura 1.14 Producao mensal de cimento na Espanha, 1955-1994.

1.7 AspEcTOS COMPUTACIONAIS

Para implementar as técnicas apresentadas nesse texto serd necessario
o uso de alguns pacotes computacionais. Dentre esses, citamos o SPlus,
o MatLab e o repositério de programas R. Para a analise de ondale-
tas, mencionamos, no Capitulo 4, alguns programas especiais, como o
WaveThresh. Sempre que possivel, forneceremos informacao sobre a
utilizacao de uma funcao especifica usada para determinada analise.

PROBLEMAS
m.q. - P
1. Prove que, se X, — X, entao X, — X.

2. Seja Q = [0,1], A = B = o— algebra de Borel sobre [0,1] ¢ P =
medida de Lébesgue sobre 8, defina
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Figura 1.15 Magnitudes da estrela variavel RU Andromeda.

Xp(w) =
0’

2", we (O,%)

caso contrario,

g-c. ~
prove que X, — 0, mas X,, nao converge em m.q.

3. Prove que a integral fol g(x)dF(x) existe e calcule-a usando a defini-

cao se g(x) = x e F(x) = x°.

4. Calcule f_o; g(x)dF(x), se g(x) = e*,

0,
1/3,
F(x) =1{5/6,
1/2,
1,

—0<XxX<0o0e

x< -1

-1<x<0
0<x<1
1<x<2

x> 2.

5. Mostre que, se F(x) tem um salto em a, entao

b b
f G(OdF(x) - f 0

g(x)dF (x) = g(a)[F(a + 0) — F(a - 0)],

onde a + 0 indica que o extremo a nao estd incluido.
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6. Prove o seguinte:
D P P
(a) X, —» X,Y, - 0= X,Y, - 0.
D P - D D
(b) SeX, > XeVY, oc,entao X, +Y, > X+c¢, XY, > cXe
X,/ Y, 3 X/e, ¢ #0.
7. (a) Se X é umav.a. complexa, X =Y + iZ, prove que
Var(X) = Var(Y) + Var(2).

(b) Prove (A.1.17).
8. Seja X o numero obtido quando uma moeda ¢ lancada (X = 1, se

aparecer cara € X = 0, se aparecer coroa), e seja X, = X +c¢/n, c é

m.q.
uma constante. Mostre que X, — X.

9. Suponha X; ~ N(3,1/1), para cada t € R. Encontre o limite em m.q.

de X;, quando t — oo, se esse limite existir.

10. Prove que os coeficientes de Fourier (1.19)-(1.20) sao solucoes do

seguinte sistema de equagcdes normais:

N T/2 T/2
{a, f cos(A,1) cos(A,,1)dt + b, f sen(A,t) cos(A,,H)dt} =
= -T/2 -T/2
T/2
= f(#) cos(A,,t)dt,
-T/2

N T/2 T/2
Z{an f cos(A,1) sen(A,,1)dt + b, f sen(A,,t) sen(A,,H)dt} =

n=0 T/2 -T/2

T/2
= f(®) sen(4,,1)dt.

-T/2

11. Prove que:
(a) Se f(r) é periddica, par, entao b, = 0, para todon e

9 (T/2 _
7 L1y f(ndt, sen=0
[, f@ycos(ndr, sen>1.

a, =

(b) Se f(z) é periddica, impar, entao a, = 0, para todo n e

T/2

4
b, = = f(®sen(A,0)dt, n=>1.
T Jorye



ONDAS E ONDALETAS — Prova 4 — 25/3/2014 — Maluhy&Co. — pégina (local 47, global #47)

Preliminares ®

12. Prove (1.48).

13. Prove que, para N > 0, inteiro e ¢ # 0 (mod 2n),

et sen(t/2)
14. Prove (1.38)
15. Usando (1.38) e os fatos
IECOS(M) =0, ]E sen(M) =0, n+#0,N,2N,...,
Jj=0 N Jj=0 N

prove que (Parzen, 1967):
a(()N) =ap+ Z ANk,
k=1

(o)
N
a = @y + ) (@nken + ania),

k=1
B = by + ) (bken = byin).
k=1

16. Suponha que a série temporal x(f) possa ser modelada por
x(t) = Acos(wt) + Bsen(wt) + e(?),

em que a frequéncia w é conhecida. Se tivermos N observacoes de
x(t), parat =0,1,...,N — 1, encontre os estimadores de minimos
quadrados de A e B, isto é, os valores de A e B que minimizam

N-1 N-1
Z () = Z[x(t) — Acos(wt) — Bsen(wh)]%.
=0 =0

17. Calcule a transformada de Fourier das seguintes funcoes:

1, f1<a
(a) f@ ={
0, |tf>a.
t, 0<r<1
(b) f(® ={
0, t>1.
(c) f()=eM, —oco<t<oo.

(d) fO)=e™, —co<i<co.

47
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18. Considere a funcao

o) = {a cos(%), -T/2<t<T/2
0, lt| > T/2.

Prove que a transformada de Fourier (TF) de f(¢) tende a

el Tl T

quando T — oo. Isso significa que a TF de uma cossenoide de
amplitude a e freqliencia 27r/A consiste de uma funcao delta de area
a/2, centrada em A = —2x/A, mais uma funcao delta de drea a/2,
centrada em A = 27/A.

19. Denote por f * g a convolucao das funcoes f(-) e g(-), com valores

reais ou complexos, e definida por

(f=g)®) = f Fag(t — w)du.

Mostre que TF da convolucao de f(-) e g(-) é dada pelo produto
das respectivas TF’s, F(-) e G(-). Supondo que f(-), g() e F(:),G(-)
sejam de quadrado integravel, mostre que (f * g)(-) é também de
quadrado integravel. Esse resultado nos diz que convolucao no
dominio do tempo corresponde a multiplicacao no dominio da
frequéncia.

20. Mostre que convolucao no dominio da frequéncia das TF, isto é,
(F*G)(+), corresponde a multiplicacao f(-)g(-) no dominio do tempo.

21. No caso de tempo discreto e At = 1, convolucao de f; e g, é
definida por

(f =g = i JuGi—u-

U=—00
Prove que TF dessa convolucao é também dada pelo produto
das correspondentes TF’s de f; € g;.
22. Defina a energia média contida em f(f), t € R, como o

limy e g [ f2(1)dt. Considere

n

(0 = Z ;e 1eR,

j==n

com Ay =0,4_; = —4; e c_; = ¢;. Obtenha a energia média de f(1).
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23. Usando algum software faca uma andlise de Fourier dos dados de
manchas solares. Sugira um modelo para os dados. Comente se o
modelo é adequado.

24. Mesmo problema, para a série de marés de Ubatuba, Sao Paulo, de
1° a 15 de janeiro de 1981.

APENDICE A.1: CoONCEITOS BASICOS

A.1.1 Integrais de Riemann-Stielljes

Além da integral de Riemann, provavelmente familiar ao leitor, serd
necessario usar o conceito de integral de Riemann-Stieltjes. Nos Capitulos
3 e 4 faremos uso dessa integral.

Seja [a,b] um intervalo e £ uma particao desse intervalo, ou seja, um

numero finito de pontos xp, x1,...,X,, coma = xp < x; < ... < x, = b.

A integral de Rieman-Stieltjes pode ser definida por meio de limites
inferiores e superiores. Veja Rudin (1964), por exemplo. Uma maneira
equivalente € a seguinte: suponha que g(x) e F(x) sejam funcoes definidas
sobre [a,b], com F(x) crescente e g(x) limitada nesse intervalo. Seja

Ax; = x; — xi-1, i =1,...,n e W(P) = max;<;<, Ax;. Considere as somas
n
S(P.g,F) = Z g)F () — F(ti-1)], (A.1.1)
i=1
onde t1,...,1, sdo tais que x;_1 < t; <x;, i = 1,...,n. Suponha, agora, que

o ndamero de pontos de £ aumente e que u(P) — 0. Se a soma (A.1.1)
tender ao limite
I=1im S(P,g,F), (A.1.2)

entao esse limite é chamado a integral de Riemann-Stieltjes de g(x) com respeito

a F(x), e usamos a notacao

b
sz g(x)dF(x). (A.1.3)

Aintegral imprépria de Riemann-Stieltjes integral é definida por

00 b
f g(x)dF(x) = }irrbl f g(x)dF(x), (A.14)

se o limite existir. Situacoes para as quais a integral de Riemann-Stieltjes

existe incluem:
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(a) g é continua e F é de variagao limitada;
(b) g e f sao de variacao limitada, F continua.
Algumas propriedades de (A.1.3) sao apresentadas a seguir:

(P1) [ g)dlc1 F1(0) +caFo(0] = e1 [ g)dF1(x)+¢s [ g(x)dFs(x), para
C1 € C2 constantes.

(P2) Se g(x) > 0 ¢ b > a, entio [ g(x)dF(x) > 0.

(P3) [* 31, gi0dF () = S, [ gixdF ().

(P4) Se F(x) tiver uma derivada da qual ela seja uma integral, ou seja,

F(x) = f ) p(ndt,

(o]
entao

b b
f g(x)dF(x) = f g(x)p(x)dx.

(P5) Suponha que F(x) tenha um numero finito de pontos de desconti-
nuidade ¢, em [a,b], coma < ¢y <c9 <...< ¢, <b.Se F(x) for constante
em cada subintervalo (cx-1,cx), entao F(x) € uma funcao em patamar e
F(cy) — F(cr — 0) = fi € o salto de F(x) em ¢. Se ¢1 = a, o salto em ¢; €
F(c1 +0) = F(c1) esec, =b,osalto € F(c,) — F(c, = 0).

Entao, se g(x) e F(x) nao sao ambas descontinuas em c, temos

b n
fgmwm=24mm (A.1.5)
a i=1

e aintegral (A.1.3) reduz-se a uma soma finita. A férmula (A.1.5) pode
ser estendida para um nimero infinito de pontos de descontinuidade
nos quais F(x) muda de valor.

A. 1.2 Variaveis Aleatorias

Seja (2, A, P) um espaco de probabilidades, no qual Q é o espaco amos-
tral, A é uma o-algebra de subconjuntos de Q (os eventos aleatérios) e P
€ uma medida de probabilidade sobre A. Uma varidvel aleatoria (v.a.) é
uma funcao mensuravel definida sobre Q com valores reais, isto €, uma
funcao X : Q — R tal que, para todo conjunto de Borel B de R, teremos
que X~1(B) é um evento de A. Aqui, R denota o conjunto dos niimeros



ONDAS E ONDALETAS — Prova 4 — 25/3/2014 — Maluhy&Co. — pégina (local 51, global #51)

Preliminares ®

reais. Pode-se provar que X é uma v.a. se, e somente se, X~'(J) € A, sendo
J um intervalo da forma (—o0,a].

Se F for a funcao de distribuicao (f.d.) de X, isto é, F(x) = P(X < x) =
P(w : X(w) < x), entao o valor esperado, ou a média de X é definida como

E(X) = f ) xdF (%), (A.1.6)

que se reduz a

E(X) = f T F(x)dx, (A.1.7)

00

se F(x) for absolutamente continua, isto €, dF(x) = f(x)dx, com f(x)
sendo a funcao densidade de probabilidade (f.d.p.) de X. Se X for
discreta, tomando valores em um conjunto enumeravel {xy,Xo, ...} com
probabilidades p(x;) = P(X = x;) > 0, para todo j, entao

00

EXX) = Z X;p(x)). (A.1.8)

=1
Em todos os casos, supoe-se que a integral ou soma exista.
A variancia de X é definida por

Var(X) = E{[X - EX)]2}, (A.1.9)

e é facil ver que Var(X) = E(X?) — [E(X)]*.
Se X e Y sao duas v.a.’s definidas sobre (Q, A, P), entao a distribuicao
conjunta de X e Y € especificada por uma f.d. bivariada F(x, y), tal que

F(x,y) = P(w : X(w) < x, Y(w) < y). (A.1.10)

Se F(x,y) for absolutamente continua, existe f(x,y) tal que
O’F(x,y)/0x0y = f(x,y) e F(x,y) = f_xm f_ym f(u,v)dudv. No caso dis-
creto, quando (X,Y) toma valores em um conjunto enumeravel

{(xisy),i,j=1,2,.. .}, existe p(x;, y,) tal que F(x,y) = 3; 2.; p(xi, y;), onde
a soma estende-se sobre todos os pares (x;, ;) tais que x; < x,y; < y.
A covariancia entre X e Y é definida por

Cov(X,Y) = E{[X — EX)][Y - E(Y)]}, (A.1.11)
que € a f; f;[x - EX)]ly — E(Y)]dF(x,y). Segue-se facilmente que

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y). (A.1.12)

51
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Asv.a.’s X e Y sao independentes se F(x,y) = Fx(x)Fy(y), para todos os
pares (x,y), onde Fy e Fy sdao as f.d.’s (marginais) de X e Y, respectiva-
mente. Nesse caso E(XY) = E(X)E(Y) e Cov(X, Y) = 0.

Quando Cov(X,Y) = 0, dizemos que X e Y sao ndo correlacionadas.
Segue-se que, se X e Y sao independentes, entao elas sao nao correlacio-
nadas, mas a reciproca nao € verdadeira.

O coeficiente de correlagdo, que ¢ uma medida de associacao linear entre
X e Y, é obtido padronizando-se (A.1.12):

X, Y
p(X,v) = SVED) (A.1.13)
Ox0Oy

onde ox € oy sao os desvios padroes de X e Y, respectivamente. Nao é
dificil provar que -1 < p(X,Y) < 1.

Suponha, agora, que X seja uma v.a. complexa, ouseja, X : Q — C,
sendo que C é o conjunto dos nimeros complexos. Entao, X = Y + iZ,
com Y e Z vaa.’s reais. Dizemos que Y é a parte real de X e escrevemos
Y = R(X), enquanto Z ¢é a parte imagindria de X, e escrevemos Z = I(X).

Nesse caso, a média de X é definida por
E(X)=E(Y)+iE2), (A.1.149)
e a variancia de X é definida por
Var(X) = E{|X - EX)}. (A.1.15)

E facil ver que Var(X) = Var(Y) + Var(Z) e que, para Z = 0, obtemos as
definicoes usuais para v.a.’s reais.
Sejam, agora, X; e Xo duas v.a.’s complexas. A covariancia entre ambas

agora é definida como
Cov(X1, Xo) = E{[X1 — E(XD][X2 — E(X2)]}, (A.1.16)

pois se assim nao fosse, colocando X; = X, a variancia nao seria real.
Deixamos a cargo do leitor mostrar que (veja o problema 7)

COV(X],XQ) = COV(Y], YQ) + COV(Z],ZQ)
+ i[COV(Zl9 YQ) - COV(YhZ?)],

(A.1.17)

SCXjZ Yj+iZj, j= 1,2
Terminamos essa secao mencionando algumas desigualdades impor-

tantes envolvendo v.a.’s (complexas, em geral).
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DESIGUALDADE DE CHEBYSHEV

Se ¢ for uma funcao positiva e estritamente crescente sobre (0, ), com
¢(u) = ¢(—u), e X for uma v.a. com média finita, entao para cada u > 0,

E{p(X
P{X| > u} < 9 )}. (A.1.18)
P(u)
O caso familiar surge quando ¢(u) = u?>e X =Y — E(Y), resultando

Var(Y)
u?

P{lY -EY)| > u} <

DESIGUALDADE DE JENSEN

Se ¢ for uma func¢ao convexa sobre R e X e ¢(X) forem v.a.’s integraveis,
HMHEX)} < E{¢(X)}. (A.1.19)
Por exemplo, se ¢(x) = x2, entdo [E(X)]? < E(X?).
DESIGUALDADE DE SCHWARZ
Se X e Y forem v.a.’s, entao

|E(XY)| < E(IXY)) < [EIX*E|Y]*]"/2. (A.1.20)

A.1.3 Convergéncia de Varidveis Aleatorias

Seja {X,,,n > 1} uma sequéncia de v.a.’s definidas no mesmo espaco de
probabilidades, digamos (L, A, P). Varios tipos de convergéncia podem
ser definidos.

(i) A sequéncia{X,} converge em probabilidade para a v.a. X se, e somente

se, para todo € > 0 tivermos

lim P{X, — X| > €} = 0, (A.1.21)

.- P
e indicamos X, — X.

(ii) A sequéncia {X,} converge quase certamente para a v.a. X se, e somente

se, existe um conjunto D com P(D) = 0 e tal que

lim X, (w) = X(w) < o0, para todo w € (- N) (A.1.22)

. . q.c.
e indicamos por X,, — X.
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O conceito de convergéncia quase certamente (ou quase em
toda a parte) é mais forte do que o conceito de convegéncia em

probabilidade, e o seguinte resultado vale.

c. P
Prorosicio A.1  SeX, 5 X valer, entao X, — X também vale.

(iii) A sequéncia {X,} converge para a v.a. X em média quadratica (m.q.) ou
em Lo, se, e somente se,

lim E{|X, — X|?} = 0. (A.1.29)

n—oo

- m.q. Lo
Anotacao é X, - XouX, - X.

Da desigualdade de Chebyshev segue imediatamente que:

q. P
ProPOSICAO A2 SeX, i X, entao X,, — X.

Convergéncia em m.q. e em probabilidade nao implicam con-

vergéncia quase certamente, mas o seguinte resultado vale.

Proprosicao A.3  Se a sequéncia {X,} convergir em m.q. para X (e logo
em probabilidade), entdo existe uma subsequéncia ny tal que X, converge

quase certamente para X.

OBSERVACOES

(a) Convergéncia quase certamente nao implica convergéncia em
média quadratica (veja o problema 2).

(b) Dizemos que X, é dominada por Y se, e somente se, |X,| <Y
q.c. Entao, é verdade que, se X, £> X, entao X, g X, desde
que {X,} seja dominada por uma v.a. Y que seja de quadrado
integravel.

(c) Para cada definicao acima existe um critério de convergéncia
mutuo, que fornece uma condic¢iao necessdria e suficiente para
a existéncia de uma v.a. X tal que cada definicdo se aplica. Por
exemplo, existe X tal que X, g X se, e somente se, E{|X,, —

X’} — 0, para n,m — oo etc.
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(iv) Seja{X,} uma sequéncia de v.a.’s e{F,} a sequéncia correspondente de f.d.’s.
Dizemos que {X,,} converge para a v.a. X em distribuicdo se, e somente se, a

sequéncia I, converge para a f.d. F de X nos pontos de continuidade de F .

- D
Usaremos a notacao X,, — X.

Esse é o conceito de convergéncia “mais fraco”, pois convergén-
cia em probabilidade implica convergéncia em distribuicao.

Provavelmente, convergéncia em média quadratica seja o con-
ceito mais importante para a andlise de séries temporais. Em parti-
cular, as duas proposicoes seguintes sao importantes.

Prorosicio A4 Se {X,} e {Y,} sdo duas sequéncias de v.a.’s com
variancias finitas, entdo se X, “xe Y, A Y, segue-se que E(X,Y,) —
E(XY).

ProprosicAo A5 (Loeve) Se a sequéncia {X,} convergir em média

quadratica, entao E(szl) converge para um limite finito.

A. 1.4 Transformada de Fourier

O espaco bdsico para nossas andlises sera o espaco L%*(R), de funcoes
de quadrado integravel, definidas em R e com valores complexos. Nesse
espaco, o produto interno é definido por

(fg) = f FOgdx,

tornando-o um espaco de Hilbert.
Se f for uma func¢ao absolutamente integravel, definimos a transfor-

mada de Fourier de f como sendo
f@r= [ sweEan ger (4124

Se f tem valores reais, (&) = f(-¢)).
Para funcées de L?(R), procedemos como segue. Para cada n > 0
defina

fu®) = f ' f(x)e € dx. (A.1.25)
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Entao, definimos a transformada de Fourier de f € L*(R) como a
integral (A.1.24), no sentido que

Lim |If = full® = lim f £&) — fu@Pdé = 0. (A.1.26)
A transformada inversa de Fourier é dada por

1~ . .
fx) = o f f(&)e* ag. (A.1.27)
T —00
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PROCESSOS ESTACIONARIOS

2.1 INTRODUCAO

Nas situacoes em que se pretende utilizar modelos para descrever
processos fisicos, € necessario introduzir suposicoes que permitam a
obtencao de propriedades probabilisticas e estatisticas desejaveis. No
caso de processos estocasticos, uma suposicao normalmente feita é a de
estacionariedade. Intuitivamente, um processo estocdstico {X(#),t € 7'}
€ estaciondrio se ele se desenvolve no tempo, de modo que a escolha
de uma origem dos tempos nao seja importante. Em outras palavras, as
caracteristicas probabilisticas de X(f + 1), para todo T € 7, sao as mesmas
de X(f). As medidas das vibracoes de um aviao em regime estavel de
voo horizontal, durante seu cruzeiro, constituem um exemplo de um
processo estacionario. Outro exemplo é o EEG (eletroencefalograma)
obtido fixando-se eletrodos no couro cabeludo de um individuo. As
varias formas de “ruidos” também podem ser consideradas processos

estacionarios. Por outro lado, muitas séries temporais que aparecem
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em economia, por exemplo, sao ndo estaciondrias, como uma série de
producao industrial de um pais ou uma série de precos de um ativo
financeiro.

Tecnicamente, ha duas formas de estacionariedade: fraca (ou ampla
ou, ainda, de segunda ordem) e forte (ou estrita).

DEFINICAO 2.1 Um processo estocdstico {X(1),t € T} diz-se estritamente estacio-
nario se todas as distribuicoes finito dimensionais (1.1) permanecem as mesmas

sob translagoes do tempo, ou seja,
Fxi, ...,x;0+7T, ..., t, +7)=F(x1, ..., X051, ..., 1), (2.1)

para quaisquerty, ..., t,,T de7 .

Isto significa, em particular, que todas as distribui¢oes unidimensionais
sao invariantes sob translacoes do tempo; logo a média u(#) e a variancia

o2(¢) sdo constantes, isto é,
E{X(H)} =u()=p, paratodot e T, (2.2)
Var{X(0)} = o*(1) = o , paratodote€ 7. (2.3)

Sem perda de generalidade, podemos supor que u = 0. Caso contrario,
considere o processo X(f) — u.

Do mesmo modo, todas as distribui¢oes bidimensionais dependem de
diferencas de tempos. De fato, para t1,to € 7, y(t1, 1) = y(t1 + t,to + 1) €
fazendo t = —19, temos que

y(t,12) = y(t1 = 12,0) = Cov{X(ry — 1), X(0)}. (2.4)

Na realidade, a covarincia (2.4) é uma funcao de |1 — to| € para isso
basta fazer t = —#; acima.
Segue-se que podemos escrever a fung¢do de autocovaridncia de um

processo estacionario forte ou estrito como
y(1) = Cov{X(t), X(t + 7)} = Cov{X(0), X(1)} (2.5)

parat,T€T.
Genericamente, de (2.1) segue-se que os momentos de ordem n de
X(1) dependem apenas das diferencas ¢; — 1, e sao funcoes de n — 1

argumentos.
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Como dissemos anteriormente, estaremos interessados em caracterizar
0s processos estocdsticos por um nimero pequeno de funcoes de distri-
buicao ou de momentos. Se nos restringirmos a momentos de primeira e

segunda ordens, somos levados a seguinte definicao:

DEFINICAO 2.2 Um processo estocdstico {X(t),t € T} diz-se fracamente estacio-

nario (ou estaciondrio de segunda ordem) se, e somente se,
(1) E{X(®)} = u) = u, constante, para todot € T;
(ii) E{X%(t)} < o0, para todot € T,
(iii) y(t1,t2) = Cov{X(t1), X(t2)} é uma funcdo apenas de|t; — tol.

A partir de agora, estaremos interessados principalmente nessa classe
de processos, que denominaremos simplesmente de processos estaciondrios.
Note-se que, se X(#) for estritamente estacionario, ele nao necessita ser
fracamente estaciondrio, pois a condicao (ii) da definicao 2.2 pode nao
estar satisfeita. Um processo em que (ii) esteja satisfeita diz-se um processo

de segunda ordem.

DErINICAO 2.3 Um processo estocdstico real {X(t),t € T} diz-se gaussiano se,
para qualquer conjuntoty, ..., t, de T, as v.a. X(t1), X(t2), ..., X(t,) tém uma
distribui¢cao normal n-variada.

Como um processo gaussiano, com variancia finita, é determinado
pelas médias e covariancias, se ele for estacionario de segunda ordem,
entao sera estritamente estacionario.

No que segue usaremos a seguinte notacao: se o parametro ¢ (tempo)
for discreto, isto é, t € Z = {0,+1,%+2, ...}, o processo sera escrito
{X;,t € Z}, ao passo que se ¢ for continuo, isto é, t € R, o processo serda
indicado por {X(?),t € R}. A mesma convencao aplica-se a0s momentos.
Por exemplo, a funcao de autocovariancia de um processo estacionario
com tempo discreto serd denotada por 7y, ao passo que a de um processo
com tempo continuo serd denotada por (7).

2.2 PROPRIEDADES DA FUNCAO DE AUTOCOVARIANCIA

Seja {X;,t € Z} um processo estaciondrio real, com tempo discreto, de
média zero e func¢ao de autocovariancia (f.a.c.v.) y; = E{X; X}
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PrROPOSICAO 2.1 A fa.c.v. y, satisfaz as seguintes propriedades:
i) v >0,

(i) y—r=7r,

(i) |yl <o,

(iv) yr € nao negativa definida, no sentido em que

z”: z”: ajagyri—, = 0, (2.6)

j=1 k=1
para quaisquer niimeros reais ay, ...,0Ay, €T, ..., Ty deZ.

Prova As propriedades (i) e (ii) decorrem diretamente da definicao de
v:. A propriedade (iii) segue do fato que

E(X;yr £ X))? = E{X2, + 2X,1 X, + X2} > 0.
Mas o segundo membro € igual a
0'21-27/T+O'2 >0,

ou seja,
202y, 20

e (iil) fica demonstrada. Quanto a (iv), temos que

Zn: iajak')/q—‘rk = Zn: Zn:a_;akE{XT,er} = E{Zn: a;X-,)* > 0,

j=1 k=1 Jj=1 k=1 j=1
€ a proposicao fica demonstrada. O

OBSERVACAO A reciproca da propriedade (iv) também é verdadeira,
isto é, dada uma funcao v, tendo a propriedade (2.6), existe um pro-
cesso estocastico X;, tendo y; como f.a.c.v. Na realidade, X; pode ser
tomado como gaussiano. Para a demonstra¢ao desse fato, veja Cramér e
Leadbetter (1967, p. 80).

Tipicamente, a f.a.c.v. de um processo estaciondrio tende a zero, para
|1| — oo. A Figura 2.1 mostra esse comportamento, além da verificacao de
(i)-(iii) acima.

A funcdo de autocorrelagao (f.a.c.) do processo é definida por

Pr = &, TEZ, (2.7)

Yo

e tem as propriedades de y;, sendo que py = 1.
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Yo

ay

Figura 2.1 Comportamento tipico da funcao de autocovariancia de um
processo estacionario.

A continuidade de um processo estocastico tem que ser definida de

maneira apropriada.
DEFINIGAO 2.4 Seja{X(1),t € R} um processo de segunda ordem. Dizemos que

X(t) é continuo em média quadratica no ponto ty se, e somente se,

lim E{|X(r) - X(tp)I*} = 0. (2.8)

Escreveremos X(r) — X(fp) m.q ou X(?) i X(tp).
A continuidade em m.q. de X(?) estd relacionada com a continuidade
da fa.c.v. (7).

PrOPOSICAO 2.2 A continuidade dey(t) parat = 0 implica a continuidade
dey(t) para todo 7.

Prova Usando a desigualdade de Schwarz para duas v.a., temos
E{X(7 + h) = XOUXON < E(X(7 + h) = XOPE(IXO)F},

que desenvolvida resulta

by(x + h) = y(@)F < 2y(0)[(0) = y(W)].

Se y(7) for continua na origem, temos que, para 1 — 0, o primeiro termo

tende a zero e y(7) é continua para todo 7. O

ProprosicAo 2.3 Se y(1) for continua, entdo X(t) é continuo em média

quadratica.

Prova Temos que
E{X(t +h) — X(1)I*} = 2y(0) — 2y(h)

e, para h — 0, obtemos o resultado. m|
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OBSERVACAO A continuidade de um processo em m.q. nao implica que
as trajetérias do processo sejam continuas. Um exemplo ocorre com o

processo de Poisson.

Um conceito importante, mas dificil, é o de ergodicidade. Esperamos
que, se a série temporal for suficientemente longa, a média amostral seja
uma boa aproximacao da média no ensemble. Formalmente, dizemos que

X, é ergddico com vespeito a média pp = E{X,} se
1 & m.q.
— E X(t,w) = u,
m
=1

quando m — oo.
Ainda, X; é ergddico com respeito a autocovarianciay. se

m—1

—— Y X, )X (1 +7,0) = s,
m-—T puc}

quando m — oo.

O seguinte resultado ¢ util.

ProOPOSICAO 2.4 O processo {X;,t € Z} € ergddico com respeito a média p1 se, e

somente se,
m
lim v: = 0.
m—oo
=0

Uma condicao suficiente para que X, seja ergédico com respeito a u é

lim y, =0,

T—00
e isso € satisfeito se as v.a.’s do processo separadas por 7 forem nao

correlacionadas quando 7 cresce.
Sejam t e 7 fixos e defina

71 () = E{[XZ+T0+TXf+T - 770][Xt+roXt - 71'0]}~

Se X; for estritamente ou fracamente estacionario, y;(7) nao depende

de 7. Entao, temos o resultado seguinte.

ProrosicAo 2.5 O processo {X;,t € Z} é ergodico com respeito a yr se, e

somente se,
lim y1(t) = 0.
m

—00
=0
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Uma condicao suficiente para que X; seja ergédico com respeito a y,
é que
lim y1(t) = 0.
T—00
Também nesse caso, essa condicao estara satisfeita se valores do

processo suficientemente separados no tempo forem nao correlacionados.
Veja Yaglom (1962) para mais detalhes.

2.3 ProcEessos EsTocAsticos COMPLEXOS

Em algumas situacoes €¢ conveniente considerar processos estocasticos
complexos, isto €, temos uma familia {X(¢),7 € 7}, onde paracadat € 7,
X(#) é uma v.a. complexa. Ou seja, podemos escrever

X() =Y +iZ(@),

onde Y (1) e Z(t) sao processos estocasticos reais.

Nesse caso, X(f) estard especificado se conhecermos as funcoes de dis-
tribuicao das 2n v.a.’s reais Y(t1), ..., Y(%,), Z(t1), ..., Z(t,), para qualquer
conjunto de instantes de tempo t1, ...,t, de 7.

Definimos a média de X(f) por

E{X(t)} = E{Y(1)} + iE{Z(t)}, (2.9)
€ a variancia por
Var{X(0)} = E{IX(t) — E{X()}*}. (2.10)

Vemos, pois, que a média é um nimero complexo, mas a variancia é
um numero real. A f.a.c.v. de X(¢) é definida por

y(t, 1) = E{[X(t1) — EXX(t)}[X(t2) — E{X(#2)}1}, (2.11)

parat,fo € 7.

Se o processo complexo X(¢) for estacionario, entao (2.9) e (2.10)
serao constantes (a primeira complexa e a segunda real), e af.a.c.v. (2.11)
dependera apenas de [t; — f2|, de modo que podemos escrever

y(1) = E{X(t + DX (1)}, (2.12)

supondo a média zero. As propriedades de y(r), dadas pela Proposicao 1.1,
no caso real, sao facilmente adaptadas para o caso complexo.
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2.4 ExEMPLOS DE PROCESSOS ESTOCASTICOS

Apresentaremos, nessa secao, alguns exemplos de processos estocasti-
cos que sao utilizados com frequéncia. Procuraremos descrever, quando
possivel, suas trajetdrias tipicas e f.a.c.v’s.

ExempLO 2.1 Sequéncia Aleatoria

Consideremos {X,,n = 1,2, ...} uma sequéncia de v.a. definida no
mesmo espaco amostral Q. Aqui, 7 = {1,2, ...}, e temos um processo
com parametro discreto, ou uma sequéncia aleatéria. Para todo n > 1,
podemos escrever

PiXi =ay, ..., X, =a,} = P{Xj] = a1}P{Xo = as|X; = a1}. ..

(2.13)
PX, =a,X1 =ay, ..., Xy—1 = ap_1}.

Em (2.13), os ajs representam estados do processo, € o espaco dos
estados pode ser tomado como o conjunto dos reais. O caso mais simples
é aquele em que temos uma sequéncia {X,,n > 1} de v.a. mutuamente

independentes e, nesse caso, (2.13) fica
PXi=ay, ....X,=a,} = P{X1 =a1} ... P{X, = a,}. (2.14)

Se asv.a.’s X1, Xo, ... tiverem todas a mesma distribuicao, teremos, en-
tao, uma sequéncia de v.a.’s independentes e identicamente distribuidas
(¢.2.d.). Nesse caso, o processo X, € estaciondrio. Se E{X,} = u, Var{X,} =
o2, para todo n > 1, entao

o?, set=0,

Yr = Cov{X,, Xpse} = (215)
0, set=#0.

Segue-se que p; = 1, parat = 0, e p, = 0, caso contrario.

DEFINICAO 2.5  Dizemos que{&;,t € Z} é um ruido branco com tempo discreto se
as v.a.’s & sao nao correlacionadas, isto é, Cov{g;, g} = 0,t # s.

Esse processo sera estacionario se E{g;} = u, e Var{g} = 0'3, para todo
t. Segue-se que a f.a.c.v. de & € dada por (2.15), com o2 = o2.

Obviamente, se as v.a.’s  sao independentes, elas também serao nao
correlacionadas. Uma sequéncia de v.a. i.i.d., como definida acima, é
chamada processo puramente aleatorio.

Ilustramos na Figura 2.2 a funcao de autocorrelacao de um ruido
branco. De agora em diante, vamos reservar a notacao {&,t € Z} para
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Figura 2.2 Funcao de autocorrelacao do ruido branco.

um ruido branco com tempo discreto e supor que y, = 0. Escreveremos,
entao
& ~ RB(0,02).

No caso de um processo puramente aleatério, escreveremos
.. 92
& ~ i.id. (0,07).

ExempLO 2.2 Passeio Casual
Considere uma sequéncia aleatéria {&;, t > 1}, de vaa. i.i.d. (,ug,of).
Defina a sequéncia
X, =1+ +¢&. (2.16)

Segue-se que E(X;) = tu, e Var(X;) = t(rg, ou seja, ambas dependem
de . Nao é dificil mostrar que

yx(t1,t2) = o>min(t, o)

e, portanto, a autocovariancia de X; depende de t; e fo. O processo (2.16)
é chamado passeio casual, e a medida que o tempo passa, X, tende a oscilar
ao redor de tu, com amplitude crescente. O processo é claramente nao
estacionario.

Observe que X; = X;_1 + &; logo, dado o valor de X;_1, o valor de X;
dependera apenas de &. Como & = X; — X,_1, esse processo apresenta
incrementos independentes.

EXEMPLO 2.3 Processo de Poisson

Suponha que estejamos interessados no niumero de eventos de certo
tipo que ocorrem num intervalo de tempo (0, ¢]. Por exemplo, podemos
contar o numero de chamadas telefénicas que chegam a uma central

de atendimentos nesse intervalo, ou o numero de particulas radioativas
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registradas por um contador Geiger etc. O intervalo (0, f] nao necessita
ser um intervalo de tempo. Podemos estar interessados no nimero de
defeitos de um fio a cada 100 metros, ou no numero de acidentes em um
trecho de uma rodovia.

Denotando por {N(¢),¢ > 0} o namero de eventos em (0, ¢], dizemos
que esse é um processo de Poisson com intensidade A se as condicoes seguintes

forem satisfeitas:
(i) N(0) = 0;

(ii) para todas as escolhas de tp < 1 < ... < t, em (0,00), as v.a.’s
N(t1) = N(t), ..., N(t,) — N(t,-1) sao independentes;

(iii) para qualquer escolha de t1, £ e T positivos, as v.a.’s N(to+7)—N(t1 +7)
e N(t9) — N(t;) tétm a mesma distribuicao;

(iv) para todos s,t,s < t, a v.a. N(f) — N(s) tem uma distribuicao de
Poisson com média A(f — s), ou seja,

eI - 5)IF

P{N(t) = N(s) =k} = a0 ,

(2.17)

parak=0,1,2,....

Segue-se que E{N(t) — N(s)} = Var{N(t) — N(s)} = A(t — 5). O parametro
A dd a taxa de ocorréncia de eventos por unidade de tempo (ou outra
medida). A Figura 2.3 ilustra uma trajetéria tipica de um processo de
Poisson, que nao é estacionario, mas tem incrementos independentes e
estaciondrios. Temos que pu(t) = V(1) = At e y(t1,t2) = A(t; Atg), com 1 A fo
representando o minimo entre #; € f (veja o problema 11).
ExEmMPLO 2.4 Processo de Wiener

O movimento de uma particula imersa num liquido foi analisada pelo
botéanico inglés Robert Brown, em 1827. O fen6meno foi estudado por A.
Eisntein em 1905 e depois por N. Wiener e P. Lévy. Outros nomes usados
para esse processo sao Movimento Browniano e processo de Wiener-Lévy.

Seja {X(7),t > 0} a posicao da particula ap6s f unidades de tempo. O
processo diz-se um processo de Wiener se:

(i) X(0)=0;
(ii) paratodot> 0, X(¢) ~ N(0,1);

(ili) o processo tem incrementos estaciondrios e independentes, no
sentido de (ii) e (iii) do Exemplo 2.3.
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stepfun(x, y0, f=f)

~ -
© -
v |
< P —
=z
™ L e —
N —
- D ——
o - e—
T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 2.3 Trajetoria tipica de um processo de Poisson.

Para esse processo, u(t) = 0 e deixamos a cargo do leitor provar que
y(t1,t2) = 11 A to. Também, o processo é gaussiano. De fato, como

X(t7) 1 00 - 0 X(t1)
X(t2) 110 - 0] X@t)-Xt)
X(t,) 11 -1 X(t,) — X(t-1)

e como X(#1), X(t9) — X(#1), ..., X(t,) — X(#,-1) sdo v.a.’s gaussianas indepen-
dentes, entao X(#1),...,X(#,) tem uma distribuicao gaussiana n-variada.
Uma realizacao tipica de um proceso de Wiener é dada na Figura 2.4. A
aparéncia é de uma curva serrilhada, e pode-se provar que, embora as
trajetérias de um processo de Wiener sejam continuas quase certamente,

elas nao tém derivadas em qualquer ponto.

ExEMPLO 2.5 Processo Autorregressivo
Dizemos que {X;, t € Z} é um processo autorregressivo de ordem p e

escrevemos X; ~ AR(p), se satisfizer a equacao de diferencas
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Figura 2.4 Uma realizacao tipica de um processo de Wiener.

Xi—p=01Xim1 —)+¢oXio —p) + ...+ $p(Xi—p —p) + &, (2.18)
onde u, ¢1, ..., ¢, sdo parametros reais e & ~ RB(0, o).

Definiremos o operador retroativo B, por B*X; = X,_;, se s > 1. Entao,
(2.18) pode ser escrita
¢(B)X, = &, (2.19)

onde ¢(B)=1—-¢B—¢oB> —... — ¢,BP é o operador autorregressivo de
ordem p e X, = X, — p. Suponha u = 0 de agora em diante.
Um caso particular importante é o processo AR(1),

X, = ¢X_1 + &,. (2.20)

Aqui, ¢(B) = 1 — ¢B. Por substituicoes sucessivas, obtemos

)
Xo= > dle i+ ¢ X,

j=0

Se X, for estacionario, com variancia finita a';z(, entao
r
i 9 _ ,9r+2 9 _ 9r+2 2
E[X, - ) #lejI* = 6" PEIXE, )} = 670
=0

Se ¢ < 1, $*"*D — 0, quando r — oo, portanto, sob essa suposicio,
podemos escrever
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X =Y ¢lej, (2.21)
j=0

onde a convergéncia é em média quadratica. Logo, a condicao [¢| < 1 é
suficiente para X, ser estaciondrio. Multiplicando ambos os membros de
(2.20) por X;_, e tomando a esperanca, obtemos

Ye=PYro1 = ... = ¢y

Mas, de (2.21), obtemos

2

) ) o
Yo=oy=0t ) 6= s, (2.22)
=0 ¢

do que segue
2
g T
Y = 1_—¢2¢ . T2 O

Como 7y, é simétrica, podemos escrever finalmente a f.a.c.v. de um

processo AR(1) como

T
Ve = 1_¢2¢ , TEZ. (2.23)
Afa.c. de X; € obtida de (2.22) e (2.23), ou seja,
==, rez (2.24)
Yo

Na Figura 2.5, ha formas tipicas de p;. Em ambos os casos, ela decai

exponencialmente para zero, ¢ este decaimento depende do sinal de ¢.

p, A P A

123456789101

Figura 2.5 Funcdo de autocorrelacao de um AR(1). (a) ¢ =0,8 (b) ¢ = -0,8.
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Vamos procurar solucao para (2.18) na forma (2.21), isto é,
X, = > ve (2.25)
=0

De (2.19), temos formalmente,
X, = ¢(B)71‘9t = ¥(B)e; ,

onde ¥(B) = 1+y1B+y9B? + ... Em analogia com o caso AR(1), devemos
ter 3; d/? < oo para que (2.25) seja uma solucao estaciondria. Como
d(BW(B) = 1, os coeficientes ¢; podem ser obtidos dessa identidade, em
funcao dos ¢;’s.

Pode-se demonstrar (Box et al., 1994) que a condi¢do para que X, seja
estaciondrio é que todas as raizes de $(B) = 0 estejam fora do circulo unitdrio. Em
particular, para p = 1, ¢(B) = 1 — ¢B = 0 implica B = ¢!, e a condicio
enunciada acarreta @] < 1.

Supondo o processo estaciondrio, multiplicando-se ambos os membros
de (2.18) por X;_. e tomando valores esperados, obtemos, para v > 0,

2

2 O¢
oy = , ara 7=0, (2.26)
X 1=¢1p1—... = dppp P
Yr = P1Ye-1 oy o+ ...+ ¢p71'—p , para T > 0. (227)

A mesma equacao de diferencas € satisfeita por p;, bastando dividir
todos os termos de (2.27) por yy.

A solucao geral dessa equacao é dada por
¥r = A1G] + AoG + ... + APG;, (2.28)

onde os G;’s satisfazem

p

9B = |0 -GB).

i=1

Como as raizes de ¢(B) = 0 devem estar fora do circulo unitario,

devemos ter que |G| < 1, paratodoi=1, ..., p.
Se fizermos 7= 1,2, ..., p em (2.27), obtemos
I‘p¢p =Y (2.29)

Onde temos Fp = [YI]]S 71} = ’y‘l—j| > l?J = la "~’p’ ¢P = (¢17 '-'7¢])), c
),P = ('}’1, -~~;')’p),-
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O conjunto de equacoes (2.29), chamadas de equacoes de Yule-Walker,
pode ser utilizado para obter estimadores dos parametros ¢;’s, substi-
tuindo-se as f.a.c.v’s por suas estimativas. Esses estimadores sao chamados

estimadores de Yule-Walker.

Uma andlise de (2.28) nos permite concluir que a f.a.c.v. de um
processo autorregressivo de ordem p é uma mistura de exponencias
(correspondentes as raizes G; reais) e/ou senoides (correspondentes a

pares de raizes complexas conjugadas) amortecidas.

Na Figura 2.6, temos as f.a.c.’s de dois processos AR(2), um com
¢1 =0,5, ¢po = 0,3, e outro com ¢; = —0,5, po = 0,3.

Pz A P A

0] 12345678 910 7

Figura 2.6 Funcao de autocorrelacao de um modelo AR(2). (a) ¢1 = 0,5, ¢o =
0,3 (b) ¢1=-05,¢2=0,3.

Na Figura 2.7 temos a f.a.c. dos dados do Exemplo 1.3, ou seja,
duzentos valores de um processo AR(1), com ¢; = 0,8. Na realidade, a
figura mostra a f.a.c. estimada, com os dados do exemplo. O grafico foi
obtido usando-se o programa SPlus, gerando-se os dados com a funcao
arima.sim e depois usando-se a funcao acf para fazer o grafico.

ExXEMPLO 2.6  Processo de Médias Moveis
Dizemos que {X;,t € Z} € um processo de médias méveis de ordem g
(denotado por MA(q)), se satisfizer a equacao de diferencas

Xi=u+e&—6ig.1—...— 0,8 (2.30)

onde u, 01, ..., 6, sdo constantes reais e & ~ RB(0, o).
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Series ar1

0.6 0.8 1.0
|

ACF
0.4

0.0

Lag

Figura 2.7 Funcao de autocorrelacao do modelo AR(1) do Exemplo 1.3.

Segue-se que X; é estacionario, de média y, € como & sao nao correla-

cionadas, podemos obter facilmente a variancia do processo,
2 _ 2 2 2
o-X—a-(1+01+...+9q). (2.31)

Suponha u = 0. Quanto a f.a.c.v,, temos

q
Yo = EXXi) = 76 = ) Oyelk =)

k=1
q 4 4
=D 07T+ O+ D Ubye(r+ - )
=1 k=1 ¢=1
onde estamos denotando por y,(7) a f.a.c.v. de &. Resulta, entao,
02(—0; + 601001 + ... + 0,0,—), set=1,...4q
Y- =10, seT>q (2.32)
Y-t seT<O0.

De (2.31) e (2.32), obtemos a f.a.c. do processo MA(q):
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—0:+010:11+..46,0, -

1+67+...+0; »oser=1....q
Pr =10, seT>q (2.33)
P—rs seT < 0.

Observamos, entao, que a f.a.c.v. (ou a f.a.c.) de um processo MA(q)
anula-se para 7 > g. Em particular, para um processo MA(1),

Xt =& — HEtfl, (2.34)

obtemos
Var(X,) = 0% = (1 + 6%),

-
—m, seT=x=l
pPr = L+6% (2.35)
0, se |1] > 1.

Definindo-se o operador de médias méveis de ordem g por
0(B)=1-6,B—0sB*—...—6,B,
o processo (2.30) pode ser escrito
X; = 0(B)g,. (2.36)

Em particular, para o processo MA(1), temos 8(B) = 1 — 6B, de modo
que podemos escrever
X, =1 -0B)s

de onde, formalmente, segue
&=0-6B)7'X, =1 +6B+6B+..)X,
ou seja, podemos escrever
X, = —0X,_| —PXo—...+&, (2.37)

se |0] < 1, para que a série do lado direito de (2.37) convirja. Nessa
equacao, temos X; escrito como um processo autorregressivo de ordem
infinita. Dizemos que [0 < 1 é uma condicdo de invertibilidade para o
processo MA(1).

De modo geral, o processo (2.30) poderad ser escrito na forma

X, = anx,_j +e, (2.38)
j=1
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se a seguinte condicao de invertibilidade estiver satisfeita: todas as raizes
de O(B) = 0 devem estar fora do circulo unitario. Veja Box et al. (1994) para
detalhes.

Arelacao (2.38) pode ser escrita

n(B)X, = &, (2.39)

onde 7(B) =1 —mB—m9B% — ..., de modo que n(B) = 6(B)!. Portanto,
os coeficientes 7; podem ser obtidos a partir da identidade 6(B)x(B) = 1.
A Figura 2.8 apresenta cem observacoes de um processo MA(1),

gerado segundo o modelo

X, =& -0,88_1, & ~iid.N(0,1). (2.40)
(a)
3 B
2
— l 1
>
0 A
-1 4
-9 A
(IJ 2‘(} 4‘() 6‘() 8‘() 1 (I)O
t
b A
(b) P,
1
0 5 T
-1+

Figura 2.8 (a) Valores gerados por um modelo MA(1) com 6 =0,8. (b) Funcao
de autocorrelacao.
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Para esse processo, p1 = -0,49, p, =0, 7> 2e p_r = p,. Temos
também, na figura, o grafico daf.a.c. de X,.

ExeEMPLO 2.7  Processo Autorregressivo e de Médias Moveis
Um processo autorregressivo e de médias moéveis, de ordem (p, q),
denotado por ARMA(p, q), é definido por

Xi—pu=01X1—p)+ -+ p(Xip — )

t&—016-1 — - — 048y,

(2.41)

onde & ~ RB(0,5?). Segue-se que a média do processo € u. Usando os
operadores autorregressivos e de médias moéveis, definidos anteriormente,

podemos escrever (2.41) na forma
(BX; = 6(B)e,, (2.42)

onde X; = X, — u. Suponha que, a partir de agora, u = 0.
Um modelo frequentemente usado é o ARMA(1,1), ou seja,

Xt = ¢Xt*1 + Er — 0(‘5[71. (2.43)
E ficil ver, por substituicoes sucessivas, que podemos escrever
Xi = y(Be;,

onde ¥ ; = ¢ (¢ - 0), j>1.A condicio de estacionariedade é a mesma
que para um processo AR(1), ouseja, |¢| < 1. Do mesmo modo, a condicao
de invertibilidade |6 < 1 vale aqui e implica que podemos escrever o
processo na forma (2.38), com pesos ; = 0@ -06), j>1.

Para um processo ARMA(p, q) genérico a condicdao de estacionarie-
dade é a mesma que para processos AR(p), ou seja, as raizes de ¢(B) = 0
devem estar fora do circulo unitario, e a condicao de invertibilidade € a
mesma que para processos MA(q), ou seja, as raizes de 6(B) = 0 devem
estar fora do circulo unitario.

Multiplicando-se (2.41), com u = 0, por X,_; e tomando-se esperancas,
obtemos

Yo = O1Ye-1 + PaVe—o t o+ PpYrp + Vae(T)
-0yt -1~ = quxs(T - q),

(2.44)

onde y,.(7) é a covaridncia cruzada entre X, e &, definida por

Ve(T) = E(&:X—7).
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Como X;_. s6 depende de choques &; ocorridos até o instante ¢ — 7,
temos que essa covariancia cruzada s6 € diferente de zero para v < 0;
logo,

Yr = P1Ye1 HPeye2 o H PpYeyp s T> g (2.45)

A conclusao é que as autocovaridncias (e, portanto, as autocorrelagoes
que satisfazem equacao similar) de lags 1,2, ..., ¢ serao afetadas pelos
parametros de médias moveis, mas, para T > ¢, elas comportam-se como
nos modelos autorregressivos.

Para o caso do modelo (2.43), obtemos facilmente

7 _UA-90@-6

P T 1162 — 240

e,parat > 1,

Pr = Ppr-1.

A Figura 2.9 apresenta 100 observacoes geradas de acordo com um
processo ARMA(1,1), com ¢ = 0,8, 6§ = 0,3 ¢ & ~ N(0,1). Na figura,

temos também o grafico da f.a.c.

ExemprrO 2.8  Processo Linear Geral
Os Exemplos 2.1, 2.3, 2.4 e 2.5 sao casos particulares do chamado

processo linear geral (PLG), que pode ser expresso na forma
Xo=p+ Y wig, (2.46)
J=0

2 3 i 2
onde & ~ RB(0,0°) e ; sao constantes satisfazendo Zj:() Y < oo. Essa
condicao é necessdria para que a variancia do processo seja finita e,

neste caso,

a’i =0 Z zﬁf (2.47)
Também, de (2.46), vemos que E{X,} = 0 e parat > 0,
Ye=0? Y Ui (2.48)
=0

admitindo-se que a série do segundo membro de (2.48) convirja para um
valor finito. Mas como

|E(X, X~} < [E{X7}E(X2 )]'? < o0,
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Figura 2.9 (a) Valores gerados de um modelo ARMA(1,1) com ¢=0,8¢e 6=0,3.
(b) Funcao de autocorrelacao.

2 0o 2
usando o fato que oy < 0, vemos que y, < 0o se 371, 5 < co. Logo, essa

é a condicao de estacionariedade para o PLG.

E imediato verificar que um processo MA(q) é um caso particular
de (2.46), com ¢; = 0, j > g. Também o processo AR(1) é obtido de
(2.46), colocando-se §; = ¢/. Nao ¢ dificil verificar que um processo
AR(p) genérico é um caso particular do PLG.

Pelo que vimos nos Exemplos 2.3, 2.4 e 2.5, um processo AR(p), p
finito, pode ser escrito como um processo de médias moéveis de ordem
infinita e, reciprocamente, um processo MA(q), q finito, pode ser escrito
como um processo autorregressivo de ordem infinita, se as condicoes de

estacionariedade e invertibilidade estiverem satisfeitas.

ExXEMPLO 2.9  Processo Quase Periddico

Considere o processo estocastico {X(¢), ¢ € R}, definido por

77
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X(t) = Z Zpe (2.49)

k=—o0
onde Z; = X +iYy ,k = 0,1, ... sao vaa.’s complexas. Para que X(7)
seja um processo real é necessario que tenhamos Z_; = Zk e Ay = —A.

Vejamos sob qual condi¢ao o processo € estaciondrio. Supondo que
EZy) =0, E{Z*} = 0'2 para todo k, temos que

E{X(D)X(s)} = Z Z E{Z;Z,}e"V' ™,

dado que o processo € real. Segue-se que

v(t,s) = ZO’eM(I Y)+ZZEZZ I/ltl/lAv

Jj#k

logo a autocovariancia acima serd um funcao de |t—s| se E{Z;Z;} = 0, j # k.
Assim, o processo € estaciondrio, com f.a.c.v.

Y@ = ) ot (2.50)
Jm=e
se
E{(ZZ)=0, j#k (2.51)

Dizemos que um processo X(t) é quase periddico se ele puder ser
escrito na forma (2.50) e as v.a.’s Z; forem nao correlacionadas, isto é,
satisfizerem (2.51).

Demonstramos, acima, que se X(¢) for quase periédico, entao ele
é estacionario, com f.a.c.v. dada por (2.50). A reciproca também é
verdadeira: se X(f) for um processo estacionario, com f.a.c.v. da forma
(2.50), entao ele é quase periddico. Isso significa que existirao v.a.’s
complexas Z;, satisfazendo (2.51) tal que (2.49) valha (Breiman, 1969).

As féormulas (2.49) e (2.50) sao casos particulares das chamadas
representagoes espectrais de X(1) e de y(1), que serao discutidas no Capitulo 3.
A relacao (2.49) nos diz que o processo € uma combinacao linear de
componentes harmoénicas de frequéncias A;, com amplitudes e fases
aleatodrias. A relacao (2.50) mostra que y(7) tem o mesmo carater, mas
agora as amplitudes sao nao aleatorias e reais, € as frequéncias (periodos)
que aparecem em X(f) também aparecerao em y(7). Ou seja, a fa.c.v.
(2.50) tende a oscilar indefinidamente e, portanto, (1) ndo tende a
zero, quando |t| — oo. Esse é um fato importante, que distingue (2.49)
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de processos como os AR e MA, cujas f.a.c.v.’s tendem a zero ou sao

efetivamente nulas, a partir de certo valor do lag|t].

PROBLEMAS

1. Prove que, se X(¢) for estritamente estaciondrio, entao u(f) e V() sao
constantes.

2. Prove a proposicao 2.4.

3. Suponha que {X(?),? € 7} seja um processo estocastico com média
H1x (@) e fa.cv. yx(t1, t2) e seja a(f) uma funcao nao aleatéria. Obtenha
a média e f.a.c.v. dos seguintes processos:

(a) Y(@@) =X(@) + a();

(b) H(r) = X(1)a(1);

(c) Z(@t) = X(1) — u(0);

(d) W(@) = X(1)/ox(1), onde ox(1) = [Vx(1)]'/>.

4. Seja {X(t) = Y(t) + iZ(t),t € 7} um processo estocastico complexo,
prove que

yx(t1, te) = yy(t1, 12) + yz(t1, o) + ilyyz(te, 1) — yyz(t1, 12)},
na qual yyz(t1,t2) = CoviY(#1), Z(t2)} € a fungdo de covaridncia cruzada
entre os processos Y (1) e Z(1).
5. Prove as seguintes propriedades da f.a.c.v. y(t, t2):
(@) Iy(n1,19) < [EIX(1)PEIX(19)*1"%;
(b) y(n,t2) = y(t2, 11);
(c) y(t, 1) =0, real;
(d) y(t1,22) € nao negativa definida.

6. Seja X(1) = u, + Z’J’.’zl(Aj cos(wjt) + Bjsen(w;t)), onde wy, ..., w, sdo
constantes positivas e A;, B; sao v.a.’s independentes, independentes
entre si, com média zero a variancias v; = Var(A;) = Var(B)), j =
1,...,m. Encontre a média, variancia e f.a.c.v. de X(#). O processo é
estaciondrio de segunda ordem?

7. Considere {X(¢),t € 7} um processo com incrementos independen-

tes, isto é, paracadanet; < fo < ... <t, em 7, as va.’s X(to) —
X(h), X(t3) — X(t2), ..., X(t,) — X(t,—1) sao independentes. Mostre que,
parat; < to, y(t1,to) = Var[X(#1)] e, em geral, y(#1, fo) = Var[X () Ato)],
com t; A to = min(ty, to).

79
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8. Seja {X(#),t € T} um processo com incrementos estaciondrios, isto
é, para todos t, s, f,s,comt<s, <ses—t=s —1,temos que
X(s) — X(¢) tem a mesma distribuicao que X(s) - X(©). Suponha,
ainda, que X(#) tenha também incrementos independentes. Mostre
que y(t1,t2) = (t; A to)Var[X(71)].

9. Suponha que {X(#), ¢ > 0} seja um processo de Poisson com parame-
tros 4 > 0. Defina a v.a. Z, independente de X(#), para todo t > 0,
por

+1, com probabilidade 1/2

-1, com probabilidade 1/2.

Z =

Defina o processo {¥(¢)} por meio de Y(¢) = Z - (-1)X®. Esse pro-
esso é chamado sinal telegrdfico aleatorio. Prove que Y(¢) é estacionario,
com f.a.c.v. exp{—2A1|t; — tol}.

10. Seja {X(¢),t > 0} o processo de Wiener e seja g uma funcao real
positiva, estritamente crescente e g(0) = 1. Defina o processo
{Y ()} por
Y() = [g0]7/*X(ag(1)), a>0,t€R.

(a) Prove que Y(#) é gaussiano e encontre sua média e covariancia.
[Sugestao: escreva o vetor [Y(#1),..., Y(t,)] como uma combina-
¢ao linear de v.a.’s gaussianas, como no Exemplo 2.4]

(b) Escolha g tal que {Y(¢),t € R} seja estaciondrio. [Sugestdo:
obtenha E{Y(1)Y(t + 7)} e imponha a condicao que esta seja
independente de ]

O processo {Y(#)} é chamado processo de Ornstein-Uhlenbeck. Sua
f.a.c.v. é dada por yy(t1, 1) = aexp{—blt; —to|}, onde g(1) = €?*, b > 0.
Note que restringindo ¢ > 0 e pondo a = 1,b = 2, esse processo tem
amesma f.a.c.v. que o processo do problema 9.

11. Mostre que o processo de Poisson é continuo em m.q. Como esse
processo tem trajetorias com saltos, vemos que um processo pode ser
continuo em m.q. (e, portanto, em probabilidade) e ter trajetorias

descontinuas.
12. A funcao y(1) = sen(r) pode ser uma f.a.c.v.? Se nao, por qué?
13. Escreva os seguintes modelos na forma (2.42), especificando os
operadores ¢(B) e 6(B):
(a) Xt - 0.6X1_1 = 8[;
(b) X, =¢& +0.8g._1;
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(c) X;=0.3X,_1 —0.6X,_9 + &

(d) X;,—04X,1 =& —0.3¢,_1 + 0.8g,_9;

(e) X; =0.3g_1 +0.6e_9 + &

() X; =15X,1 -0.75X,_9 + & + 4.0.
Verifique que os modelos no problema 13 sdao estaciondrios e/ou
invertiveis. Compute as primeiras trés autocovariancias e autocor-
relacoes para cada modelo. Escreva as equacoes de Yule-Walker
para os modelos (a) e (f); obtenha p; e ps resolvendo as equagoes.
Obtenha os primeiros trés pesos i; e 7; para cada modelo.

Prove que para um modelo AR(2) as condicoes de estacionariedade

sao dadas por: ¢1 + o <1, o —¢1 <le—-1<¢o < 1.

Suponha que X; ~ ARMA(p1, q1) e Y; ~ ARMA(ps, g2) sejam proces-

sos independentes, e seja Z; = X, + ¥;. Mostre que Z; ~ ARMA(p,q),

com p < p; + pe, ¢ <max(p; + g9, p2 + q1).

Prove que a f.a.c.v. do passeio aleatério dado em (2.16) é yx(#1,10) =

a2(t; A o).

Seja ¢ uma v.a. uniforme no intervalo [0, 27] e defina o processo

estocastico X; = Acos(t + ¢), t > 0. Calcule:

(a) E(X)ey(1).

(b) limy_e & [ Xdr.

(©) My = [ X, Xiurdr.

(d) Verifique se o processo é ergédico com respeito a média e
fa.cv.

(e) Verifique se o processo é continuo em m.q., para cada ¢ > 0.

Se Z = X +iY é umav.a. p X 1, prove tque
Y7z = Lxx + Lyy + i(Zyx — Zxy),

onde X7z indica a matriz de covariancias de Z etc.

Mostre que, se Z = X +{Y tem a distribuicao Nl‘,'(/,t, 2)elm X =0,
entao X e Y sao independentes.

Prove que X ~ N,(u,X) se, e somente se, E[(X — u)(X - /J)’] =Xe
X=A+BZ, onde os elementos de Z sdao v.a.’s N(0,1) independentes.
Prove (i)-(iii) ap6s a definicao de distribuicao normal complexa,
dada no Apéndice A.2.

Prove que, se X ~ N;'((), Y), e A é uma matriz p X p, entao AX ~
N, (0,AXA").
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APENDICE A.2: DISTRIBUICOES NORMAIS
Para nossos propositos, sao suficientes as seguintes informacoes:

DrriNnicAo A.2.1 Asv.a.s X1, ...,X,, reais, tém uma distribui¢io conjunta
normal multivariada de dimensdo p (ou, simplesmente, p-variada), se sua fun¢do
densidade for dada por

1 ,
fO, xp) = @m)PPA expl—5 (X — p) A(x = p)), (A.2.1)

onde A ¢é uma matriz p X p positiva definida, |A| é o determinante de A,
X =(x1, ooy xp) ep=(u1, .1y

SeX=(Xy, ... ,Xp)/, segue-se que E(X) =u e a matriz de covariancias
deXéX=A"l

Se X tem distribuicao p-variada com média u e matriz de covariancias

X, escrevemos X ~ N,(u, X). Pode-se verificar que a funcao caracteristica
de X é

exp {it’u ! ;t} , (A.2.2)
para todo vetor real t, de ordem p X 1. Veja o Apéndice A.3.1.

A densidade (A.2.1) nio existe se I for singular. E possivel dar uma
definicao mais geral, e, para os detalhes, o leitor deve consultar Rao
(1973).

No Capitulo 3, trataremos da distribuicao da transformada de Fourier
finita, que é uma v.a. complexa. E necessdrio introduzir o conceito de v.a.
normal complexa.

Se Z = X+iY for um vetor aleatério px1, entao Z tera uma distribui¢cao
normal complexa multivariada, se o vetor (X, Y), de ordem 2p x 1,
tiver uma distribuicao normal multivariada, de dimensao 2p. Ha alguma
ambiguidade na escolha da distribuicao conjunta desse vetor e, portanto,
nos fixaremos na definicao seguinte.

DErINICAO A.2.2  SeZ = X+iY for um vetor pX1, com componentes complexas,
dizemos que L tem distribuicdo normal complexa multivariada com média p e
matriz de covariéncias X se, e somente se, o vetor (X,Y), de ordem 2 p X1, com
componentes reais, tiver distribuicdo normal 2 p-variada, com média (Ru, I p ) e

matriz de covariancias £ = %V, com

R —-IX
X Rx
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para algum vetor p X 1 p e alguma matriz X, de ordem p X p, hermitiana e nédo
negativa definida.

Escreveremos Z. ~ Nl‘;(/.t,Z).

Um caso de interesse é p = 1. Se Z = X + iY tem distribuicao
normal complexa N{(u, o), entao X e Y serao v.a.’s independentes, com
distribuicoes normais Nj(u1,0/2) e Ni(ug, 0/2), respectivamente, onde
M1 =Rueps=TIp.

Um fato importante é o

TeorREMA A.2.1  (Isserlis) SeZ = (Z1, Zo, Zs, Z4)' Jfor wma v.a. com distribui-

¢do normal complexa, com média zero e matriz de covariancias X, entdo

E{Z1Z9757,} = E{Z\Zo}E{Z3Z,) + E{Z1Z3}E{ZoZ4}
+ E{Z\Z4}E{ZsZ5}.

(A.2.3)

No caso de v.a.’s normais reais com média zero, o teorema reduz-se a
Cov{Z1Zy,73724} = E{Z\Z3}E{ZoZ4} + E{Z\Z4}E{ZsZs). (A2.4)
Algumas propriedades que podem ser de interesse sao:
(i) Se Z for uma v.a. complexa p X 1, entao
Yzz = Xxx + Zyy + i(Zyx — Exy).
(i) Se Z =X +iY, entao Var(Z) = Var(X) + Var(Y).

(i) Se Z ~ Ny, X) e se IX = 0, entao as componentes de Z sao

independentes.
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ANALISE ESPECTRAL DE
PROCESSOS ESTACIONARIOS

3.1 INTRODUCAO

No Capitulo 1, vimos que uma funcao periédica, de quadrado integra-
vel, admite uma representacao em série de Fourier, que converge para
a funcao, sob determinadas condicoes. Se a funcao nao for periédica,
mas de quadrado integravel, poderiamos considerar a sua representacao
como uma integral de Fourier.

Considere, agora, um processo estocastico estacionario {X(¢),t € 7},
que pode ser complexo, com média suposta igual a zero, e suponha
inicialmente que 7~ = R. Considere o conjunto de todas as trajetérias do
processo. Pelo fato de ser estacionario, segue-se que, se considerarmos
qualquer trajetéria XY)(7), teremos que ela ndo é de quadrado integravel
e, portanto, nao podemos definir a transformada de Fourier de XD(r).
Do mesmo modo, essa trajetéria nao € periédica; portanto, nao podemos

considerar sua série de Fourier.
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Pareceria, entao, que nao se pode obter uma “representacao espectral”
para o processo. Contudo, o argumento heuristico que passamos a
apresentar mostrara que podemos de fato efetuar a analise de Fourier
(ou espectral) de um processo estacionario, sob determinadas condicoes.

No Capitulo 1, para obter a transformada de Fourier de f(#), nao
periddica, definimos a funcao fr(f) pela equacao (1.22). Procederemos
de maneira analoga agora.

Considere uma realizagao particular do processo, que chamaremos
simplesmente de X(f), para simplificar a notacao. Vamos lembrar que X(¢)
€, agora, uma funcao nao aleatéria de t.

Defina a funcao

X(@®), se —T<t<T

Y() = (3.1)
0, se|t| > T.

Para essa funcao, podemos definir a transformada de Fourier

00 T
Fy(d) = 21_” f Y(t)e dr = Ql—ﬂ f X(H)e ™ dt, (3.2)
—00 -T

com

Y@ = f ) Fy(D)MdA. (3.3)

o

Vemos, pois, que
IFy(DIPdA (3.4)

representa a contribuicao a energia total daquelas componentes de Y(f),
com frequéncias em (4, 4 + d1). Segue-se que

IFy (D
JDQ) = —— 3.5
@) oT (3.5)
representa uma funcdo densidade de poténcia de Y(r), de modo que
_|Fy(P
1 3.6
% " oT (3.6)

descreveria as propriedades espectrais de X (7).

O limite (3.6) depende da particular realizacao X(¢) do processo,
de modo que, se quisermos caracterizar as propriedades espectrais do
processo estaciondrio X(7), devemos tomar a média de JD(Q) sobre todas

as realizacoes e considerar

ﬂ@=ggEumum (3.7)
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quando esse limite existir. Denominamos f(1) de fun¢do densidade espectral

de X(#), ou simplesmente espectro de X(1), se ele existir. Da interpretacao de

JD(1) dada acima, vemos que f(A) representa a média das contribuicoes,

das componentes de X(#) com frequéncias em (4, A + dA), a poténcia total.
Nao ¢é dificil mostrar que

2T
F(1) = lim — f (1 - Ay meitrar, (3.8)

T—oo 271' oT B 2_T

onde y(7) € a funcao de autocovariancia de X(¢). Uma condicao suficiente

para que o limite em (3.8) exista é
f ly(D)ldT < oo, (3.9)

ou seja, (1) — 0, |1| — oo, indicando que valores do processo suficiente-
mente afastados sdo fracamente correlacionados. Se (3.9) estiver satisfeita,
segue-se de (3.8) que

1 [ .
f@ =g f y(m)e Mdr, (3.10)

obtendo-se o espectro como a transformada de Fourier da funcao de

autocovariancia. A transformada inversa resulta
y(1) = f feda. (8.11)

Em particular, para 7 = 0 em (3.11), obtemos

(0) = VarlX () = f " da (3.12)

0 que mostra que a variancia do processo € uma “soma” de contribui¢oes
devidas as diversas componentes de frequéncias presentes em X(f), sendo
que as componentes com frequéncias em (4, 4 + d1) contribuem para a
variancia com f(1)dA.

Se tivermos um processo estaciondrio discreto {X;,t € Z}, o argumento
acima pode ser repetido, com somas substituindo integrais. Se

Dyl <o (3.13)

k=—00

estiver satisfeita, obtemos o espectro de X; como

1 ,
f@ =5 Z yee g << (3.14)
k=—c0
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TeOREMA 3.1 O espectro f(A), definido em (3.14), é limitado, ndo negativo,
uniformemente continuo, par e periodico, de periodo 2.
Prova O fato de que f(1) é limitado segue de (3.13) e |f(1)] <

%T Yoo lYil- Como
1 — A 1 & .
A+ — f| < — —i(A+w)k _ —idk — —iwk __ 1 ,
If(1+w) = fD| < on k;_m le eyl o k;_m [ylle |

vemos que o tltimo termo tende a zero para w — 0, independente de 4;
logo, f(1) é uniformemente continuo.

Como a f.a.c.v. é par, segue-se facilmente que o espectro também
¢é par e, portanto, real. Que € periédico, de periodo 2x, segue do fato
que e"?™ = 1, k inteiro. Quando E{J™} — f(1), f(1) > 0, para N — o
e JMQ) > 0, onde JM(A) é a versao discreta de (3.4), baseada em
observacgoes X, ..., Xy-1 do processo. O

OBSERVACOES

(a) Para processos continuos, f(4) tem as mesmas propriedades enuncia-
das no Teorema 3.1, exceto que neste caso nao € periédico.

(b) No caso discreto, como f(1) tem periodo 27, considere A € [-n,x].
Sendo par, basta representa-lo graficamente no intervalo [0,7], ou
no intervalo [0,1/2], se a frequéncia for dada em ciclos por unidade
de tempo.

(c) De (3.14), temos

yk=f E*FAA L k=0,+1, ... (3.15)

v4

Suponha, agora, que {X(¢),? € R} seja real. Como () é par, temos

fQ = 2i7r f ) [cos(AT) — isen(AT)]y(T)dT

= i f ) cos(AT)y(t)dr — L f B sen(A7r)y(t)dr
21 J_oo 2 J_

00

e, portanto, como a ultima integral se anula (pois o integrando é uma
funcao impar), obtemos

f = l f ) cos(Ar)y(r)dr.
T Jo
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De modo andlogo, temos

y(r) =2 fm cos(AT) f()dA.
0

No caso de um processo discreto real, teremos, respectivamente,

l (e 2 [e]
f) =5 k;m i cos(Ak) = %{1 +2 ; pr cos(Ak)), (3.16)
Ye=2 f " cos(k) f(D)dA. (3.17)
0

As condicoes (3.9) e (3.13) nao precisam ser satisfeitas. Lembremos
que o processo quase periédico do Exemplo 2.7 é tal que sua f.a.c.v. ndo
tende a zero, quando |k| — co. Em situacoes como esta serd necessario
introduzir o espectro do processo de outra maneira. Basicamente, a
relacao (3.11) entre o espectro e a f.a.c.v. continua valida, mas a integral
serd substituida por uma integral de Riemann-Stieltjes. E o que veremos

na préxima secao.

3.2 REPRESENTACOES ESPECTRAIS

No Capitulo 2, vimos que um processo quase periodico € uma soma de
componentes periddicas, da forma (2.49), e sua f.a.c.v. é dada por (2.50).
Essas duas relacoes sao casos particulares das chamadas representacoes
espectrais do processo X(¢) e da f.a.c.v. y(1), respectivamente. Ambas
constituem as relagoes de Wiener-Khintchine. Observe a semelhanca de (2.50)
com (3.11) e (3.15). Na realidade, essas relacoes sao casos particulares de

y(1) = f ) e dF (1), (3.18)

oo

no caso continuo e relacao analoga (com limites de integracao —m e )
para o caso discreto. Em (3.18), temos uma integral de Riemann-Stieltjes,
de modo que essa se reduz a (3.11) — no caso que F(1) for absolutamente
continua, com dF (1) = f(1)dA -, e a (2.50), no caso em que F(1) for uma
funcao em escada, com saltos nos pontos 4; iguais a O'j

Antes de apresentarmos os resultados gerais, consideremos um desen-
volvimento heuristico das representacoes, baseado em Breiman (1969),

que ¢é semelhante ao que foi feito para processos quase periédicos.



90

ONDAS E ONDALETAS — Prova 4 — 25/3/2014 — Maluhy&Co. — pégina (local 90, global #90)

®  Ondas e Ondaletas

O fato importante é que, embora nem todo processo estacionario
X(?) seja uma soma de componentes harmoénicas, como em (2.49), ele
pode ser aproximado por tal soma. Ou seja, X(¢) pode ser obtido como
um limite de somas do tipo }}; Zjei’lf’, tomando-se as frequéncias 4; bem
proximas entre si e as v.a.’s Z; escolhidas, de tal sorte que o limite seja
X(1).

Para cada frequéncia 4;, considere o intervalo Ad; centrado em
4, e a v.aa. complexa Z; associada ao intervalo, a saber Z; = Z(A4;).
Tomando-se os intervalos com amplitudes cada vez menores, as somas
Y Z(Ad))e' " convergem para a integral [ e'Z(d), de modo que po-

demos representar O processo na forma

X(7) = f " e Zdn), (3.19)

o]

para todo t € R, que é uma integral estocdstica de Fourier-Stieltjes.

A funcao de conjunto Z, definida anteriormente, associa a todo
intervalo I de frequéncias o valor Z(I), de modo que, se I e J sao intervalos
disjuntos, entao

ZAUJ)y=ZIH+Z({).

Para que X(¢) seja real, devemos ter

X = f eZ(da) = f e MZ(dA) = f e MZ(—d)
de modo que as partes imaginarias de eZ(A) e e Z(-AQ) devem se
cancelar, e teremos

Z(-AQ) = Z(A),

que é o andlogo de Z_; = Z; para processos quase periédicos. Por —Al
entendemos o intervalo simétrico de A4, em relacao a origem, centrado
em —A.

Para que X(f) dado por (3.19) seja estacionario, devemos ter (supondo
média zero)

00

EIXOX()) ~ EL Y eVZ(A1) )7 e ZAL)

Jj=— k=—0c0

= Z Z YIS E(Z(AL)Z(AAL)
ik
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= > VIEIZAEY + ) Y EVTIEZ(AANZAL)),
J ik

em que a Ultima soma é sobre os indices j # k. A esperanca acima s6

dependera de ¢ - s, €, consequentemente, 0 processo sera estaciondrio se
E{Z(AA)Z(A)} =0, j#k, (3.20)

que € a relacao andloga de (2.50). Segue-se que, se (3.20) estiver satisfeita,
af.a.c.v. de X(r) sera

00

y(1) = Z VTE(AL)), (8.21)
Jj=—00
onde
F(A4j) = E{|Z(A2)%). (8.22)

Nessas condicoes, para que o processo seja estaciondrio, a funcao de

conjunto Z deve satisfazer
E{Z(DH)Z(J)} =0, (3.23)

se I e J forem intervalos disjuntos de frequéncias.

A funcao F, definida por (3.22), é real, ndo negativa e satisfaz
F(IUJ) = F(I) + F(J),

selNnJ=0.
Quando os intervalos Ad; tornam-se cada vez menores, a relacao (3.21)
tende para a integral

y(1) = f ) T F(dA). (3.24)

o

As relacoes (3.19) e (3.24) constituem as representacoes espectrais de
X(t) e y(1), respectivamente; Z é a medida aleatoria ou medida espectral, F é
chamada fungdo de distribuicdo espectral e (3.22) fornece a ponte entre as
duas representagoes.

As integrais (3.19) e (3.24) podem ser escritas como integrais de
Riemann-Stieltjes, considerando-se as fungoes z(1) = Z((—o0, A]) e (1) =
F((=00,1]). Usando as mesmas letras Z e F para denota-las, podemos
escrever

X@) = f ) eMdZ () (3.25)

o
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y(1) = f N EYAF (D). (3.26)

00

Encarada como uma func¢ao pontual, Z(1) satisfaz

E{[Z(A1 + Ady) = Z(A)][Z(Ag + Adg) — Z(A9)]} = 0, (3.27)

se os intervalos (41, 41 + Ady) e (A9, A9 + Alde) forem disjuntos. Essa é a
propriedade equivalente a (3.23). Dizemos também que {Z(1),1 € R}
€ um processo estocdstico com incrementos ortogonais, no sentido de que

Z(A) varia de trajetéria para trajetoria do processo.

Vamos usar a seguinte convenc¢ao operacional: a notacao dA represen-

tard o intervalo (4,4 + d1), de modo que (3.27) pode ser escrita

E{Zd)Z(dw) =0, se 1#p, (3.28)

encarando Z como funcao de conjunto, ou

E{dZ()dZw)} =0, se A1 #pu, (3.29)

encarando-a como funcao pontual. Aqui, dZ(4) representa o incremento
de Z(A) no intervalo (4, A + d1). Em ambos os casos, os intervalos sao tao
pequenos que sao considerados disjuntos se A # p.

DO mesmo modo, €escreveremos
dF(A) = E{dZ(D)|2). (3.30)

Como ja salientamos, (3.19) é uma integral estocastica e deve ser

entendida como uma integral em média quadratica. Essa relacao nos
diz que qualquer processo estacionario, com tempo continuo (que
seja continuo em média quadratica, como veremos abaixo) pode ser
representado como um limite de somas de componentes harmonicas,
com amplitudes e fases aleatorias, dadas respectivamente por [dZ(1)| e
arg{dZ(A)}. Por outro lado, a relacao (3.24) nos diz algo semelhante, mas
dessa vez as oscilacoes sao nao aleatodrias e as fases presentes em (3.19)
estao ausentes em (3.24), ou seja, sao reduzidas a zero, ja que F € real.

Consideremos, entao, um processo estocastico estaciondrio {X(),t €

R}, real, de média zero e f.a.c.v. y(7), supostamente continua para todo 7.

TEOREMA §.2.  Uma condi¢do necessdria e suficiente para quey(T) seja a f.a.c.v.

de wm processo estaciondrio é que

y(7) = f ) e dF(Q), (3.31)

00
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para todo T real, onde F(A) é uma fungdo real, nao decrescente e limitada.
Prova Veja o Apéndice A.3.

OBSERVACOES

(a) Este teorema é denominado representacao espectral de Bochner-
-Wiener-Khintchine, porque Wiener (1930) e Khintchine (1934) o
provaram para classes de funcoes distintas, enquanto Bochner (1936)
demonstrou um teorema geral para funcoes positivas definidas.

(b) Dividindo ambos os membros de (3.31) por ¥(0), podemos escrever

(1) = f ) e dG(A) (3.32)

00

onde G(1) tem propriedades analogas as de F(4).

(c) A funcao F(A) é definida a menos de uma constante, e podemos
supor F(—o0) = 0, F(+00) = ¥(0). Se considerarmos (3.32), supomos
G(=00) = 0, G(+00) = 1, de modo que G(1) pode ser considerada
uma funcao de distribuicao. Usualmente, tomamos F(1) continua a

direita.

(d) De (3.31), temos

00

¥(0) = Var{X(t)} = f dF (), (3.33)

—00

que nos diz que a variancia total do processo é determinada por F(1)
e, portanto, fornece a distribuicdo espectral de X(t) sobre o eixo das
frequéncias.

Como F(A1) tem o carater de uma funcao de distribuicao (f.d.), ela

pode ser escrita na forma
F(D) = a1 Fg(A) + agF () + asF s(), (3.34)

para todo 4, onde aj, as € ag sao constantes nao negativas, com a; +
as + as = 1; Fy(1) € uma funcao em escada (a f.d. discreta), F.(1) é
absolutamente continua (componente continua da f.d. espectral) e Fy(1)
é componente singular, com Fy(1) = 0 em quase toda a parte. Para
modelos de interesse pratico, a dltima componente pode ser desprezada,
de modo que

F(1) = a1 Fa(A) + asF (), (3.35)

93
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com aj, ds Nao negativos e a; + as = 1. Em correspondéncia, a f.a.c.v. ¥(1)
pode ser decomposta na forma

(1) = arya(t) + agy (1),

onde

nm=féwmw

oo

%@o=jWJMM%M)

00

A componente continua € tal que

A
Fe(d) = f fe(@)da,

ou seja, f.(1) = F.(1), para todo 4. Como F (1) é nao decrescente,
fe(4) = 0, para todo 4.

A componente discreta F;(4) estd associada a uma funcao p(1) > 0,
para todo 4, e p(1) > 0, para um conjunto discreto de frequéncias {4},
de modo que dF (1) = 0, exceto em 4; e dF(4;) = p(4;). Segue-se que

Fa)= ) pdy)

<

e af.a.c.v. y(7) pode ser escrita

00

Y@ = > eVpy) + f e f.()dA.

j:—oo

Vemos, entdo, de modo genérico, que a f.d. espectral é mistura entre
uma func¢ao em escada, com saltos iguais a p(d4;) nas frequéncias 4;, e uma
funcao continua, ambas nao decrescentes.

Se a condicao f_o:o ly.(T)ldT < o0 estiver satisfeita, entao

ﬂw=if2%MWr
27 Jwo

Para obter os p(4;) em funcao de y4(7), considere

00

1 fT - |
— va(r)e " dr = p(d -)—f T W gr,
oT ¢ 2, P or J.;

-T Jj=—00
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1 T 1, sed=0
fe”“d‘r=

2T J_r —SeITlEl“), sed#0,

de modo que, quando T — oo,

T o
1 f -t gy y |1 se A = A
2T J_r 0, sed;# A

s

e obtemos, entiao, que

T
p(A) = lim f Ya(T)e M dr.
T—oo ) 1

Se em (3.35), a1 = 1,as = 0, dizemos que X(¢) tem espectro puramente
discreto. O processo quase periddico do Exemplo 2.9 é um exemplo dessa
situacdo. Nesse caso, como vimos, ¥(7) nao tende a zero quando |7| — oo.

Se a; = 0,as = 1, entdo X(¢) tem espectro puramente continuo; assim,
y(t) — 0, quando |7] = o0. Sao exemplos o ruido branco discreto, os
processos AR(p), MA(q), ARMA(p,q) e o processo linear geral.

Se a; > 0,a9 > 0, entao X(7) tem espectro misto. Nesse caso, y (1) — 0,
quando |7] — oo, mas y,4(1) /> 0, quando |r| — co. Um exemplo de tal
processo é dado por

o K
X(r) = Z Ve + Z Ar cos( it + éy), (3.36)
=0 k=1
que é um modelo adequado para muitas séries temporais reais. Em
(3.36), o primeiro termo do lado direito, Y(f), digamos, ¢ um PLG, com a
suposicao de que %72, zp? < 00, e o0 segundo termo, Z(t), digamos, € um
processo harmoénico. Supomos, ainda, que esses dois processos sejam nao
correlacionados. Segue-se que Y(¢) tera um espectro continuo e Z(f) tera
um espectro discreto, de modo que X(#) terd um espectro misto.
Passemos, agora, a representacao espectral do processo estacionario
{X(#),t € R}. No que segue, vamos supor que o processo seja continuo em
média quadratica.
TEOREMA 3.3 Seja o processo X(), como o acima. Entao, existe um processo

estocdstico {Z(A), A € R}, de incrementos ortogonais, tal que

X(t) = f " e"dz(n), (3.37)

00

para todot € R. O processo Z(A) tem as propriedades:

95
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(i) E{dZ(1)} = 0, para todo A;
(i) E{|dZ(D)|?} = dF (1), para todo A.

Prova Veja Apéndice A.3.

OBSERVACOES
(a) Este resultado é também denominado teorema espectral de Cramér.
(b) O processo {Z(A)} € o processo espectral associado a X(t).

(c) O fato importante contido em (3.37) é que as amplitudes aleatérias
Z(A2), correspondentes a intervalos de frequéncias disjuntos, sao

nao correlacionadas.

(d) Ha varias demonstracoes do Teorema 3.3. Cramér (1950) usa mé-
todos da teoria de espacos de Hilbert, enquanto que Kolmogorov
(1941) obtém (3.37) como caso particular da teoria espectral de

operadores unitarios.

A demonstracao dada no Apéndice A.3 segue Yaglom (1962).
Definimos uma funcao Z(1) de modo apropriado e demonstramos
que {Z(1),A € R} é um processo com incrementos ortogonais. Depois,
provamos que E{|X(r) — f:: e"dz()?) = 0.

3.3 Processos coM TEMPO DISCRETO E PROCESSOS REAIS

Consideremos, agora, um processo estaciondrio com tempo discreto
{X;, t € Z}. Como vimos na secao 3.1, a frequéncia angular A nesse caso
varia entre —x e , de modo que o correspondente do Teorema 3.2 é o
resultado seguinte, devido a Herglotz.

TeOREMA 3.4  Uma condi¢do necessdria e suficiente para vy, k € Z, seja a
fa.cv. deX; é que

Vi = f " AR (), (3.38)

ys

para todo k € Z, onde F(A) é uma funcdo real, ndo decrescente e limitada.

Se a condicao (3.13) estiver satisfeita, entao F (1) é derivavel, com
f = [* dF(@) e (3.38) fica

i = f ' et f(yda, (3.39)

T
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e a relacao inversa é dada por
1 < .
= 5= > e, —r<asn (3.40)
2m A

O teorema seguinte da a representacao espectral de X; no caso de
tempo discreto.

TEOREMA 3.5 Para um processo com tempo discreto, como acima,

X, = f e"dz(q), (3.41)

S

onde {Z(A),—n < A < 7} é um processo com incrementos ortogonais com as
propriedades (i) e (i) do Teorema 3.3.

Suponha, agora, que o processo {X(f), t € R} seja um processo estacio-
ndrio real, isto é, para cada t € R, X(7) € uma v.a. real. Entao, para todo
t, XO)=X@®) e

X() = f e MdZ() = f eYdZ(=),

do que segue que dZ(1) = dZ(-1), para todo A.
Consideremos os processos reais Uy(1) e Vy(A4), tais que

dUy() = RIAZ(A)],
dvo(d) = I1dZ(A)],
para todo A. Entao, Uy(—=1) = Uy(4), Vop(=1) = =V((4) e podemos escrever
X(@) = f‘x’ (cos(At) + isen(An))[dUy(A) — idVy(A)]
= f°° cos(A)dUy(1) + fm sen(At)dVy(),

00 —00

da qual obtemos

X = f cos(ANdU(Q) + f sen(An)dV(4), (3.42)
0 0
onde os processos U(1) e V(1) sao definidos por
dU(A) = 2dUy(A) = {dUy(A) + dUy(=A)}, 1 # 0,

dU(0) = dUy(0),
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dV () = 2dVy(A) = {dVy() — dVy(=D)}.
As relacoes sao as seguintes:
E{dU)dU(w)} = E{dV()dV(w)}

0, se 1 #
= (8.43)
dG(1), sed=yu,

E{dU)dV(w)} = 0, para quaisquer 4, u,

mostrando que U(A) e V(1) sao processos ortogonais entre si. A funcao
G(1) em (3.43) é tal que

y(1) = foo cos(AT)dG(4), (3.44)
0

com G(1) = 2F (1) + C, C uma constante, e se (3.9) estiver satisfeita

A
G = f g(@)da,
0

com g(d) = 2£(1), 1 > 0,g(0) = 0.

3.4 FILTROS LINEARES

Uma das razoes que tornam a analise espectral uma ferramenta
analitica importante € o fato de que o espectro fornece uma descricao
simples do efeito da aplicacdo de uma transformacao linear em um
processo estacionario. O nome “filtro” vem da engenharia de comuni-
cacoes, significando um mecanismo (na sua forma mais simples) que é
composto de uma série de entrada Y(¢), uma série de saida X(f) e uma
“operacao” ¥ que permite que componentes da entrada, numa faixa de
frequéncias, passem pelo mecanismo, sendo que as outras componentes
sejam eliminadas ou atenuadas. Usaremos a notacao

X = F[Y]

ou

X(1) = F1Y1®).

Dizemos que ¥ € invariante no tempo se o atraso (ou avanco) de Y(f) no
tempo de 7 unidades implicar o atraso (ou avanco) em X(f) das mesmas 7
unidades, ou seja, F[Y](t £ 1) = X(t + 7). Dizemos que ¥ é linear se para o
conjunto de séries Y;(f), ..., Yi(f) e constantes ay, ..., @, tivermos
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k
0 = > a;F Y.

J=1

F {zk: a/ij
Jj=1

DEFINICAO 3.1 Denominamos por filtro linear ou sistema linear qualquer
operacao T que seja linear e invariante no tempo.

PrOPOSICAO 3.1  Seja F um filtro linear que inclui a série e(t) = exp(idt) em

seu dominio, t € Z. Entdo, existe uma fung¢do A(A), com valores complexos, tal que
Flel(®) = A(De(?). (3.45)

Dizemos que A(Q) € a funcdo de transferéncia do filtro ¥ .

Prova Se TT é o operador translacao, tal que T7X(f) = X(¢ + 7), entao
FTTe)(t) = Fle""e™ (1) =
= Fle"el(t) = € Flel(t) = Flel(t + 7).
Colocando t = 0 nessa expressao, obtemos
Flel(r) = " Fe](0) = e A),

na qual A(2) = F[e](0). ]
3.4.1 Filtro Convolugdo

Um caso especial importante de um filtro linear é o filtro convolugdo.
Suponha que {X(?), t € R} seja dado por

X(1) = f N )Y (t - 7)dt, (3.46)

00

na qual {Y(#),t € R} é um processo estacionario, com média zero e
fa.cv. yy(1).

Entao X(7) é também estacionario, com média zero e f.a.c.v.

vx(1) = fw foo h(w)h()yy(t — v + u)dudv. (3.47)

Segue-se que o espectro de X(¢) é dado por
1 00 X 00 00
fx) = o f e_”“{f f h(u)h(v)yy(t — v + u)dudv}dr,
T J-o —00 J—00

supondo que (3.9) valha, o que é verdadeiro desde que f_o; |h(T)ldT < o0.
Efetuando a transformacao w = 7 — v + u, obtemos

S = 2l7r f ) h(u)e™du f ) h(v)e " dv f ) yr(w)e dw.

00 00
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Denotando

H) = f N h(u)e ¥ dy, (3.48)

00

obtemos, finalmente,
fx (D) = [HQP fr(A). (3.49)

A funcao H(A) é a funcao de transferéncia do filtro convolucao, como
definida na Proposicao 3.1. De fato, é facil ver que, se Y(¢) = exp(idz) é a
entrada de (3.46), entao a saida é exp(iAf)H(1). A funcao h(u) é chamada
fungao resposta de ivmpulso. Vemos que (3.49) da uma relacao entre o
espectro da série de entrada, Y (1), e o espectro da série de saida, X(¢).

Se Y; e X, sao processos discretos, as relacoes correspondentes a (3.46)

e (3.48) sao
Xi= ) Yo, (3.50)
k=—c0
H() = Z e %, (3.51)
k=—o00

respectivamente, com (3.49) permanecendo inalterada. A condicdo de
estabilidade do filtro torna-se, agora, Y, || < oo.

De modo geral, temos o seguinte resultado:
TEOREMA 3.6  Se a condicdo (3.46) valer e Fy(4) é a fungao de distribuicdo
espectral (f.d.e.) de Y(t), entdo a f.d.e. de X(1) satisfaz
dFx(1) = [HW)*dFy (). (3.52)

Prova Seja

Y(r) = f B e dzZy ()

00

a representacao espectral de Y (7). De (3.46), temos

X(7) = f " h(t) [ f ) eM(’_T)dZy(/l)] dr
= f ) et [ f N h(T)e“TdT] dZy(Q),

X@) = f " Y H)AZy ().

00

ou seja,



ONDAS E ONDALETAS — Prova 4 — 25/3/2014 — Maluhy&Co. — pagina (local 101, global #101)

Andlise Espectral de Processos Estaciondrios ® 101

Segue-se que
dZx(1) = HD)dZy (1), (3.53)

da qual (3.52) é obtida. O

No caso especial em que Y; é ruido branco, a relacao (3.50) torna-se
um PLG e sua f.a.c.v. fica

yx(k) = o Z hihj-,
7

com espectro

2
o -
Se@ = oo ) hie
7

Para que o lado direito de (3.46) seja bem definido, isto é, a integral
convirja em média quadratica, é necessario que X(f) tenha variancia
finita, ou

f N Fx(D)dA < 00 = f N [H)P fy(1)dA < oo.

Uma condicao suficiente para que esta seja satisfeita é que
f [H)PdA < 00 & f lh(w)l*du < o,

se fy(1) £ M, para uma constante M e para todo A.

3.4.2 Ganho e Fase

Em geral, a funcao de transferéncia do filtro, H(1), é complexa.
Escrevendo-a em forma polar temos

H) = G()e™™, (3.54)

em que |H(1)| = G(1) é denominada ganho do filtro e 6(1) = arg [H(1)] é
a fase.

ExempLo 3.1 Considere o filtro convolucao dado por (3.46). Usando
as representacoes espectrais das séries de entrada e de saida, temos
que o termo exp(idt) da série de entrada, Y(¢), tem amplitude |dZy(1)| e
fase arg {dZy(1)}, enquanto o termo exp(itd) da série filtrada, X(f), tem
amplitude

[dZx (D] = [H(D].[dZy (D]

= G().[dZy (D]

(3.55)
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e fase

arg {dZx (D)} = arg {H(1).dZy ()}

(3.56)
(1) + arg {dZy(2)}.

Analisando as expressoes (3.55) e (3.56), podemos concluir que a
amplitude da série de saida é multiplicada pelo ganho do filtro, e sua fase
¢é adicionada pela quantidade 6(1).

Para que 6(1) = 0, Y4, ou seja, nao haja mudanca de fase, H(1) deve
ser real, e isso implica que A(u) seja uma funcao par, o que implicaria que
o filtro fosse fisicamente nao realizavel (h(u) # 0, u < 0). Na pratica, a

maioria dos filtros tém funcoes de transferéncia complexas e produzem

mudancas de fase em algumas (ou todas as) frequéncias.

3.4.3  Alguns Tipos de Filtros

Alguns filtros amplamente usados na pratica serao agora descritos.

(a) Filtro passa-alto

Esse tipo de filtro elimina ou atenua componentes, na série de en-

trada, com frequéncias baixas. O quadrado do moédulo da funcao de
transferéncia é dado por

P =
0, 14l < Ao,

IHI? =

cujo grafico esta na Figura 3.1. Versoes aproximadas desse filtro sao
usadas em amplificadores de dudio, de modo a suprimir distor¢oes de

baixa frequéncia.

A Hoy 2

> oo

_7"0 0

Figura 3.1 Quadrado do médulo da funcao de transferéncia de um filtro
passa-alto.
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(b) Filtro passa-baixo

Nesse caso temos a supressao (ou atenuagao) de componentes de alta
frequéncia. Logo,
1, A<,
0, 4> 4,

IH)P =

e o grafico estd representado na Figura 3.2. Esse tipo de filtro também é

usado em equipamentos de dudio para suprimir ruido de alta frequéncia.

k Hoy 2

A

b B

_7‘1 1

Figura 3.2 Quadrado do médulo da funcao de transferéncia de um filtro
passa-baixo.

(c) Filtro passa-banda

Finalmente, para esse tipo de filtro, temos que

1, A< £ 44,
HI = (==
0, caso contrario,

representada na Figura 3.3.

ExemprLo 3.2 Filtro diferenca. Nesse caso, temos que
X, =(1-BY, =Y, -Y1.

Aqui, hp =1,h1 =-1eh; =0, j# 0,1. Afuncao de transferéncia do filtro
é dada por

H(Q) = Z hje =1-¢™ —g<a<n (3.57)

j=—00

103



ONDAS E ONDALETAS — Prova 4 — 25/3/2014 — Maluhy&Co. — pagina (local 104, global #104)

104 ® Ondas e Ondaletas

L WETON

Figura 3.3 Quadrado do médulo da funcao de transferéncia de um filtro
passa-banda.

€, Consequentemente,
IHP = (1 -e ™)1 - e
=2[1 -cos(V)], -n <A<,

representada na Figura 3.4. Essa funcao mostra que o filtro elimina
componentes de baixa frequéncia (tendéncias) e é, aproximadamente,
um filtro passa-alto. Ainda,

[H(lambda)["2

frequéncia

Figura 3.4 Quadrado do médulo da funcao de transferéncia de um filtro
diferenca.
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()

(r=A)/2, a1>0,
—(r=A/2, A<0.

G =HW| =2

() =
ExempLo 3.3 Filtro diferenca sazonal. Suponha que o periodo sazonal
seja 12; entdo, a relacao entre entrada e saida é dada por

X, =(1-B%Y, =Y, - Y.
Vemos que hy = 1, hig = -1 e h; =0, j # 0,12. A funcao de transferéncia

¢é dada por

HQ) = Z hee ™ =1 —exp(-12id), -1 <A<n (3.58)
k=—c0
|H?()| = |1 — exp(—=12i)]* = 2 — 2 cos(121)
= 2(1 = cos(122)),

representada na Figura 3.5. Esta indica que o filtro suprime frequéncias

sazonais e suas harmonicas.

|H(lambda)|"2

frequéncia

Figura 3.5 Quadrado do médulo da funcao de transferéncia de um filtro
diferenca sazonal de ordem 12.
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ExeEmMPLO g.4. Filtro de médias méveis simétrico. Esse filtro é comu-

mente usado para suavizar uma série temporal. Considere

(m-1)/2

1
— Y,_j, m impar.

Xt =
M jelmy2

Aqui, H(1) = (sen(dm/2))/(m sen(1/2)) e, consequentemente,

G =H()

0, se sen(Am/2) > 0,

+m, sesen(dm/2) < 0.

o) =

O quadrado do médulo da funcao de transferéncia, com m = 5, esta
representado na Figura 3.6, indicando que o filtro de médias moéveis é
um filtro passa-baixo, ou seja, reduz a variabilidade (ruido) da série.

0.8
!

|H(lambda)|*2
0.4 0.6
|

0.2

0.0

frequéncia

Figura 3.6 Quadrado do médulo da funcao de transferéncia de um filtro de
médias moveis simétrico, com m = 5.

3.4.4  Filtros Sequenciais

Considere a aplicacao sequencial de dois filtros, 1 e F2, a uma série de
entrada, Y(7), isto €,

X)) = F1Y(0] = Fo ALY D]
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Pode ser facilmente provado que a funcao de transferéncia do filtro ¥ é
dada por
H(A) = Ha().H1 (), (3.59)

na qual H;(1) é a funcao de transferéncia do filtro ¥, j = 1,2. Além
disso, usando (3.49) e (3.59), encontramos que a funcao de densidade
espectral da série de saida é dada por

Fx() = [Ho(DPIH (D fr (). (3.60)

Esses resultados podem ser generalizados para uma aplicacao sequen-
cial de K filtros, 1, %o, ..., ¥k, obtendo-se

K
HW = [ | H;
j=1

K
A = [ 1H PR

J=1

ExempLo 3.5 Considere a aplicacao sequencial dos filtros diferenca e
diferenca sazonal de ordem 12, ou seja,

X, = (1 - B)(1 - B?)Y,.

Nesse caso, F1 = (1 — B) e F» = (1 — B'?). Usando as expressoes (3.59) e
(3.60), temos que

H) = (1 —e™)(1 - exp(=12id)), -1 <A<,
da qual segue
fx() = 4(1 = cos())(1 = cos(122)) fy ().

O quadrado do moédulo de [H()? esta representado na Figura 3.7,
indicando que esse filtro atenua componentes de baixa frequéncia
(tendéncias) e frequéncias correspondendo ao periodo sazonal (12) e
suas fracoes. Para mais detalhes, veja Priestley (1981).

3.5 ExeMPLOS DE ESPECTROS

Nesta secao daremos alguns exemplos de espectros para alguns mode-
los frequentemente utilizados para modelar séries temporais.
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15
1

10
1

|H(lambda)|*2

frequéncia

Figura 3.7 Quadrado do médulo da funcao de transferéncia do filtro
sequencial do Exemplo 3.5.

ExeEMmrLO 3.6 Ruido branco discreto.

Considere o processo {g;,t € Z}, do Exemplo 2.1. Sua f.a.c.v. ¢ dada

por (2.15) e, portanto,

0.2
f=go . -m<dsm (3.61)

Segue-se que o ruido branco discreto tem um espectro constante no
intervalo [-n,7]. Em outras palavras, a poténcia total estd uniformemente

distribuida sobre todas as frequéncias desse intervalo.

ExemMPLO 3.7  Processo aulorregressivo.

Considere o processo AR(1), X; = ¢X;_1 + &, com & ~ RB(0, 0'?) e
|¢| < 1. Af.a.c.v. é dada por
o}
1-¢%
2

set=0,

Y =
o

] _¢2¢"', selr > 1,
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logo

f@) =35 ¢2)[ ZW’“Z‘V “T]

2 —id il
= T 1+ pe — + ge A

2(1 — ¢?) 1—ge " 1—g¢eid
3 o? 1

" 21— ge P

Escrevendo de outra forma,

o2

2 —-1<A<m.

= G T = 9cosn)y. "~ A4S

A Figura 3.8 mostra o grafico do espectro f(1) para ¢ = 0.5 e ¢ = -0.5,
com o2 = 1. E facil ver que (3.13) esta satisfeita para esse exemplo.

f(w)

f(w)

$=05  ¢=-05
Figura 3.8 Espectro de um processo AR(1).
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Considere, agora, um processo AR(p), como em (2.18), com u = 0.
De (2.19), podemos considerar & como a saida de um filtro linear com
entrada X; e funcao de transferéncia

P
HQ) =gle™ =1-) ¢e™V, (3.62)
=1
de tal modo que os espectros de & e X; sejam relacionados por (3.49),
isto €,
2
o’ C —idj
or = 1= D e .

J=1

da qual segue que o espectro de um processo AR(p) € dado por

p
-2 e
J=1

Na Figura 3.9 mostramos o espectro de um processo AR(2) com ¢; =

-9
, —w<A<m (3.63)

g

Sx() =

o2
21

1,5 e ¢2 = —0,92, que apresenta um pico, indicando um comportamento
pseudoperiédico da série.

ExEmMPLO 3.8  Processo de médias moveis.

Considere o processo de médias méveis de ordem g, MA(q), dado em
(2.30). Este é um caso particular de (3.50), logo por (3.52) vemos que o
espectro de tal processo é dado por

2

q
oA
Se

j=0

2
ﬁw=% : (3.64)

comhy=1leh;j=-0;,j=1,...,q.
Na Figura 3.10 temos um grafico do espectro de um processo MA(1)
com 6 =0,8.

EXEMPLO 3.9  Processo autoregressivo e de médias moveis.

O processo ARMA(p,q) foi discutido no Exemplo 2.7 e escrito na
forma (2.42), ou seja, um filtro linear com funcao de transferéncia
H(A) = 6(e")/p(e™™). Portanto, o espectro desse processo é dado por

o2 11 = %7 e P2

D=
U= o0 =30 g’

—-r<ALm. (3.65)
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frequéncia

Figura 3.9 Espectro de um processo AR(2).

frequéncia

Figura 3.10 Espectro de um processo MA(1), com 6 = 0,8.

Dizemos que um processo ARMA genérico tem espectro racional, pois

(3.65) € arazao de dois polindmios em A.

ExEMPLO 3.10  Processo harmonico.

Vamos retomar o processo

J
X(t) = ZA jeos(Ajt + ¢;), (3.66)
j=1
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noqualA;, 4, j=1,...,J sdao constantes reais, e ¢;, j = 1,...,J sao v.a.’s
independentes, uniformemente distribuidas no intervalo [-r,7]. Segue-se

que a f.a.c.v. desse processo é dada por
1<
() = 3 ZAf cos(4;7). (3.67)

Vemos que y(7) nao é absolutamente integravel, e nao podemos usar
(3.10). Considere, para efeito de simplicidade, o caso J =1, 4; = 4,
Ay = A, e calculemos

1 (T 1 d
frw) = — f cos(wr)y(t)dr = —A? f cos(wt) cos(AT)dt
2n 0 4 0
A% (71
= — —{cos(w + )1 + cos(w — V)T}dt
871' 0
A? A?
= Té‘r(/l + w) + 157(/1 - a)),

sendo que

Sr(a) = % sen(Ta)
e

[0

é um nucleo de Dirac e, portanto, satisfaz 7(a) > 0 e f_o; or(@)da = 1.

Como
T sen(Ta)

or(a) = = Ta

= O(T),

quando T — oo, vemos que para T grande, d7(a) comporta-se como uma

funcao delta de Dirac, logo

2
flw) = %{5@) + ) + 0w — ). (3.68)

Observe que podemos escrever

y(1) = f ' e“"dF (w),

74

com
0, if —-t<w<-4
Fw)=1{A%/4, if-1<w<2A
A%, ifl<w<n

Veja a Figura 3.11.
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A
f(w) F(w)
Y 0 A 1 ® Y 0 A om o

Figura 3.11 Espectro de um processo harmonico.

PROBLEMAS

1. Prove que limr_q E{JT)(A)} = £(1), onde JD)() foi definida em
(8.6) e supondo que (3.9) seja vilida.

2. Prove que f(4) definido por (3.10) € limitado, nao negativo e

uniformemente continuo.

3. Suponha que o processo estaciondrio X(#) tenha f.a.c.v.
y(1) = P cos(wr),

sendo a, 5, w numeros reais positivos e T € R. Prove que o espectro
de X(¢) é dado por
af 1 1

A s wschly s sl

4. Considere X = {X;,t € Z} e Y = {Y,,t € Z} dois processos estacio-
narios independentes, com densidades espectrais fx(1) e fy(4),
respectivamente.

(i) Prove que X +Y é um processo estaciondrio, onde X+ Y = {X, +
Y, t € Z).
(i) Encontre a densidade espectral de X + Y.

5. Sejam {X,} e {Y;}, para t € Z, dois processsos estaciondrios, com
médias zero e espectros fx(4) e fy(1), respectivamente. Prove que o

espectro do produto {X,Y;,t € Z} é dado por f:; fx(1 - o) fy(a)da.

6. Considere o processo estaciondrio X(7) = Acos(wt + ¢), parat € R,
com w constante e A e ¢ independentes, ¢ uniforme em [0,27] e A
tendo a densidade

4 exp{—a®/20?}, sea>0

o2 P b )

gala) =
s sea <0,

para o > 0. Encontre a média, f.a.c.v. € o espectro de X(¢).

113
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7. Suponha que X(1) = f; h(u)Y(t — u)du + £(t), onde os processos Y e
& sao processos estaciondrios nao correlacionados, com médias zero.

Encontre a f.a.c.v. e o espectro de X.

8. Considere um modelo MA(1). Calcule sua f.a.c.v. e seu espectro
diretamente, pela definicao.

9. Obtenha o espectro de um processo ARMA(1,1) explicitamente.

10. Suponha que g ~ RB(0,0%) e Y sejatal que ¥, +aY¥,1 = g, t €
Z, lal < 1. Seja X o processo tal que X, + bX,_1 =Y, +cY,_1, |b| < 1.
Encontre o espectro de X.

11. Considere o processo AR(2) dado por
X, = O,75Xr_1 - 0,125X[_2 +&, teZ.

(i) Verifique se as condicoes de estacionariedade estao satisfeitas.
(ii) Obtenha af.a.c.v. e o espectro de X;.

12. Encontre o espectrode Y, se X; + bX, 9 = g e Y, = X, +aX,1 + &,
comteZ |bl<1eeg ~RBO0,o0?).

13. Dada a representacao espectral (3.19), defina a derivada do processo
X por meio de X(t) = [ Ledz(2), t € R.
(i) Sob quais condi¢oes a integral resultante faz sentido?
(ii) Obtenha af.a.c.v. de X.
(iii) Obtenha o espectro de X.

APENDICE A.3

A.3.1 Funcées Caracteristicas

Um instrumento importante ao estudar variaveis aleatérias €é a funcao
caracteristica (f.c.). Para uma v.a. X com funcao de distribuicao F(x), a
f.c. de X é definida como a funcao ¢ : R — C, tal que

o) = B = [ eare (A31)
A f.c. ¢ também chamada transformada de Fourier-Stieltjes de F.

As demonstracoes das propriedades e teoremas mencionados aqui
podem ser encontradas em Gnedenko (1962) e Chung (1968).
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ProrosicAo A.3.1 (i) Para todo t real, |¢p(1)] < 1, ¢(0) =1 e p(—1) = ¢(¢).
(i) ¢ é uniformemente continua em R.

(it) Se{dn,n > 1} forem f.c.’s, {A,} for uma sequéncia de niimeros reais néao
negativos com )., A, = 1, entdo Y, A,$, é uma f.c.

A questao que surge é: dada uma f.c. ¢, € possivel obter F a partir dela?
A resposta é dada pela formula de inversdo, que estabelece uma correspon-
déncia biunivoca entre a classe das f.c. e das funcoes de distribuicoes
(f.d.).

TeOREMA A.3.1  (Formula de inversdo) Sex) < xo forem pontos de continuidade
de F, entdo

1 T —itx; _ ,—itxe
F() ~ FGx) = lim o f e

2 J_r it

Em particular, segue-se que, para cada ponto de continuidade de
F(x), temos

1 T e—ity _ e—itx
F(x) = lim lim —f Tﬂt)dt, (A.3.2)

y——o00 T—oo 27T T

onde o limite em y € calculado para pontos de continuidade de F.
O resultado seguinte mostra que uma f.d. é univocamente determi-
nada por sua f.c.

TEOREMA A.3.2  (da unicidade) Se duas f.d.’s tém a mesma f.c., entdo elas
$G0 1gUais.
Uma f.c. € real se, e somente se, sua f.d. for simétrica. Um caso

particular importante do Teorema A.3.1 é o que se segue.

TeEOREMA A.3.3  Sea f.c. $(t) for integravel na reta, entdo F ¢ continua, sua
derivada f é continua e

f(x)=F(x) = L f ) e (t)dt. (A.3.3)
2 Jowo

Além disso,

() = f B €™ f(x)dx. (A.3.4)

00

Duas das mais importantes propriedades das f.c.’s sao enunciadas a
seguir e constituem o teorema limite de Lévy e Cramér. Se uma sequéncia
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de v.a.’s {X,,} converge em distribui¢do para uma v.a. X, e se {F,} e F sao as
respectivas f.d.’s, entdo dizemos também que F, converge fracamente para

F e escrevemos F,, = F.

TEOREMA A.3.4

(a) Seja{F,} uma sequéncia de f.d.’s com f.c.’s {¢p,}. Se F, = F, entdo ¢,(1)
converge para a f.c. §(t); a convergéncia é uniforme com respeito a t em

qualquer intervalo finitoa <t < b.

(b) Suponhamos que:
(i) ¢, converge em R e define a funcao limite ¢;
(i1) ¢ € continua na origem.
Entao,
(i’) F, = F,onde F é uma f.d.;
@i’y péafc.deF.

Finalizamos com o seguinte resultado, que sera usado abaixo.

Lema (Linnik) Se a funcdo g(t) for mensurdvel, limitada e integravel no
ntervalo [-T,T] e

T
p(x) = f e Mg(t)dt > 0,

T

entdo a fungdo p(x) € integravel em toda a reta.

A.3.2 Prova do Teorema 3.2

(a) Suponha que y(7) possa ser escrita na forma (3.31). Entao,

n n 00 n
Z Z v(t = Tjaka; = f Z e"“’(T"’T-f)akEde(w)

k=1 j=1 ® k,j=1

-/

2

n

Z etwrkak

k=1

dF(w) > 0,

logo y(7) € positiva definida.
(b) Suponha, agora, que y(7) seja positiva definida, continua.

Temos que |[y(r)| < y(0)=1e

1=y(0) = fw dF(Q) < oo.
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Seja z > 0, considere a funcao

1 (%[ .
p(w) = =— f f y(u — v)e"e™ dudv.
2z Jo Jo

Como y(1) € positiva definida, p,(w) > 0, fazendo u = t + v e mudando
a ordem de integracao, vemos que

1 [* .
pz(w) = o f (1- m))’(t)e_’“”dﬁ
T J_; Z

Pelo lema de Linnik, p,(w) é integravel em toda a reta, e, como y(7) é
continua, usando o Teorema A.3.4 temos que

1- |z£|)7(t) = f p(w)e™dw,

para todo ¢, com [f| < z. Parat = 0, f_O:O p(w)dw =1, e, portanto, p.(w) é a
densidade de alguma distribuicao de probabilidade; logo, (1 - %)y(z) éa
funcao caracteristica correspondente. Quando z — oo, (1 — %)y(t) — y(1),
uniformemente em todo intervalo finito. Segue-se que y(f) é uma funcao

caracteristica; logo, pode ser representada na forma (3.31). O

A.3.3 Prova do Teorema 3.3

Daremos, aqui, os principais passos da demonstracao. Veja Yaglom (1962)

para a prova completa. Defina a funcao

1 T =it _ ]
Zr(d) = 2_7rf p X(t)dt. (A.3.5)
-T

E facil verificar, usando os resultados de A.3.1, que a integral (A.3.5)
existe. Vamos definir
Z(A) = Tlim Zr (), (A.3.6)

que deve ser entendido em m.q. Para provar que o limite existe e que
(A.3.6) define realmente um processo estocastico, considere T'>Te

e—i/lt -1 .
f —.el/l ldt
T<[t|<T’ —2mit

Provar que o limite existe € consequéncia da existéncia do limite

) 1 T em’z _ ei(/l/—/l)z
A,1) = lim — ——dt
W ) TE){}O 21 [T it

_ lf sen(A t)dt— lf sen(A _/l)[dt.
0 0

T t T t

2

00

dF().

EllZp (0 - 2rP) = |

—00
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Calculando-se as integrais acima, vemos que

Jim f WL (4L DRAE) = 0,

onde , ,
1 T idt _ i =D

() = o f e

T it

A seguir, verifica-se que Z(1) tem incrementos ortogonais e satisfaz (ii)
do Teorema 3.3. Finalmente, para provar (3.37), mostramos que

E{X(1) f N esdZ()} = y(t — s)

E{ f ) eMdz () f ) edZ(A)} = y(t - s),

o

do que segue que

E(X(1) - f " eMaz Ry = 0,

00

que é equivalente a (3.37). O
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ONDALETAS

4.1 INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo é dar uma introducao as ondaletas, que
pensamos ser uma ferramenta contemporanea com usos relevantes em
estatistica, processos estocasticos, certas areas da matemadtica, proces-
samento de sinais, codificacao e compressao de imagens, turbuléncia,
musica etc.

Podemos pensar nas ondaletas como alternativas a outros sistemas de
funcoes usados como base para a representacao de funcoes pertencentes a
certos espacos, cComo 0s senos e cossenos, polindmios ortogonais, func¢oes
de Haar, Walsh etc. O problema basico € o de codificar informacao, que
para os estatisticos se apresenta na forma de dados (para os bayesianos,
ha fatores subjetivos que podem ser incorporados a andlise).

Meyer (1993) apresenta uma retrospectiva historica das ondaletas,
desde Fourier (1822), passando por Haar (1910), Grossmann e Morlet
(1984), Daubechies (1988) até os dias de hoje. O enfoque é o de pro-

cessamento de sinais, potencialmente o mais atrativo para a aplicacao
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das ondaletas. Do ponto de vista algoritmico, ha um s6 algoritmo — a
analise de Fourier — quando tratamos de sinais estaciondrios, mas muitos
algoritmos a considerar quando tratamos de sinais nao estacionarios,
dentre os quais aqueles que operam com ondaletas em tempo-escala e
ondaletas em tempo-frequéncia.

Outro aspecto relacionado com as ondaletas € que pesquisadores em
areas distintas, nao se comunicando entre si, foram responsaveis por
muitos avancos na area. Isso aconteceu também, por exemplo, com as
ideias relacionadas com o filtro de Kalman. O livro de Meyer (1993) é
uma boa referéncia para o leitor. Outra € o livro singular de Barbara
Hubbard (1996), escrito em linguagem acessivel a nao matematicos, e
que contém vdrios depoimentos dos principais pesquisadores envolvidos
na area, como Y. Meyer, I. Daubechies, D. Donoho, S. Mallat, D. Gabor, A.
Grossmann, J. Morlet e outros.

O fato basico sobre as ondaletas é que elas sao localizadas no tempo (ou
espaco), contrariamente ao que ocorre com as fungoes trigonométricas.
Esse comportamento as torna ideais para analisar sinais nao estacionarios,
contendo transitoriedades e estruturas tipo fractais. Bases de Fourier
sao localizadas em frequéncia, mas nao no tempo: pequenas mudancas
em algumas das observacoes podem provocar mudancas em todas as
componentes de uma expansao de Fourier, o que nao acontece com uma
expansao em série de ondaletas (veja o Exemplo 7.2).

A'ideia, tanto na andlise de Fourier quanto na analise usando ondaletas
(ou qualquer outra base), € aproximar uma funcao por uma combinacao
linear de senos e cossenos ou ondaletas, respectivamente. Funcoes com
descontinuidades e picos necessitarao menos ondaletas do que senos e
€OSSENos para uma aproximacao comparavel.

Na analise de Fourier, toda funcao periédica, de periodo 2x, de
quadrado integravel, ou seja, de L2(0, 2n), é gerada por uma superposicao
de exponenciais complexas, w,(x) = e™ n=0, £1, ..., obtidas por
dilatacbes da funcio w(x) = € : w,(x) = w(nx). O objetivo é estender essa
ideia para L2(R), isto é, gerar esse espaco a partir de uma tnica funcao, ¥,
digamos. Isso é conseguido por dilatacoes (ou compressoes) e translacoes
de ¥ por

Wap(x) = |a|—1/2lp(xa;b), beR,a>0. (4.1)

A funcao ¥ é chamada ondaleta mae e usualmente tomamos valores
especiais paraa e b:a=277,b=k27, j k€ Z.
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No campo da estatistica, as ondaletas foram usadas em estimacao
de densidades, regressao nao paramétrica, estimacao do espectro de
processos estaciondrios e estimacao do espectro evolutivo de processos
nao estaciondrios. Ha uma quantidade muito grande de aplicacoes as
diversas areas do conhecimento.

Como referéncias na area de estatistica que tratam de ondaletas, temos
Ogden (1997), Vidakovic (1999), Percival e Walden (2000) e Nason
(2008).

Apresentaremos, neste capitulo, as ideias basicas sobre ondaletas e
transformada de ondaletas.

4.2 ONDALETAS

Ondaletas sao funcoes que satisfazem certas propriedades. Elas podem
ser suaves ou nao, simétricas ou nao e podem ter expressoes matematicas
simples ou nao.

Por analogia com a andlise de Fourier, considere o espaco L*(R) de
todas as fun¢des mensuraveis de quadrado integravel sobre R. Aqui, as
funcoes f(7) devem decair para zero, quando |f| = oo; logo, as exponen-
ciais (1.8) nao pertencem a esse espaco. Ao procurar ondas que geram
L2(R), elas devem decair rapidamente para zero. A ideia é considerar
dilatacoes (compressoes) e translacoes de uma tnica funcao ¢, de modo

a cobrir R. Ou seja, consideramos ondaletas
W) = 2Pyt~ k), jkeZ, (4.2)

isto é, () é obtida de y(r) por uma dilata¢io bindria 2/ e uma
translacao diddica k27, Estamos, entio, considerando um caso particular
de (4.1). As funcoes {x(1), j, k € Z} formam uma base que nao precisa
ser necessariamente ortogonal. A vantagem de se trabalhar com bases
ortogonais € permitir a reconstrucao perfeita do sinal original a partir
dos coeficientes da transformada. Uma transformada ortogonal, como
aquela usando senos e cossenos, é concisa, e cada coeficiente é calculado
como o produto interno do sinal com a func¢ao da base (¢ no caso de
analise de Fourier). Dai o interesse em considerar bases de ondaletas
que sejam ortogonais. Meyer provou, em 1985, que € possivel construir
tais bases.

Considere, pois, uma base ortonormal gerada por

{lﬁj,k(t), j7 ke Z}7 (43)
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ou seja,
<w.]’,k9 lpf,m> = 6]',{’61(,1717 ja k7 f, m E Z7 (4'4)

de tal sorte que, para qualquer f(7) de quadrado integravel sobre R,

f = i i Cjr k(). (4.5)

Jj=—00 k=—c0

Aqui, também, a convergéncia em (4.5) deve ser entendida em média
quadratica. Dizemos que (4.5) é uma série de ondaletas de f(t) e os

coeficientes de ondaletas sao dados por

Ci = o) = f FOw (e, (4.6)

A relacao de Parseval analoga a (1.16) vale também aqui, a saber

f " P = e
o £

As funcoes ¥ e ¥ satisfazem certas propriedades, dentre as quais
citamos:

(P1) f ) W(Hdt = 0 (admissibilidade).

(P2) f ly(H)ldt < oo.

(T M) . .
P3) ¢y = ol dw < oo, onde Y(w) é a transformada de Fourier
o |w

de y(t).
Uma condic¢ao necessaria para (P3) valer é que ¥(0) = 0, que é

equivalente a (P1).

(P4) f ) l(t)dt =1 ou [ |¥(w)Pdw = 2n.

o

(P5) Os primeiros r — 1 momentos de ¢ anulam-se, isto €,

f Py(dt =0, j=0,1, ...,r—1,

paraalgumr>1le

f " [ty (D)dt < 0.
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O valor de r esta ligado ao grau de suavidade (regularidade) de ¢:

quanto maior r, mais suave sera y.

Algumas ondaletas tém suporte compacto, como veremos abaixo, que
€ uma propriedade desejavel e tem a ver com o fato de as ondaletas serem
localizadas no tempo. Nem todas as ondaletas geram sistemas ortogonais,

como o chapéu mexicano, também definido a seguir.

No caso de ondaletas com suporte compacto, o valor de r estd também

relacionado com o suporte da ondaleta. Veja abaixo e Hérdle et al. (1998)

para mais informacao sobre esse assunto.

Veremos que uma maneira de gerar ondaletas é pela funcdo escala, ou

ondaleta pai, ¢, que é uma solucao da equacao

o) = V2 Z 0p(2t — k). (4.7)
k

Essa funcao gera uma familia ortonormal em L*(R),

Gix(t) = 2242t — k), jkeZ. (4.8)

Nessas condicoes, ¥ pode ser obtida de ¢ por

() = V2 ) (2t — ), (4.9)
k

sendo

he = (=161, (4.10)

a chamada quadrature mirror filter relation. Na realidade, {; e h; sao co-
eficientes de filtros passa-baixo (low-pass) e passa-alto (high-pass), res-
pectivamente, chamados quadrature mirror filters, usados para calcular a

transformada de ondaleta discreta. Esses coeficientes sao dados por

b= V2 f B d(DP(2t — k)1, (4.11)

e = V2 f ) (P2t — k)dt. (4.12)

As equacoes (4.7) e (4.9) sdo chamadas equagdes de dilatacdo. As ondale-
tas ¢ geram determinados subespacos de uma anadlise de multirresolucao,
que sera objeto da secao 4.3. Pode-se mostrar que Y, {4 = V2, Sih =

0, Xx t2=1e >k Cchi—om = 1, se m = 0, e igual a zero, caso contrario.

Convém, entao, considerar o sistema ortonormal

{90k, 10, j. k € Z, j = jo}, (4.13)

123
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de tal sorte que podemos escrever, para f(f) € L*(R),

FO =" ciopdink® + D" dit (o), (4.14)
k JZjo k
na qual
%k=f‘fmmwmm, (4.15)
dwfmqu (4.16)

Em (4.14), jo €é a escala de resolucao mais baixa (coarsest scale). Veja

também a secao 4.3 abaixo.

ExeMpLO 4.1 O exemplo mais antigo e simples de ondaleta é a funcao

de Haar,
+1, 0<tr<1/2
yy={-1, 1/2<r<1 (4.17)
0, caso contrario,

para a qual a funcdo escala é (1) =1, 0<r<1le

212 27k <t<27(k+1/2)
ﬁ)(t) =422 27(k+1/2) <t <27(k+1) (4.18)

0, caso contrario.

Para a ondaleta de Haar, as equacoes (4.7) ficam

1 1
— V2¢(26) + — V2p(21 - 1),
NG ¢(t)+\/§ $(2t—1)

logo ¢y =€ =1/ V2. Do mesmo modo, hy = —h; = 1/ V2.

(1) = ¢21) + (2t = 1) =

ExempLO 4.2 Além de (4.18), as ondaletas ortogonais, de suporte
compacto, que sao usadas mais frequentemente, sao as ondaletas de
Daubechies: as denominadas “extremal phase” (daublets) , as denominadas
“least asymmetric” (symmmlets) e as coiflets. Todas foram introduzidas por
Daubechies e sao nao simétricas. As symmlets sao as “mais simétricas” e
usadas como default em alguns programas. O termo coiflet foi cunhado
por Daubechies em homenagem a R. Coifman.
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Essas ondaletas sao obtidas dos filtros ¢ e h; usando as equagoes de
dilatacao (4.7) e (4.9). Por exemplo, a ondaleta d2 (daublet) é obtida
pelas equacoes

o(1) = hop(21) + h1 (2t — 1) + hotp(2t — 2) + hgd(2t — 3), (4.19)
Y(t) = hsp(2t) — hop(2t — 1) + h1d(2t — 2) — hop(2t — 3). (4.20)

Fazemos t = 1,2, depois t = 1/2,3/2,5/2 etc., para obter o grafico de
d2 para 0 <t < 3. Aqui,

1+ V3 3+ V3 3- V3 1- V3
- by =  hy =  hy = .
4 4 4 4

Obtemos um filtro melhor que o de Haar. Para d4, teremos oito

ho 2

coeficientes e maior regularidade. Em geral, essas ondaletas dependem
de um parametro N que controla a regularidade de ¢ e . Se tivermos 2N
coeficientes do filtro nao nulos, entao ¥ tera suporte em [-N + 1, N]e N

momentos nulos.

ExemMpPLO 4.3 O sistema ortogonal de Battle-Lemarié. Primeiramente, a
funcao escala ¢ é obtida em termos de sua transformada de Fourier e,
depois, i € obtida de (4.9). Essas ondaletas sao simétricas (com excecao
da ondaleta de Haar, que pertence ao sistema), mas nao tém suporte
compacto, embora decaiam exponencialmente. Veja Battle (1987) e
Lemarié (1988). Na Figura 4.1, apresentamos algumas dessas ondaletas
em funcao de um parametro de regularidade p. Veja Mallat (1989b) para
a construcao dessas ondaletas.

ExemMpLO 4.4 Algumas outras ondaletas de interesse sao as seguintes:
(i) Ondaleta de Morlet (ou gaussiana modulada), dada por
l;l’(t) — ei(uote—tQ/Q'
Essa é uma funcao complexa, para algum w fixo.

(ii) Chapéu Mexicano (segunda derivada da densidade gaussiana), dada
por
(D = (1= 2,

(iii) Ondaleta de Shannon, dada por

en(%t) 3t

() = > %t cos(7).
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(a) Yoo(t)
2

—2

-1.0

Wy (1)

2

V(D)

3 4
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=2 4

Yo o(t)

-1.0

2

-2

Yoo(t)

3

Figura 4.1 Algumas ondaletas. (a) Haar; (b) Daubechies d2.

Observe que as ondaletas de Shannon, Morlet e chapéu mexicano nao

tém suporte compacto. Isso acontece também com as ondaletas de Meyer

(1985) e de Stromberg (1982), que tém suporte infinito e decaimento

exponencial.
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(c)

1.0

0.0 4

0.0

-0.5
0.5

-1.0 4
-1.0

-2 0 2 4 -2 0 2 4

*d8’ mother, psi (0,0) *s8" mother, psi (0,0)

0.0
0.0 4

-0.5 -0.5

-1.0

0 2 4 6

-4 -2 0 2 4 6 -1 —

“s12" mother, psi (0,0) ‘c12" mother, psi (0,0)

Figura 4.1 Algumas ondaletas. (c) daublet (d8), symmlets (s8, s12),
coiflet (c12).

Finalmente, podemos citar ondaletas semiortogonais de Chui e Wang
(1991), que também sao obtidas das B-splines cardinais e as ondaletas
biortogonais, que na realidade sao simétricas, de suporte compacto, mas
nao ortogonais. Veja Cohen et al. (1992) para detalhes.

Na Figura 4.1, temos representadas algumas das ondaletas vistas acima.
As daublets, symmlets e coiflets foram obtidas usando o pacote S+Wavelets.
Veja Bruce e Gao (1996) e secao 4.7 abaixo.

Em (4.3) e (4.8), j é o nivel associado com a escala 2/ (ou27) ek éo
indice de translagdo associado a localizacio k.277. Quando j aumenta, obte-

mos escalas mais finas, e quando j diminui obtemos escalas mais grossas.

4.3 ANALISE DE MULTIRRESOLUCAO

A andlise de multirresolucao permite analisar os dados disponiveis
em varias escalas de resolucao. E como se pudéssemos “observar” esses
dados por um microscépio e estudar seu comportamento em varias

magnificacoes.
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Refy (1)}

W(t)

A AL
—SV—Q\j—l\/()\/l AV

Figura 4.1 Algumas ondaletas. (d) Morlet, chapéu mexicano, Shannon.

1.0
1.0
0.5 4
0.0 i
-0.5 A
-1.0 T T T T T T T T
—4 -2 0 2 4 -5 0 5

Figura 4.1 Algumas ondaletas. (e) Battle-Lemarié.
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Formalmente, uma andlise de multirresolucao (AMR) é uma sequén-
cia crescente de subespacos fechados {V;, j € Z}, que aproximam L*(R),
isto €,

(MR]) L.cVyacVycVvyc...
(MR2) L*(R)=U;V;.
(MR3) ;V; ={0}.

A'ideia que esta por trds dessas relacoes € a seguinte. Considere uma
funcao f de Le(R), e queremos obter aproximacoes a f em varios niveis de
resolucao. Cada subespaco V; sera constituido por funcoes aproximantes,
sendo que a melhor aproximacao € obtida considerando-se a projecao
ortogonal de f sobre cada V. Se fj(x) indicar tal projecio, entio,

Yg(x) € Vi g = f@Il 2 lIfj(x) = fFl.

O fato que V; C V4 significa que, ao passar do nivel de resolucao j
(ou escala 2/) para o nivel de resolucao (j+ 1), ganhamos informacao (ou
adicionamos “detalhes”). A medida que a resolucao aumenta (j — o), a
funcao aproximada converge para a funcao original e obtemos (MR?2).

Por outro lado, quando aproximamos f a niveis de resolucao cada vez
menores, perdemos informacao. Ou seja, para j — —oco, a aproximacao
de f converge para a funcao nula e temos (MR3).

Numa AMR, o espaco V.1 é obtido de V; escalando-se as funcoes
aproximadoras pela razao dos respectivos niveis de resolucao. Ou seja,

(MR4) f(1) € V; & f(20) € V1, Vi

Pode-se provar (Mallat, 1989a, b) que existe uma funcao ¢ € Lo(R) (a
funcao escala), tal que {¢;(?), k € Z} é uma base ortonormal de V;, onde
¢;x(t) é dada por (4.8).

A informacao que é perdida, quando descemos de Vj,; para V; (o
“detalhe” perdido), pode ser representada pelo espaco W;, complemento

ortogonal de V; em V.1, isto é,

(MRbH) Vj+1 = Vj ® Wj, Wj 1 Vj,

. i—1
onde & representa soma direta. Segue-se que V; = P’ W,

Jj=—00
Defina y/(t) por (4.9). Entao, pode-se mostrar que {i j, k € Z} forma
uma base ortogonal para W;. Como U;V; = U;W; é denso em L2(R), as
funcoes (Y, j € Z, k € Z} formam uma base ortogonal para L3(R).
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Dada f de L%(R), existe J tal que f; € Vyaproxima f.Se g, € W;, fi € V;,
por (MR5), temos

fr=fr-1+9gs-1,

e, repetindo o argumento,

f=f=ga+tgie+...+grm+ fim (4.21)

Dizemos que (4.21) é uma decomposicao de f em ondaletas. Observe
que fj_y € uma combinacao linear das ¢;_p € g; sio combinacoes
linearesdas ¢, j=J-M, ..., J—1.

Observe, também, que

L®) =PHw,=vve P w,=v,ePw,
jez Jj20 JZjo
para algum inteiro jy, de modo que, para qualquer f € Lo(R), podemos
escrever

FOEDW NG
Jk

= Zk: Ciokdjo k(D) + Z Z djxp jx (), (4.22)

JZjo k

= Z Cobox(r) + Z Z dj jx()
X

720k

onde na terceira relagao tomamos j, = 0 e

Cjk = j: fOei(ndt,

dj,k:f SO (dt.

O exemplo a seguir € devido a Faria (1997).

ExemrLo 4.5 Na Figura 4.2, temos um sinal que consiste na execucao,
numa flauta, de um fraseado nao ligado, trémulo dedilhado, com as notas
sol (G4) e si (B4) da segunda oitava. Temos T = 217 = 131072 pontos.
Na Figura 4.3, temos uma andlise de multirresolu¢ao, usando a ondaleta
d16. O nivel 16 é o mais fino nessa analise, enquanto que o nivel 1 é
o mais grosso. A Figura 4.4 mostra a distribuicao de energia da série,
evidenciando o fato de que praticamente toda a energia estd concentrada
nos niveis de 11 a 14, sendo o nivel 12 o mais energético. Do ponto de
vista musical, o nivel 16 corresponde ao ruido provocado pelo sopro do

instrumento, enquanto os niveis de 1 a 6 sao praticamente inaudiveis.
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x 10"
2

Figura 4.2 Fraseado nao ligado em flauta, notas sol e si.

4.4 ONDALETAS PERIODICAS

A Unica base natural de ondaletas em [0,1] é a base de Haar. Para obter

bases ortogonais em [0,1] com outras ondaletas é necessario periodiza-las.

Comecamos especificando uma funcao escala ¢ € Ly, que determina a
ondaleta mae .

Definimos
i) = > djlt+n), (4.23)
nez
€
Gty = > walt +n). (4.24)
nez

x, x + 1 etc., para algum x.

Esta operacao muda somente as ondaletas cujo dominio contém
pontos x, x + 1 etc., para algum x. Se o suporte da ondaleta esta contido
em [k, k + 1], entao a ondaleta permanece a mesma, somente transladada
para o intervalo [0,1]. Note que,

i) =22 (2t +n-27k)
nez
= 9il2 Z ¢ (27 + 1)) = o),

nez

(4.25)

se 277k é um inteiro, isto €, se j < 0. Segue-se que se j < 0, entdo
it = 2.

De modo similar, podemos mostrar que ¥ j(f) = 0, para j < 0.

As funcoes periodizadas definem uma AMR ortonormal sobre
L%([0,1]). Os subespacos correspondentes sao dados por

V;=span{$u. k=0,1,....2/ -1} (4.26)
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Figura 4.3 Anilise de multirresolucdo para a série da Figura 4.2.
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o Oﬁrﬂl_lﬂﬂ ‘ ‘

-5 10 15 20

Figura 4.4 Distribuicao de energia da série da Figura 4.2.

W; = span {@, k=0,1,....27 -1} (4.27)

Para todo Jy > 0, a seguinte decomposicao de L%([0, 1]) vale

L2([0,1]) = V), ® [@ W,]. (4.28)
J7zJo
Também,
1
) FOPj(t)ydr = fR [0 (1) dt, (4.29)

na qual f(x) = f({x}), para {x} = x — [x].

4.5 A TRANSFORMADA DE ONDALETAS

A transformada de ondaletas apareceu em sua forma continua com
os trabalhos de dois pesquisadores franceses, J. Morlet, um geofisico, e
A. Grossmann, um fisico teoérico. Veja Morlet (1981, 1983), Grossmann
(1988), Grossmann e Morlet (1984, 1985).

Daubechies, Grossmann e Meyer (1986) introduziram um conjunto
discreto quase ortogonal e completo de L*(R") (wavelet frames; Apéndice
A.4). Na realidade, Meyer queria provar que nao havia base ortogonal
construida a partir de ondaletas regulares e ficou surpreso ao obter
uma base ortogonal (Meyer, 1986, 1987, 1988). Daubechies (1988, 1989)
introduziu as ondaletas regulares e de suporte compacto que, como
vimos, sao bastante utilizadas na pratica.
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Para f de L%(R), a transformada de ondaletas continua de f, com respeito
ay, é definida por

(Wyf)(a,b) = |a] /2 f B f(t)zp(%)dt, beR, a>0. (4.30)

Note que a transformada é o produto interno de f pela funcao ¢,
dada em (4.1). Veja o Apéndice A.4.4, Chui (1992) e Daubechies (1992)
para outros detalhes sobre essa transformada continua.

Nosso maior interesse sera o caso da transformada de ondaletas
discreta.

Suponha que tenhamos dados X = (X, X, ...,X,-1)’ que, no mo-
mento, podem representar observacoes de uma amostra i.i.d. ou de um
processo estocdstico. Vamos supor que n = 27, J > 0 inteiro. Dizemos que
temos uma amostra diadica.

Vamos iniciar com um exemplo simples com o uso da ondaleta
de Haar.

ExempLO 4.6 Suponha que x = (1,-2,0,3,1,2,-1,2)". A funcio f
associada esta na Figura 4.5. Os valores f(j) = x;, j = 0,1,...,7 sdo
interpolados por uma funcao constante por partes, continua a direita.

o ~——

o~ o -— -— |

- — -—

X o ~—

T —

4 —

©

I
T T T T T
0 2 4 6 8

X

Figura 4.5 Funcao associada aos dados do Exemplo 4.6.

Nesse caso, n = 23, logo J = 3. Temos trés escalas 2/,j=0,1,2. A
escala mais fina corresponde ao nivel /-1 = 2 e a mais suave corresponde

ao nivel zero.
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O objetivo € extrair informacao a partir de x. Especificamente, estare-
mos interessados em extrair detalhes nas diferentes escalas e localizacoes.
Os detalhes sao dados por diferencas do tipo

dk=x2k+]_x2k, k=0,1,...,l’l/2—1. (431)

Por exemplo, dy = x1—xp, di = x3—x9 etc. Essa diferenca serd pequena
se Xok+1 ® Xox; € grande, caso contrario.
A parte suave serd obtida via médias locais, na realidade por meio de

somas da forma
Crk = Xops1 + Xor, k=0,1,...,n/2 - 1. (4.32)

Assim, ¢p = x1 + Xp, ¢1 = X3 + X9 etc. Observe que em (4.31) e (4.32)
faltam diferencas e somas da forma xo — x1, x9 + x; etc. Na realidade,
(4.31) e (4.32) dao detalhes e partes suaves na escala mais fina, quando
dp=dj1reck=cj1x

Para os préximos niveis repetimos (4.31) e (4.32):

cr-19041 —Cj-12¢, €=0,1,...,n/4-1, (4.33)
cj190e1 o2, €=0,1,...,n/4-1. (4.34)

Y

Cj-2.¢

A Tabela 4.1 ilustra o procedimento para nosso exemplo. Especifica-

mente, teremos:

(i) Paraonivel J -1 =2,
dag=x1—x0=-3, do1 =x3—x2=3, dog =x5— x4 =1,
dog = X7 = X¢ = 3;
Co0 = Xot+ X1 = —1, Co1 = X3+ X9 = 3, C29 = X5+ X4 = 3,

x7 + xg = 1.

€23

(ii)) Paraonivel J -2 =1,
dip=co1—c20=4, di;] =co3—C22=-2;
Cl0 = 2, 1,1 = 4.

(iii) Finalmente, para o nivel J — 3 = 0:
doo =c11—c10=2, coo=c11+cipo=06.

: : ~ 4 2 _ v7 2 _
Note que a energia contida nas observacoes € |[X||* = X _,x; = 24,
enquanto a energia contida nos coeficientes de ondaletas € 3 ;; de.k +
9 _ . . . ]
Coo = 88. Para que a energia seja preservada, temos que normalizar os
coeficientes de ondaletas. Escrevendo-se dy = a(xo+1 — Xot) € €xpressao

135
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s 2L 2 _ 9,202 2
similar para ¢, obtemos que d; + ¢; = 2e°(x5,,, — X5,), de modo que

devemos ter @ = 2712,

Efetuando essa normalizacao para os coeficientes obtidos de (i) a (iii)

acima, teremos:

(i) Para o nivel 2:
dog = (x1 = X0)/ V2 = =3/ V2, doy = 3/ V2, doo = 1/ V2,
dos =3/ V2,
o0 =—-1/V2, co1 =3/ V2, co0 =3/V2, co3=1/V2.

(ii) Para o nivel 1:
€217C20 __ _ C23—Co2 __
dip==7="=2, di) = =-1,

2 2
_ Co1tCo0 __ __ Co3tCogo
01,0—7—1, a1=—5 =2

(iii) Finalmente, para o nivel 0,
doo = % =1/v2=0,7071, cop= % =3v2/2 = 2,1218.

Na Tabela 4.1, os coeficientes normalizados estao entre parénteses.

Portanto, o vetor dos coeficientes de ondaletas pode ser escrito (na
notacao do programa WaveThresh, veja a secao 4.9)

d = (co0,d20,do.1,d2.2,da3,d1 0, d1.1,do0)
= (2,1213,-2,1213,2,1213,0,7071,2,1213,2,-1,0,7071) .
Ainda sobre o WaveThresh, esse programa fornece os coeficientes

acima com o sinal trocado.

A funcao f pode ser escrita

3
fx) = T\Elﬁ(),o(x) + gwwm + 2 0(x) — 11 (x)

3 3 3
\/51112,0()6) + T\/Qlﬂzl(x) + gl/fn(x) + T\/gl//zz(x)-

BN
Ou seja,
J-192/-1
f(x) = coppoo(x) + Z Z dj (%)
20 10

Dada a forma da Tabela 4.1, o algoritmo para obter os coeficientes de
ondaletas é chamado algoritmo piramidal (uma piramide invertida) e sera

discutido mais adiante.
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Tabela 4.1 Algoritmo para obter os coeficientes de ondaletas.

dados X0 X1 X9 X3 X4 Xp Xe X7
do X1 — X X3 — Xo X5 — X4 X7 — Xg
-3(=3/V2) | 3(3/V2) | 1(1/V2) | 3(3/V2)
co X0 + X1 Xo + X3 X4 + X5 Xg + X7
—1(-1/v2) | 3(3/V2) | 3(3/V2) | 11/ V?2)
d €1 = €20 Co3— €22
4(2) -2(-1)
C C2,0 +C21 Co9 + Co3
2(1) 4(2)
do €11 = C1p
2(v2/2)
Co C10+C11
6(3 V2/2)

Observe que, para cada nivel j, podemos agrupar os coeficientes de

ondaletas em vetores, do = (do 9, do,1,d29, dg,g)’, d; = (d10, dl,l)’, além de

Co,o (S d()!().

Na Figura 4.6 temos um grafico dos coeficientes de ondaletas, produ-

zido pela funcao plot do WaveThresh.

Podemos obter os coeficientes de ondaletas do, dy, dy = dpp € ¢o = cop

somente em funcao das observacoes. De fato, teremos:

do : doo = x1 — X0, do1 = X3 — Xo, da2 = X5 — X4,, do.3 = X7 — Xe;

di: dip=(xo+x3)— (x0 +x1), di,1 = (x6 + x7) — (X4 + X5);

do: doo = (x4 + x5+ x5+ x7) — (X0 + X1 + X2 + X3);

Cyp: Coo =X+ X1+ Xo+ X3+ X4+ X5+ X+ X7.

Ou seja:

(a) na escala 2/~ = 4, os coeficientes sio (proporcionais) a diferenca de

valores adjacentes de (xy, x1), (x9,x3) etc.;

(b) na escala 2’72 = 2, os coeficientes sio proporcionais a diferenca de

médias de pares adjacentes, (xg, X1) € (X2, x3), (X4, X5) € (xp, X7);

137
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Wavelet Decomposition Coefficients

Resolution Level
1
1

T T T T T
0 1 2 3 4

Translate
Standard transform Haar wavelet

Figura 4.6 Coeficientes de ondaletas para o Exemplo 4.5.

(c) naescala 2/7% = 1, o coeficiente dy € proporcional a diferenca de
médias das quadruplas (xg, x1, X2, X3) € (X4, X5, Xe, X;);

(d) finalmente, o coeficiente na escala mais grossa, cg é proporcional a
meédia de todas as observacoes.

Quando tivermos X com n componentes X, X1, . . . , X,—1, 0s coeficientes

de ondaletas sao arranjados na forma:

(a) osprimeiros n/2 coeficientes sao associados a diferencas x; —x, x3—xo
etc., na escala 2/°1;

(b) osn/4 coeficientes seguintes sio proporcionais a médias de pares de
coeficientes, na escala 27/72;

e assim por diante, até chegarmos a um coeficiente na escala 20 =1,
proporcional a diferenca entre a média das tltimas n/2 observacoes e a
média das primeira n/2 observacoes. Finalmente, teremos o coeficiente
¢o,0 proporcional a média de todas as observacoes.

Em geral, podemos obter os coeficientes de ondaletas pela féormula
d = Wx, (4.35)

e, supondo-se condicoes de fronteira apropriadas, a transformada é

ortogonal e podemos inverté-la na forma
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x = W, (4.36)

onde W’ indica a transposta de W. O Apéndice A.4 traz informacoes
sobre condicoes de fronteira.

A relacao (4.35) diz-se a transformada discreta de ondaletas, e € impor-
tante destacar que (4.35) nao é obtida, na pratica, pela multiplicacao
matricial, mas pelo algoritmo piramidal mencionado acima, com com-
plexidade O(n), consistindo numa sequéncia de filtros passa-baixo e
passa-alto.

Para o nosso exemplo, a matriz W pode ser encontrada usando o

WaveThresh, resultando em:

22 N2 2 2 2 V2 V2
4 4 4 4 4 4 4 4
' ¥ 9 0 0o 0 0 0
o 0 ¥ ¥ o o 0o o0
wo|0 0 0 o ey 457
o 0 0 0 o o ¥ _w '
1 1 1 1
s 3 3 —z 0 0 0 0
1 1 1 1
000 0 5 3 3 3
B - S - -
4 4 4 2 4 4 4 4

Usando-se o pacote MatLab (veja a secao 4.9), a ordem de linhas e
colunas ¢ diferente, pois esse programa usa a seguinte notacao para o
vetor d:

d = (co,0,doo, d1,0.d1,1,d2,0,do1, do.2, dos) -

Usualmente, nao se consideram todos os niveis de resolucao J, mas
um valor Jy, que corresponde a escala mais fina, 970 Nesse caso, podemos

escrever i
Jo—12/-1

FG) = condoo(0) + D\ D i jx(x). (4.38)

=0 k=0

ExemMpLO 4.6 Na Figura 4.7 (a), temos representada a funcao

f() =yt - sen(2,1n/(t + 0,05)), 0<r<1, (4.39)

conhecida como Doppler e calculada em n=1024 pontos igualmente espa-
cados. Na Figura 4.7 (b) temos os coeficientes de ondaletas, computados

pelo pacote WaveThresh.
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Observamos que as frequéncias mais altas, presentes no comeco da
funcao, resultam em coeficientes de ondaletas maiores nas escalas mais
finas (7, 8 € 9), enquanto as frequéncias mais baixas aparecem nos
coeficientes de escalas mais grossas.

(a)
0.4 q
0.2 ]
g
-§_ 0.0 -
o'
a
,02 4
-0.4 -
0 200 400 600 800 1000
t
(b)
14
*1 \
3 4 ' ‘ |
©
[ oo | !
g \
2 54 i (IS !
2 6 HH‘.‘\HM
= Iy
7 4 4.4‘\\“ i ‘.\“m “““““““““““
8 4 ‘WN‘WHIH\l"m,‘m.m...”.,
9 4 ™
0 128 256 384 512
Translate

Daub cmpct on ext. phase N=2

Figura 4.7 (a) A funcao Doppler; (b) Coeficientes de ondaletas da funcao
Doppler.

ExeEMPLO 4.7 Vamos obter a transformada discreta de ondaletas (bre-
vemente, DWT) para a série de magnitudes da estrela varidvel RU
Andromeda, cujo grafico esta na Figura 1.13. Essa série é observada
em instantes de tempo irregulares e apresenta periodicidades com
frequéncias variaveis no tempo. A Figura 4.8 mostra os coeficientes de
ondaletas. Observe que ha coeficientes grandes em todas as escalas e que

periodicidades por ventura existentes nao estao claramente aparentes.
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Figura 4.8 Coeficientes de ondaletas para a série RU Andromeda.

4.6 ONDALETAS E PROCESSAMENTO DE SINAIS

Voltemos ao Exemplo 4.5. Podemos escrever d; como
dy = hoxogr1 — b1 xox,

com hy = 2712 e by = =272, Ou, de modo geral, podemos pensar que dy
pode ser obtido por meio do filtro

di= ) huXoiiion, (4.40)

n=—co
em que

9-1/2, sen =0,

hy=9-2712 sen=1,

0, caso contrario.

Do mesmo modo, podemos escrever os c¢;’s como saida do filtro tendo

as observacoes como entrada,

= D bXokion, (4.41)

n=—0o0

141
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com
2712 sen=0,
6, =32712 sen=1,

0, caso contrario.

Vemos que {h,} sdo os coeficientes de um filtro passa-alto, ao passo
que {{,} sao os coeficientes de um filtro passa-baixo.

Como ja salientamos, a transformada de ondaletas discreta é efetiva-
mente calculada por um algoritmo, chamado piramidal, e devido essen-
cialmente a Mallat (1989 a, b). Na realidade existem varios algoritmos
piramidais, veja Meyer (1993) para detalhes. Ha, também, um algoritmo
que reconstroi os dados (sintese), a partir dos coeficientes de ondaletas.

O algoritmo usa os filtros passa-baixo {{;} e passa-alto {h}, com coefi-
cientes dados por (4.11) e (4.12). A Figura 4.9 ilustra o procedimento.

Na figura, L indica o filtro passa-baixo, H o filtro passa-alto e | 2
indica a operacao de decimacgao por 2, ou seja, a cada duas saidas do
filtro, desprezamos uma.

No j-ésimo passo, o algoritmo calcula ¢ e d;; a partir dos coeficientes

suaves do nivel j+ 1, ¢ji1 4, por

Cik = Z Cn—2kCj+1.n> (4.42)

djk = Z hp-9kCjs1n- (4.43)

Vemos que ¢ e d i sao obtidos de ¢j,1,, por médias méveis amostradas
nos inteiros pares, que é a decimacao (ou downsampling) mencionada
acima. Logo, no nivel j, teremos metade do niimero de coeficientes do
nivel j+ 1, donde o nome “piramidal”, dado por Mallat (1989 a, b), ou
“em cascata”, dado por Daubechies (1992).

Para provar (4.42) e (4.43), note que

Cjk = f J()Pju(x)dx, (4.44)

pois {¢jx, k € Z} é uma base para V;. Agora, ¢;(x) = 2i2¢9(2ix — k) e
usando (4.7) obtemos

P jx(x) = Z Cajr1nrok(X)
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e substituindo em (4.44) obtemos (4.42). De modo similar, usando (4.9),
obtém-se (4.43). Veja o problema 7.

Vamos escrever os filtros L e H como L = (€y)iez € H = (h)iez. O
filtro L corresponde a tomar médias e H a diferencas. Se f for um sinal e
f =Lfe f*=Hf, teremos, no caso da ondaleta de Haar,

, 1
Ji = N
1

fi = \/§(f2k+1 = far)-

Denotando-se por c;. os coeficientes suaves no nivel j e por d; os

(fors1 + for)s

coeficientes de detalhes no nivel j, podemos escrever
¢j. = Leja,
dj =Hcj,

de modo que
dim, = HL" 'c;..

Lembremos que Y & = V2 e Yl = 0. Segue-se que podemos
escrever, paran = 97,

d = (cp,do,dy,...,dj_o,dy_1),

ou
d=(L"x,HL" 'x,...,HL?*x, HLx, LX).

T @

Cn

Figura 4.9 O algoritmo piramidal.

Dado que os filtros de ondaletas correspondem a selecio de uma
base de ondaletas, apresentamos, na Tabela 4.2 (extraida de Pinheiro e
Vidakovic, 2009), uma relacao dos filtros comumente usados.

Quando o comprimento do filtro é maior do que dois, problemas de
fronteira ocorrem (esses nao ocorrem com a ondaleta de Haar). Veja o
Apéndice A.4.2.
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4.7 ONDALETAS BIDIMENSIONAIS

A aplicacdao mais importante de ondaletas bidimensionais reside na
analise e transmissao de imagens. Uma imagem pode ser representada
por uma matriz A, para a qual as entradas g;; representam intensidades
de cores dos pixels no ponto (i, ).

H4 duas possibilidades para construir bases de ondaletas 2-d:

(a) construir uma base 2-d, com uma unica escala, a partir da AMR de

duas bases unidimensionais (1-d);

(b) construir uma base 2-d como o produto tensorial de duas bases 1-d
com escalas distintas para cada dimensao.

Por simplicidade, considere Ly(U), onde U = [0,1], e suponha que
tenhamos uma base ortonormal de ondaletas, de suporte compacto,
gerando Ly(U). Como antes, sejam V; e W; gerados pelas ondaletas ¢ e
¥ i, respectivamente. Analogamente a condicao MR2, da secdo anterior,

temos que

Lo(U X U) = Lo(U?) = U VeV, (4.45)
j=t

o que mostra que podemos construir uma base de Lo(U?) pelos produtos
tensoriais de bases 1-d, {¢ex, ¥jx, j = €, k € Z}.

Para cada j*, podemos escrever V}g) = V; ® V;- de duas maneiras:
V;.:Z) =V,o W, "'@Wj*-ﬂ@(V{@W{@ "'GBWj*_l)
-1
=VieVie| Y (W;e V[)]
j=t

-l (4.46)
o| > (Vi® W,-)]
j=t

-1
® Z (le ® W/é)]’

Jisje=t
ou, alternativamente,

i-1
vP =vievie(Plviewpew;evyeweW)|. (447
j=t
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De (4.46) temos uma base possivel para Lo(U?),

B = {Pex, (DD, @iy koY
U (U2l i@l )

(4.48)
U (szzf{¢€,k1 QO o ks (W iy ,kQ)
U (Ujl,jng{d’jl Jor COY o ey W) iy ,kg) )
e de (4.47) temos outra base possivel,
By = {¢es (OPek, Wiy kY
(4.49)

U {6 ey COV ks s W i1y )P iy )5 W ey COW ey (WD Yy -

=t

Vamos analisar, antes, a base 89, que pode ser representada por

Bo = {Opx(x,y), k = (k1, ko)}x

) (4.50)
V) {\P.]‘,k(x, .’/), k = (k17 k?),/'t = h9 v, d}jZ[,]ﬁ

ou seja, temos uma ondaleta pai e trés ondaletas maes distintas, na
horizontal, vertical e diagonal:

Qi (xy) = iy (DPeky (y),

Wi 0) = Bt (W s (),

Wik(y) = ¥k (0P, ),

Y4 OY) = Uik Ok ().

(4.51)

A ondaleta pai representa a parte suave e as ondaletas maes represen-
tam os detalhes: horizontal, vertical e diagonal.

Uma funcio de L2(U?) pode, entao, ser escrita na forma

Feoy) = coxexley) + Y. T 3T AW (), (4.52)
k j=t k p=hyd

com os coeficientes de ondaletas dados por

cox = f e pdxdy, (4.53)
U

d’}fk = Iﬂ f(x, y)‘P’;‘k(x, y)dxdy. (4.54)

Podemos considerar, nesse caso bidimensional, as extensoes das equa-

¢oes de dilatacao (4.7) e (4.9), bem como o algoritmo de decomposi¢cao
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de Mallat. Os coeficientes suaves e de detalhes obtidos em cada nivel do
algoritmo serao matrizes, que podem ser representadas no formato da
Figura 4.10.

h d
D/, D¢

'j+3

D(l

h
D 2

2

D’

'j+3

D

h
D, i1

1 v
i+2

C | D

] i+l

Figura 4.10 Representacao dos coeficientes de ondaletas bidimensionais. Base
obtida da AMR bidimensional.

O quadrado superior esquerdo representara os detalhes horizontais;
o superior direito, os detalhes diagonais; e o inferior direito, os detalhes
verticais. O ultimo quadrado no canto inferior esquerdo representa a
parte suave.

Vejamos, agora, a base 8;. Teremos que usar quatro indices, pois a

escala nao é a mesma, como em (4.52). Se j = (J1, j2), k = (ki1, ko), teremos

Foop) = D ki @) + D > @i @)+ (455)
k

izt k

Z Zﬁjg,kfﬁl,kl O jo e, () + Z Zdj,klﬁ it COW o ey (),
jo=t K Jjrje=t K
e os coeficientes de ondaleta obtidos como no caso anterior.

Notamos que poderemos usar duas bases distintas, uma para cada
direcao.

Uma representacao grifica similar a da Figura 4.10 pode ser dada
para essa base, em que os elementos consistem de produtos de pares
de ondaletas e funcoes escalas com escalas diferentes. A Figura 4.11
ilustra o formato dos “mosaicos”. Na Figura 4.10, os mosaicos se repetem
na mesma propor¢ao, a0 passo que agora obtemos mosaicos que se
organizam em propor¢oes diferentes.

Do ponto de vista de processamento de sinais, a decomposi¢ao em
ondaletas procede da seguinte maneira: aplicamos os filtros L e H
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Figura 4.11 Representacao dos coeficientes de ondaletas bidimensionais. Base
tensorial.

as linhas da matriz A (imagem). Obtemos as matrizes L,A e H,A, de
dimensdo 2" x 2"~ (o indice r indica que estamos aplicando os filtros as
linhas e 2"~! devido a decimacao). Depois, os filtros L e H sdo aplicados as
colunas de L,A e H,A, e obtemos matrizes L.L, A, H.L,A,L.H.A, e H.H,A,
todas de ordem 2"! x 2", A primeira dessas matrizes ¢ uma média,

Figura 4.12 Imagem de Lenna (canto superior esquerdo) e decomposi¢ao em
ondaletas em um passo: detalhes horizontal, diagonal, vertical e parte suave
(canto inferior esquerdo).
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enquanto as outras sao detalhes. O processo continua com a matriz suave
L.L,A, como entrada dos filtros.

ExempPLO 4.8 Apresentamos, na Figura 4.12, um passo da decomposicao
em ondaletas, usando a base B9, da célebre imagem de Lenna, bastante
utilizada na literatura para exemplificar a transformada bidimensional.
Na decomposicao da figura, a matriz A (imagem) é decomposta em
quatro submatrizes, uma suave (correspondente ao ultimo mosaico do
canto inferior esquerdo da Figura 4.10) e trés de detalhes: horizontal,

diagonal e vertical.

4.8 TRANSFORMADA DE ONDALETAS NAO DECIMADA

Segundo as equacoes (4.42) e (4.43), a DWT seleciona os valores
filtrados pares, de modo que em cada escala o nimero de coeficientes é
a metade do nimero de coeficientes da escala anterior (veja o exemplo
4.6). Em contraste, a transformada discreta de ondaletas nao decimada
(NDWT), que iremos agora introduzir, é nao ortogonal e redundante.
Cada um dos vetores de coeficientes de ondaletas contera n elementos,
se o conjunto de dados x contiver n valores.

Assim como a DWT, que € obtida por meio de um algoritmo piramidal
com complexidade O(n), portanto altamente eficiente sob o ponto de
vista computacional, ha um algoritmo para calcular a NDWT, mas com
complexidade um pouco menor, da ordem de O(nlog, n), que também é
computacionalmente eficiente. Note que essa ordem € a mesma da FFT
(Fast Fourier Transform), usada para calcular a transformada discreta de
Fourier (veja o Capitulo 8).

Uma outra diferenca entre a DWT e a NDWT é que a DWT é depen-
dente da escolha da origem dos dados. Por exemplo, uma translacao
dos dados resulta num conjunto distinto de coeficientes de ondaletas. O
mesmo nao acontece com a NDWT.

A ideia basica da NDWT é conservar ambas as decimacoes, pares e
impares, em cada nivel e manter esse procedimento ao longo do algo-
ritmo piramidal. No que se segue nos baseamos em Nason e Silverman
(1995), que chamaram a NDWT de transformada estaciondria, e Nason
(2008). A NDWT foi considerada, com diferentes nomes, por outros
autores. Percival e Guttorp (1994) e Percival (1995) usam a denominacao
maximal-overlap wavelet transform, MODWT. Veja Percival e Walden (2000)

para outras referéncias.
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Voltando ao Exemplo 4.6, vimos que os detalhes sao obtidos tomando-

-se diferencas entre pares consecutivos, (xo, x1) € (xg, x3), por exemplo.

Embora nao tenhamos considerado a diferenca x9 — x, esta pode ser
importante. Uma maneira de obter essa diferenca (e outras nao conside-
radas pela DWT) é considerar os dados transladados (x7, xo, ..., xs), de

modo que, na escala 27-1 terfamos
dog =x0— X7, do1=x9—x1, doo=x4—2x3, dog=Xx5—Xs5.

Logo, se quisermos conservar toda a informacao, devemos manter os
coeficientes de ondaletas obtidos pela DWT sobre o conjunto original
de dados e, depois, transladd-los e transforma-los. O problema é que
esse procedimento destréi a estrutura ortogonal e a NDWT torna-se
redundante.

Para formalizar o que acontece, considere os dois operadores Dy e
Dy, que agem sobre uma sequéncia {x,} da seguinte maneira:

Dox)e = x9¢ € (D1Xx)¢ = Xop41.

Vemos, entao, que a DWT usa o operador Dy e poderiamos obter d; e
cjem (4.42) e (4.43) substituindo esse operador por D;. Se chamarmos
de T o operador translacao, isto é, (T'x); = x¢4+1, vemos que o resultado
de aplicar D; é o mesmo que se fizermos primeiro X1 = Xk € X9 = Xo/_]
e depois aplicarmos Dy. Ou seja, Dy = DyT.

Portanto, o algoritmo para obter a NDWT procede da seguinte ma-

neira:

[1] com os dados X = (xp, x1, ..., X,—1), aplicamos DyHx e D;HX para
obter dy e dq, cada uma dessas sequéncias contendo n/2 coeficientes,

resultando em n coeficientes na escala mais fina;

[2] para obter os coeficientes suaves ¢y e ¢; (ondaleta pai) calculamos
DoLx e D1 Lx, obtendo-se n/2 + n/2 = n coeficientes;

[3] paraa proxima escala, 272 aplicamos DyH e D1 H a DyLx e D, Lx,
resultando em quatro coeficientes dy, dy 1, d1 € dy,;, cada um com
n/4 coeficientes, totalizando n coeficientes;

[4] para obter os coeficientes suaves ¢;;, aplicamos DyoL e DL aos
coeficientes ¢y e ¢, obtendo-se novamente n coefcientes;
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[5] continuando dessa maneira, na escala 277/, teremos 2/ conjuntos de
coeficientes, cada um contendo #1277 elementos, j = 0,1,...,J -1,
logo o numero total de coeficientes sera n277 x 2/ =n.

A DWT decimada corresponde a sequéncia ¢g, dg, do1,do etc.

ExeEmMPLO 4.6 (continuacao) Calculemos a transformada discreta de
ondaletas nao decimada para o vetor x = (1,-2,0,3,1, -1,2). Aqui,
n=23 J=3. Os coeficientes da transformada decimada estao na Tabela
4.1 e o grafico deles na Figura 4.6. Na escala 27-1 obtemos os coeficintes
d; ; (nao normalizados) da NDWT por meio das diferencas

(x1 = x0), (xg — x1), (x3 — X2), (x4 — X3),

(4.56)
(x5 = x4), (X6 — X5), (x7 — Xp), (X0 — X7).

Essa sequéncia diz-se ordenada no tempo. Ou podemos considerar as
duas sequéncias obtidas aplicando-se DyH e D1 H:

(x1 = x0), (x3 — Xx2), (x5 — x4), (X7 — Xp), (4.57)
(x9 = x1), (x4 — x3), (X6 — Xx5), (X0 — X7), (4.58)

respectivamente. Dizemos que obtemos uma NDWT ordenada por pacotes
(packet-ordered) . A primeira ordenacao é mais apropriada quando tivermos
dados de séries temporais.

Efetuando os calculos e normalizando, obtemos:

dy = (2.12182, -1.41421,-2.12132,1.41421, -0.70711,
212132, -2.12132,0.70711) .

Observe que os coeficientes da DWT aparecem nas posicoes 1, 3,5 e
7. Para obter os coeficintes de ondaletas da NDWT ordenados no tempo,

o programa WaveThresh usa o comando:
> x.wd < — wd(x, filter number=1, family " "DaubExPhase, type=""station"’)
Com o comando plot obtemos o grafico dos coeficientes na Figura 4.13.

ExeEMPLO 4.7 (continuac¢ao) Vamos, agora, obter a NDWT da série de
magnitudes da estrela RU Andromeda. Nas Figuras 4.14 e 4.15 temos os
graficos nos casos de ordem de séries temporais e ordem por pacotes,
respectivamente. Vemos uma mudanca drastica na apresentacao, e agora
pode-se notar as periodicidades mencionadas anteriormente. Note que,
na Figura 4.15, o grafico da série original aparece na parte inferior.
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Wavelet Decomposition Coefficients
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Figura 4.13 Coeficientes de ondaletas para a NDWT ordenados no tempo para
o Exemplo 4.5.

Wavelet Decomposition Coefficients
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Figura 4.14 Coeficientes de ondaletas para a NDWT ordenados no tempo para
a série de magnitudes da RU Andromeda.

4.9 SOFTWARE

Nesta secao, descrevemos brevemente os pacotes computacionais
disponiveis e que, basicamente, calculam a transformada discreta de

ondaletas, sua inversa e outras estatisticas de interesse.
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4.9.1 Wawvethresh

Esse software foi desenvolvido por Nason (1993) e pode ser obtido livre-
mente da biblioteca R (http://cran.r-project.org/). Um roteiro para o
uso do programa estd em Nason e Silverman (1994). Veja também Nason
e Silverman (1995).

4.9.2  S+Wavelets

Esse software foi desenvolvido por Bruce e Gao (1994) para trabalhar com
o SPLus. Existem versoes para LINUX e WINDOWS e comercializadas por
Tibco Software Inc. Um roteiro detalhado do programa com exemplos ¢

aplicacoes esta em Bruce e Gao (1996).

4.9.3 WavelLab

Essa é uma biblioteca de rotinas MatLab para a analise de ondaletas,
pacotes de ondaletas etc. O programa pode ser obtido livremente no site
www.stat.stanford.edu/wavelab. O pacote foi desenvolvido por Buckheit
et al. (1995).

4.9.4 Wavelet Toolbox

Este é um dos toolboxes do programa MatlLab para a andlise e sintese
de sinais e imagens usando wavelets. O pacote é comercializado por
TheMathWorks, Inc.

4.9.5 Waveslim

Esse programa foi escrito por Brandom Whitcher, baseado nos livros de
Percival e Walden (2000) e Gencay et al. (2001) e cobre uma variedade

grande de técnicas com ondaletas.

Virios outros programas estao disponiveis atualmente, e alguns podem
ser obtidos livremente via internet. Uma maneira de conhecer esses
programas e outras informacoes sobre a drea é assinar o Wavelet Digest
(inscreva-se pelo e-mail add@wavelet.org). O livro de Wickerhauser (1994)

traz varios programas que podem ser implementados pelo leitor.
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4.10 COMENTARIOS

As ondaletas ¢ e/ jx, dadas em (4.8) e (4.3), respectivamente, podem
ser definidas de modo ligeiramente diferente, como em Daubechies

(1992), por exemplo. Especificamente, teremos:

Wi = 2772277t — k) (4.59)

Gix(t) = 2792277t — k). (4.60)

Modifica¢oes 6bvias devem ser feitas em varios lugares, como, por
exemplo, em (4.18) e em outras férmulas dos demais capitulos. Por
exemplo, o algoritmo piramidal calcula os coeficientes do nivel j a partir
daqueles do nivel j -1, e o grafico da Figura 4.9 ficara modificado. Veja
Bruce e Gao (1996).

Note que, com as representacoes (4.59) e (4.60), o fator de escala
passa a ser 2/, e o de translacdo, k2/. Nessa notacio, os niveis de resolucio
mais baixos correspondem aos niveis de resolu¢ao mais altos na notacao
anterior e vice-versa.

Nondecimated Wavelet (Packet) Decomposition

—
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Packet Number
Filter: Haar wavelet

Figura 4.15 Coeficientes de ondaletas para a NDWT ordenados por pacotes
para a série de magnitudes da RU Andromeda.
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Para encerrar este capitulo, faremos alguns comentarios sobre as
analogias e diferencas entre as duas andlises, de Fourier e de ondaletas.
Uma analogia é que, dada uma funcao de quadrado integravel, ela pode
ser escrita como uma superposi¢ao de senos e cossenos ou de ondaletas
(centradas numa sequéncia de instantes de tempo). A diferenca € que as
funcoes de uma base de ondaletas sao indexadas por dois parametros, ao
passo que na base de Fourier temos um tnico parametro, 4, que tem a
interpretacao fisica de frequéncia.

Na analise de ondaletas, os parametros j e k representam escala e
localizacdao temporal, respectivamente. Intuitivamente, escala pode ser
pensada como “inverso da frequéncia”, mas essa conexao é bastante
ténue, como mostra o argumento a seguir. Suponha que a ondaleta mae
apresente oscilacdes, como uma coiflet, por exemplo. A medida que j
cresce (e, portanto, o fator de escala 927/ decresce e ha um “encolhimento”
no tempo), as oscilagoes crescem e a ondaleta exibe “alta frequéncia”,
ao passo que se j decresce (a escala cresce e ha uma “expansao” no
tempo), as oscilacoes tornam-se mais lentas, ou seja, apresentam um
comportamento de “baixa frequéncia” (Priestley, 1996).

Essa é uma caracteristica marcante da andlise de ondaletas: com-
ponentes de alta frequéncia sao analisadas em intervalos curtos de
tempo, enquanto que componentes de baixa frequéncia sao analisadas
sobre intervalos largos de tempo, o que permite a andlise de sinais com
transitoriedades e singularidades. Em outras palavras, os coeficientes de
ondaletas caracterizam o comportamento “local” de um sinal, ao passo
que os coeficientes de Fourier caracterizam o comportamento “global”
do sinal.

Outra observacao a fazer é que o “principio da incerteza”, segundo o
qual nao se pode ganhar simultaneamente em resolu¢ao no dominio do

tempo e da frequéncia, aplica-se também a transformada de ondaletas.

PROBLEMAS
1. Usando algum programa (WaveThresh, S+Wavelets etc.), faca grafi-
cos das ondaletas maes d4 e d8.

2. Mesmo problema, para s8 e s12.

3. Calcule a WDT do vetorx =(2,-1,1,1,3,-2,0, 1)/, usando a onda-
leta de Haar. Usando o programa WaveThresh obtenha a matriz W.
Faca o gréfico dos coeficientes.
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4. Mesmo problema para n = 1024 pontos da funcao Heavisine,
dada por

f(x) = sen(27x) — 0,5 sinal(x — 0,3) — 0,5 sinal(0,72 — x), 0 < x < 1.
Use a ondaleta de Daubechies d4 e o programa WaveThresh.

5. Considere um vetor de dados com dezesseis observacoes x =
(X0, X1, ..,X15) . Obtenha a DWT explicitamente, usando a ondaleta
de Haar. Obtenha o gréfico dos coeficientes de ondaletas.

6. Considere os dados x como sendo os retornos diarios de acoes da
Petrobras de 18 de agosto de 1998 a 29 de setembro de 2010, e
tome os ultimos n = 2048 valores. Obtenha a WDT de x. Comente
os resultados.

7. Prove (4.42) e (4.43).
8. Para o problema 3, obtenha a transformada nao decimada, NDWT.
9. Faca o mesmo para os problemas 4, 5 e 6.

10. Calcule a WDT e NDWT para os altimos n = 2048 dados de retornos
diarios do Ibovespa, de 4 de julho de 1994 a 29 de setembro de 2010.

APENDICE A.4

A.4.1 Frames

A teoria dos frames fornece a representacao de uma funcao em termos
de funcoes de uma base que nao é necessariamente ortonormal (nem
mesmo linearmente independente). Um excelente tratamento sobre
frames é dado por Daubechies (1992, Capitulo 3), no qual nos baseamos
para o que segue.

Dizemos que um conjunto de funcoes {¢;, j € J} de um espaco de
Hilbert H constitui um frame se existem A > 0, B < oo tais que, para todo
feH,

AlAIP < D KFe” < BILAIP, (A4.1)
jeJ
A e B sao chamados frame bounds. Dizemos que o frame é tight se A = B;
nesse caso, 3, ; (01> = AllfII%, e podemos recuperar f a partir de (f, ¢;),
ou seja,
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f=A7 Y (fees (A4.2)
7

Se o frame for tight, A = 1 e |||l = 1,Vj, entao {g;, j € J} é uma base
ortonormal. Em geral, dado um frame {¢;}, existe um frame dual {{;},
tal que

£= 00, (A.4.3)
J

para qualquer f € H, o que significa que temos uma férmula de recons-
trucao para f a partir de (f,¢;). Nesse caso, f = 3 {f.@;)¢;-

Se ¢ for uma ondaleta mae e ¥ (¢) = agj/gw(agjt —kby), j, k€ Z, para
reconstruir f de (f,i/;x) exigimos que ¥ j; forme um frame. Nem todas as
escolhas de ay, by e y levam a frames de ondaletas, mas, para ¢ razoavel e
ao, by apropriados, esse sera o caso.

A.4.2 Condicées de Fronteira

A matriz W de (4.35) € aplicada a um conjunto finito de dados x. Isso
corresponde a um truncamento da transformada de ondaleta tedrica
aplicada a um sinal infinito. Esse truncamento torna os coeficientes de
ondaleta das transformadas finita e infinita diferentes nas fronteiras.

Ha4 vérias regras para tratar esse problema (para detalhes, veja Bruce
e Gao, 1996). As regras mais usadas sao a periddica e a de reflexdo.

Na regra periodica, os dados sao supostamente T-periodicos: X 1y =
X, t=0,1,...,T -1, k € Z. Aregra periédica preserva ortogonalidade,
além de ser rdpida e numericamente estavel.

Na regra de reflexao, os dados originais sao refletidos nas fronteiras e,
entao, periodicamente estendidos. Existem algoritmos disponiveis para
esse procedimento, e um inconveniente dessa regra é que ela tem que ser

aplicada a ondaletas biortogonais, se quisermos reconstrucao perfeita.

A.4.3 B-Splines

Uma funcao real s(x) diz-se uma fung¢do spline de ordem m, com sequéncia
de noés {x1, ..., x,}, se:

(i) s(x) é um polinémio de grau m em cada intervalo [x;, Xj41],i =
1, ...,n—1, com as partes ligadas aos nos;

(i) s(x) tem m — 2 derivadas continuas;

(iii) a derivada de ordem m — 1 de s(x) é uma funcao constante por

partes, com saltos nos nos x;.
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As funcoes splines sao bastante utlizadas na estimacao de fungoes den-
sidades e em regressao nao paramétrica. Para um tratamento sistematico,
veja Chui (1992) e Wahba (1990).

Casos especiais importantes das splines sao as B-splines cardinais, que
sao usadas para gerar as ondaletas de Battle-Lemarié. Essas splines sao

geradas a partir de

1, 0<x<1
Ni(x) = .
0, caso contrario,

por convolucoes

1
Niu(x) = (N1 * N1)(x) = f Npya(x—=tdt, m2=2.
0

Cada N,, ¢ um polinébmio continuo por partes, de grau m, com
noés nos inteiros. Do ponto de vista probabilistico, se Xj, ..., X, sdao
v.a. independentes, uniformes no intervalo (0,1), entdo N,(x) serd a
densidade da soma Xj + ...+ X,,. Portanto, pelo teorema limite central,
para m — oo, N,,(x) converge para uma densidade normal.

Algumas B-splines estao representadas na Figura A.4.1.

A.4.4 Transformada de Gabor

Vimos que a transformada de Fourier de uma funcao f(¢) de Lo(R) é
dada por

flw) = fw f(He “dt, w e R.

Logo, para se obter informac¢ao para uma frequéncia é necessario
calcular uma integral sobre todo o intervalo de tempo.

Gabor (1946) introduziu uma transformada que usa uma janela
localizada no tempo, da forma

Gy Nw) = f f()galt — b)e ™ dt, (A.4.9)
chamada transformada de Gabor, onde
1 2
galt) = ——=e™ /0,
aV2

que é proporcional a uma densidade gaussiana. A transformada (A.4.4)
localiza a transformada de Fourier do sinal na vizinhanca do instante
t=b.
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Figura A.4.1 Algumas B-splines.

Pode-se mostrar (Chui, 1992) que a transformada de Gabor é loca-
lizada simultaneamente no tempo e na frequéncia, mas, para dado «,
a forma da janela nao muda, se f ou w mudar. Ou seja, a transformada
janelada de Gabor, ou, em geral, uma transformada janelada de Fourier,
nao conta com a flexibilidade de uma janela que aumente para baixas
frequéncias e diminua para altas frequéncias. Essa flexibilidade é obtida
usando-se a transformada de ondaletas. Uma analise mais aprofundada
desse assunto envolve os conceitos de centro, raio e largura de uma janela.
O leitor poderd consultar o livro acima mencionado de Chui (1992) ou

Ogden (1997) para detalhes.

Finalmente, note que, para y apropriada e f € Lo, a transformada

inversa de (4.41) pode ser escrita como

1 r~re 1
f®= —f f (Wwf)(a,b)wa,b(t);dadb, (A4.5)

Cy

para todo f real para o qual f seja continua, e ¢y é dada pela integral em

(P3) da secao 2.

159
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SUAVIZACAO POR MEIO DE ONDALETAS

5.1 INTRODUCAO

O principio do encolhimento por meio de ondaletas (wavelet shrinkage)
tem por objetivo a reducao (e mesmo a remocao) do ruido presente
num sinal, diminuindo (ou zerando) a magnitude dos coeficientes
de ondaletas. Neste capitulo introduzimos a técnica de encolhimento
chamada limiarizacao (thresholding) por meio de ondaletas. Os trabalhos
principais nesta drea sao os artigos de Donoho e Johnstone (1994, 1995,
1998), Donoho et al. (1995, 1996a, 1996b), Johstone e Silverman (1997),
Vidakovic (1998, 1999) e Antoniadis et al. (2002). Os principais trabalhos
concentram-se na area de regressao nao paramétrica, assunto que sera
estudado na secao 5.3.

No Capitulo 4 vimos que o filtro L suaviza uma série de entrada,
enquanto H produz os detalhes. Quando os coeficientes que representam
detalhes sao pequenos em grandeza, eles podem ser omitidos, sem afetar
substancialmente a reconstrucao da entrada. Assim, a ideia de limiari-

zar os coeficientes de ondaletas corresponde a eliminar (ou encolher)
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detalhes que correspondem a ruido. O procedimento de limiarizacao
corresponde a uma operacao de suavizacao. No caso da analise de Fourier,
limiarizar coeficientes de Fourier afeta o resultado globalmente, dado o
carater nao local de senos e cossenos.

Uma transformada de ondaleta dos dados preserva a “energia”: a soma
dos quadrados dos dados € igual a soma dos quadrados dos coeficientes
de ondaletas, mas essa energia ficard concentrada em poucos coeficientes
de ondaletas. Isso significa que uma funcao de interesse sera descrita
por um nimero pequeno de coeficientes de ondaletas. Por outro lado,
o ruido i.i.d. gaussiano € invariante por uma transformada ortogonal, e
passa para o dominio de ondaletas nao afetado.

Uma outra propriedade da transformada de ondaletas (como a de
Fourier) é que os dados transformados tornam-se aproximadamente nao

correlacionados.

5.2 EscorLHA DO LIMIAR

Aqui, temos dois problemas: um ¢é a escolha do esquema (ou politica)
de limiares, e o outro é a escolha dos parametros que governam esse
esquema.

5.2.1 Escolha do Esquema

Dois esquemas tradicionalmente utilizados sao os seguintes:

(i) Limiar Duro (Hard Threshold), definido por

" 0, selx]<Aa
o (x) = (5.1)
x, selx|> A

(i) Limiar Suave (Soft Threshold), definido por

s 0, se x| <A
0 (x) =19 (5.2)
sinal(x)(|x| = 1), se |x| > A.

A Figura 5.1 mostra como esses dois esquemas agem. Note que (i) é
do tipo “mata” ou “preserva”, ao passo que (ii) é do tipo “mata” ou
“encolhe” (reduz o tamanho da quantidade A).

O esquema suave pode apresentar viés grande, enquanto o esquema
duro tem viés menor, mas variancia maior. Bruce e Gao (1996) obtém

férmulas para calcular os vieses, variancias e riscos Ly dos estimadores
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Figura 5.1 Limiar duro e suave.

limiarizados e mostram que limiares significativamente menores devem

ser usados para o esquema suave.

Podemos considerar fun¢oes de encolhimento gerais. Uma tal funcao

S exibe a seguinte propriedade:

S (x) = 0, para x pequeno; S(x) = x, para x grande. (5.3)

Muitos procedimentos de encolhimento sao, de fato, desse tipo.

5.2.2  Escolha dos Parametros

Para a escolha do parametro A, que aparece em (5.1) e (5.2), podemos

usar um limiar global, aplicavel a todos os niveis, ou entdao limiares que

dependam do nivel j, ou seja, para cada escala teremos um limiar 4;.

Apresentamos, a seguir, as principais propostas, onde dj; representa

um coeficiente de ondaleta genérico.

(P1) Universal

Donoho e Johnstone (1994) propuseram um estimador minimax para

f no modelo (5.11) abaixo, denominado RiskShrink, baseado em limiar

duro ou suave e num parametro A, obtido pela minimizacao de um limite

superior tedrico de risco assintético. Contudo, sugeriram depois um

método alternativo, baseado no seguinte resultado para v.a.’s normais.

ProposICAO 5.1  Sejam Zy, . ..,7Z, v.a.’s normais padries, e defina:

A, ={ n%ax 1Zi| < v2logn}.

i=1,...,n

Entao,

7, = P(A,) = 0,n — oo,

163
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Além disso, se

B,(t) = {_{rllax |Zi| >t + +/2logn},

..... n

2
entdo P(B,(1)) < e 7.

Informalmente, o resultado diz que as v.a.’s Z;’s (independentes ou
nio) sdo “quase limitadas” por = +/2logn. Qualquer valor maior, em
magnitude, que \/m nao parece ser um ruido i.i.d. normal. Isso
motiva a seguinte definicao de limiar:

Ay = Aj, =0 +2logn, (5.4)

que ndo depende da escala e € chamado universal. O nivel de ruido o tem
que ser estimado a partir dos dados. Veja abaixo e Donoho et al. (1995).

Esse limiar conduz a estimadores que subestimam f, pois a tendéncia
é eliminar ou reduzir muitos coeficientes, especialmente em niveis de

resolucao altos.

(P2) Donoho et al. (1995) usam uma variante do limiar universal, a saber

=0 2105(”). (5.5)

Esse limiar tem propriedades similares ao universal.
(P3) Adaptativo (SureShrink)

Suponha que o vetor x = (xq, o xg) seja tal que x; ~ N(u;,1) e
u =, .. .,yd)/. Stein (1981) propoe estimar a perda || — 1||> de modo
nao viesado, mesmo que se considere um estimador /i arbitrario, nao
linear e viesado.

Usando essa ideia, Donoho e Johnstone (1995) sugerem o procedi-
mento SureShrink, para o qual, em cada nivel de resolucao, se minimiza
um estimador nao viesado do risco de Stein (Sure = Stein unbiased risk
estimator). Se no nivel j tivermos n; coeficientes, define-se o limiar

/1j = argminogsm SURE (Yj,t) (5.6)
onde . .
J J y ',k
SURE (yj,1) = nj =2 > iy upeior) + Z{(ﬁ)Q A2, (5.7)
k=1 k=1 J

Em (5.7), o; é o nivel de ruido para a escala j. Observe que, em
(5.7), o segundo termo do lado direito € igual a duas vezes o nimero de
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coeficientes menores do que o limiar considerado. Escrevendo-se (5.7)

na forma

nj
Yjkio 9
SURE (yj,1) = —n; + 24k : lyjal >t} + Y ((Z2)2 A ),
0j
k=1 -
vemos que temos um critério semelhante ao AIC de Akaike, onde a
ultima soma do lado direito € a funcao a ser minimizada e o segundo
termo ¢é duas vezes o numero de parametros (coeficientes) incluidos na
reconstrucao.

Donoho e Johnstone (1995) verificam que o procedimento nao
funciona bem se muitos coeficientes em dado nivel sao nulos. Nesse caso,
devemos usar o limiar universal /2log(n;). Um teste de “esparsidade”
pode ser usado, considerando a variancia do nivel j,

o 1 G dig
§2= Y (==
! ”1; 7j

e verificando se 5/
(logy 1))
2 1)
§2c1y R
Vi
Se essa relacao valer, use o limiar universal; caso contrario, use o limiar

selecionado por SURE.
(P4) Valida¢do Cruzada (Cross-Validation )

Validacao cruzada é uma técnica usada para estimar o erro de previsao
para um modelo ajustado aos dados. O erro de previsao mede a “bondade”
de um modelo ao prever a resposta a uma observacao futura.

Em modelos de regressao, o erro de previsao € definido por

EP=E@ -y)’,

onde y representa uma observacao futura e j é a previsao, usando o
particular modelo de regressao.

Pode-se usar o erro quadrdtico médio dos residuos como uma esti-
mativa do erro de previsao (EP), mas que tende, em geral, a ser muito
otimista, ou seja, subestima o verdadeiro EP. A razao é que estamos
utilizando os mesmos dados para ajustar e avaliar o modelo.

A validacao cruzada usa parte dos dados para estimar o modelo e o
restante para avaliar se ele é adequado ou nao. Usualmente, o algoritmo

de validacao cruzada (VC) ¢é o seguinte (Efron e Tibshirani, 1993):
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1) Se tivermos n observacoes yi, ..., Y, para cada observacao y;, ajusta-
mos o modelo, deixando essa observacao de fora, e calculamos o valor
previsto para essa i-ésima observacao, denotado por j;".

2) Calculamos
1 v ,
CcC="= L= )?
. gl(y 5

como estimador do EP. VC requer que ajustemos o modelo completo

n vezZes.

Uma alternativa é dividir os dados em k partes, k # n. E o que sera
feito abaixo, pois temos n = 97 e, se retirarmos uma observacio, ficaremos
com 2/ — 1, que nio é uma poténcia de dois.

Nason (1996) sugere usar VC para encontrar um limiar adequado,
que minimize o erro quadratico integrado médio, definido por

M) = E f L0 = fo1d, (5.8)

onde ﬁ indica uma estimativa de f no modelo (5.11) abaixo, usando o
limiar . Como f é desconhecida, usamos uma estimativa de M(?).
Considere as observacoes yi, ...,y,. O algoritmo sugerido €, entao:

[1] As observacoes y; com indices impares sao removidas do conjunto,
deixando 27! observacdes com indices pares, que sio reindexadas
para j =1, L2071

[2] Um estimador f,(p “) & entio construido, usando um limiar particular,
a partir dos y; reindexados.

[3] Usando os dados removidos com indices impares, formamos uma

versao interpolada dos dados impares:
gl _ (yoj-1 +Y2j41)/2, paraj=1,...5-1
' W +ye-)/2, paraj=n/2.

Obtemos similarmente £ e yﬁf’ “) Uma estimativa de M(f) é dada,

entao, por

M) = Z[(f(par) _<,mpar>) + (e _ —(par)) ] (5.9)

J
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Note que o estimador de M(¥) baseia-se em estimativas de f; calculadas
com n/2 dados. O limiar universal 4, tem que ser modificado devido a
esse fato. Apo6s a minimizacdao de M(z), essa correcao tem que ser aplicada.

(P5) Ogden e Parzen (1996) sugerem fazer testes de hip6teses recursivos
para cada nivel de resolucdo: para cada coeficiente de ondaletas, testamos
se é zero (representa ruido) ou diferente de zero (representa sinal). A
ideia basica € a seguinte.

Suponha que no nivel j tenhamos n; coeficientes de ondaletas d; e

suponha que E{d;;} = u;i. Entao, queremos testar

Ho:pjn = =pjn, =0,
Hl:l'lj,ii()a Vielj; ,uj,,‘ZO, VZ¢1,

onde I; € {0,1, ...,n;}. O problema é que usualmente nao sabemos quan-
tos elementos hd em /;. Por isso, Ogden e Parzen (1996) sugerem testar os
coeficientes um a um e usar [max{a’j,k}]2 como estatistica do teste. Se g(a)
indicar o a-quantil da distribuicao dessa estatistica, entao o teste consiste
em comparar cada dik com esse quantil: se for maior, concluimos que
esse coeficiente representa sinal, € removido e o teste é aplicado a outro
coeficiente; se df‘,k < g(a), o coeficiente nao representa sinal. Usa-se como
limiar para o nivel j o maior coeficiente em valor absoluto que resta no

nivel. Veja o artigo de Ogden e Parzen (1996) para detalhes e aplicacoes.
(P6) Procedimentos bayesianos

Dado que uma regra de Bayes é normalmente redutora (shrinker),
segue-se que é natural usar algum método bayesiano no procedimento
de encolhimento de ondaletas. Contudo, ha uma diferenca: uma regra
redutora (shrinkage) faz decrescer os coeficientes em valor absoluto, sem
mudar o seu sinal. Uma regra de limiar (thresholding) reduz os coeficientes,
mas também torna efetivamente nulos aqueles coeficientes que estao
num intervalo ao redor da origem.

O enfoque bayesiano tem sido usado principalmente no procedimento
de limiarizacao, mas hd também aplicacoes em estimacao de densida-
des usando ondaletas. Na secao 5.4 forneceremos mais detalhes desse
procedimento.

Passemos, agora, ao problema de estimacao do fator de escala 0. Trés
possibilidades podem ser consideradas.

(i) Estima-se o a partir dos coeficientes d; da escala mais fina.
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(ii) Consideram-se todas as escalas e um estimador de o baseado em
todos os coeficientes de ondaletas.

(iii) Estima-se um o ; para cada escala.

Em qualquer caso, pode-se usar a variancia dos coeficientes ou, entio,
o estimador proposto por Donoho et al. (1995),

G =med{|d;_14 : 0 < k < 27}/0,6745, (5.10)

em que med indica a mediana, J—1 é a escala mais fina, no caso de se usar
(i) acima, e o fator 0,6745 tem a ver com o fato que 0,6745 < ®(1) —D(-1).

ExemprLo 5.1  Na Figura 5.2 (a), temos a funcao obtida adicionando
um ruido branco gaussiano, com média zero e variancia 0,12, a funcao
Doppler da Figura 4.7. A reconstrucao usando o limiar universal é apre-
sentada na Figura 5.2 (b) e a reconstrucao usando o limiar SureShrink é
apresentada na Figura 5.2 (c). Na Figura 5.2 (d), temos a reconstrucao
usando o procedimento minimax mencionado em (P1). Observe que
certos picos indesejaveis aparecem. Essas reconstrucoes foram obtidas
usando o software S+Wavelets.

0.4 4

0.0 4

Doppler + noise

0.2 4

Doppler (universal)

!
&

~0.4 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 (b) 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

—~~
o
~

0.4 0.4 4
0.2 0.2 4

0.0 0.0 4

Doppler minimax

Doppler (sure)

~0.2 -0-2 1

-0.4 041

(C) 00 02 o4 06 08 10 (d) 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

t t

Figura 5.2 Reconstrucao com limiar suave. (a) Doppler mais ruido gaussiano,
o =0,12; (b) universal; (c) sureshrink, (d) minimax.
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Com o mesmo software é possivel efetuar uma analise empirica de
dados, para avaliar a reconstrucao obtida. Na Figura 5.3 (a), temos os
dados (data), a reconstrucao (signal) e os residuos (7resid) no canto
superior esquerdo. No canto superior direito temos um box-plot dos
coeficientes da transformada de ondaletas dos dados originais, com
os limiares minimax superpostos como retas horizontais. Supoe-se que
qualquer coeficiente entre as retas seja igual a zero. No canto inferior
esquerdo temos os coeficientes da transformada discreta, e no canto
inferior direito um grafico em barras, decompondo, para cada cristal, a
energia devida ao sinal e ao ruido. Lembre que esse software usa a notacao
(4.59)-(4.60) para as ondaletas.

O mesmo software fornece uma andlise de residuos, que estd na
Figura 5.3 (b). No canto superior esquerdo temos os coeficientes de
ondaletas dos residuos e no canto superior direito um grafico da funcao
de autocorrelacao dos residuos, mostrando que algumas correlacoes sao
nao nulas. No canto inferior esquerdo temos um grafico quantil-quantil,

com os quantis da normal padrao no eixo horizontal. Finalmente, no

o A o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 d1 d2 d3 d4 d5  d6  s6

o
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das
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l 014
© ‘ \ [
* ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.0

s6 d6 db d4 d3 d2 dl
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Figura 5.3 Anailise exploratéria da reconstrucao minimax. (a) varios graficos
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Figura 5.3 Anilise exploratéria da reconstrucao minimax. (b) analise dos
residuos.

canto inferior direito temos um histograma e um estimador da densidade
dos residuos. As duas ultimas figuras mostram a assimetria dos residuos.

5.3 REGRESSAO NAO PARAMETRICA

Nesta secao trataremos do problema da regressao nao paramétrica,
sendo que as seguintes situacoes serao analisadas: no que se refere a
variavel explicativa, ao delineamento regular (equiespacado), ao delinea-
mento irregular e ao delineamento aleatério; no que se refere ao erro,
esse pode ser i.i.d. ou correlacionado.

5.3.1  Modelo com Delineamento Regular Fixo, Erros i.i.d. Normais

Considere o modelo

yi=ft)+e, i=12, (5.11)

onde & ~ i.id. N(0,0%), 02 <o et; =i/n.
No caso usual de regressao paramétrica, supoe-se que f obedeca a
um modelo particular, por exemplo, uma funcao linear de p parame-
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tros 61, ...,0,. A estimacao dos parametros é feita usando-se minimos
quadrados ordinarios. Na situacao do modelo (5.11), iremos supor que
f pertenca a uma classe de funcoes satisfazendo certas condigoes de
suavidade.

O enfoque tradicional usa estimadores baseados em nucleos (kernels),
splines e séries de Fourier. Uma revisao excelente sobre métodos nao
paramétricos em séries temporais € dada por Hérdle et al. (1997). Sobre
isso, veja também Ogden (1997).

Contudo, esses métodos nao sao adaptativos, no sentido de que os
estimadores resultantes podem alcancar taxas de convergéncia mais
baixas se a regularidade (suavidade) da funcao f for mal epecificada.
Para obter estimadores que sao adaptativos, pode-se usar, por exemplo, o
método kernel com largura de faixa (bandwidth) variavel, ou entao usar
ondaletas, que conduzem a procedimentos que sao adaptativos e quase
6timos sobre classes de fun¢oes com regularidades nao homogéneas. Isso
é conseguido por meio do procedimento de limiarizacao.

Se fi = f(t;), o objetivo € estimar f = (f}, . ..,fn)/, COoIm O MeNor erro
quadritico médio, ou seja, queremos minimizar Rg(f,f) = Ellf— f||§ para
alguma classe de funcoes dada, 7, comllfllg =2 flz

Aqui, f é estimada por

2Jo J 2/-1
P = Cadjr + Y " disahn0), (5.12)
k=0 j=jo k=0

na qual ¢;,x e djx sao os coeficientes de ondaleta empiricos. A seguir
aplica-se um limiar (duro ou suave) aos coeficientes d j.
O procedimento do encolhimento consiste nos trés estdgios seguintes:

1) Tome a transformada de ondaletas discreta de y1, ..., y,, obtendo-se
os n coeficientes de ondaletas d;, que sao contaminados por ruido.

2) Use limiares (thresholds) para reduzir ou anular aqueles coeficien-
tes abaixo de certo valor. Obtemos, nesse estagio, os coeficientes
desprovidos de ruido.

3) Tome a transformada de ondaletas inversa dos coeficientes do estagio
(2) para obter as estimativas .

A transformada (4.46) aplicada ao modelo (5.11) produz

Wy = Wf + We (5.13)
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e como W € ortogonal, ela transforma ruido branco em ruido branco,

isto €, se w;; sao os coeficientes de ondaletas de f(#;), podemos escrever
dix = wjkx + Ok, (5.14)

onde zjx ~ i.i.d. N(0,1), j=0,1,...,J-1,k=0,1,..., 2/ —1,d_1, = coo-

Ou seja, (5.14) nos diz que os coeficientes de ondaletas de uma
amostra com ruido podem ser escritos como os coeficientes de ondaletas
sem ruido adicionados a ruido branco.

Assim como no caso da transformada de Fourier, a transformada de
ondaletas estabelece uma isometria entre dois dominios, preservando
os riscos. Ou seja, se D sao estimativas de wjx, existe um estimador f tal
que f=Ww,ea relacao de Parseval assegura que ||[W — wljs = If - fl]o.
Na outra direcao, se f for um estimador de f, entao W = Wf define um
estimador de w com risco isométrico.

Resumindo o procedimento de encolhimento (1)-(3), se w = Wf, z =
We, defina

Wi = 65 (W) (5.15)

como estimador dos coeficientes w;; e, portanto, o estimador de f serd
f=ww.

Normalmente, usa-se (5.4), no procedimento usualmente chamado
de WaveShrink, ou (5.5), em que o nome usado ¢ VisuShrink.

Se os erros do modelo (5.11) forem estacionarios, de média zero,
gaussiano e correlacionados, e se a transformada discreta de ondaletas
for invariante no tempo, entao, em cada nivel, a distribuicao dos z;; sera
estacionaria e a variancia 0'3 = Var(z;x), j = 0,1,...,J — 1, somente
dependera de j. Veja Johnstone e Silverman (1997).

Uma extensao do procedimento VisuShrink é considerar, entao, a
aplicacdo de limiares da forma A; = o;+/2logn/n em cada nivel j =
0,1,...,J-1.

ESTIMADORES MINIMAX

No contexto classico de estimac¢do, supomos que temos uma classe
conhecida P = {Py, 0 € Q} de distribuicoes de probabilidades, indexada
por um parametro 6 € Q. Para uma funcao perda L(6,6), onde 6 é um
estimador de 6, considere o risco

R(6,0) = Eo{L(8, 6(X))}, (5.16)
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para observacoes X de Py. Gostariamos de encontrar ¢ que minimize R,
para todos os possiveis valores de 6. Mas, como sabemos, este problema
nao tem solucao, exceto no caso de 8 constante. O que se faz, entao,
é restringir a classe dos estimadores, exigindo-se requisitos que estes
satisfacam, tais como, serem nao viesados ou equivariantes.

Podemos abandonar essas exigéncias, mas teremos que nos contentar
com propriedades 6timas mais fracas do que risco minimo uniforme.
Uma possibilidade é minimizar o risco médio ponderado, para alguma
funcao peso nao negativa. Esse procedimento nos leva aos estimadores de
Bayes. Outra possibilidade é minimizar o risco maximo, isto é, encontrar

6 que minimize o maximo do risco, ou seja,

R(0,6) = inf sup R(8, 6). (5.17)
0 o

Tal estimador diz-se minimax. Normalmente, nao é facil encontrar
estimadores minimax. Ver Lehmann (1983) para detalhes. Um caso
importante é aquele em que temos uma amostra X, ..., X, de varidveis
iid. N(u, 02). Entio, X é o estimador minimax de p.

Na situagao nao paramétrica, da qual (5.11) é um exemplo, ha diversos
resultados na literatura, mas, assim como no caso paramétrico, nao €
possivel obter estimadores minimax que valham para qualquer funcao f.

Trés ingredientes sao bdsicos na busca de tais estimadores (Donoho
et al., 1995):

[1] Supomos que f pertenca a algum espaco funcional especifico, ¥,

como por exemplo os espacos de Holder, Sobolev, Besov etc.

[2] Supomos uma medida especifica para o risco do estimador, como
por exemplo

R.(f.f) = Ellf - fII3. (5.18)

[3] Tentamos encontrar um estimador que seja minimax para ¥ e R,,
sup(Ry(f.f)} = inf sup R, (f.f). (5.19)
7 f5

ou assintoticamente minimax, com igualdade em (5.19) substituida por
~, para n — oo, ou, ainda que alinja a taxa de convergéncia minimax,
substituindo-se igualdade em (5.19) por =, paran — oo, onde a, = b,

- .. 4 . a
significa que liminf;, | . |> 0 e limsup,, | . |< oo.
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Varias combinacgoes desses trés ingredientes foram consideradas na
literatura. Veja Donoho et al.(1995) para outras informacoes.
Consideremos X;, i = 1,...,n, tais que

X, =6;+ 7, (520)

onde Z; sao independentes N(0, 0?), 0% conhecida e queremos estimar
0s 6;. Aqui, os X; fazem o papel dos coeficientes dj; no modelo (5.14).
Seja 8 = (64,..., 6,) e estamos interessados na situacio em que poucos
dos 6; sao diferentes de zero.

Suponhamos a situacao ideal em que um oraculo nos diz quais dos 6;
sao aproximadamente nulos e buscamos estimadores sob essa condicao.
Consideraremos estimadores da forma (projecoes diagonais-PD)

5,‘ = I[|g[‘>(,-] (521)

para o qual o risco correspondente é

R(PD,6) = Z(@? A od). (5.22)

i=1
Obviamente nao podemos usar (5.21) na pratica e (5.22) é inatingivel,
mas podemos usar esse risco como um padrao para julgar estimado-
res construidos a partir dos dados. Seja 4, = 0 +/2logn, definamos os

estimadores

b; = 65, (X)) (5.23)
baseados em (5.2). Entdo teremos os resultados que se seguem.
TeOREMA 5.1 (Donoho e Johnstone, 1994) Para todo 6 € R",

EI0- 612 < (1 + 2logn){c? + Z(@? A o). (5.24)
Ou seja, (5.24) nos diz que o estimador 6 atinge o padrao o>+ R(PD, 6),
a menos de um fator 1 + 2logn.

O resultado seguinte mostra que essencialmente esse comportamento
nao pode ser melhorado.

TeOREMA 5.2 (Donoho e Johnstone, 1994) Quandon — oo,

E|6 - 6)]?
inf su I I (5.25)
0

2logn 0 02+ 3,67 Ao

Esses resultados podem ser aplicados aos modelos (5.11) e (5.14).
Considere o estimador f, dado abaixo de (5.15).
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COROLARIO 5.1  Para todo £ e todo n,

RES) < (1 +2logn){o? + Z(wik A o). (5.26)
Jik

COROLARIO 5.2 Quandon — oo,
E|if - £

i 5.27
2logn  f o+ 3 @? Ao?) (5.27)

MODELO COM ERRO ESTACIONARIO

Suponhamos, agora, que no modelo (5.11) os erros &; constituam um

processo estaciondrio Gaussiano, de média zero, e matriz de covariancias
(n)

[s—1|”
circulante. Se chamarmos de V,, a matriz de covariancias de z=Weg, entao

I',, sendo essa formada pelos elementos , ., € que ela seja uma matriz

V, = WI,W'. (5.28)

Como ja mencionamos antes, pela estacionariedade dos erros, a
variancia dos coeficientes z;; dependerd apenas do nivel j. Chamemos,
como antes, 0'? = Var(z;x), para todo j.

Consideremos, agora, limiares para os coeficientes d;; que sejam
dependentes do nivel, da forma (5.4) ou (5.5), e defina o estimador

jx = 83 (djp), (5.29)
supondo-se que os 0 ; sejam conhecidos. Finalmente, estimamos f por
f=ww. (5.30)

Johnstone e Silverman (1997) provam resultados similares a (5.24) e
(5.25). Suponha que

n—1
Y <o < (5.31)
=0
€
Yo n—1 -
ky = — yi)] < , 5.3
n ;;( /) C2 <o (5.32)

onde ¥, é a transformada de Fourier de y;. Entao:
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TeorEMA 5.3 (Johnstone e Silverman, 1997) Para todof € R",
mﬁ—ﬂﬁ<(1+QMgmbﬂ>+§E@E A s} (5.33)
< o AL .
K
TeOREMA 5.4 (Johnstone e Silverman, 1997) O estimadorf é tal que

E|If - |12
) I 2” B > 1. (5.34)
Yo T Zj,k(wj’k A O'j)

lim inf(2 log n)*lkn inf sup
n—oo f f

Os significados sao os mesmos que no caso de ruido branco: o
estimador é aproximadamente minimax, 2 menos de um fator da O(log n),
e nao pode ser melhorado. Como, na pritica, s; nao é conhecido, deve
ser estimado como antes.

O caso de estimacao de funcoes num modelo de ruido Gaussiano
fraciondrio foi considerado por Wang (1996). Esta situacdo contempla o
caso de regressao com dados de memoria longa.

5.8.2  Modelo com Delineamento Irregular Fixo e Ervos i.i.d. Normais

Uma limitacao das ondaletas estudadas até agora é que devemos usar
amostras equiespacadas, como na secao anterior. Dados nao equiespa-
c¢ados nao devem, em geral, ser tratados como equiespacados, pois os
estimadores considerados podem apresentar taxas de convergéncia muito
diferentes da taxa 6tima. O caso de delineamento irregular fixo é tratado
por Cai e Brown (1998), como descreveremos abaixo.

Vamos retomar o modelo (5.11), mas supondo que os pontos f1,...,1,
nao sejam igualmente espacados, embora fixos. Suponha n = 27, os erros
ainda i.i.d. N(0, 1).

No que segue, supomos que f pertenca a uma classe de Holder por
partes, segundo a definicao a seguir.

DEFINICAO 5.1  Para a > 0 real, a classe de Holder por partes A*(M, B, m) em
[0, 11, com até m pontos de descontinuidade, consiste das fungoes f satisfazendo:

1. |f1 < B;

2. existem £ < m pontos 0 < ay, < as < --- < ap < 1 tais que, para todos
ai<xy<ai,i=0,1,...,0, comay=0eap =1,
(@) Ifx) = fl < Mlx—yl*, se0 < < 1;

(b) If1P) — f1P@)l < Mlx =y e | f V()] < B sea > 1.
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Se f € L?[0,1], com expansao

2/0 0 92—
JOEDWININEEDY Z djgah j5(5), (5.35)
k=0 J=Jjo k=0

entao os coeficientes de ondaletas d;; podem ser limitados superiormente
se f € A%(M, B,m). Especificamente, no caso em que o suporte de ¥
nao contiver pontos de descontinuidade de f e y € r-regular, com r > «,
teremos d;; < C27/1/2¥@_Se o suporte da ondaleta contiver pelo menos
um ponto de descontinuidade de f, o limite superior sera 9-il2,

No caso em que temos amostra f(k/n),k = 1,...,n,n = 2/, f €
AY(M,B,m) e cjx = {f,djx), s(a) = min(e, 1), esses resultados permitem
aproximar f por

faly = 3" kg (0), (5.36)

k=1
de modo que ||f, - fIIZ O(n~2@),
Considere o modelo:

yi=f)+oz, i=1,...,n, (5.87)

O<n<...<t,=1,7 ~1id.N@O,1), 1, = H'(i/n), para uma funcao de
distribuicao H sobre [0, 1], estritamente crescente.

Seja
3 =n" )" yigi(o) (5.38)
i=1
€
. J-1 2
Fi(0) = Proj,, g(H(®) = n™? Z Ei®+ D0 dydrjuo,  (5.39)
J=Jjo k=1
em que

G =n" Y yikdnio Hogn), dj=n""2 > g0 Hyw)  (5.40)

Esses coeficientes de ondaletas sao versoes com ruido dos verdadei-
ros coeficientes de ondaletas de f. Aplicamos, agora, limiar suave aos
coeficientes (5.40), obtendo

Ejok = Cjors dyx = sinal (dj)(\d el = A1), (5.41)
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na qual os parametros 4 serao definidos abaixo. Um estimador de f

sera, entao,
2Jo J-12/-1
P = Catior® + " digra(@), (5.42)
k=0 j=jo k=0

com expressao similar para um limiar duro.
O resultado que segue mostra que o estimador (5.42) apresenta a
mesma taxa de convergéncia que o procedimento VisuShrink de Donoho

e Johnstone no caso equiespacado.

TeorEMA 5.5 (Cai e Brown, 1998) Suponha que observamos {(t;,y;),i =
1,....,n},n=27, comt; = H'(i/n), e H especificado acima. Sejaﬂ dado por
(5.42) e suponha que  seja r-regular. Entdo, f,, ¢ quase otimo, no sentido de que

R 0 IOg}’l 2a/(1+2a)
sup Ellf, — flls < C( ) (1+o0(1), (5.43)

feAe n
para todo0 < a < r etodom < Cn?, sendoC > 0,0 <y <1/(1 +2a).

O teorema fornece uma taxa de convergéncia global. Em geral, a taxa
adaptativa minimax global (para toda a funcao) ¢é diferente da taxa num
ponto fixo. No caso equiespacado, o procedimento VisuShrink atinge a
taxa adaptativa minimax para estimativas em um ponto. O mesmo ocorre
aqui. Para todo ponto fixo fy do intervalo [0, 1], sob as condic¢oes do
Teorema 5.5, teremos

sup Ellfu(to) = f(to)ll3 < C
fenr

(1 +0(1)),

IOg n 2a/(14+2a)
n

para 0 < a < r. O procedimento é localmente adaptativo. Esse resultado
vale tanto no caso de m = 0 (nao ha pontos de descontinuidade de f)
como no caso de m # 0, desde que os pontos de salto estejam fora de
uma vizinhanca fixa de ¢;.

Pode-se provar que
o3 = Varldi) = n'o? Y (o) <n”'o f W ORH )t = 1y,
i=1

supondo-se que H™! seja estritamente crescente (portanto derivavel
q.t.p.), com ) = (H @) . Supoe-se, também, que H' e Al(n), para
alguma constante i (ou seja, H~! é Lipschitz), de modo que 0 < i < h,

para quase todo ¢ € [0, 1].
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O parametro 4;; é escolhido como

/1j,k = Ujk V2 IOg n. (544)

Isso generaliza o procedimento VisuShrink, pois, nesse caso, H =1 e
h=1.

Na pratica, H é desconhecida e usa-se a funcao de distribuicao empi-
rica H,, de modo que I:In(ti) =i/n.

ExeEMPLO 5.2 Na Figura 5.4 (extraida de Cai e Brown, 1998) ilustramos
o procedimento tomando f(f) = sen(2nt), com erro gaussiano i.i.d.
adicionado. A funcao de distribuicao empirica é mostrada, bem como
os estimadores no caso irregular e equiespacado. Nesse ultimo caso, o

resultado é mais enrugado.

Function + Noise The Function H
%
=
o
=
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
New Estimator Treat Same as Equispaced

1.0

0.5
1.0

0.0

-1.0 0.5 0.0 05

-1.0 0.5

00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10

Figura 5.4 Exemplo com f(f) =sen (2rt) (funcao verdadeira em linha
pontilhada).

5.3.3 Modelo com Delineamento Irregular Fixo e Erro Estacionario Gaussiano

Considere, agora, o modelo
yi=ft)+z, i=1,....n, (5.45)

0<t <...<t, =1, sendo z; um processo estacionario gaussiano, com
média zero, t; = H"(i/n) e H como na secdo anterior, n = 27.

Porto et al. (2008) analisam essa situacao com f em uma classe de
Holder por partes. Usando a mesma metodologia que Cai e Brown (1998),
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pode-se provar que a mesma taxa de convergéncia de (5.43) vale aqui,
sob condic¢oes de regularidade que a funcao de autocovariancia dos z;

devem satisfazer.

ExeMpPLO 5.3 Suponha f(f) = sen(2nf) em (5.45) e os z; gerados a
partir de um modelo ARMA (2,2), com erros normais, de média zero e
variancia 0% = 0,01. Foram gerados n = 256 amostras (f;, y;) e a base de
ondaletas usada foi a s16 (Symmlet 16). Para detalhes de como a amostra
desigualmente espacada foi gerada, veja Porto et al. (2008). Os resultados
estao apresentados na Figura 5.5. Como no exemplo anterior, tratar dados
igualmente espagados como se nao o fosse, leva a uma estimativa menos

suave que a obtida pelo método proposto.

(a) (b)

0
1.0

f(x)
0.0

1 1

y
0.0

1 1 1

0
L 1
-1.0
L L
°
S
p{gg
-
S_

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4

0.4 0.8
L
04 08
I N |

0.0
1
0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 5 10 15 20

(x)

Figura 5.5 Exemplo com f(#) =sen (2nt); (a) funcao verdadeira; (b) funcao
mais ruido; (c) f.d. H; (d) autocorrelograma; (e) estimador proposto (linha
cheia); (f) estimador como se a amostra fosse igualmente espacada

(linha cheia).
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ExeEmpPLO 5.4 Esse exemplo foi analisado por Porto (2008). O interesse
aqui é a relacao entre renda e idade para individuos de determinada
populacao. Especificamente, os dados analisados sao de mulheres brasi-
leiras com mestrado e doutorado (dados da PNAD 2004, IBGE). A renda
¢ definida pelo logaritmo natural dos rendimentos do trabalho principal,
por hora de trabalho (padronizada para ter média zero). A idade é dada
pelo nimero de anos desde o nascimento até a data de referéncia da
PNAD 2004. Como a idade foi calculada com duas decimais, os dados
resultantes sio desigualmente espacados. No total, temos ' = 421 dados,
mas foram consideradas as n = 256 idades centrais, rendas entre 34,4 e

53,6 anos, aproximadamente.

Uma estimacao preliminar, com ondaletas e limiar suave por niveis,
produziu coeficientes de ondaletas com diferentes variancias estimadas
em cada escala, indicando erros correlacionados. Outra estimacao prelimi-
nar nos mesmos moldes e tratando os dados como igualmente espacados
foi conduzida para estimar a variancia dos erros. Essa estimativa foi
aplicada a metodologia dessa secao, usando ondaleta s8 e limiares suaves
por niveis, a partir de jy = 2. Na Figura 5.6 temos os dados e a funcao
estimada. Observamos um valor atipico perto da idade 48 anos. Uma
queda da renda é observada entre as idades 35 e 40 anos, talvez explicada

pelo efeito de geracao. Usualmente, uma funcao paramétrica quadratica

¢ utilizada em problemas como esse, que nao explicariam essa queda.

renda
OOO
[}
09
Of

T T T T
35 40 45 50

idade
Figura 5.6 Relacao entre renda e idade para mulheres brasileiras com
mestrado e doutorado. PNAD 2004, IBGE.

181
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5.3.4  Modelo com Delineamento Uniforme e Erros i.i.d. Normais

Como vimos anteriormente, o procedimento VisuShrink no caso igual-
mente espacado é adaptativo, seu custo computacional é da O(n), com
alta probabilidade, o estimador é pelo menos tao suave como a funcao a
estimar, e alcanca a taxa de convergéncia minimax a menos de um fator
logaritmico, sobre uma ampla classe de funcoes.

Cai e Brown (1999) provam que esse procedimento pode ser aplicado
diretamente aos dados, no caso de um delineamento uniforme, com erros
i.i.d. normais, fornecendo estimadores com as mesmas propriedades
acima, para funcoes pertencendo a uma classe de Holder por partes.

Considere o modelo

yi = f(x) + oz, (5.46)

parai = 1,2,...,n,n = 2/, x; ~ iid. U [0,1], z; ~ iid. N(O,1)
e x; independente de z;, para todo i. Supomos o parametro o fixo e
conhecido.

Ordenamos os x; €, por conveniéncia, ainda usamos y; € z; para y(x)
e z(x(;)), de modo a obter o mesmo modelo (5.46) com x; substituido por
x(). Obtemos, entao, os pares (X1, Y1), - - -, (X(), Yn), onde 0s x;) nao sao,
em geral, equiespacados. A ideia aqui € supor que Xx; seja substituido por
E(x) = i/(n+1), de modo que obtemos os pares (1/(n+1),y1),...,(n/(n+
1),y,), e podemos aplicar o procedimento VisuShrink aos valores y;.
Obtemos os coeficientes de ondaletas

0= (Z‘jo,l" . .,6‘j0’2j0,dj0,1,. ..,dJ,1,2jfl),

aplicamos um limiar suave (ou duro) aos J,-,k com A = 0+/(2logn)/n,
obtendo-se os coeficientes limiarizados d ik € 0 vetor 6. O estimador de

f sera
2J0 J-12/-1
f(x) = Z Cjok®jos(X) + Z Z dx ji(x). (5.47)
k=0 J=Jjo k=0

Se quisermos obter o estimador nos pontos amostrais, aplicamos a
transformada inversa de ondaletas aos coeficientes de ondaletas limia-
rizados:

fiGw) =W n'20, k=1,2,....n

Pode-se provar (veja Cai e Brown, 1999), que esse estimador satisfaz
(5.43), para classes de Holder A*(M), M > 0 e 1/2 < @ < r, r represen-
tando a suavidade da ondaleta .
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ExeEmpLo 5.5 NaFigura 5.7 (extraida de Cai e Brown, 1999) ilustramos o

procedimento acima para as funcoes HeaviSine e Doppler, considerando

um delineamento uniforme e igualmente espacado.

Random-x Equispaced-x

10
10

-10

-10

-20

-20

0.0 0.4 0.8 0.0 0.4 0.8
HeaviSine HecaviSine
Random-x Equispaced-x
= <
B =
<A <
= =)
I -
0.0 0.4 0.8 0.0 0.4 0.8
Doppler Doppler

Figura 5.7 Exemplo com as func¢oes HeaviSine e Doppler, estimador proposto
e estimador como se a amostra fosse igualmente espacada.

5.3.5  Modelo com Delineamento Uniforme e Erro Gaussiano Estaciondrio

Consideremos, agora, o modelo
yi = f(t) + &, (5.48)

parai =1,...,n,sendo que t; ~ i.i.d. U[0, 1] e & € um processo estacio-
nario, com média zero e fun¢ao de autocovariancia, tal que

Cov(et, a(tp) = y(li = i), Y Iyl < oo. (5.49)

Procedendo como no caso anterior, ordenando os ¢; e re-rotulando os
y; € &, Porto et al. (2010) mostram que o mesmo resultado de Cai e Brown
(1999) vale para o estimador (5.47), com J tal que 2/ < K+nlogn,K>0e
f€A*(M,B,0),0 < a < r,supondo que ¥ tenha r momentos. O resultado
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vale, também, para o caso em que os f; sao jittered, isto €, t; = i/(n + 1) + j,
supondo-se j; uniformes no intervalo [-1/(2(n + 1)), 1/(2(n + 1))].
ExemPLO 5.6 A funcao f(¢) = sen(2nt) foi gerada e depois um ruido
estaciondrio gaussiano AR(1), com coeficiente ¢ = 0,7, foi adicionado a
funcao. A ondaleta s8 foi usada, e limiar suave foi aplicado por niveis, a
partir de jo = 3. Foram usados n = 1024 pontos. Veja a Figura 5.8.

(a)

15

f(x)

-5

I I

-15

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(b)

15

-5

X)
0 N R .

-15

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura 5.8 Funcao seno; (a) igualmente espacada; (b) desigualmente espacada
(linhas tracejadas) e respectivas estimativas (linhas cheias).

ExempLo 5.7 (Porto, 2008) A Figura 5.9 (a) apresenta os retornos de
fechamento das acoes do Gouverneur Bancorp Inc., de 9 de agosto de
1999 a 6 de fevereiro de 2007. Esses retornos nao sao didrios e a Figura
5.9 (b) mostra um histograma dos dias em que houve negociacoes. O
teste de Kolmogorov-Smirnov nao rejeita a hipétese de uma distribuicao
uniforme (p-valor = 0,1334).

A Figura 5.10 (d) mostra a volatilidade estimada pelo método apre-
sentado aqui. Os outros graficos mostram a transformada de ondaletas
dos retornos quadraticos (a), uma estimativa robusta da variancia dos
coeficientes de detalhes (b), evidenciando erros correlacionados e a trans-
formada de ondaletas ap6s aplicar o limiar por niveis (c). A estimativa da
volatilidade enfatiza os fatos estilizados presente na série de retornos.

Para o caso de um delineamento aleatério geral, veja Kerkyacharian
e Picard (1994) e Porto (2008). Nessa situacao temos que recorrer a

ondaletas deformadas, ondaletas adaptadas ao delineamento (Delouille,
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Gouverneur Bancorp Inc.
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K-S p-value for Uniform: 0.0664

Figura 5.9 (a) Retornos simples de precos de fechamento das acoes do
Gouverneur Bancorp; (b) histograma dos dias em que eles ocorreram.
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Figura 5.10 (a) Coeficientes empiricos da decomposicao de ondaletas; (b)

verificacao de correlacao dos dados; (c) coeficientes ap6s a aplicacao do limiar;
(d) volatilidade estimada.
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2002) ou ao esquema de lifting de Sweldens (1997). Veja, também, Sardy
et al. (1999).

5.4 To6ricos ADICIONAIS

5.4.1 Andlise Bayesiana

Considere o modelo de regressao nao paramétrica (5.11). Tomando
a transformada de ondaletas, obtemos o modelo (5.14), de modo que
estimar a funcao f é equivalente a estimar os coeficientes w;x, supondo-se

dix ~ Nw;r,o?).

Vamos considerar, entao, djlw i, o2 ~ Nwij, 0?), 0 desconhecido,
e estabelecemos uma priori para 0%, por exemplo, uma exponencial com
pardmetro u, 0> ~ E(u). Segue-se que a verossimilhanca marginal é
exponencial dupla, d;ilw;x ~ ED(w g, 1/ V2u).

Admitindo-se uma priori 1,(0,7), por exemplo, para w;;, podemos
obter a regra de Bayes correspondente a uma perda quadratica. Observe
que E(0?) = 1/u, de modo que o hiperparametro u estima a precisio 1/0.
O hiperparametro 7 controla o encolhimento. Veja Vidakovic (1998) para
detalhes e exemplos.

Abramovich et al. (1998) sugerem uma combinacao ponderada de
perdas L; baseadas nos coeficientes de ondaletas. Segue-se que a regra
de Bayes ¢ a mediana a posteriori. Especificamente, considere o modelo

wi ~ mNO,7) + (1 =7)50), j=0, ...,Lk=0,...,2 =1, (5.50)

onde 0 < 7; < 1, 6(0) é a massa pontual na origem e suponha que os wjy
sejam independentes. Observe que tomamos os mesmos hiperparametros
7j e T para todos os coeficientes no nivel j.

O modelo (5.50) nos diz, entao, que r; é a proporcao de coeficientes
nao nulos no nivel j, e T? é a medida de sua magnitude. Pode-se, entao,
obter a posteriori w |y k. Se F for a funcao de distribuicao dessa posteriori,

F(wjxlyjx) = 0,5 implica que a mediana da distribuicao a posteriori é

med(wxlyjx) = sgn(yjx)max(0,€;), (5.51)
em que
2
T; oT; 1+jpAD
E= —t—lypul - —L ! ( ’ ) (5.52)
o*+ T? \Jo?+ ‘r? 2
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E facil ver que (5.51) é um limiar dependente do nivel, com parametro
A;, onde [-4j,4;] € um intervalo no qual (5.52) é negativa, para todo
Y;k. Para uma analise detalhada desse modelo, sugestao da escolha dos
hiperparametros e aplicacoes, veja Abramovich et al. (1998).

Muiller e Vidakovic (1999) consideram a estimacao de uma densidade
pelo enfoque bayesiano. Outras referéncias sao Vidakovic e Miiller (1995)
e Vannucci e Corradi (1999).

5.4.2 Estimacdo de Densidades

O interesse aqui € estimar uma funcao densidade de probabilidade f(x)
com base nas observacgoes Xi, ..., X,, que constituem uma amostra de f.
Para uma revisao dos métodos usuais, veja Silverman (1986).

Considere a expansao

F@) = D @ubex®) + )N Biathia(), (5.53)
k

>tk

em que os coeficientes sao estimados por

b =" ) BeaXo), (5.54)
k=1

Bi=n7" D wuXo). (5.55)
k=1

Para estimar f, usamos limiares para obter
Bix = 6" (Bj> 4, (5.56)

em que 6" representa uma politica de limiar dura ou suave, e 1; um
parametro que varia de nivel para nivel. Em geral, nao aplicamos limiares
aos coeficientes .

Assim como em regressao nao paramétrica, estamos interessados
em medidas de erros globais do desempenho dos estimadores sobre
classes de regularidade suficientemente amplas. O estimador de f, obtido
substituindo-se os ;x em (5.53), atinge um desempenho quase 6timo,
em termos de taxas de convergéncia.

Donoho et al. (1996b) utilizam limiares dados por

Ej,k — IBj,k’ se |Bj,k| > KC(]) \/Z (557)

0, caso contrario,

com C(j) = +/j e K constante.
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Delyon e Juditsky (1993) usam os limiares de (5.57) com C(j) =
VJj — €. Johnstone et al. (1992) usam A; = A+/j, com A constante. Veja
também Hall e Patil (1995).

PROBLEMAS

1. Considere a funcao Doppler do Exemplo 4.6. Usando a ondaleta s16:

(a) adicione ruido branco gaussiano, de média zero e variancia
o =0,25an =512 valores da funcao;

(b) para a funcao resultante, obtenha os coeficientes de ondaletas;

(c) use limiar suave e o parametro A dado por (8.62)-(8.63) do
Capitulo 8;

(d) obtenha os coeficientes de ondaletas para a funcao limiarizada;

(e) reconstrua a funcao apos a limiarizacao.

2. Repita o problema 1 para a funcao HeaviSine do problema 4,
Capitulo 4.

3. Considere o modelo (5.11), com os #; desigualmente espacados.
(a) Gere uma amostra de n = 256 valores de #; e adicione erro
gaussiano, com média zero e variancia um;
(b) usando a metodologia da secao 5.3.2, obtenha uma estimativa
de f, usando limiar suave universal e a ondaleta d4.

4. Considere os dados gerados no problema anterior, mas agora os
erros seguindo um modelo AR(1), com ¢ = 0,7. Usando a mesma

base, obtenha estimativas de f.

5. Obtenha a Figura 5.7, gerando uma amostra de tamanho n = 256
dos t;, uniformes em [0,1]. Use a ondaleta s8 e a metodologia da
secao b.3.4.

6. Mesmo problema que o anterior, mas adicione erros seguindo um
modelo AR(1), com ¢ = 0,5, usando a metodologia da secao 5.3.5.

7. Obtenha a figura 5.6 com os dados de renda e idades descritos no

final do livro.

8. Mesmo problema, para a Figura 5.10.
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6.1 INTRODUCAO

Os métodos usados em séries temporais baseiam-se fortemente nos
conceitos de estacionariedade e linearidade. Isso significa que a maioria
dos modelos considerados sao lineares e estacionarios, como os modelos
autorregressivos (AR), de médias méveis (MA) e mistos (ARMA). Sao
casos particulares do modelo linear geral, que ¢ uma combinacao linear
de valores presentes e passados de um processo de ruido branco.

Todavia, ha areas nas quais modelos nao estaciondrios e nao lineares
sao necessarios, como em economia, oceanografia, engenharia, medicina
etc. Para descrever séries nao estaciondrias com comportamento nao
explosivo, os modelos ARIMA (autorregressivos, integrados de médias
moveis) podem ser uteis.

Uma variedade muito grande de modelos nao lineares tem sido
considerada na literatura, como os modelos bilineares, threshold (TAR,
TARMA), ARCH etc. O livro de Tong (1990) é uma excelente referéncia,
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bem como Subba Rao e Gabr (1984) e Priestley (1981). Um tratamento
classico, em termos de expansoes de Volterra, é dado em Wiener (1958).

No que se refere a processos nao estacionarios, varias tentativas foram
feitas para tratar formas especiais de nao estacionariedade no dominio da
frequéncia, definindo-se o que chamamos de espectro dependente do tempo.
Ou seja, contrariamente a definicao (3.14), para o caso estacionario,
teremos um espectro f(¢,4), no caso nao estacionario, dependendo do
tempo e da frequéncia.

As primeiras tentativas consideraram processos que localmente eram
estacionarios. Page (1952) introduziu a definicao de espectro de poténcias
instantaneo, e Silverman (1957) considera os processos localmente estaciond-
rios, para os quais a funcao de covariancia y(t1, fo) = Cov{X(t1), X(t2)} pode
ser escrita na forma
1+

2

na qual m(t) > 0 e y1(¢) € uma funcao nao negativa definida (funcao

y(t,t2) = m( it — t2), (6.1)

de covariancia estacionaria). Para m(f) constante, temos um processo
estacionario. Escrevendo-se (6.1) na forma

Yt + g - §> = m(tyy (1), (6.2)

o cardter de estacionariedade local fica evidente.
Outro exemplo é o processo uniformemente modulado (Priestley,
1981)
X(1) = c()Y (),

no qual Y(#) é estaciondrio e c(f) ¢ uma funcao moduladora. Segue-se que

vx(t1,t2) = c(t)c(t2)yy(t — to).

Uma analise espectral para processos com amplitudes moduladas é
dada em Toloi e Morettin (1993).

Dado um processo {X(¢), t € R}, estaciondrio, de média zero, um resul-
tado fundamental é a representacao espectral dada em (3.37), isto €,

X@) = f N eMdZ (), (6.3)

tal que
f Mg = 51 — Ao), (6.4)

00
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€ {Z(1), A € R} é um processo com incrementos ortogonais, no sentido
de que
E{dZ(A1)dZ(A9)} = 6(A; — A9)dF(A1)dws. (6.5)

Por outro lado, a fun¢ao de autocovariancia de X(7) pode ser escrita

como em (3.31),

y(1) = f ) edF (), (6.6)

sendo F a funcao de distribui¢ao espectral do processo. Se essa for
absolutamente continua (com relacao a medida de Lebesgue), entao
dF() = f()dA e f é afuncao de densidade espectral.

Para processos ndo estacionarios, as relacoes de (6.3) a (6.6) ndo sao
validas. Teremos que relaxar (6.4) ou (6.5).

Ha uma extensa literatura na area de econometria, relativa aos pro-
cessos integrados e cointegrados, que nao sera tratada aqui. O leitor
interessado podera consultar Tanaka (1996) e Morettin (2011).

6.2 EsPECTROS DEPENDENTES DO TEMPO
Como requisito basico, gostariamos que o conceito de frequéncia
fosse preservado quando definissemos espectro dependente do tempo,
algo como f(t, 1), por exemplo. Algumas condicoes podem ser impostas
a f(t,A):
(i) f(, A) é real, nao negativo;
(i) f(z, 1) reduz-se a f(1) no caso estacionario;

(iii) f(#, ) é compativel com translacoes no tempo e frequéncia, ou seja,
se Y(t) = X(t — s)e", entdo fy(t, ) = fx(t — 5,4 — Ay);

(iv) f(t, 1) pode ser estimado eficientemente a partir de uma Unica
realizacao do processo.

Ha basicamente duas propostas (Loynes, 1968). Uma delas é construir
f(t, 2) a partir da funcao de covariancia, y(#; — t2). Mas pode-se mostrar,
no entanto, que nao é possivel obter um espectro evolutivo de maneira
univoca e que satisfaca as propriedades de (i) a (iv). Outra proposta é
construir um espectro dependente do tempo diretamente a partir do
processo.

Ha4 duas abordagens possiveis neste caso (Flandrin, 1989):

1) Preservar (6.4) e (6.5), mas abandonar senos e cossenos e perder o
conceito de frequéncia.
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2) Preservar o conceito classico (estacionario) de frequéncia e aceitar
alguma correlacao em (6.5).

Apresentamos, a seguir, breves comentarios sobre os dois casos.
Para mais informacoes, o leitor deve consultar Flandrin (1989) e
Loynes (1968).

6.2.1 Solugoes que Preservam a Ortogonalidade

Nesta abordagem, podemos considerar decomposicoes de Karhunen,
espectros evoluciondrios de Priestley, espectros evolutivos de Tjgstheim
e Mélard, espectros evoluciondrios racionais de Grenier, dentre outras
sugestoes.

Se, no lugar das exponenciais complexas, considerarmos outra base

de fungoes ¢(t, 1), com

X(@) = fw o(t, )dZ(A), (6.7)

de modo que X(#) seja um processo estocdstico de segunda ordem e

f @(t, A)e(t, A9)dt = 6(A; — Ag),

obtemos a chamada decomposi¢cdo de Karhunen. Nessa representacao, temos
ortogonalidade, mas A nao tem interpretacao como frequéncia.
Segue-se que a funcao de covariincia é dada por

i) = f oty A)pli, DAF (), (6.8)
na qual dF(1) = E{dZ(D)?} e

Var{X(#)} = fw lp(t, DIPdF (). (6.9)

00

Dessa relacao, parece natural definir o espectro dependente do
tempo como

dI(A) = (1, DPdF (), (6.10)

que, no caso de termos continuidade absoluta em relacao a medida de

Lebesgue, com dI,(1) = k(t, D)dw, dF (1) = f()dw, resulta

k(t, D) = le(t, DI2FA). (6.11)
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Esse espectro é nao negativo e reduz-se ao espectro usual no caso
estacionario.

Priestley (1965, 1981) considerou uma representacao de X(f) que é
caso particular de (6.7), a saber

X(@) = f ) A, Detdz (), (6.12)

o

na qual Z(1) é um processo ortogonal tal que E{dZ(D))?} = du(), para
alguma medida u. Ou seja, ¢(t, 1) = A(t, et . Processos que admitem a
representacao (6.12) sao chamados oscilatorios. Supomos que a funcao

A(t, A) varie lentamente na vizinhanca de f e admita a representacao

A, Q) = f " e"dK,(6), (6.13)

sendo que |K;(6)| tem um maximo absoluto em 6 = 0.
A funcao de covariancia pode ser escrita na forma

y(s,1) = f " A(s, DA(t, Ve du(Q), (6.14)

o

da qual se obtém

Var{X(¢)} = f ) A, D)2du( ). (6.15)

00

Analogamente ao que acontece no caso estacionario, como a variancia
é uma medida da poténcia total da série no instante ¢, definimos o espectro

evoluciondrio no tempo t e frequéncia A como
dH(t, 1) = |A(, /l)IQd/,L(/l). (6.16)

No caso de continuidade absoluta em relacao a medida de Lebesgue,
isto €, dH(t, 1) = f(t, )dA e du(d) = f(1)dA, obtemos

(6, D) = A, VP FQ). (6.17)

Observamos que a definicao (6.16) depende da escolha da familia de
funcoes oscilatérias F = {A(z, 1)e''}. Para processos estacionarios, A(¢, A) =
1. Uma dificuldade encontrada é saber se dado processo pertence ou nao
a classe 7.

Para o processo uniformemente modulado definido acima, temos

dH(t, ) = A()dFy ().
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Se .
A(t, Q) = f h(t, s)e " ds,

00

Y(o) = f " Mz, ),

o0
entao

X(t) = f ) h(t, $)Y(t — s)ds,

o

e podemos pensar um processo oscilatério como a saida de um filtro
linear, variando no tempo, sendo a entrada um processo estacionario.
A estimacao do espectro evoluciondrio e outros aspectos foram consi-
derados por Priestley (1965). Veja o Capitulo 9.
O espectro evolutivo de Tjgstheim e Mélard surge quando consi-
deramos a representacao de Wold de um processo nao estacionario.
Analogamente ao caso estacionario, podemos considerar

t

X(1) = Z h(t, $)&(s), (6.18)

§=—00
onde &(f) ~ RB(0,1). Em (6.18) temos um filtro linear, mas que varia no
tempo, sendo a entrada um ruido branco. O processo nao estacionario

X(1) é a saida de tal sistema. Como &(f) € estaciondrio, podemos escrever

&) = f " AEW),

s

sendo E(1) um processo com incrementos ortogonais. Substituindo em
(6.18), obtemos

X() = fﬂ o(t, Y)dE(A), (6.19)

com ¢(t,d) = Y'__ h(t,s)e . Logo, (6.19) é também um caso parti-
cular de (6.7) e podemos definir o espectro evolutivo de Tjgstheim e
M¢élard por

1
Tt =1 ) hit.5)e P, (6.20)
que é real, nao negativo e reduz-se ao espectro usual no caso estacionario.
Veja Tjgstheim (1976) e Mélard (1978) para detalhes. Uma desvantagem

aqui €é que nao ha uma relacao biunivoca entre o espectro e a funcao de

autocovariancia.
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6.2.2  Solugoes que Preservam a Frequéncia

Aqui, (6.5) € substituida por
E{dZ(A1)dZ(A9)} = D(Ay, A9)dA1d g, (6.21)

ou seja, temos uma funcao de distribuicao bidimensional, que nao é
concentrada na diagonal 4; = Az, como no caso estaciondrio.

Um processo nao estaciondrio diz-se harmonizdvel se

f f |(D(/ll,/12)|dﬂld/lg < 00, (622)

Neste caso,

Ysd) = f f SR A9)d A, s, (6.23)

que € a andloga de (6.6). A relacao (6.22) é chamada condicdao de
Loéve. Vemos, também, que (6.23) € andloga a (3.31) e, portanto, y(s,t) e
®(41, A9) constituem um par bidimensional de Fourier. O natural seria
considerar uma descricao na qual a f.a.c.v. e o espectro dependente
do tempo, f(t, 1), fossem um par de Fourier. Tal descricao conduz ao
espectro generalizado de Wigner-Ville, que tem como caso particular o
espectro de Wigner-Ville, definido como

Wt A) = foo '}’(l —7/2,t+ T/Q)e—i/l‘rdT
N (6.24)
= f DO —0/2,1+60/2)e"dp.

Para sinais deterministicos, Wigner (1932) introduziu em mecanica

quantica a funcao
W(t,A) = f x(t + T/2)X(t — 7/2)e N dr, (6.25)

chamada distribuicdo de Wigner-Ville, pois Ville (1948) a usou em teoria
dos sinais. Note que (6.24) reduz-se a definicao classica de espectro no
caso estacionario, mas ela carece de uma interpretacao fisica adequada e,
ainda, pode tomar valores negativos.

No caso de um processo nao estaciondrio discreto {X;, t € Z}, o espectro

de Wigner-Ville é definido por

1 .
W) = o Z Yt —1/2t+7/2e N, teZ, A <. (6.26)
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O exemplo a seguir € baseado em Bruscato e Toloi (2004).

ExeEMPLO 6.1 Vamos considerar o processo uniformemente modulado
Y(@) = c(0)X(@),

no qual c(f) = exp{—(t— 500)%/(2(200))} e X(r) é um processo estacionario,
dado por X(¢) = 0,8X(t — 1) — 0,4X(¢ — 2) + &(), com &(t) ~ RB(0,1), t =1,
2,...,1000.

Na Figura 6.1 apresentamos, no painel superior, o espectro e log-

-espectro de tal processo e trés estimadores, que serdao discutidos no

Capitulo 8.

6.3 PRroOCESSOS LOCALMENTE ESTACIONARIOS

Os enfoques tratados na secao anterior apresentam uma dificuldade
intrinseca ao estudo de processos nao estaciondrios: nao se pode estabele-
cer uma teoria assintética adequada que permita obter vieses, variancias
e distribui¢oes assintoticas, na eventualidade quase sempre presente de
nao se poder obter essas propriedades para amostras finitas.

No caso de processos estacionarios, o aumento do tamanho da amos-
tra, T, conduz a mais informacoes do mesmo tipo sobre o processo, dado
que a estrutura probabilistica nao se altera por translagoes do tempo.
Mas, se o processo for nao estaciondrio, observado parat =1, ..., T,
para T — oo, nao iremos obter informac¢ao sobre o processo no inter-

valo inicial.

Considere o seguinte exemplo, devido a Dahlhaus (1996). Seja
X, =g0)X1+e,t=1,....T

onde & ~ iid N(,02%) e g(t) = a + bt + ct*>. Entio, podemos ter, por
exemplo, |g(t)] < 1 em [1,T], mas g(t) — oo, quando T — oo.

Essa dificuldade levou Dahlhaus (1997) a introduzir a classe dos
processos localmente estacionarios. A ideia é considerar uma teoria
assintotica, tal que T — oo nao significa “olhar o futuro”, mas “observar”

g(t) numa grade mais fina, no mesmo intervalo, ou seja, consideramos
t
Xir = g(?)Xt—l,T +e,t=1,...,T,

de modo que u = 7 pertenca ao intervalo [0,1]. Logo, para T crescendo,

temos cada vez mais observacoes na amostra Xj 7, ..., Xrr para estimar
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Spectrum and In of theoretical spectrum.

Ln of short-time periodogram (h = 8).
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Figura 6.1 Espectro de um processo uniformemente modulado.
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a estrutura local de g em cada ponto do tempo. Obtemos, entao, um
reescalamento do tempo: t € {1,2,...,T}eu =1/T € [0,1].

DEFINICAO 6.1  Uma sequéncia de processos estocasticos {X,r, t =1, ..., T} é
chamada localmente estacionaria, com fun¢ao de transferéncia A° e tendéncia

U, se existe uma representacdo da forma

t n ;
X1 = #(7)+ f AL (Ve dE), (6.27)
tal que:

(i) &) é um processo estocdstico sobre [—n, ], com% =&(-A), E{é)} =0,
e com incrementos ortogonais, isto é, Cou{dé(A), dg—‘(/l/)} =61 - A)dA;

(i) existe uma constante K > 0 e uma funcao suave A(u, 1) sobre [0,1] X [—m,n]

que tem periodo 21 em A, com A(u, —A) = A(u, A), tal que, para todo T,
t
sup |A77(4) — A(T, | < KT (6.28)
1A

As funcoes A(u, A) e u(u) sao supostas continuas em u. A regularidade
da funcao A(u, 1) em u controla a variacao local de A} (1) como funcao
de t, dando o cardter localmente estacionario para o processo X, r.

A definicdao acima pode ser simplificada, sem perda de muita generali-
dade, substituindo A7 (1) por A(u, A) em (6.27).

DEFINICAO 6.2 O espectro evoluciondrio do processo localmente estaciondrio
X, r ¢édefinido por
flu, ) =A@, P (6.29)

Pode-se demonstrar (Neumann e Von Sachs, 1997) que f(u, 1) € o
limite em média quadratica de

1 -
fr(u, ) = o Z CoviXpr—s/o17> Xpures/2.r}e ™™,

que ¢ similar ao espectro de Wigner-Ville, definido em (6.26).

Vejamos alguns exemplos de processos localmente estacionarios
(PLE).

ExeMPLO 6.2 (i) Seja ¥; um processo estaciondrio, com densidade

espectral fy(1) e u, o fungoes reais, definidas em [0,1].
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Considere o processo modulado
X7 =ut/T)+o(t/T)Y,. (6.30)

Entao, X; 7 € um PLE com AZT(/l) =AW/T, ) e f(u, ) = a'Q(u)fy(/l).
(ii) Considere &, ~ RB(0,02) e

Xor = Za,(r/T)g,, i aow)=1. (6.31)
=0

Segue-se que esse ¢ um PLE com

N i, 9@/T)
AP () = AQW/T, ) = () aj(t/T)e™ ) —=>
t,T FZO J \/2—71.
e flu, ) = |Au, DP.
Um caso particular desse modelo linear geral com coeficientes va-

riando no tempo é um modelo de médias moéveis, supondo-se que
aju) =0, j>gq.

(ii1) O processo autorregressivo

)4
Z bi(t/T)X,— ;1 = o(t/T)e,  bo(u) = 1, (6.32)
j=0

sendo & ~ RB(0,1), é também um PLE com funcao de transferéncia
Au, A) = @(1 + z,,: bj(uye ).
Vo4
Veja Dahlhaus et al. (1999) para detalhes sobre esse processo.
(iv) O processo autorregressivo e de médias moveis
q

P
Dbt/ X g = Y ajt/Ter ), (6.33)

=0 j=0

com ag(u) = bo(u) = 1l e g ~ iid. (0,0%w)), é um PLE com espectro
dado por

2
o2 [Zho 0]

P bytwen]

Slu, ) = (6.34)
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Por analogia com (6.6), a covariancia local de lag k e tempo u é defi-

nida por

c(u, k) = f Fu, Deda. (6.35)
-
Nao ¢ dificil mostrar que
Cov{Xpury,rs Xurysir) = c(u, k) + O(T ™), (6.36)

uniformemente em u € k.

Os dois exemplos a seguir foram considerados por Dahlhaus et al.
(1999).

ExeEMPLO 6.3 Vamos considerar o modelo AR(2) dado por
Xir + ar(t/T) X117 + a9(t/T) X917 = &,

onde & sao v.a.’s i.i.d. normais, com média zero e variancia um, para

t=1,2,---,T, e coeficientes dados por

-1,69, 0<u<0.6
a(u) =
-1,38, 06<uc<l

as(u) =081 O<u<l.

Na Figura 6.2 temos o processo localmente estacionario simulado,
com T = 2048 observacoes.

O espectro do processo {X, r} é dado por

fu,2) =
—l 1 0<u<06, —-r<A<m
T 274,52 — 6,12cos(A) + 1,62cos(21)° = ’
1 1

06<u<l, -r<A<nm.

T o 3,56 — 5,0 cos(2) + 1,62 cos(22)’

Esse espectro esta mostrado na Figura 6.3 de duas maneiras: um
grafico tridimensional e um grafico tempo-frequéncia. Vemos que o
espectro tem um pico, para ¢t < 0,67, e outro para ¢t > 0,67. Veja Dahlhaus
et al. (1999) e Dahlhaus (2012).
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Figura 6.2 Processo LE do Exemplo 6.3.

g
i uul\\\‘\"munm"m%
“\\\“ \}m}}l\“\\\\“\;‘mﬂﬁ\\“\l\\l

dll il \\\\\

I

i I
n

Figura 6.3 Espectro do Exemplo 6.3: grafico tridimensional e imagem
tempo-frequéncia.

ExempLO 6.4 Consideremos o mesmo processo AR(2), com coeficientes

variando no tempo, do Exemplo 6.3, mas agora com a; («) substituido por

—1,8cos(1,5 — cos(4nu + ), seu < 0,25 o0uu>0,75

ay(u) =
-1,8¢0s(8,0 — cos(4mu + n/2), se 0,25 <u < 0,75.
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Na Figura 6.4 temos o grafico dessa funcao. O grafico da série gerada,
com erros normais de média zero e variancia 1, com 1024 observacoes,
esta na figura 6.5. O espectro de X,r esta na Figura 6.6, na forma

tridimensional e na forma tempo-frequéncia.

valory

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

valorx

Figura 6.4 Coeficiente a;j(u) para o Exemplo 6.4.

6.4 PROCESSOS DE ONDALETAS

Nason et al. (2000) introduziram uma classe de processos, denomi-
nados processos de ondaletas localmente estaciondrios, que estende a
teoria de Chiann e Morettin (1998). A ideia é obter uma representacao
de séries temporais que tenham a estrutura de segunda ordem variando
no tempo. Vimos, nas secoes anteriores, que uma possibilidade é consi-
derar os processos oscilatérios de Priestley, ou os processos localmente
estacionarios de Dahlhaus, por meio de uma func¢ao A;(1), que varia no
tempo. O enfoque aqui consiste em substituir senos e cossenos por um
conjunto de ondaletas discretas nao decimadas.

Sejam {¢x} e {hy} os filtros passa-baixo e passa-alto usados na construcao
das ondaletas de Daubechies. Inicialmente sao construidas ondaletas
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Figura 6.5 Gréfico da série localmente estaciondaria do Exemplo 6.4.
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Figura 6.6 Espectro do exemplo 6.4: grafico tridimensional e imagem
tempo-frequéncia.

discretas com suporte compacto ¥; = (i), .

csWiN-1)s de comprimento
Nj, para a escala j < 0, usando:

Yo = Zhn—2k50,k =h,, n=0,1,...,N_; -1,
k
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Vi1 = an—le/fj,k, n=0,1,...,Nj_; - 1,
%

onde 6o € o delta de Kronecker e N; = (27 -1)(N, -1)+1, sendo N, o
nuamero de elementos nao nulos de {{;}.
Por exemplo, no caso de ondaletas de Haar e j = —1, -2, temos

1
1 =(hy, ) = —=(1,-1),
Y1 = (ho, ) \/5( )

1
W_o = (oho, C1hy, Lohy, €1h1) = 5(1, 1,-1,-1).

Exceto para o caso de Haar, as ondaletas discretas i; ndo sao versoes
amostradas das ondaletas continuas associadas (x). O fato importante é
que as ondaletas discretas nao decimadas podem ser transladadas para
qualquer posicao definida pelas ondaletas de resolu¢ao mais fina no
algoritmo de Mallat, e nio somente por translacoes de 27/, como na DWT.

Definamos i j; como o k-ésimo elemento do vetor i}, € ¥ jx(7) como
0 k-ésimo elemento do vetor ¥ k-r), ou seja, ¥ ;x(T) = ¥ x—r, para cada

escala 7.

DEFINICAO 6.3 A sequéncia duplamente indexada {X,r,t = 0, ..., T —
1, T > 1} é um processo de ondaletas localmente estaciondrio, com respeito
a base de ondaletas {y (1), j, k € Z}, se

1
X.r = Z Z Wikt ik Ok, (6.37)
=%

na qual T = 9/ > 1, J=-1,-2,...,—-J = —logo(T) ewji.r sio as amplitudes,

com as propriedades:

1) {&;x} € uma sequéncia aleatoria ortonormal, com E{&;x} = 0, para quaisquer
J» k. Logo, E{X, 1} = 0, para quaisquert, T .

2) Cov(€jplem) = 0 eOkm-

3) Para cada j < -1 existe uma fungdo W j(u) sobre (0, 1), Lipschitz-continua,
satisfazendo:

(i) Z;:l_w IWj(u)I2 < oo, uniformemente emu € (0, 1);
(i) as constantes Lipschilz L; sdo uniformemente limitadas em j e

i Q_ij < o0;

j=—00
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(112) existe uma sequéncia de constantes C; tais que, para cada T,
k
sup| wjxr — Wj(?) | < Cy/T,
k

onde, para cada j, osup é sobrek =0, ..., T -1 ez;zl_oo C; < oo
4) A base{y i} é ortonormal e as ondaletas tém suporte compacto.

Observe que a notacao para as ondaletas é diferente: —1 corresponde
a escala de resolucao mais fina e —J, a mais grossa.

A equacao (6.37) nos diz que X, 7 é uma combinacao linear de ondas
oscilatérias, e, portanto, a autocovariancia do processo também tera essa
propriedade, mas nao como no caso estacionario.

O exemplo a seguir é devido a Nason et al. (2000).

ExeEMPLO 6.5 Processos de médias moveis de Haar. Considere o processo
XV =92, —g ), & ~ 1id(0,1).

Este é um processo de ondaletas localmente estacionario, com
wirr =1, para j = -1 e todo k € Z. E igual a zero para os outros j, o
mesmo valendo para W;(u). Também, {_1x = & e jx(¢) sao as ondaletas
discretas nao decimadas de Haar, apresentadas acima. Os coeficientes
do processo MA sao aqueles da escala —1 para a ondaleta de Haar nao
decimada.

Da mesma forma, podemos definir o processo de Haar MA(3), por
meio de

2 -1
X =27V e — 51 — &9 — £3),

que usa a ondaleta de Haar nao decimada na escala j = -2, com wj.r = 1,
para j = —2 e qualquer k € Z, e igual a zero para as demais escalas. Aqui,
ok = &

De modo geral, podemos construir processos MA de Haar X,(r) para
uma escala genérica j = —r, que serdo MA(2"—1). Na Figura 6.7 apresenta-
mos a juncao de dois processos de médias méveis de Haar: o processo X,(D,
com 256 observacoes, e o processo X,(2), para as seguintes 256 observacoes.
Tomamos g, ~ N(0,1).

DEeFINICAO 6.4  Considere

Si(z) =l Wi(2) I, z€(0,1). (6.38)
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Figura 6.7 Concatenacdo de dois processos de médias méveis de Haar.

A sequéncia {S j(z), j=-1, ...,=J(T)} é chamada o espectro evoluciondrio

de ondaletas da sequéncia {X,r}, T > 1, com respeito a base {{ i}

Segue-se, da suposicao (3) da Definicao 6.1, que
$ @) = lim | wjaeryr I (6.39)

-1

com ij_oo S j(z) < o0, para todo z € (0, 1).

No Capitulo 7 veremos como estimar esse espectro de ondaletas.

EXEMPLO 6.5 (continuacao) Designando o espectro evolucionario de
ondaletas para o processo de médias moveis de Haar X,(r) por S i.r)(u),
teremos que S;.r)(u) = 6_j,, para todo u € (0, 1), pois |Wj(u)|2 = 1, para
J = —r, e caso contrdario, € igual a zero.

Na Figura 6.8 (painel superior) temos o espectro de um processo
evolucionario de ondaletas, que é a concatenacio de quatro processos de
médias moéveis de Haar, Xt(l), Xl(2), Xl(g) e X,(4), cada um com 128 observacoes.
Vemos que temos o valor S_j(u) = 1, para u € (0,128/512), para o
espectro X,(]), na escala j = —1 etc. Na Figura 6.8 (painel inferior) temos
a simulacao do processo associado. Vemos os diversos comportamentos
em cada intervalo de comprimento 128.



ONDAS E ONDALETAS — Prova 4 — 25/3/2014 — Maluhy&Co. — pagina (local 207, global #207)

Processos ndo Estaciondrios ® 207

A construcao do espectro ¢ feita usando as funcoes cns e putD do
software WaveThresh. Os comandos sdo:

spec < — cns(512): essa funcao cria um espectro zerado;
b0 < — c(rep(1,128) ,rep(0,384)): coloca um pico igual a 1 de 0 a 128;

b128 < — c(rep(0,128) ,rep(1,128) ,rep(0,256)): coloca um pico
igual 1 de 128 a 256;

b256 < — c(rep(0,256) ,rep(1,128) ,rep(0,128)): coloca um pico
igual 1 de 256 a 384;

b384 < — c(rep(0,384) ,rep(1,128)): coloca um pico igual 1 de 384 a
512;

spec < — putD(spec, level=8,v=b0): coloca no espectro zerado o pico

no primeiro trecho, escala -1;

spec < — putD(spec,level=7,v=b128): coloca no espectro zerado o
pico no segundo trecho, escala -2;

spec < — putD(spec,level=6,v=b256): coloca no espectro zerado o

pico no terceiro trecho, escala -3;

spec < — putD(spec,level=5,v=b384): coloca no espectro zerado o

pico no quarto trecho, escala -4;

plot(spec, ylabchars=-(1:9),ylab="Escala"): faz o grafico da
Figura 6.8 (a); o comando ylabchars transforma as escalas 8,7,6 ¢ 5
em -1,-2,-3 e -4, respectivamente.

Para simular o processo de ondaleta a partir do espectro, usamos a funcao
LSWsim:

proc < — LSWsim(spec)
ts.plot (proc, ylab="proc, X(t)").

Assim como no caso localmente estacionario da secao 6.3, a autocova-

riancia de X, 7 é definida por
cr(u, 7) = Cov(Xpur), 11> Xpuri+er) (6.40)

e esta tende, quando T — oo, para

-1
c(u,7) = Z S jw)¥ (1), (6.41)

j=—00
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Figura 6.8 Concatenacao de quatro processos de médias moéveis de Haar
simulados (painel inferior), a partir do espectro evolucionario

(painel superior).

parat € Z, 0 <u <1, chamada fun¢do de autocovariancia local. Em (6.41),

Wi(1) € a fungao de autocorrelagdo de ondaletas, definida por

Wi(1) = > g0 ), j<0, TEZ (6.42)
k

Para processos estacionarios, a dependéncia em u em (6.41) desa-

parece.

ExempLO 6.6 Para o processo MA de Haar XD(r), temos que cg(l)(‘r) =
0'2(67,0 —1/26,1), que resulta ser W_; (7).

Uma questao que surge naturalmente é: o espectro evolucionario
de ondaletas € o inverso da funcao de autocovariancia local? A resposta
€ afirmativa e, para detalhes, veja Nason et al. (2000). Veja, também, a
semelhanca de (6.41) com (6.35).

A proposicao seguinte fornece a ligacao entre processos estacionarios
e processos de ondaletas localmente estaciondrios. Para a prova, veja
Nason et al. (2000).

ProprosiCAO 6.1 (a) Todo processo estaciondrio com fungdo de autocovarian-

cia absolutamente somavel é wm processo de ondaleta localmente estaciondario.
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(b) Reciprocamente, todo processo de ondaleta localmente estaciondrio, com a condi-
¢ao adicional ), j 278 ; < oo, é estaciondrio com autocovariancia absolutamente
somavel.

6.5 COMENTARIOS ADICIONAIS

Nesta secdao apresentaremos alguns desenvolvimentos recentes sobre
PLE. Veja, também, o Capitulo 9.

[1] Processos localmente estacionarios lineares

Uma definicao essencialmente equivalente a Definicao 6.1 é apresen-
tada agora. Considere uma sequéncia de processos com representacao

oo

X =pt/T)+ Y ar(De, (6.43)

Jj=—00

onde a,7(j) = a(t/T, j), com os coeficientes a(:, j) satisfazendo certas
condicoes de regularidade. Em (6.43), temos que:

(i) u é de variacao limitada;
(i) & ~ iid.(0,1), E(ge5) =0, s#1;
(ii)
LS <1,
(=9 . ' (6.44)
Ilog™™ Ijl,  1j1>1,
para algum « > 0;
(iv)
suplar ()l < (6.45)
up (a S —, .
PGy

com K independente de T;

(v) existe a(-,j):(0,1] — R, tal que

supla(u, ) < 5( S (6.46)

(vi)
T
sup > la,r(j) - a(t/T.j)l < K; (6.47)

Jor=1
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(vil) a variacao total de a(-, j) satisfaz
K
Via(,, j)) £ ——. (6.48
D=5 )

Para se obter resultados locais, sdo necessdrias outras suposicoes de
regularidade. Veja Dahlhaus e Polonik (2006, 2009).

A densidade espectral variando no tempo de tal processo é defi-
nida por

f, ) = |A@w, VP, (6.49)
onde A(u, 1) = 3 ; a(u, fe i,
Se, ao invés de (6.47), supusermos

(6.50)

K
supla;r(j) —a@t/T, )| £ =,
lva wr () —a@t/T, j) )

entao
sup|A,7(A) — A(t/T, )| < KT,
t,A

onde A, 7(4) = % a;7(j)e”™. Ou seja, temos as condicoes estabelecidas

anteriormente para um PLE.

[2] Outros t6épicos relacionados a processos localmente estaciondrios

incluem:

® processos espectrais empiricos, veja Dahlhaus e Polonik (2006,
2009);

¢ PLE multivariados, veja Dahlhaus (2000), Chiann e Morettin (1999,
2005), Ombao et al. (2001);

¢ Teste para PLE, veja von Sachs e Neumann (2000), Paparoditis
(2009), Sakiyama e Taniguchi (2003);

® Métodos bootstrap para PLE, veja Paparoditis e Politis (2002), Kreiss
e Paparoditis (2011);

® Processos com memoria longa, veja Beran (2009), Palma e Olea
(2010);

e PLE em financas, veja Van Bellegem (2011), Guegan (2007),
Fryzlewicz et al. (2006).

Para uma resenha mais abrangente sobre esses t6picos, veja Dahlhaus
(2012).
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PROBLEMAS

1.

10.

Mostre que um processo AR(1) com coeficientes variando no tempo
€ localmente estacionario, conforme a Definicao 6.1. Obtenha o
correspondente espectro evoluciondrio.

Faca o mesmo para um processo MA(1) com coeficientes variando

no tempo.

Obtenha a expressao analitica do espectro evoluciondrio dada no
Exemplo 6.3.

Obtenha a expressao analitica do espectro evoluciondrio do
Exemplo 6.4.

Obtenha ¥_; e Y_9 no caso da ondaleta de Haar.
Mostre que ¥;(0) = 1, >, ¥;(7) = 0, para todo j, € }; Qj‘l’_,-(T) = 070-

Mostre que a autocovariancia local de um processo MA de Haar é
dada pela expressao do Exemplo 6.6.

Mostre que, em geral, a autocovariancia local de um processo MA
de Haar X®(¢) é dada por o2¥_, (7).

Obtenha o espectro do processo da Figura 6.

Suponha que X;r = u(t/T) + ¢(t/T)Y;, com Y, = 3 ;a(j)e,-; sendo

um processo estaciondrio com la(j)| < e u e ¢ funcoes de

K
. o’
variacao limitada. Escreva g, = f_ . eVdé(N), onde & é um processo
com incrementos ortogonias de média zero. Mostre que X;; pode ser

escrito como em (6.27), com A;7(1) dada acima e (6.28) valendo.

211
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ANALISE DE ONDALETAS

7.1 INTRODUCAO

No Capitulo 3 estudamos a analise espectral de processos estaciondrios.
Vimos que as propriedades de segunda ordem de tais processos podem
ser caracterizadas pela funcao de autocovariancia ou pela funcao de
densidade espectral. A variancia total (ou poténcia) de um processo
estacionario pode ser decomposta em componentes aditivas, cada uma
sendo a contribuicao de uma particular frequéncia.

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de espectro de ondaletas
(ou variancia de ondaletas, na terminologia de Percival, 1995), e veremos
que a variancia total de um processo estaciondrio podera ser também
decomposta em componentes que representam contribuicoes de escalas
diferentes. De modo coloquial, podemos dizer que escala é o inverso de
frequéncia, mas escala ¢ distinta de periodo (que é realmente inverso de
frequéncia): ambos sao medidos na mesma unidade, mas para o periodo
nao € necessario tomar médias. De fato, podemos pensar uma escala como
um intervalo de tempo sobre o qual tomamos médias da série temporal
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de interesse. A magnitude de cada componente na decomposicao mede
a variabilidade entre somas adjacentes associadas a uma particular escala.
Veja Percival e Mondal (2012) para mais detalhes.

A questao que se coloca é se o espectro de ondaletas caracteriza as
propriedades de segunda ordem de um processo estacionario, como no
caso da analise de Fourier.

Na secao seguinte consideraremos primeiramente o caso de um
processo com tempo continuo, para o qual essa caracterizacao € possivel
de ser estabelecida, no caso de parametros reais, e depois processos com
tempo discreto.

7.2 ESPECTRO DE ONDALETAS

Para o restante desse capitulo, fixemos uma ondaleta mae ¥(f) e
consideremos i, () dada por (4.1), isto €,

Yap(t) = a‘”%(%), beR, a>0. (7.1)

Como vimos, uma escolha conveniente paraae b é a = 977, b=k97/,
J.k € Z, de tal sorte que

Wia(0) = 2292t — k), jkeZ. (7.2)

Como antes,

YY) = f " e "y (n)dt (7.3)

00

é a transformada de Fourier de y(f), que pertence a Lo(R). Note
que, se ¥, ; (1) é a transformada de Fourier de ¢, ;(7), entao ¥, (1) =
al%e ¥ (g ). Podemos pensar ¥, () como um filtro linear, com funcao

de transferéncia ¥, ,(1).

7.2.1  Processos com Tempo Continuo

Consideremos um processo estocastico X(#) com tempo continuo, média
zero e funcao de autocovariancia (f.a.c.v.) y(s,t) = E[X(s)X(?)], s,t € R. Se
X (1) for estacionario, sabemos que y(s, ) = y(|s — #]) e podemos escrever
y(1) = Cov[X()X(t + 7)] = E[X(1)X(? + 7)]. Nessa secao, nos baseamos em
Li e Oh (2002).



ONDAS E ONDALETAS — Prova 4 — 25/3/2014 — Maluhy&Co. — pagina (local 215, global #215)

Andlise de Ondaletas ® 215

Suponha X(#) com valores reais, continuo em m.q. e X(f) € Ly(R), para
cada r € R. Considere o filtro

Wa,b(t)zf X($)Wap(s —D)ds, (7.4)

00

que essencialmente € a transformada de ondaleta continua de X(#). Essa
integral deve ser entendida em m.q.
No caso em que a =277, b =k27/, jk € Z, (7.4) fica

00

Wit = f X(s) (s — s, (7.5)

que € a transformada de ondaleta discreta de X(¥).
Entao, temos o seguinte resultado (veja Gikhman e Skorokhod, 1996).

ProposiCAo 7.1 Parat, a, b fixos, a integral (7.4) serd bem definida se
Yap(WWap (V) y(u+t,v+1) for integrdavel sobre (u,v) € R? e[ p()Py(s+1t, s+1)
for integravel sobre s € R. Nesse caso,

E{|Wap(0)*} = f f YapUWap@)y(u + t,0 + Hdudv. (7.6)
Segue-se que a f.a.c.v. de W, ,(¢) é dada por
yw(s,t;a,b,a',b") = E[Wap(s)Wa 1y (1)]

Y (7.7)
= f f Yap(WWa @)y + 5,0 + t)dudv.

Sea=d,b="b,s=tobtemos (7.6).

OBSERVAGAO As condi¢des da Proposicao 7.1 estardo satisfeitas para
qualquer ondaleta ¥y e a > 0, b € R, t € R, se y(s, s),fl)/(u, v)|dv e
fl)/(u, v)|ldu forem funcoes limitadas de s,u,v, respectivamente. Essas
condicoes estarao satisfeitas para todos os processos com variacao limitada
ese y(t) € Li(R).
DEFINICAO 7.1 O espectro de ondaleta instantaneo de X(t) no instante t é
definido por

n(t;a,b) = E{Wap(0F). (7.8)

Se n(t; a, b) for independente de ¢, como no caso de X() ser estaciona-
rio, entao 1(a, b) é chamado espectro de ondaleta de X(t), para todo ¢ € R.
Nesse caso, e coma =27/, b=k27/, jjkeZ, o espectro de ondaletas fica

nix = EIWl}, (7.9)
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00

Wik = f Xty (t)dt. (7.10)

Para uma ondaleta fixa i, o espectro de ondaleta pode ser visto

como uma transformacao de segunda ordem do processo estacionario
X(1). Dizemos que o espectro de ondaleta 1 possui a propriedade de ca-

racterizagdo se, € somente se, essa transformacao for biunivoca. Se y(1) e

f(A) representam a f.a.c.v. e a densidade espectral de X(¢), estacionario,
respectivamente, podemos escrever

n(a,b) & y(1) < f(D)

Entao, o seguinte resultado vale.

TeorREMA 7.1  Dada y(t), sey(t) € L1(R) e se fooo A7 1P ()2dA < oo valer
para algum a > 0, entdo o espectro de ondaleta tem a propriedade de caracterizacdo

para processos estaciondrios.

CoRrROLARIO 7.1  Para qualquer ondaleta que satisfaca as condiges do Teorema

7.1, com y(t) € Li(R), o espectro de ondaleta correspondente tem a propriedade de

caracterizagdo para processos estaciondrios.

Veja Li e Oh (2002) para a demonstracido do Teorema 7.1. Quanto

ao coroldrio, se y(7) for absolutamente integravel, entao f(1) é limitado
¢ uniformemente continuo, como vimos no Capitulo 3. Entao, pela

Proposi¢do 7.1, a integrabilidade absoluta de ¥/(f) ndo € necessaria.

7.2.2  Processos com Tempo Discrelo

Considere um processo estocdstico com tempo discreto {X;, t € Z}. Nesse
caso, (7.4) é substituida por

Wikt = )" Xahjuls = 1), (7.11)

s=—00

para j,k € Z. As defini¢coes de espectro instantdneo e espectro de ondale-

tas nao mudam. A equacao (7.6) fica

EQWix@P} = D" > 0w jx@)y(u + 1,0 +1), (7.12)

eafa.cv.de Wj(?) fica

WS, ke J oK) = ) ) s g @G+ 5,0+ 1), (7.13)
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No caso estacionario, teremos

Wi = i X (0), (7.14)
de modo que
E{Wixl} = D > winuja(s)v(ie = ) (7.15)
e
YWk, J oK) = Y0 > wisOwy g (9y(t = s, (7.16)

respectivamente. Podemos, entao, dar a definicao que se segue.

DEFINICAO 7.2 Para o processo estaciondrio {X,,t € Z}, o espectro de ondaleta é

definido por

00

k= . YO (), (7.17)

T=—00

na qual ¥ ;i () é a fungdo de autocovariancia de ondaleta, dada por

W) = D i+, jkTeZ. (7.18)

t=—c0

A Proposicao 7.1 continua a valer com as devidas adaptacdes.

A propriedade de caracterizacao do espectro de ondaletas foi esta-
belecida sob a suposicao de que os parametros a e b tomam valores
num continuo de valores da reta. Essa propriedade pode nao valer se os
parametros sao amostrados em valores discretos. Isso porque diferencas
sutis no espectro podem nao ser detectadas pelo processo de amostragem.

Veja Li e Oh (2002) para detalhes.

7.3 EsSTIMACAO DO ESPECTRO DE ONDALETAS

Nesta secao vamos considerar apenas o caso de um processo com

tempo discreto.

7.3.1 Caso Estaciondrio

Suponha que tenhamos T observacoes X = (X, Xi, ..., X7_1)" obtidas do

processo estaciondrio X;, com T = 27,

217
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DEFINICAO 7.2 A transformada discrela de ondaletas de X é definida como

T-1
djk = ZXﬂ//,;k(t). (7.19)
=0
Agora, (7.19) sera calculada para j=0,1, ...,kek=0,1, ..., 2/ 1,
perfazendo T — 1 coeficientes, mais ¢y correspondente a funcao escala.
Considere as seguintes suposicoes, que serao utilizadas a seguir.

(S1) 2y ly(w) < co.
(82) 2, (1 + JuDly(u)] < co.

(83) 2y -+ Zuy [ullICx (s . . ., ug—1)] < o0, onde Cyluy,...,u;_1) € o cu-

mulante de ordem k de X;, uy,...,up—1 = 0,%1,..., k> 2.

Segue-se que, se (S2) estiver satisfeita, entdo (veja Chiann e Morettin,
1998)
Eldij;} =0

Var{d;;} = E{|djx[*} = 7,4, quando T — oo. (7.20)

Sob a suposicao ($2), nj existe, é limitado e nao negativo. Note que o
espectro de ondaleta decompoe a variancia do processo em componentes,
cada um associado a uma particular escala 2/ e localizacio temporal 2/k.

Investigaremos, agora, a estrutura de covariancia da transformada de
ondaletas discreta. Vamos redefinir (7.16) na forma

00

G i k)= D7 > wwy p @y - o), (7.21)

U=—00 p=—00

para j, j,k,k' € Z, como a covaridncia (assintotica) da transformada de

ondaletas. Entao, sob (S1), é imediato que
(i) E{dj,kdj/’k/} — 1(J, j’,k, k’), quando T — oo;
(i) Se j=j,k=Kk, entaon(j, kk)=nj.

A covariancia assintética da transformada de ondaletas discreta em

dois pares distintos (j, k) e (j’,k') nao € necessariamente zero, o que
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contrasta com o caso da transformada discreta de Fourier. Em algumas
situacoes, podemos ter independéncia.
A relacao (7.20) sugere que 77, pode ser estimado pela estatistica

T-1

L= il =1 ) X ju(0. (7.22)
t=0

Essa estatistica é chamada periodograma de ondaleta de X. O seguinte
resultado € valido.

ProprosicAo 7.2 Suponha (S2) satisfeita. Entdo:
E[Ljx] = njx + O(T™), quando T — co. (7.23)
Se, além de (S2), (S3) estiver satisfeita com k = 4, entdo

Coollip. Iy '} = 24n(ji j . k. KN + O(1), quando T — oo. (7.24)

Em particular, se j = j/, k =k, obtemos a varidncia
Varll;x] = 2{n}* + 0Q1). (7.25)

A Proposicdo 7.2 mostra que o periodograma de ondaleta ndo ¢é
consistente, pois sua variancia nao tende a zero para T — oo. Para a prova
da Proposicao 7.2, veja Chiann e Morettin (1998).

O periodograma da a “energia” do processo em cada (j, k). Podemos
considerar que a energia total da série esta decomposta pelas diversas
escalas (ou niveis). Para tanto, consideramos o escalograma na escala 2’
como sendo

2/-1 2/-1
SGY= D Ml =D L j=0,...,0-1. (7.26)
k=0 k=0

Veja também Scargle (1997) e Arino et al. (2004).

Sob as suposi¢coes da Proposicao 7.2, pode-se provar que

E(S(j)} = nj. + O(2'T™), (7.27)
) 2/-12/-1
Cov{S(), S} =2 Z Z mG, j kKO +0Q), (7.28)
k=0 k' =0

onde

2/-1
U Z k-
k=0
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A quantidade 7n;. pode ser pensada como a energia associada a escala
j e S(j) oseu estimador.

Vejamos, agora, um exemplo de Arino et al. (2004), que mostra como
podemos recuperar componentes nao observadas de uma série temporal.
Este é um exemplo simulado, e na secao 7.4 veremos uma aplicacao a

dados reais.

ExemMpLO 7.1 Consideremos uma série temporal artificial, que é a soma
de duas séries perfeitamente periddicas. Por meio do escalograma da
decomposicao de ondaletas, iremos separa-la em duas partes. Depois
iremos recuperar as duas componentes usando o escalograma.

A Figura 7.1 (a) mostra duas séries discretas, igualmente espacadas,
Yy = {y/} e z = {z,}, obtidas de duas funcoes periddicas, a saber, uma funcao
senoidal com quatro ondas e uma funcao em forma de serra, com 32
dentes. A Figura 7.1 (b) mostra sua soma x = {x,}, dada por x, = y; + y;,
parat =1,...,T,com T = 212 Como {x;} é a amostra de uma funcio
continua, devemos escolher uma base de ondaletas cujos elementos sejam
continuos. Escolhemos a base de Daubechies d8, cuja ondaleta mae tem
oito momentos nulos.

O escalograma da transformada de ondaleta discreta de x, € apresen-
tado na Figura 7.1 (c)*.

A existéncia de um pico no escalograma em nivel alto j indica que
uma componente de alta frequéncia esta presente na série. Por outro
lado, quando ha um pico em nivel baixo, isto significa que uma com-
ponente de baixa frequéncia esta presente. Quando dois ou mais picos
estao presentes no escalograma, é possivel identificar as componentes
correspondentes separando-se a decomposicao em ondaletas da série em
duas decomposic¢oes: a primeira, com coeficientes ao redor do primeiro
pico, acrescentando-se zeros, e a segunda, com coeficientes ao redor
do segundo pico, também com zeros acrescentados. A maneira como
analisamos os niveis entre os picos serd explicada mais abaixo.

A partir do escalograma apresentado na Figura 7.1 (c), concluimos
que a decomposicao em ondaletas de x pode ser separada em duas: a
primeira tem coeficientes do nivel 0 ao nivel 4; a segunda, coeficientes

do nivel 5 ao nivel 11. Analiticamente,

2

* O primeiro nivel (zero), correspondente a ¢,

é omitido no grafico.
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Figura 7.1 (a) Componentes da soma, (b) série composta, (c) escalograma, (d)

decomposicao ciclica.

djk,

1)

paraj=0,1,...,4
para j=5,...,11

para j=0,1,...,4
para j=5,...,11

@ _

COO = Cpp, € COO =

Essas duas decomposicoes em ondaletas sao as transformadas de

ondaletas discretas de dois vetores de dados, y = {y;} e 27 =

Especificamente,

{z7}.
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y = wla®,

z =W'd®.

Na Figura 7.1 (d) apresentamos as séries reconstruidas y' e z’.
Podemos ver que ambas sao muito semelhantes a y e z, exceto nos extre-
mos do intervalo [0,87]. Isso é devido a efeitos de fronteira no algoritmo
de decomposicao em ondaletas. Embora o exemplo apresentado seja
simples, o mesmo ilustra como uma série temporal pode ser decomposta
em componentes de frequéncias distintas.

Observe que nao foi necessario usar limiar aqui, pois a série artificial-
mente construida {x;} nao tem ruido incluso. Num caso real, como no
exemplo 4, abaixo, teremos que usar limiar para remover o ruido, antes

de determinar as componentes ocultas.

Vejamos, agora, como proceder analiticamente em uma situacao real.
O argumento ¢é baseado em Arino ¢t al. (2004). A decomposicao de uma
série temporal em componentes nao observadas, ilustrada no exemplo, é
baseada na analise do escalograma da série, com respeito a uma base de
ondaletas fixada. Se dois picos estao presentes no escalograma, propoe-se
separar a decomposicao em ondaletas d da série {x;} em duas novas
decoposicoes, dD e d?®, da seguinte maneira: os coeficientes d;; de d
que corresponedem a niveis j proximos ao primeiro pico sao associados
ad® (d;’lk) =d;). Os coeficientes correspondentes em d® serdo postos
iguais a zero, (dfk) =0).

De modo similar, os coeficientes d; de d para niveis j préximos ao
segundo pico, sio associados a d®, e os correspondentes coeficientes em
d serao anulados. Um problema aparece quando um nivel ocorre entre
0s picos, pois entao nao fica claro como associar coeficientes.

Duas propostas de separar coeficientes de niveis intermedidrios sao
apresentadas por Arino et al. (2004). O primeiro método ¢é aditivo com
respeito a energias, mas nao com respeito aos coeficientes de ondaletas.
Ou seja, nao € aditivo no dominio das escalas. O segundo método é
aditivo com respeito aos coeficientes de ondaletas, mas nao preserva
energias.

Seja j um nivel tal que sua energia S () esteja entre dois picos no
escalograma. O método que preserva a energia separa os coeficientes

€omo segue:
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1 _ ¢ 4.
djy = a+ bd./»k (7:29)
e
d® = \/Td‘k (7.30)
ok a+b
onde
)
a=d;_ |, (731
e 2 2
ds . ., +d5, .
b= w (7.32)

O racional para esse procedimento é o seguinte: cada coeficiente d
tem um “gerador” no seu nivel superior j — 1, que é d;_q [z/2). Também,
cada dj; gera os dois coeficientes djq9¢ € dj1,9k+1, no seu nivel inferior

. . 1) - . .

j + 1. O coeficiente d(]. k) é “proporcional” ao tamanho relativo de seu
gerador, isto €, ao tamanho total de seu gerador, e a média de ambos os
coeficientes gerados por d;; no nivel j + 1.

Sob essa separacao, temos

(dia) = (@) + (@)
mas
dix # d§}k> + dfk).

Logo, dizemos que esse método preserva a energia, mas nao ¢ aditivo.
Contudo, se os coeficientes sao separados como

1 _ a4
diy = ——=d (7.33)
¢ b
2 _
dyy = ——djp (7.34)

onde a e b sio dados por (7.31) e (7.32), entdo o método € aditivo, mas
as energias nao sao mais preservadas. Isso segue de

(dia) # (@) + (@)
mas
dig = dg.},g + df,j.

Ao determinar como separar os coeficientes de um certo nivel j,

sugere-se examinar a energia daquele nivel, S (j). Quando S (j) é grande,
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comparado com os dois picos do escalograma, deve-se usar o método
aditivo de separacdo. Se nao, as componentes nas quais a série temporal
de interesse ¢ decomposta nao somariam a série total. Por outro lado, se
S (j) for pequeno comparado com os picos, € melhor usar o método que
preserva energias. Mesmo que a soma das componentes nao seja igual a
série total, a parte remanescente é bem pequena e pode ser desprezada.
Para cada série temporal particular, o analista tem que decidir qual
método usar.

7.3.2  Caso ndo Estaciondrio

A estimacao do espectro evoluciondrio de ondaletas (6.38) é baseada na

transformada de ondaletas discreta nao decimada de X; 7, ..., Xr 7,
T
djxr = sz,rll/j,k(t) (7.35)
=1

A estatistica basica, andloga ao periodograma usual, é definida a seguir.

DEFINICAO 7.3 O periodograma de ondaleta de X, r, . .., X;r é dado por

Lijr =l djer P . (7.36)

Suponha que as variaveis ¢;; sejam normais, do que segue que o
Js
processo X; 7 também sera gaussiano.

Defina o operador A = (Aj¢) ¢<0 por
Aje = W0 = > g (0¥(),

em que ¥;(7) é a funcao de autocorrelacao de ondaletas, definida em
(6.42). Defina, também, A; = (Aj,g);;:_l.
O resultado seguinte fornece as propriedades da estatistica (7.36).

ProOPOSICAO 7.3  Para o estimador (7.36), temos:
(@) Eljpar} = XeAeS ) + O(T™Y), Yu € (0,1).
(b) Var{ljpryr} = 22 AjeS ()? + 07T, Yu € (0,1).

(c) A correlagdo entre L1 e lpy 1 decai quando a distancia entre a translagdo
k na escala j e a translagdo m na escala { aumenta. Se j = €, a correlacdo é

zero quando |k — m| excede a intersec¢ao dos suportes das ondaletas.
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(d) Sel(u) = [Ippryr)™] e L(w) = [Liprr]7], com L(u) = A" I(u), entdo
E(L(w)) = S(u) + O(T™"), para todou € (0, 1),
com S (u) = [S ()] 7.

A parte (b) da Proposi¢ao 7.3 mostra que o periodograma de on-
daletas nao € consistente. Segue-se que, para obter estimadores melho-
res, teremos que suavizar esse periodograma e, para isso, pode-se usar
procedimentos nao lineares com limiares. Detalhes, demonstracoes e
outras propriedades de ;7 e dos estimadores suavizados podem ser

encontrados em Nason et al. (2000).

7.4 APLICACOES

Vejamos, agora, mais alguns exemplos. Vamos comecar com aquele
que mostra o carater local da transformada de ondaletas, comparada com
a transformada de Fourier. Esse exemplo ¢ devido a Chiann e Morettin
(1998). Veja também Percival (1993) para um exemplo semelhante.

EXEMPLO 7.2 A Figura 7.2 (a) ilustra duas séries temporais (X},
t=1,...,64,i=1,2, que diferem apenas em um ponto: X(zi) = —X;;). Na

(a) , (b)

10

0 10 20 30 10 50 60 0 10 20 30

Figura 7.2 (a) Duas séries diferindo num sé ponto; (b) periodogramas de

Fourier.
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Figura 7.2 (b) temos o periodograma (3.67), neste caso calculado para
4;,j=0,1, ...,32. As duas séries tém a mesma “energia”, e, pela relacao
de Parseval, teremos

64 32
Z X2 = Z 14)).
=1 7=0

Vemos que todos as ordenadas do periodograma foram alteradas. Isso
mostra que os coeficientes de Fourier nao sao “localizados” no tempo,
ou seja, cada um € determinado por valores da série espalhados num
intervalo grande de tempo.

O periodograma de ondaleta para cada série é mostrado na Figura
7.3. Foi usada a ondaleta de Haar e temos os graficos para cada escala.
Vemos que somente um ponto em cada escala é alterado, mostrando a
boa localizacao dos coeficientes de ondaletas.

(@) (d)

Haar j=1 Haar j=4

30

25

30
20
20
15

10
10

(b) - (e)

Haar j=5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

(©) Haar s ()

Haar j=6

1 2 3 1 5 6 7 8 0 1 2

Figura 7.3 Periodogramas de ondaletas para as duas séries da Figura 7.2.
O terceiro exemplo é também de Chiann e Morettin (1998).

ExemrLo 7.3  Considere as séries de estados de sono de recém-nascidos,
apresentadas no Exemplo 1.5 (Figura 1.10). Nas Figuras 7.4 (a) e 7.4 (b)
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temos, respectivamente, os coeficientes de ondaletas de “nao exposto”
e “exposto”, enquanto seus periodogramas de ondaletas sao nas Figuras
7.5 (a) e 7.5 (b). Imagens desses periodogramas sio mostradas na Figura
7.6, onde regides mais escuras indicam componentes com maior energia.
Em particular, vemos que as escalas maiores contribuem mais para a
energia de cada série e que, para a série de expostos, a energia é mais
concentrada em altas escalas do que para a série de nao expostos. Na
Figura 7.7 temos os escalogramas para as duas situacoes. Note que ha
um pico na escala j = 5, indicando que um periodo longo estd presente
nas duas séries. As figuras foram obtidas usando o software S+Wavelets,
logo deve-se tomar cuidado com a interpretacao devido a mudanca de
notacao das escalas.

(@)

Resolution level
o

(b)

[
L

W

[
L

ppetney | I

Resolution level

0 16 32 48 64
Figura 7.4 Coeficientes de ondaletas para estados de sono. (a) Nao exposto;

(b) exposto.

O préximo exemplo estd em Arino et al. (2004).

ExempLO 7.4 Vamos considerar a série de produc¢ao mensal de cimento
na Espanha, de janeiro de 1955 a janeiro de 1995. Um grafico dessa série
¢€ apresentado na Figura 1.12. Os dados estao em milhares de toneladas.

Para detalhes sobre essa série, veja o Capitulo 1, secao 1.5.

227
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C))

[
L

0
.

Resolution level

N
L

(b)

N o = ot =2}
L

Resolution level

—

Figura 7.5 Periodograma de ondaletas para estados de sono. (a) Nao exposto;
(b) exposto.

(@) (b)

60 60

50 50

10 10

20

20

10 10

Figura 7.6 Imagens dos periodogramas para estados de sono. (a) Nao exposto;
(b) exposto.

Vemos claramente uma flutuacao sazonal na série: producao menor

no inverno e verao (principalmente em agosto).
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Unexposed
---- Exposed

Scale (or level)

Figura 7.7 Escalogramas para estados de sono.

Denotemos por {x;} a série de producao mensal de concreto na

Espanha. Para estabilizar a variancia, tomamos o logaritmo natural e

usamos x; = 1000logx;. Depois, ajustamos uma pardbola a {x;} para

remover a tendéncia, e estudamos a série residual

y: = 1000 log x, — 5450,92 — 12,7917t + 0,01773¢°.

(7.87)

Seja F a transformacao que faz F (x;) = y;. Um grafico dos residuo

y = {y:} é apresentado na Figura 7.8 (a).

Supomos que a série y seja estaciondria, com média zero. Para analisar

o escalograma, escolhemos decompor a série com a base de ondaletas dé.

T
1960

T
1970

T 1
1980 1990

106 15'10' 2'10'6 25'10' 310%6

5'10'5

o Original
—— 100
- 150
—=—- universal

Figura 7.8 (a) Série residual {y}; (b) escalogramas da DWT de d sob vidrios

limiares.

229
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Para decompor {y;} é conveniente que o tamanho da série seja uma
poténcia de dois. Como temos 481 dados, adicionamos 31 zeros no inicio,
de modo que tenhamos y com 512 = 2% observacoes. Ap6s obter a
decomposicao

d =Wy,

usamos um limiar para remover o ruido, zerando os coeficientes abaixo
de 100. Esse limiar foi escolhido de modo que o escalograma da decom-
posicao limiarizada mantenha os picos quase iguais, enquanto que o
ruido foi removido. Coeficientes pequenos d;; em niveis afastados dos
picos podem ser encarados como ruido. O limiar universal é igual a
358. Usando esse limiar eliminariamos os efeitos sazonais da série. Os
escalogramas da série nao limiarizada, e aqueles das séries limiarizadas
com limiares 100, 150 e universal sio mostrados na Figura 7.8 (b). O
conjunto dos coeficientes limiarizados serd denotado por d.

Os niveis 1 e 6 apresentam os dois picos mais importantes do escalo-
grama de d. Agora usamos o procedimento apresentado apés o Exemplo
7.1. Decomponha dem d? e d?, cada um com tamanho 2%; AV contém
os coeficientes dos niveis de 0 a 4 de d, e d? contém os coeficientes
dos niveis de 6 a 8 de d. Os coeficientes do nivel 5 sio separados de
acordo com o algoritmo que preserva a energia visto acima. Se tivéssemos
escolhido o método aditivo, a diferenca seria minima, pois a energia é
pequena. Os demais coeficientes de dV e d® sio iguais a 0.

Para extrair os ciclos em y aplicamos a transformada discreta de
ondaleta inversa a d e d®. Obtemos

y P =wld®h, (7.38)

y? =w1d®. (7.39)

O ultimo passo € extrair as componentes da série original {x;} usando
a transformacio inversa F~!. Essa série é decomposta como
1 2
() = )+ () + (e, (7.40)
@ 4

A primeira componente” x; é

V= F(yY). (7.41)

* As 31 observagoes adicionadas ao comeco da série devem ser removidas.
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P 1 . P . . .
Essa série {xi ) captura o ciclo de negécios que afeta todas as industrias,
e nao somente o setor de construcao.
Como {e;} € o termo de ruido removido pela limiarizacao, temos

e, =x — F! (gfl) + 2(2)). (7.42)

t

Finalmente, a segunda componente é a parte restante
2 1
X =x, -V e, (7.43)

que captura a sazonalidade do setor.
Um grafico da série original {x;}, juntamente com o ciclo de neg6cios
{xgl)}, e a componente sazonal {x§2)}, é apresentado na Figura 7.9.

3000
1

2000
1

1000
1

1960 1970 1980 1990

Figura 7.9 Série original de producao de concreto e decomposicao da série

em ciclos.

ExeEMPLO 7.5 Vamos retomar o Exemplo 6.5 e obter o estimador sua-
vizado para os dados gerados a partir do espectro da Figura 6.8 (painel
superior). Esses dados constituem o processo de ondaletas da Figura
6.8 (painel inferior). Note que o processo de ondaletas tem que ter
média zero, que é o caso da Figura 6.8. A funcao ewspec do WaveThresh
€ usada para esse fim. Use o comando help(ewspec) no WaveThresh para



ONDAS E ONDALETAS — Prova 4 — 25/3/2014 — Maluhy&Co. — pagina (local 232, global #232)

232 e Ondas e Ondaletas

obter mais informacoes sobre o uso dessa funcao, ou veja Nason (2008).
O periodograma suavizado encontra-se na Figura 7.10. Vemos que o

estimador inclui ruido em todas as escalas, particularmente nas escalas

=5,...,-9. Compare com o espectro verdadeiro da Figura 6.8.
o ‘va—-AML‘ —
i Ty )
N -“,L.. ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, O— A'A,A
9?4 "rv """"""""""""""""""""""""""""""""""""""""" A“v‘“vv‘
% w [N -“1
T - [ — A adan. “

f
é

-2
b
==

0 128 256 384 512

Translate

Figura 7.10 Periodograma suavizado para a série da Figura 6.8 (b).

PROBLEMAS

1. Prove a relacao (7.6).
2. Prove (7.12) e (7.15).

3. Calcule E{Idj,kIQ}, onde dj; € dada por (7.17), e prove (7.20).
4. Prove (7.23).

5. Prove (7.27).

6. Reproduza as Figuras 7.2 e 7.3.

7

. Use o programa WaveThresh para reproduzir as Figuras 7.4 e 7.5.
Note as diferencas.

8. Com os dados da série m-cimento, obtenha o escalograma da Figura

7.8, com o limiar 100.

9. No programa WaveThresh, use o comando data(BabyECG) para
obter dados de eletrocardiograma de uma crianca com 66 dias
de idade. Veja os detalhes sobre essa série em Nason et al. (2000).

Obtenha o periodograma suavizado para essa série.



ONDAS E ONDALETAS — Prova 4 — 25/3/2014 — Maluhy&Co. — pagina (local 233, global #233)

Andlise de Ondaletas ® 233

APENDICE A.7

A.7.1. Representacao em Ondaletas

Uma questao de interesse € saber se a representacao espectral em termos
de ondaletas é possivel, ou seja, se X(f) for estacionario fraco (ou de
segunda ordem), em que condicoes vale

X(t) = f Yap(DAZ(A) = f a‘l/Qw(%)dZ(a,b), (A.7.1)
A A

com A(a,b) e A = R, XR.

Kawasaki e Shibata (1995) provaram, primeiramente, que se a funcao
de covariancia y(s,t) = E{X(s)X(1)} de um processo estocastico de segunda
ordem X(#) de média zero for tal que

¥(s.0) = Yals), va(n) =

s—b
a

_ t—b
a” Y (—=)W(—=)dp(a, b), (A7.2)
A
com ¥,(t) € Lo(A, ), t fixado, entao existe Z sobre A, com incrementos
ortogonais, tal que du = E|ldZ||? e (A.7.1) é vilida.
Suponha, agora, que a medida y possa ser decomposta como

du(a, b) = dui(a)dus(b), (A.7.3)

ou seja, dZ(a, b) = dZ,(a)dZ»(b), sendo Z;(a) e Zy(b) dois processos com
incrementos ortogonais, tais que E{dZ(a)dZ:(b)} = 0. Suponha, ainda,

que a medida us possa ser escrita na forma
dus(b) = f(b)db + fi5(b = by), (A74)

ou seja, possui uma parte absolutamente continua (com respeito a medida
de Lebesgue) e um salto no ponto by, igual a f;.

Finalmente, suponha que a sequéncia de saltos ... < b_1 <0 < by <
b1 < ...nao tenha pontos de acumulacao, isto ¢, infx(brs1 —b) = B> 0e

2 Sk < o0,

Considere a medida

1, seb=b;
dv(b) =
0, caso contrario
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e suponha que

b+v
a

K, (b) = f]R a”'y( )l//(b%/)dﬂl(a) (A.7.5)
seja integravel com respeito a v. Seja K,(£) a transformada de Fourier
de K,(b).

Kawasaki e Shibata (1995) provaram que, se K,(¢) # 0, para todo
¢ € R, para a medida v, entao uma condigao necessaria e suficiente
para que o processo estocastico X(z), tendo a representacio (A.7.1), seja
estaciondrio fraco é que f(b) seja constante e f; = 0, Vk. Ou seja, a
medida o deve ser uniforme sobre R, ou ainda ||dZs(b)|| = constante X db
sobre R e nao ter saltos. Esse resultado vale para toda medida y, isto &,
para todo processo Zi(a).

Em outras palavras, X(#) nao pode ser estacionario fraco se a medida

He tiver saltos. Note que, no caso estaciondrio, X(f) tem a representacao

(3.37), com A = 1/a e b = 0; portanto, a poténcia é uniforme em b. Outras
referéncias sao Masry (1993) e Wong (1993).

A.7.2 Variancia de Ondaleta

Vamos nos restringir as ondaletas de Daubechies. Consideremos os filtros

{h.} e {,}, dados anteriormente. Indiquemos por {h;i, k = 0,1,...,L; -1}
o filtro de ondaletas do nivel j da transforma de Fourier nao decimada
(NDWT), associada a escala 7; = 2771 sendo L;= @ -1 -D+1a
largura do filtro, e L; a largura na escala 1. Para Haar, L; = 2.

Dado o processo estocastico {X;, t € Z}, considere o processo resul-
tante de filtrar X; com ilj,k:

Li-1

W= > hyuXey, teZ. (A.7.6)
k=0

DEFINICAO A.7.1  Se existir e for finila, a variancia de ondalela dependente do
tempo para a escala T é definida por

vy (7)) = Var(W;,). (A7.7)

Suponha, agora, que v* ndo dependa do tempo, exista e seja finita.
Entao,
V(7)) = Var(W ). (A7.8)

Segue-se que (Percival e Walden, 2000):
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(a) a variancia de ondaleta fornece uma analise de variancia para o

processo X; em termos de escalas:

00

D V() = Var(X,). 4.7.9)
j=1
(b) avariancia de ondaleta esta relacionada com a funcao densidade

espectral f(1) de X;, no caso estaciondrio. De (A.7.9),

00

vk = I fdA.

J=1

. 2 ~
(¢) um grafico de vy(7;) versus 7; fornece aquelas escalas que sao

importantes para a variancia do processo.

Para estimar a variancia de ondaleta, considere uma amostra
Xo,...,X,-1 do processo estaciondrio X;. Vamos usar um filtro de
Daubechies de largura L > 2. Suponha L suficientemente grande, de

— —2
modo que E(W;;) = 0, do que segue v?((‘rj) = E(Wj’t). Podemos usar a
NDWT da amostra, ou seja,

Li-1
Wii = Z ilj,kX,_kmOd o =0,1,...,n—1,
k=0

ao passo que W, é definida para t € Z. E claro que Wj,[ = Wj, para
aqueles indices t em que a construgao de Wj,t permanece a mesma se
eliminarmos a operacao moédulo. Isso vale se t > L;—1. Assim, se n—L; > 0,
podemos estimar v por meio de

n—-1 n—-1
K 1 ~ 1 —9
T =1 DW= n D Wi (A.7.10)
Ji=L;-1 J=L;-1
comM;=n—-L;+1.
Pode-se provar (veja Percival e Walden, 2000) que:

(a) esse estimador é nao viesado;

(b) supondo-se W, gaussiano, o estimador 7% tem distribui¢io aproxi-
Js X
madamente normal, de modo que podemos construir intervalos de

2
confianca para vy.

235
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EsTIMACAO DO ESPECTRO DE FOURIER

8.1 INTRODUCAO

Neste capitulo estudaremos a estimacao do espectro de Fourier de
um processo estacionario. A estatistica basica a ser considerada é a
transformada de Fourier finita, definida por

1 < ,
dD) = X,e ™, (8.1)
V2rT ;
—00 < A < oo, dados os valores Xi,...,Xr do processo estaciondario

{X;,t € Z}.

O primeiro estimador sugerido para o espectro foi o periodograma, que
remonta a Schuster (1906), em sua analise da série de manchas solares
(sunspot numbers). O periodograma consiste no quadrado do médulo da
transformada de Fourier. Esse estimador sera estudado na secao 8.3.

Como o periodograma é muito erratico (tem variabilidade grande),

estimadores mais estaveis sao necessarios. Uma possibilidade é considerar
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o periodograma suavizado. Outra é considerar estimadores suavizados de
covariancias. Esses estimadores serao estudados na secao 8.4.

Nesse capitulo apresentaremos, também, estimadores baseados em on-
daletas. As propostas de Gao (1993, 1997) e Neumann (1996) serao rese-
nhadas. A ideia é tomar a transformada de ondaletas do log-periodograma
€ usar limiares para obter os estimadores finais. Esse desenvolvimento
esta na secao 8.5.

Finalmente, outra possibilidade é cosiderar estimadores espectrais
de madxima entropia ou autorregressivos. A ideia aqui € ajustar modelos
autorregressivos aos dados e obter estimadores baseados nos resultados
dos Exemplos 2.3 e 3.7. Veja a secdo 8.6 e o Apéndice 8.

8.2 A TRANSFORMADA DE FOURIER FINITA

Como afirmamos na secao 8.1, a estatistica basica para a estimacao
do espectro de um processo estacionario {X;,t € Z} é a transformada de
Fourier finita, definida por (8.1). E facil ver que:

(i) dDQ) =dD( + 2n), isto é, tem periodo 2r;

(i) dD(=2) = dD().

Portanto, basta considerar as frequéncias no intervalo [-, 7]. Embora
(8.1) seja definida para todas as frequéncias nesse intervalo, ela, na
pratica, é calculada para frequéncias da forma 4, = 2%, com —[(T —
1)/2] < v < [T /2], chamadas frequéncias de Fourier. Obtemos a transformada

de Fourier discreta (TFD)

1 T
dD = —— ) X,e 2T, (8.2)
v2nT ; t

Vamos supor, no que segue, que X; tem média zero, fa.c.v. y, e
espectro dado por (3.14). Temos, entao, que E{df,T)} = 0. Calculemos
Var{dg)} = E{Id(VT)IQ}. Usando a representacao espectral de X; em (3.37),
obtemos

T T
dP = @rT) 12 e f e dzZ ()
=1 -

- T
f (2nT)" 12 Z W7 ).
- =1
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Chamando
1
ADQ) = e, (8.3)
v2rT ;
temos que
47 = f A - @)dzw. (8.4)

E facil ver que IADQ)? é o nicleo de Fejér (veja Capitulo 1) e
comporta-se como uma funcao delta de Dirac, quando 7T — oco. Agora,

E(d"?) = EdDd])
f f AD - )A(T>( - —)E{dZ(/l)dZ(oz)}
e como E{dZ(D)dZ(a)} = f(1)dA, se A = a, segue-se que

E{dV?} = f

Pela propriedade acima referida do nucleo de Fejér, segue-se que se

2
AD - Q%V)' F(dA. (8.5)

f(A) for continua, para T grande,
E(ld,"1") ~ f(4,), (8.6)

€ essa aproximacao ¢ tanto melhor quanto mais suave for f(4) na vizi-
nhanca de 2, 2’”

Vamos supor, agora, que X; seja gaussiano, de média zero. Segue-se de
(8.1) que df,T), sendo uma combinacao linear de variaveis normais, tera
uma distribui¢cao normal complexa. Temos, entao, o seguinte teorema

limite central.

TEOREMA 8.1  Se o espectro f(A) for continuo, entdo as varidveis aleatorias
df,T), —[(T - 1)/2] < v < [T/2], sdo assintoticamente independentes quando
T — oo, com distribuicao assiniotica normal NIC(O, f,), sev+0,T/2, ¢
com distribuicdo assintotica N1(0, f(4,)), sev =0 ouT/2.

Prova: Em primeiro lugar, E{d(VT) } = 0; depois, mostramos acima
que E{|d(vT) 2} = £(A,), quando T — oco. Para mostrar a independéncia

assinté6tica, devemos provar que E{d"d"y - o0, quando T — e v # k.
Usando (8.4),
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Ed™dD) = f f AD(a - )A(T)(ﬁ —)E{dZ(a/)dZ(,B)}
pi (8.7)

:f AT _@)NT)(Q_—)f(a)da

O integrando do lado direito de (8.7) € o produto de duas janelas
centradas em 4, e A, €, quando T — oo, as frequéncias tendem a zero e
os picos das janelas tornam-se mais proximos e pontiagudos. Como f(1)
é continua, (8.7) tende ao mesmo limite que

Ft ey f AT = 2D @ - T da,

quando 7" — oo, € a integral € igual a

| lQm/t 2nks . "
N CXp it } em(t—x)da
2xT Z Z T f:ﬂ

t=1 s=1

1 T
— exp {i2n(k —v)/T} =
T ,Z 0, sek#v,

1, sexk=v

usando (8.3) e o fato de que

T —
f $i=9) gy — 2, set=1s
- 0, set#s.

Logo, lim7_,« E{d(yr)dg)} = 0, v # k e as variaveis aleatoérias df,T) sao
assintoticamente independentes.

Como X; é gaussiano, a distribuicao limite ¢ uma normal complexa,
com média zero e variancia E{Idf,T)|2} = f(4,), parav # 0 e v # T/2. Para
v=0ouv =T/2, dgT) € real e a varidncia assintotica € f(0) ou f(n),
respectivamente. O

O Teorema 8.1 foi demonstrado sob a suposicao de que X; é gaussiano.

Se X, for um processo estaciondrio nao gaussiano, satisfazendo a condicao
Y. Itllyzl < 0, pode-se provar que

Cov{d'",d"} = f(A,) + O(1),

e sob condicoes de regularidade adicionais sobre as frequéncias 4,, a
variavel df,T) tem distribuicao normal complexa, como no Teorema 8.1.
Para detalhes, veja Brillinger (1981, Capitulo 4).
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O Teorema 8.1 também ¢ valido para uma frequéncia A qualquer.
Basta considerar uma sequéncia de inteiros {vr} e as frequéncias de
Fourier 2nvy /T convergindo para A.

Outras referéncias para o aprofundamento desta secao sao os livros
de Hannan (1970), Priestley (1981), Brockwell e Davis (1991) e Fuller
(1996).

8.3 O PERIODOGRAMA

A relacao (8.6) sugere que um primeiro estimador que podemos
considerar é o periodograma, definido por

N 2

Z X e—i/lvt
t

=1

1
I‘(,T) — |d$'T)|2 —

2nT (858)

para frequéncias A, = 2mv)/T, —[(T — 1)/2] < v < [T/2]. Podemos,
também, definir o periodograma para qualquer frequéncia A € [, 7],
ou seja,

D) = dD )P, (8.9)

mas, na pratica, esse s6 podera ser calculado para um numero finito de
frequéncias. Pode-se demonstrar que (8.9) é completamente determi-
nado pelos seus valores nas frequéncias de Fourier.
De (8.5) segue-se que o periodograma ¢ assintoticamente nao viesado,
isto €,
lim E{L1} = f(4,). (8.10)

Vejamos, agora, a distribuicao assintética do periodograma. Vamos
supor que o processo X; seja gaussiano.

TEOREAMA 8.2 As ordenadas do periodograma If,T) sao varidveis aleatorias
assintoticamente independentes e com distribuicdo assintotica multipla de uma
varidvel qui-quadrado com dois graus de liberdade, sev # 0 ev # T [2, e com um
grau de liberdade, sev =0 ouv =T/2.

d" = oD D

Prova Vamos escrever , de modo que

T
a = @T) V2 3" X, cos Aut,
t=1

T
b(VT) = (27TT)’1/2 Z X;send,t.

t=1
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Como a(VT) = (df,T) + df,T))/ 2eb, = (dg) - dgT))/ 2i, essas sao variaveis
aleatorias reais, com médias iguais a zero e distribuicao normal. Como os
d" sio independentes, os pares (@", by também o serdo. Vamos provar

que os d\l sio independentes dos b{", assintoticamente. Temos que

EW@dD) = EdPdDy 50, T — oo,

pois os d(VT) sao assintoticamente independentes € d(VT) = d(_Ty). Do mesmo

modo, E{dg)}2 — 0, em ambos os casos parav # 0 e v # T/2. Logo,

W) = LD - o
i
e segue-se o resultado, parav # 0ev # T/2.
Para v = 0, = d ¢ B = 0. Para v = 772 dT) = d7) ¢
b(TT/)2 = 0. Como, parav # 0,7/2,av.a. dn ~ Ni(’;()), f(/l(vT))), pela propriedade
v € bV

da normal complexa, temos que ambas a tém distribuicao

N1(0, f(1,)/2) e sao independentes. Logo,

[a$"12 + [B1?

2
)2 X (2), (8.11)

onde ¥*(2) indica uma v.a. com distribuicio qui-quadrado com dois graus
de liberdade. Por (8.9) e (8.10), I'” tem uma distribuicio f(1,)x2(2)/2,
parav # 0,7/2. Parav = 0 ou v = T/2, teremos I(()T) ~ fO2(1) e
I8, ~ fx*(D). O

Temos, entao, que assintoticamente,
EU") = f(a,),
T)y — £2
Var(l;’) = f<(4,), v#0, v£T/2, (8.12)
2£2(0), sev=0

Var(I") =
2f2(m), sev=T/2.

Vé-se, entao, que embora o periodograma seja assintoticamente nao
viesado, ele nao é consistente, o que significa que, mesmo aumentando o
numero de observacoes, a variancia de I\(,T) nao decresce e permanece
no nivel de £%(4,). Pode-se demonstrar que as relacoes (8.12) valem para
frequéncias quaisquer e que o Teorema 8.2 continua valido, removendo-se
a suposicao de que X; seja gaussiano. Veja Brillinger (1981) para detalhes.
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TeOREMA 8.3  Se X; tiver médiap e Y, [y:| < oo, entdo

E(IT () = f AT - ) fladar + (A D, (8.13)

U

Prova: A relacao (8.13) é obtida do mesmo modo como foi obtida a
relacao (8.5). O

Note que se 4 = 2mv)/T, v # 0, v # T/2, o termo envolvendo u no
segundo membro de (8.13) anula-se e obtemos a relacao (8.5). Lembre
também que IAD ()2 é o nicleo de Fejér, e, se 4 # 0, A # m, o segundo
termo de (8.13) é pequeno e nos mostra que a média do periodograma é
aproximadamente igual a uma média ponderada do espectro com peso
concentrado na vizinhanca de A.

TEOREMA 8.4 Se Ay e Ag sdo frequéncias diferentes de zero ou 1, entdo
Cov{ID(A1), 1"(A2)}
B {[senT[/ll + /12]/2}2 N [senT[/ll —A9]/2

2
9
A 8.14
Tsen(d, + A9)/2| | Tsen(d; — @)/2] }f ) 814
+O(T™.
Prova:  Veja o problema 2.
Uma consequéncia do Teorema 8.4 é que, se as frequéncias 4; e Ao
sao frequéncias de Fourier, distintas de zero ou «, entdo,
Cov{I'™ (A1), I (A9)} = O(T™). (8.15)
Também, para 41 = A9 = (27v)/T, obtemos de (8.14) que
Var{I'D())} = f2(4) + O(T™Y). (8.16)

A relacao (8.15) nos diz que as ordenadas do periodograma sao
praticamente nao correlacionadas, resultando o seu comportamento

erratico.

A TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

Para calcular a transformada de Fourier discreta (8.2) sao necessarias
T2 operacoes complexas. Por uma operacao complexa entendemos uma
multiplicacao complexa seguida por uma adicao complexa.

Cooley e Tukey (1965) introduziram um algoritmo, chamado trans-
Jformada rapida de Fourier, conhecido por F¥T (fast Fourier transform), que

243
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requer T'logT operacoes. Para séries longas, a economia de tempo é
consideravel. Dizemos que o algoritmo tem complexidade O(T log T).
Inicialmente, para o caso T = rre, 11 € r9 inteiros e diferentes de um,
é mostrado que sao necessarias 7(r; + ro) operacoes. Se T = riro. .. ¥y,
serao necessarias 7'(ry + ro + ...+ r,) operacoes. O caso T = r", com r = 2
ou 4, oferece vantagens importantes sob o ponto de vista computacional.
Nessa situacao, o nimero total de operacoes é Tmr = rT log, T, que para
r = 2 reduz-se a 27T log, T. Para outros detalhes, veja o artigo mencionado,
Brillinger (1981) ou Bloomfield (2000).

Veremos, mais adiante, que um procedimento para estimar f(A)
consiste em considerar

00

F = 5= 3w, (8.17)
2~
em que ¥; é um estimador da f.a.c.v. do processo, e w(r) é uma funcao
peso; (8.17) é um estimador suavizado de covaridncias e corresponde
a suavizar a f.a.c.v. no dominio do tempo e, entao, transformar para o
dominio de frequéncias.

Outra possibilidade é obter estimadores suavizados de periodogramas,
de modo que todas as computacoes sao feitas no dominio de frequéncias;
obtemos a TFD (8.2) usando uma rrT, depois obtemos o periodograma
(8.8), ambas as estatisticas nas frequéncias de Fourier, e suavizamos
ao redor de uma frequéncia de interesse. Aqui reside a vantagem do
algoritmo, reduzindo o tempo de computacao necessario.

Se T nao for uma poténcia de 2 ouda forma T =ry ... ry,, considere
um inteiro adequado 7" > T, T" uma poténcia de 2, e acrescente T — T
zeros aos dados. Obtemos, depois, a TFD

2rv

, 1 <& N
d(T )(_’) — X e—l?nvl/’l’ )
T V2nT’ ; t

Teremos, entao, um nimero maior de frequéncias em comparagao ao

caso de usar T observacoes.

ExempLO 8.1 A Figura 8.1 mostra o periodograma da série de marés
de Ubatuba (Exemplo 1.1 e Figura 1.1). Notamos um pico dominante,
correspondente a frequéncia semidiurna (periodo de 12 horas) e dois
picos menores, anteriores ao pico principal, correspondentes a periodos
de 80 horas e 24 horas, respectivamente. Vemos que esse periodograma
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Figura 8.1 Periodograma da série de marés de Ubatuba.

apresenta picos, correspondendo a periodicidades presentes nos dados,
mais uma componente aproximadamente constante, correspondendo
a um ruido. Um modelo para essa série de marés seria constituido pela

soma de um processo harménico com um ruido branco.

ExEmMPLO 8.2 Vamos retomar a série de chuvas de Fortaleza (Exemplo
1.4 e Figura 1.9). Seu periodograma estd representado na Figura 8.2.
Vemos que hd dois picos que se destacam, correspondentes aos possiveis
periodos de 13 e 26 anos. Utilizando testes de periodicidade apropriados,
verifica-se que, de fato, esses periodos sao estatisticamente significativos.

Veja Morettin et al. (1985) para uma andlise completa.

.
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Figura 8.2 Periodograma da série de chuvas de Fortaleza.



246

ONDAS E ONDALETAS — Prova 4 — 25/3/2014 — Maluhy&Co. — pagina (local 246, global #246)

®  Ondas e Ondaletas

Os graficos envolvendo o periodograma e estimadores espectrais
suavizados desse capitulo foram feitos por meio do software SPlus, com as
funcoes spectrum e spec.pgram. Para os estimadores espectrais autoregressi-

VoS, usar spec.ar.

8.4 ESTIMADORES ESPECTRAIS SUAVIZADOS

Constatamos acima que o periodograma nao é um bom estimador
do espectro, dada a sua grande instabilidade. Veremos, agora, como
podemos obter estimadores espectrais com propriedades melhores do
que o periodograma. Usaremos dois métodos para obter estimadores
mais estaveis, ambos conduzindo aos chamados estimadores espectrais
suavizados. Podemos fazer o processo de suavizacao no tempo e depois
transformar para o dominio de frequéncias, obtendo os estimadores suaviza-
dos de covariancias. Ou, entao, o processo de suavizacao € feito no proprio
dominio de frequéncias e teremos os estimadores suavizados de periodogramas.

Em ambos os casos, obtemos estimadores que sdao assintoticamente nao

viesados e com variancias que decrescem com o numero de observagoes

da série temporal. Nesta secao seguiremos Koopmans (1974), Brillinger
(1981) e Priestley (1981).

Como o espectro é definido por

00

1 A
fQ) =— ey, —m<aA<nm,
2
T

T=—00

a ideia natural € substituir y, por um estimador.
Suponha, entao, que tenhamos observacoes Xj, ..., X7 do processo

estaciondrio X, e estimamos y; por

—Ik v Y
oo | TR XX =X, sk ST (8.18)
0’ Se |k| > T - 17

onde X é a média amostral

_ 1<
X = ZX,.
=1

Sem perda de generalidade, vamos supor que a média do processo

N

seja zero, de modo que X é omitida em (8.18), e obtemos
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T—[k|
Z E{ XzXz+\k|

Tk

=7 Zyk =(1- _)')’k,

0 que mostra que ¢, € viesado. Se, em (8.18), colocarmos T — [k| no

(8.19)

denominador, no lugar de T, obteremos um estimador nao viesado de
vk. Contudo, o estimador definido por (8.18) tem um erro quadratico
médio menor que o estimador nao viesado. De (8.19), vemos que ¢, é
assintoticamente nao viesado.

Se a média do processo nao for zero, nao é dificil verificar, de
(8.18), que

S K~
(X = X — ] = (1= )X = w2, (8.20)

de modo que

k
Ele = (- Dy, — - Byvarco), (8.21)

Por outro lado (Morettin, 1979, p. 152),

- 1x,, MK
Var(X) = = > (1= 2,
k=-T

de modo que, se 2a média do processo nao for zero, vemos de (8.21) que
o viés do estimador é acrescido de um termo de O(T ™).
Estimando-se f(4) por

oo

A 1 .
fy=5- 3, ea, (8.22)

k=—o0

é facil notar que esse estimador coincide com I”(1). Vamos usar (8.22)
para obter estimadores mais estdveis do que o periodograma.
Observamos que

E(ITD)} = (2n)™! Z (1——) yee T, (8.23)

-T+1

Chamando

1-9 selrl<T-1
w(t) = (8.24)
0, se|r|>T -1,

247
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vemos que (8.23) é a transformada de Fourier do produto w(t)y;; logo,

temos que
E{ID0)} = f W(a)f(1 - a)da, (8.25)
na qual W(A1) é a transformada de Fourier de w(r), dada por
sen(nT ) 2
=T|——=| . .
W(Q) [ T ] (8.26)

A equacao (8.25) nos diz que o periodograma tem um valor esperado
que corresponde a “olhar o espectro através da janela W(4)”. Como, para
T grande, W(1) comporta-se como uma funcao delta de Dirac, (8.25)
também nos diz que IM(Q) é assintoticamente nio viesado.

O procedimento de suavizacao foi introduzido por Bartlett, em 1953.
Suponha que dividamos a série de T observacoes em K subséries de
comprimentos M = T/K e, em seguida, calculemos o periodograma

IE,M)(/l), ¢ =1, ...,K, para cada subsérie. Depois tomamos
1 &
T = L (M) B
1) = X ;=1 "), -m<As<m, (8.27)

que é chamado o periodograma suavizado de Bartlett, na frequéncia A.
Pode-se provar que

E(TCD) = f Wat(D(@)f(A — a)da, (8.28)

onde Wy (1) é afuncao (8.26) com T = M, transformada de Fourier de
wum(7), dada por (8.24), com T substituido por M, M < T. Dizemos que
W(A) € a janela espectral de Bartlet, a qual esta ilustrada na Figura 8.3,
enquanto wy(A) é o nicleo de Bartlett (também chamado lag window).

O procedimento acima sugere considerar estimadores espectrais da

forma

N 1 & 4

fy=o ,:Z_;x, wy(T)ee™, —p<A<n, (8.29)
onde, para um inteiro M < T, wy(t), T=0,+1, ..., ¢ uma sequéncia de

pesos satisfazendo:
(1) 0<wy(r) <wy(0) =1,
(ii) wy(-71) = wy(7), para todo T;

(i) wp(r) =0, 7| > M.
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Figura 8.3 Janela espectral de Bartlett.

O estimador f (1) é chamado estimador suavizado de covaridancias. A janela

espectral correspondente a funcao peso (nucleo) w,(7) é definida por
1 i
Wa = o Z e (7). (8.30)

Segue-se que Wy(4) satisfaz:
(i) Wy(=2) = Wy(A), para todo 4;
(i) 7 Wi(A)dA = wy(0) = 1.

De (8.29), obtemos que f(/l) € a convolucao das transformadas de

Fourier de wy(7) e ¢;, isto €,
T
f = f Wy (A — ) D(@)de. (8.31)
Tomando o valor esperado de (8.31), obtemos

ELfD) = f "Wl - EIT(@))da
gl (8.32)

~ fﬂ Wyl - a)f(a)da.

Supondo a janela Wy (1) concentrada ao redor de 4 = 0, e f(1) cons-
tante sobre todo intervalo de frequéncias de comprimento comparavel

com a largura do pico da janela, podemos escrever

E{f()} ~ f(A) f Wy(a)da. (8.33)
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Sob essas mesmas condicoes, pode-se provar que

~

2m d
Var(f(} » = f*() f Wi (@)da, (8.34)
o que sera feito adiante. A relacao (8.34) vem do fato de que
Covlf(1).f(12)} =

2 (" , (8.35)
~T I Wiy (A — ) [Wy(do — @) + Wyl + ) fA(@)de,

que por sua vez é obtida de (8.31) (Jenkins e Watts, 1968, p. 412). A
relacao (8.35) mostra que a covariancia entre os estimadores espectrais
suavizados de covariancias depende da interseccdo entre as janelas espec-
trais centradas em A; e Ag.

Considere, agora, a integral (8.31) substituida por sua soma de

Ri(fmann:
T/2
271 (L3

f== 3 W=D,

v=—[(T-1)/2]

na qual 4, sao as frequéncias de Fourier. Como 27” ~ f_ 7; Wy(Ddw =1,
temos que o estimador (8.31) € assintoticamente equivalente a
~ [7/2]
fy=" > wa-i" (8.36)
v=—[(T-1)/2]
em que W(A) é uma funcao real, par, periddica, e tal que
[T/2]
w,) = 1.
v=[(T-1)/2]
O estimador (8.36) é chamado estimador suavizado de periodogramas.
Um caso particular de (8.36) foi sugerido por Daniell, em 1946, e
consiste em tomar a média de n ordenadas do periodograma ao redor

da frequéncia de interesse. Se quisermos calcular f(1) em w; = Q%j,
considere, entao,
2 1
)= = (T)
Fay = ZIV , (8.37)

onde a soma ¢ estendida aos indices vde j— [(n —1)/2] a j + [n/2].
Como I ¢ assintoticamente nio viesado, temos que

E{f()) ~ ) W= 4)f(4,). (8.38)
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Vejamos como obter a variancia de f(1), que é assintoticamente a
mesma que a variancia de f(/l). Temos, de (8.36),

Cov{f(A).F(A)} = ) Wi = AWy = A)CovID, 1), (8.39)

em que A, = 27r/T, A; = 2ns/T. Para T grande, as ordenadas do
periodograma sao nao correlacionadas; logo,

Cov{f(1).f(A2)} = 2W(A)W(A2)f*(0)
£ Wl - 0)Wz - 0)f* (@)

r+0,T/2
+2W (A — MW(Ag — 1) f2(m),

supondo T par. Para 11 = A9, obtemos

Var(f(D} = 2WAO 0+ >\ WA= )2 + 2WAA - m) ().

r#0,7/2

Como W(A) = 2—T”WM(/1), substituindo as somas por integrais, obtemos
EGO) = 23 W= 1))

- T g M v v

. (8.40)
x~ f Wyl - a)f(@)da,

que coincide com a equacao (8.32). Também,

Cov{f(A1).f(A9)} = 2?7{[ Wi = )Wy (e — ) f*(@)da,  (8.41)

para Aj,4ds # 0,7. Para A1 = Ao,

Var{f(1)} ~ 2?” f " W24 - a)f*(a)da. (8.42)

Observe que a expressao (8.41) é aproximadamente a mesma que
(8.35), desprezando o termo que contém Wy (4; —a@)Wy (A2 +a@) em (8.35),
que € pequeno quando se comparado com Wy (11 — @)Wy (s — a).

Fazendo-se, agora, a suposicao ja mencionada ap6s (8.32), obtemos
de (8.40) e (8.42) que

E{f(4} = f(a), (8.43)

Var{f(1)} ~ 2?" 2 f " Wi (a)da, (8.44)

que sdo aquelas ja mencionadas em (8.33) e (8.34) para f(/l). Das relacoes

acima, podemos concluir que tais estimadores sao consistentes.

251
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DISTRIBUICAO ASSINTOTICA DOS ESTIMADORES SUAVIZADOS

Considere, inicialmente, o estimador de Daniell, dado pela equacao
(8.37). Suponha que T e n sejam suficientemente grandes, mas com n
pequeno se comparado com 7', de modo que f(4) seja quase constante
em intervalos de frequéncias de comprimento 27n/T. Pode-se demons-
trar que

E{(f(p} = f(4)), (8.45)
Var(d)) = f2(4,)/n, (8.46)

parad; =2nj/T.

Para um j fixo, 215” /f(4;) tem distribuicao ¥%(2), e essas variaveis
sao independentes, para j — [(n — 1)/2] < v < j + [r/2]. Supondo-se
Aj # 0,7 e n/T suficientemente pequeno de modo que v # 0,[T/2], vem
que 2%, 1,7/ f(w;) ~ x*2n), para j—[(n—1)/21 <v < j+[n/2].

De (8.37), temos que f(/lj) tem distribuicao [f(/lj)/Qn])(z(Qn), ou seja,
podemos dizer que

onf(d) o
. 8.47
ay X (2n) (8.47)

Voltemos, agora, ao estimador suavizado (8.36), escrito na forma

fay) ~ 2?” > W = )T, (8.48)

para —[(T — 1)/2] < v < [T/2]. Se f(A) for quase constante na largura do
pico principal de Wy(1), entao

fap~L MT")’T D W = U, (8.49)
onde
w_ b
v = )2 (8.50)

tem distribuicio y2(2). Logo, fQa ;) tem distribuicao (para M e T grandes)
que é uma combinacao linear de varidveis x2(2) independentes. Como é
dificil obter a distribuicao dessa variavel aleatoria, usamos uma aproxi-
macao, supondo que f(/lj) tenha uma distribuicio cy?(r), onde c e r sio
determinadas de modo que os dois primeiros momentos do estimador
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coincidam com os dois primeiros momentos da distribui¢ao proposta.
Teremos, entao,

E{f(1))} = Elcx*(P)} = cr, (8.51)
Var{f(/lj)} = Var{cy?(r)} = 2¢%r. (8.52)

Destas relacoes, obtemos

_ Yartf()} (8.53)
2E(f(1;)}
o
_ 2LEVU EA’)}] ) (8.54)
Var{f(4,)}

O parametro r é chamado numero equivalente de graus de liberdade do
estimador. Em (8.43) e (8.44), obtemos facilmente que

T

8.55

f (a/)doz ( )

_ S (8.56)
,

Como, assintoticamente, (277/T)Wy (1) = W(A), temos que

2

TR #0

onde a soma € sobre os indices v, com —[(T —1)/2] < v < [T/2].

Concluimos, portanto, que f (1j) ou f(/l ;) tem uma distribuicao apro-
ximada [f(/lj)/r]/\(Q(r), onde r é dado por (8.55) ou (8.57).

E possivel construir estimadores que sejam consistentes e que tenham
distribuicdo assint6tica normal. Veja Brillinger (1981) para detalhes.

INTERVALOS DE CONFIANCA

Vamos nos referir, no que segue, a f(1), mas os resultados aplicam-se, é
claro, a f(/l).

Fixado um coeficiente de confiancay, 0 <y < 1, podemos determinar
os quantis g(a/2) e g(1 — a/2) da distribuicao qui-quadrado com r graus

de liberdade, com @ = 1 — v, tais que

rf)
f@

Plg(a/2) < <q(l-a/2)}~ (8.58)
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De (8.58), obtemos que [rf(1)/q(1-a/2), rf(1)/q(a/2)] é um intervalo
de confianca para f(4), com coeficiente de confianca .

O comprimento desse intervalo é

LW W g —af2) - g/
L=@m  di-an =Y @ai = a2

que depende de f(1), sendo, portanto, uma v.a. Se quisermos o compri-
mento constante, basta usarmos logaritmos, obtendo-se

r P r K
log ——— +1log f(1) < log f(1) <lo +log f(A),  (8.59)
fad=a/ " ¢ a2 "
que é o intervalo de confianca com coeficiente de confianca y para
log f(1). O comprimento do intervalo é igual a log qzl(;%)?).

Normalmente, os estimadores espectrais sao apresentados em graficos
com escala logaritmica no eixo das ordenadas, ou mesmo na escala
decibel, que consiste em utilizar 10log;, f(/l) versus 1. Um intervalo de
confianca para log;, f(4) pode ser obtido a partir de (8.59).

JANELAS

Usualmente, a janela (lag window) wy(7) é gerada por outra janela w(u)
por meio de
wm(t) = w(t/M),

e w(u) é uma funcao par, continua no intervalo [-1,1], com w(0) = 1 e
w(u) = 0,]u] > 1. Por exemplo, a janela de Bartlett dada em (8.37) seria
gerada por w(u) =1 —|ul, se |u| < 1.

Algumas janelas usadas na prdtica sao dadas na Tabela 1.1. Nesta
tabela, h(n/N) faz o papel de wy(7) € HM(®), o papel de Wy, (1). Veremos
que a escolha da janela é uma questao importante, mas nao crucial. O
fator chave € a escolha do parametro M, que esta relacionado com o grau
de concentracao de Wy;(1) ao redor do zero.

Varias medidas dessa largura de faixa (bandwidth) sao usadas na litera-
tura. A mais simples € a amplitude correspondente a metade da poténcia,
sugerida por Press e Tukey (1956), dada por by = A, — Ay, onde 4y € Ay
sdo os primeiros A positivo e negativo, tais que Wy (1) = Wy (0)/2. Parzen
(1961) sugeriu a medida

1 21
S W) T wm()’

by
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que € a largura de um retangulo com a mesma altura maxima e area
de Wy (4).

Para o estimador de Daniell, dado em (8.37),
W) = L -ln-1/21 <)< /2],

0, caso contrario

a definicao natural de largura de faixa é considerar o comprimento da
base da janela retangular, ou seja, by = 27n/T em unidades de frequéncia.

Koopmans (1974) sugere considerar uma largura de faixa equivalente
(LFE), substituindo a janela espectral do estimador geral por uma janela
retangular, de modo que os dois primeiros momentos do estimador
coincidam com os respectivos do estimador de Daniell. Isso é equivalente
a igualar os respectivos graus de liberdade, ou seja, r = 2n. Segue-se que a
LFE do estimador suavizado de periodogramas sera

LFE= "™ _ %
T ~ T TYWQ)
ou 1
LFE = ——,
I wida

para o estimador suavizado de covariancias.

A expressao (8.34) fornece a variancia do estimador suavizado. Vamos
escrevé-la numa forma que dependa do parametro M. Usando a relacao
de Parseval, obtemos

T M M 1
1
o I ) W (DdA = Z w (/M) =M Z wQ(T/M)M ~M I 1 w?(u)du.
=M =M
Logo, a variancia do estimador suavizado de covariancias pode ser
escrita, de (8.34),

o S M
Var{f()} ~ fzwcw;,

em que ¢, = f_ 11 w?(u)du. Portanto, essa variancia s6 depende da janela
usada por meio de ¢,. Se supusermos que T — oo, M — oo com
M|/T — 0, entao o estimador suavizado de covariancias € consistente
(€ assintoticamente nao viesado e sua variancia tende a zero).
Percebe-se que (veja a Figura 8.4, por exemplo) a largura de faixa da
janela espectral € inversamente proporcional a M, e assim a escolha de M

tera reflexos no viés e variancia do estimador.
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Figura 8.4 Estimadores espectrais suavizados: (a) série de marés (Ubatuba);
(b) série de chuvas (Fortaleza).

O viés do estimador suavizado de covariancias é dado por

E{f(D)} - f(D)

1 —iAt
o Z[wM@ — 1ly.e ™,

B(Y)

Q

usando as definicoes do estimador e do espectro verdadeiro. Dessa
expressao, podemos calcular expressoes aproximadas para o viés do
estimador, utilizando varias janelas. Veja Parzen (1961) para detalhes.



ONDAS E ONDALETAS — Prova 4 — 25/3/2014 — Maluhy&Co. — pagina (local 257, global #257)

Estimacdo do Espectro de Fourier ® 257

Pode-se ver, por exemplo, que o viés do estimador usando a janela de
Bartlett € da ordem O(1/M), enquanto os vieses dos estimadores usando
as janelas de Tukey e Parzen tém ordem O(1/M?). Também, para o mesmo
valor de M, o viés do estimador de Parzen é maior do que o estimador de
Tukey, mas o oposto ocorre com suas variancias.

As observagoes anteriores mostram que que o viés B(4) do estimador
suavizado de covariancias decresce com M crescendo, e sua variancia
decresce, com M decrescendo. Logo, nao é possivel que o viés e a
variancia diminuam simultaneamente. Em outras palavras, nao é possivel
aumentar a resolucao e a estabilidade do estimador ao mesmo tempo.
Uma possibilidade é tentar minimizar o erro quadratico médio (EQM)
do estimador, dado por

EQMI ()] = Var{f(D)} + BX(A).

ExempLo 8.3 A Figura 8.4 mostra os estimadores suavizados obtidos
para as séries de marés de Ubatuba e de chuvas de Fortaleza, calculados
usando o SPlus. Compare com os graficos correspondentes das Figuras 8.1
e 8.2. Na Figura 8.5 mostramos o estimador suavizado para a série de
Fortaleza, na escala decibel. A legenda da figura mostra a largura de

Series: fort
Smoothed Periodogram

60
|

54
|

spectrum

52

46
|

T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

frequéncia
bandwidth= 0.00693889 , 95% C.I. is ( -3.69796 , 6.48451 )dB

Figura 8.5 Estimador suavizado de periodograma para a série de chuvas (escala
decibel).
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faixa (bandwidth) usada para o calculo do estimador e do intervalo de

confianca.

ExempLO 8.4 Na Figura 8.6, temos o periodograma e um estimador
suavizado para a série de sono-vigilia da Figura 1.11. Vemos que em ambos
ha um pico correspondendo a um periodo de 24 horas. No periodograma,
notamos a presenca de dois outros picos, correspondentes a periodos de

doze e oito horas, respectivamente.

(@) (b)

12 4

10 4
30

20

Periodograma
Periodograma

10 4

TR

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Harménico Harménico

Figura 8.6 Série de sono-vigilia de um menino. (a) Periodograma;
(b) estimador suavizado.

ExemprLo 8.5 Considere a série de manchas solares de Wolf, do
Exemplo 1.2 e Figura 1.7. Na Figura 8.7, temos o periodograma e um
estimador suavizado dessa série, mostrando o periodo aproximado de

onze anos.

8.5 ESTIMADORES VIA ONDALETAS

O objetivo aqui é estimar o espectro (3.14), utilizando técnicas de
estimagao nao lineares, aplicando-se limiares aos coeficientes de ondaletas
empiricos.

Na estimacao do espectro usando métodos de Fourier, procuramos
por um compromisso entre resolucao (viés) e estabilidade (variancia).



ONDAS E ONDALETAS — Prova 4 — 25/3/2014 — Maluhy&Co. — pagina (local 259, global #259)

Estimagdo do Espectro de Fourier ® 259

(a)
o
i=3
S
<3
@
% o
> 8
o S
'g «
|5
o
i=3
1S3
S
=3
T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
frequéncia
o
i=3
S
w
o
- =3
2 8
s <
°
o
£
@
o
o _|
o
w
o -
T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

frequéncia

Figura 8.7 Série de manchas solares de Wolf. (a) Periodograma; (b) estimador

suavizado.

Os estimadores suavizados utilizados, baseados em janelas espectrais, sao
apropriados para estimar funcoes com um grau homogéneo de regula-
ridade. A presenca de picos ou transitoriedades ocasiona os problemas
conhecidos na anilise espectral classica.

Do ponto de vista teérico, bases de senos/cossenos sao 6timas para
espacos L?-Sobolev, enquanto que as bases de ondaletas, também 6timas
para esses espacos, continuam 6timas para um conjunto amplo de espacos

de Besov, que contém func¢oes nao regulares de modo homogéneo, ou
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seja, podem ser regulares numa parte do dominio, mas menos regulares
em outras partes.

Dois requisitos principais sao necessarios para estimadores baseados
em expansoes ortogonais, para que tenham uma adaptabilidade espacial
alta (Neumann, 1996):

(a) abase tem que ser suficientemente localizada;
(b) o estimador tem que discriminar o ruido da variancia.

Bases de Fourier nao tém a propriedade (a), por exemplo. A ideia é
transferir para a estimacao do espectro essa técnica de estima¢ao com
poder de adaptacao local.

Considere, primeiramente, o caso de um processo estacionario gaus-
siano. O que segue é baseado em Gao (1993 e 1997) e Moulin (1994),
com origem em trabalho de Wahba (1990). O propésito é estimar o
log-espectro g(1) = log f(A).

Suponha as observacoes X, Xi, ..., Xor—1,com T = 2/, J > 0inteiro.

Wahba propos o seguinte modelo:

logI(d;) =log f(A)) +y+e¢;, j=1,...,T -1, (8.60)

com €; = log(n;/2) — E{log(n;/2)}, n; ~)(§. Prova-se que Var(e;) = n2/6.
O procedimento nao linear proposto para estimar g(4) é o seguinte:
[1] Calcule o log-periodograma,
ge =logl(dy), ¢=0,1,...,T -1,

A el _ 2nl
para frequéncias A, = 5.

[2] Considere a transformada de ondaletas de g;, obtendo-se os coefici-
entes empiricos de ondaletas {y},j = 0,1, ...,J-1,k=0,1, ...,
2/~ 1.

[3] Aplique-se o limiar suave
6§ (x) = sinal(x)(|x| — A)+ (8.61)

aos coeficientes {y;}, com limiares dependentes do nivel j, 1 = 4;7.
Esses sao calculados por

/1ij =@ 10g T, (862)

para niveis de resolucao finos (j=J -1,/ -2, ...), onde ¢; é uma

constante, e
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logT
S b

/11"7‘ = (863)

para niveis de resolucao grosseiros (j << J — 1). Valores de a; para
bases comumente usadas (bases de Daubechies, por exemplo) e

alguns valores de M sao apresentados na Tabela 8.1.

[4 ] Inverta a transformada de ondaletas, produzindo-se um estimador
g, do log-espectro na frequéncia w;. Se necessario, aplique exponen-

ciacao para obter um estimador de f(A).

Vamos comentar brevemente o racional para usar os valores (8.62) e
(8.63). Para coeficientes de ondaletas normais, o limiar universal

/lj,T = /1T = 0\/210g T, (864)

onde ¢ é a varidncia do ruido, satisfaz certas propriedades interessantes,
como jd vimos. Sob certas condicoes de regularidade, para niveis de
resolucao j << J — 1, os coeficientes {yjs,k = 0,1, ...,2/ -1} sao
aproximadamente normais, com variancia 72/6. Nesse caso, por (8.64),

obtemos

|2 logT
Ajr = %V?logT:n’ Oi.

Tabela 8.1 Valores de @; para o procedimento de Gao.

nivel j | «; nivel j | «;

J-1 | 1,29 | J-6 | 0,54
J-2 1,09 | J-7 | 0,46
J-3 1092| J-8 | 0,39
J—4 | 065 | J-9 | 0,32
J-5 1077 | J-10 | 0,27

Para j préoximo de J — 1, a aproximacdo normal nao é boa, pois
os coeficientes sao obtidos por meio de poucas operacoes de filtra-
gem, e, nesse caso, Gao (1993 e 1997) mostra que se deve usar (8.62).
Basicamente, dado o carater nao gaussiano dos coeficientes de ondaletas
do log-periodograma, limiares baseados na teoria gaussiana nao serao
suficientemente grandes para suprimir completamente o ruido nesses

coeficientes. Para uma abordagem baseada na f.a.c.v., veja Gao (1996).
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ExeMPLO 8.6 (Gao, 1993). A Figura 8.8 mostra o resultado de aplicar
os limiares (8.62) e (8.63) para o caso de um processo AR(24). Na
Figura 8.8 (a) temos o verdadeiro log-espectro do processo, em (b) o
log-periodograma, em (c) o estimador usando o método proposto e,
em (d), o estimador obtido usando o limiar baseado na suposicao de
normalidade. Note os picos espurios no ultimo estimador.

40 40 1
20 20 -
0 A 0
-20 =20 +
—40 1 —40
0.0 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05
() (b)
40 A 40 -
20 20 1
0 1 0
—20 -20
-40 —-40
0.0 01 02 03 04 0.‘5 0.0 0.1 012 03 04 05
(c) (d)

Figura 8.8 (a) Log-espectro de um processo AR(24); (b) log-periodograma; (c)
estimador baseado na proposta de Gao; (d) estimador baseado na normalidade.

Vejamos, agora, o caso de um processo estacionario nao gaussiano,
considerado por Neumann (1996). Considere, inicialmente, o periodo-

grama modificado (tapered)

2
(8.65)

T-1 .
Z h,X,e_M

=0

Ir(A) =

1
(T)
2rH,

onde /; € uma janela de dados (taper), com h, = h(t/T) e H]((T) = ZtT:_Ol h’,‘.
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Como o periodograma habitual (h; = 1), I7(1) € assintoticamente nao
viesado, nao consistente, tem uma distribuicao assintética qui-quadrado
e, para Ay # Ao, Ir(41) e It(Ae) sdo assintoticamente nao correlacionadas.

A partir da ondaleta pai, ¢, e ondaleta mae, ¥, consideramos a base

ortonormal em L2(R),

{Beitkez VW ik} joekez, (8.66)

geradas da maneira usual. Como queremos uma base ortonormal em
L2(ID),M = [-7, 7], a partir de (8.66) geramos

{Bestker, YW jndjot ket (8.67)
com/; ={1,2, 20,

Gea(®) = Y (@) 3Gy p((21) 1+ m)

nezZ

vis) = Y Cm A (@m) 4 ),
nezZ
Aqui, L%(TI) é o espaco das func¢des de periodo 27 sobre I1, de qua-
drado integravel. Ou seja, a partir de ondaletas sobre a reta, obtemos
ondaletas “periodizadas” sobre [, 7].
Consideremos a expansao, em ondaletas periédicas, do espectro f(A),

F= o+ DD i (8.68)

kele Jjzt kel;
sendo

@ = f F@Oper(r)dt (8.69)
€

aj,k=ff(t)%,k(t)dt (8.70)

sao os coeficientes de ondaletas.

Definamos o estimador de a i

@k = f Y ix(DIr(Dda (8.71)

e uma defini¢ao andloga para @.
O objetivo é considerar um estimador da funcao densidade espectral
baseados em (8.68).

263
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Para um conjunto restrito de indices
T={(h : 2 <CT" kel

naqual C < 0o e 0 < @ £ 1/3 sao constantes fixas, a normalidade
assintotica dos coeficientes @ pode ser provada. Seja o-ik a variancia
de flj’k.

Para estimar o espectro f(41), a ideia € usar (8.68) com algum tipo de
limiar para os coeficientes de ondaletas. Podemos usar, por exemplo, os
limiares duros e suaves vistos anteriormente e escolher A = A;(0 %),
que depende da escala, do desvio padrao de & e da classe ¥ de funcoes
a qual f(1) pertence.

Neumann (1996) propoe dois tipos de limiares que satisfazem certas
condi¢oes desejaveis, a saber

/lj,k = (O’j,k Vor)y2 IOg(#I) (872)

Ajx = (0 jx V 07) 2 log((#I)/20), (8.73)

o7 = max{ max {0}, CoT™ V%)
(ke

sendo

para algum Cj > 0 fixado.
Se ¥ for um espaco com norma essencialmente equivalente a um
espaco de Besov, entao o estimador

f = Z QrxPex + Z 5(')(&’1‘,](,/1]',]()!,0]',1( (8.74)

kel, kel

conduz a taxa de convergéncia adequada para o risco do estimador,

especificamente
;ug{E||f = flaqy) = O(log T/T)>"/ 1), (8.75)
€

Sabe-se que T~2"(m+1) & 3 taxa de convergéncia 6tima em classes
com grau de regularidade m, se X; for estaciondrio gaussiano. Logo, o
estimador acima é aproximadamente minimax, a menos de um fator de
ordem log T. Veja Neumann (1996) para um estimador que atinge essa
taxa otima e sugestoes para melhorar estes estimadores.
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8.6 ESTIMADORES ESPECTRAIS AUTORREGRESSIVOS

A aplicacao de modelos autorregressivos na andlise espectral foi
sugerida por Parzen (1969). Estimadores equivalentes, baseados no
principio da maxima entropia, foram considerados independentemente
por Burg (1967 e 1975). Estimadores espectrais autoregressivos (EEAR)
produzem estimadores que sao mais suaves que os estimadores espectrais
considerados nas se¢oes anteriores, de maior resolucdo. Veja Jones (1974)
e Makhoul (1975) para mais detalhes sobre esse topico.

A ideia basica é considerar um modelo AR(p)

X[ = ¢0 + ¢1Xt—1 + ...+ ¢pXt—p + &, (8.76)
ajustado a observacoes X, ..., Xr de um processo estaciondrio {X;,t € Z},
com espectro f(1). Em (8.76), ¢y, ...,¢, sdo parametros reais e & ~

RB(0, 0%). Sabemos que o espectro desse processo é dado por

=2 ! << (8.77)
= — — -7 . .
2|1 = 37, pe
O EEAR sugerido por Parzen é
. s2 1
) = —r<A<m, (8.78)

P p A . —A . 2 b
211 - ijl ¢ e 1|
na qual § [2) é um estimador de momentos da varidncia do erro, o2,

dado por
P

§2=co- Z $ic), (8.79)
j=1

e (23,- sdo os estimadores de Yule-Walker dos coeficientes. Em (8.79) os ¢;
SA0 as autocovariancias amostrais, e ¢ € a variancia amostral.

O racional da proposta € que todo processo fracamente estaciondrio,
nao deterministico, pode ser aproximado por um processo autorregres-
sivo de ordem p suficientemente grande. Uma questao importante é
a determinacao da ordem p, mas isso foi exaustivamente tratado na
literatura, e varios procedimentos podem ser utilizados para esse fim.
Mencionamos os critérios de informacao AIC e BIC que, para o caso de
um modelo AR(p), ficam

AIC(p) = logS2 + 2p/T,
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BIC(p) = logS3 + plog T/T,

sendo T o numero de observacoes, e esses devem ser calculados para

p < P, com P grande. A ideia é escolher o valor de p que minimiza

AIC ou BIC. Veja Akaike (1973 e 1974) e Schwarz (1978) para detalhes.

Outros critérios foram sugeridos e mencionamos FPE (Akaike, 1969),
CAT (Parzen, 1979) e HQ (Hannan e Quinn, 1979).

Determinada a ordem p, os parametros podem ser estimados pelo
meétodo sugerido acima, por maxima verossimilhanca ou minimos qua-
drados. Para detalhes, o leitor deve consultar Brockwell e Davis (1991) ou
Morettin e Toloi (2006). Usando resultados de Anderson e Walker (1964),
em condicoes apropriadas, sobre &; € o processo, pode ser provado que
os estimadores de Yule-Walker, ¢ j, SA0 assintoticamente normais.

No que se refere as propriedades dos EEAR, Berk (1974) provou que
eles sao consistentes e assintoticamente normais. Resultados similares

foram obtidos por Kromer (1969). Especificamente, os resultados abaixo

sao validos.

TeorEMA 8.5 (Berk, 1974). Suponha que X, = Z‘;O Vg~ j, sendo & ruido

branco com média zero e varidncia 2. Suponha que

\P(Z)=1+t//1z+¢/2z2+__,=m’

na qual P(z) = 1—¢1z—¢2z2—. .. éndonula paralz] < 1. Suponha, também, que:
(i) (™) é ndo nula, -t < A < n;
(i) E(s?) < 0o, para todo t;

(iii) p*/T — 0, quando T — oo;

(i) P2 Bpit] + Bpszl +..) = 0, quando T — co.

Entao, quando T — oo, fp(/l) converge para f(A) em probabilidade.

Suponha, agora, que as suposicoes do Teorema 8.5 sejam validas,

exceto se substituirmos (i) pela suposicao que a densidade espectral
(2 /2m)[¥(e))? > 0. Entdo, temos o seguinte resultado.

TeEoREMA 8.6 (Berk, 1974) As varidveis aleatorias \/p/T(f,,(/lj) - (),

para0 < Ay <...< A, <, sao assintoticamente independentes e normalmente

distribuidas, com médias nulas e variancias 2f*(A ). Paral=0oul=n,a
distribuicdo assintdtica é normal, com média zero e variancia 4£2(0) ou 4£>(m),
respectivamendte.
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Figura 8.9 Logaritmo da série de linces.

Nao provaremos esses resultados aqui. O leitor interessado pode
consultar o artigo de Berk (1974). Os teoremas mostram que, se a ordem
p € assintoticamente suficiente para eliminar o viés, a autoregressao
conduz a um estimador consistente da densidade espectral de X;. Além
disso, os estimadores sao assintoticamente normais e independentes, para
frequéncias fixas e diferentes, e a variancia assint6tica é a mesma que a do
periodograma. Veja o Apéndice A.8 para uma discussao dos estimadores
de Burg.

ExeEMPLO 8.7 Vamos considerar o logaritmo da série de linces cana-
denses, extensivamente analisada no passado (para uma resenha veja
Campbell e Walker, 1977). A série fornece o namero desses animais
aprisionados durante 7 = 114 anos, de 1821 a 1934, e seu grafico esta
na Figura 8.10. Devido a sua aparente pseudoperiodicidade, um modelo
AR(2) foi sugerido para descrever os dados. Em nosso caso, um modelo
autorregressivo de ordem 11 foi escolhido de acordo com o critério AIC,
e o modelo estimado (ajustado para a média) resultou

X, =1,130X,.; — 0,5617X,_o + 0,275X,_5 — 0,308X,_4+
+0,176X,_5 — 0,184X;_¢ + 0,079X,_7 — 0,030X,_g+
+ 0,130Xt_9 + 0,224Xl_1() - O,327Xt_11 + &,

sendo a variancia residual estimada 62 = 0,037.
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0.0

lambda

Figura 8.10 Estimadores espectrais autorregressivos para a série de linces.

A densidade espectral estimada esta na Figura 8.10. Compare com o
periodograma mostrado na Figura 8.11. Nota-se um periodo de aproxi-

madamente dez anos.

e -
w
©
o
8
o
5
[«8
<« d
o 4
o J
T T T T T T
0.0 0.1 02 03 0.4 05
frequéncia
Figura 8.11 Periodograma para a série de linces.
PROBLEMAS

1. Obtenha o periodograma para as seguintes séries:
(a) Série de magnitudes da estrela variavel RU Andromeda.
(b) Série de producao mensal de cimento na Espanha de 15 de
janeiro de 1964 a 15 de janeiro de 2012.
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(c) Série de indices anuais de precos de trigo na Europa de 1500 a
1869, indicada por Beveridge (1921).

Prove (8.13) e (8.14).

Obtenha estimadores suavizados de covariancias para as séries do
problema 1.

Obtenha os estimadores espectrais autoregressivos para transforma-

¢oes apropriadas das séries do problema 1.
Prove (8.34).

(a) Prove que Z;’:_Ol e = ¢7i=D2gen(An/2)/sen(1/2), 1 £ 0.
(b) Prove que

S it it {”’ se A = u(mod 27),

=0 0, caso contrario,

com A = 2ar/n, u = 2xns/n, re sinteiros.

Considere a série de temperaturas médias mensais (em graus centi-
grados), em Ubatuba (Sao Paulo) de janeiro de 1976 a dezembro
de 1985. Utilizando algum programa:

(a) Faca o grafico da série e calcule a funcao de autocorrelacao
amostral.

(b) Calcule o periodograma da série e encontre as frequéncias que
contribuem com aproximadamente 80% da variabilidade da
série.

(c) A série é peridédica? Quais sao os periodos aparentes?

(d) Calcule estimadores suavizados do espectro utilizando dois
pontos de truncamento diferentes da janela espectral. Escolha
o melhor deles.

(e) Caso a série seja periodica, aplique um filtro para eliminar a

periodicidade e verifique se o resultado foi satisfatorio.
Prove que:
(i) dPQ) = dT(A + 27), isto é, tem periodo 2;
(i) dD(=A) =dD).

Prove que |AD)I? é o nicleo de Fejér, onde A(1) é dado por (8.3).
Prove que f(1) dado por (8.22) é igual ao periodograma.
Prove (8.55) e (8.56).

269
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APENDICE A.8: MAXIMA ENTROPIA E ESTIMADORES DE BURG

O método de maxima entropia (MME) da analise espectral foi pro-
posto por Burg (1967, 1975), juntamente com um procedimento para o
calculo dos coeficientes de um preditor linear.

A obtencao de um estimador, pelo MME, do espectro de um processo
estacionario, uniformemente amostrado, é feita maximizando-se a entro-
pia do processo. Primeiramente, vamos introduzir algumas nocoes sobre
informacao e entropia. Considere a situacao na qual podem ocorrer M
saidas de um sistema, a saber, X1, ..., X)s, com probabilidades p1, ..., py.

A probabilidade de ocorréncia da saida X; estd relacionada com a infor-

macao que temos sobre ela. Esta informacao é definida por I = logy(1/p;).
Suponha que o sistema seja observado por um longo periodo de tempo,
T. Entao, esperamos que a saida X; ocorra p;T vezes, i = 1,...,M. A

informacao total sobre o sistema sera

M
Iiotal = Y, PiT logy(1/py).
i=1

A entropia H do sistema é definida por (Shannon, 1948)
Tiotal S
H= 0% = —;pilongi. (A.8.1)

E razoavel supor que a entropia seja uma medida da incerteza descrita
por um conjunto de probabilidades, e que seja sempre positiva (com
excecao do caso em que todas as p; = 0, exceto quando € igual a 1,
de modo que nao ha incerteza). Portanto, entropia é uma medida da
desordem de um sistema.

Suponha, agora, que o processo X; sob considerac¢ao seja estacionario,
com densidade espectral f(1) e funcao de autocorrelacao pi, k € Z. Entao,
Smylie et al. (1973) mostraram que

Ay /21

H log f(A)dA, (A.8.2)

Ay J o
em que Ay é a frequéncia de Nyquist. Ou
1 Ay /21

H

= — log[ exp{—idkAt}]dA, (A.8.3)
4y Joay o g Zklpk P

na qual Ar é o intervalo de amostragem.
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Maximizando (A.8.3) com respeito a px, com a restricao de que f(4) é
consistente com autocorrelacoes conhecidas, pg, o1, .., 0m-1, Obtemos o

estimador da densidade espectral pelo MME, a saber,

IMEWD = pu (A.8.4)

|1 +Z _18jexp —z/let}l

na qual py é uma constante e 3 sao os coeficientes do erro de predicao.
Vemos que este € equivalente ao EEAR, dado em (8.78). A equivaléncia
entre o MME e a representacao autorregressiva de um processo estacio-
nario foi estabelecida por Van den Bos (1971). Se X, é dado por (8.76),

com p = M, entao o filtro linear

M
g =X, - Z diXi_i
i=1

tem coeficientes 1, —¢q,. .., —¢y, que sao identificados com 1,8, ...,Lu.

Burg (1967, 1975) sugeriu um método para estimar os coeficien-
tes autorregressivos (ou os coeficientes do filtro), que nao necessitam
estimativas anteriores da f.a.c.v. A recursao de Burg é bastante similar
ao algoritmo de Durbin-Levinson, usado para obter os estimadores de
Yule-Walker. Para detalhes, veja os artigos mencionados acima e Morettin

(1984).
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ESTIMACAO DO ESPECTRO
EVOLUCIONARIO

9.1 INTRODUCAO

Neste capitulo trataremos da estimacao das varias formas de espec-
tro evolucionario (ou espectro dependente do tempo) definidas no
Capitulo 6. Vimos, naquele capitulo, que ha vdrias abordagens para
processos nao estaciondrios, como as de Priestley (processos oscilatérios),
Cramér (processos harmonizaveis), Dahlhaus (processos localmente
estacionarios), Nason et al. (processos localmente estacionarios de onda-
letas) etc.

No processo de estimacao do espectro evoluciondrio, definido em
cada uma dessas abordagens, podemos usar basicamente dois tipos de
analises: analise de Fourier e analise de ondaletas. O caso de estimacao
dos processos localmente estaciondrios de ondaletas foi discutido no
Capitulo 7.

No presente capitulo, estudaremos estimadores dos espectros evo-
lucionarios de Priestley, de Wigner-Ville e do espectro de um processo
localmente estacionario, como definido por Dahlhaus.
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Outras formas de nao estacionariedade (como processos com raizes
unitarias, processos cointegrados etc.) nao serao tratadas aqui. Estamos
nos restringindo a andlises nos dominios do tempo-frequéncia ou tempo-

-escala.

9.2 ESTIMACAO DO ESPECTRO DE PRIESTLEY

Nesta secao, vamos nos basear em Priestley (1965) e Bruscato e Toloi
(2004). Trataremos do caso em que u(4) seja absolutamente continua

com respeito a medida de Lebesgue. Seja

!
U(t, ) = f g X(t — uye " dy,
1-T

na qual g(u) é um filtro com largura de faixa B, satisfazendo

o f g0 2du = f GO = 1,

oo 00

com B, = f_():o lullg(u)ldu, e G(1) sendo a funcao de transferéncia (genera-
lizada) do filtro g(u), com respeito a familia ¥ .
Consideremos o estimador

ft,20) = > wudU ), 9.1)

v=—00
em que
Uldo) = ). guXi-ue 0,

U=—00

substituindo-se g(u) pela sequéncia g,.

Pode-se provar que

() E(f(.20) ~ [7 @6, 2+ 0)GPdA,
em que f(t,A+ Ag) = 2, wmf(t — v, A+ Ap) € G(1) como definida

acima.

(b) Var(f(t, 40)) = [f(t. A)PL[” W (DPAAIL [ IG)PAN + o.4m.,)-
em que

) S £t — 0, o) (who)?
5 Ao) = -
J(t. o) S (@no)?

W) = ) e ™,

Para mais detalhes, veja Priestley (1988).
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Os estimadores dos exemplos a seguir foram calculados usando-se uma
janela triangular, com ponto de truncamento igual 4 = 7, no dominio
da frequéncia. Essa largura de faixa é aproximadamente igual a largura
de faixa do pico do processo estaciondrio Xy(f), no caso do processo
uniformemente modulado. No dominio do tempo foi usada uma janela
retangular, com ponto de truncamento M = 128. As frequéncias utilizadas

foram as de Fourier, e os calculos usaram varios valores de t.

ExemMpPLO 6.1 (continuacao) Para o processo uniformemente modulado
apresentado no Exemplo 6.1, a Figura 6.1 apresenta, na segunda linha, o
estimador (9.1). Vemos que o pico do espectro é suavizado no estimador.

ExEmMpPLO 9.1 Vamos considerar o processo AR(2) com coeficientes
variando no tempo do Exemplo 6.3, com a;(u) = —1,8 cos(1,5 — cos(4mu +
m), para0 <u <1 e as(u) = 0,81, também para 0 < u < 1. Na Figura 9.1
temos, no primeiro painel, o espectro verdadeiro e o logaritmo desse

espectro. No segundo painel, temos os correspondentes estimadores de

Priestley.

Vemos que esse estimador nao consegue captar todos os picos presen-

tes no espectro original do processo.

9.3 ESTIMACAO DO ESPECTRO DE WIGNER-VILLE

O espectro de Wigner-Ville é a transformada da funcao de autoco-
variancia, como dado em (6.26). Para estimar esse espectro consideramos

o estimador

00

it +k,t—k) = Z Wm, 20Xt +m+ Xt +m—k),  (9.2)

m=—0oo

em que ¥(m, 2k) é uma janela de dados a escolher. Supondo que essa
janela tenha uma transformada de Fourier inversa, ¢, uma classe de

estimadores do espectro de Wigner-Ville é dada por
St 2:)

1 ) 0o . )
== § § nmy(n, 2k) X k)X — ke **dn.
- Iﬂe Y(n, 20Xt +m+ kXt +m—k)e n

k=—o00 m=—c0

(9.3)
Como o espectro de Wigner-Ville de processos estaciondrios reduz-se

ao espectro usual, essa classe de estimadores aplica-se tanto a processos

estaciondrios como a processos Nao estaciondrios.
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Figura 9.1 Espectro verdadeiro e estimadores para um modelo AR(2) variando
no tempo.
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O pseudo estimador de Wigner € definido por

frws (6, ) =2 > e (0 Y gu(mX(t+m+ Xt +m=k), (9.4)
k=—c0 m
onde hy(k) e gy(m) denotam janelas com 2N — 1 e 2M — 1 valores nao
nulos, respectivamente. Esse estimador é comumente chamado de pseudo
estimador suavizado de Wigner, se M > 1.
Os momentos do pseudo estimador suavizado de Wigner sao

s

N 1 < 2
Elfrws (D)= 5= 37 gulm=10) | Wi(0.4=Ofiyvim. £)dE,  (9.5)

m=—oo 5

rolN

R R 0 yse | — Ay |>
Covlfrws(t, 21), frws (&, A2)] ~
2Wﬁ0 (T, /l, \Pg), se /11 = /12 =1 N
(9.6)

Var[ frws (t, )] ~ 2W; (0, w; Pa), (9.7)

com Wo(u, k) =| Yo_., gu(k) exp(—iky) |2 e W, denota a distribuicio de
Wigner da janela de dados Ay,

Hy(p) := " (k) exp(~ikn).
k=—00
Para detalhes, veja Martin e Flandrin (1983).
Aproximacoes de (9.7) e (9.6), vilidas se M for suficientemente

grande, sao dadas por

2
2M -1

Var[ frws (t, )] ~ 2,

1
|1 =9[> o>

Covl frws (t, A1), frws (£, A2) ~ 0, se
|th—to|>2M - 1.

Logo, a variancia decresce com a ordem (2M — nH~.
O algoritmo para calcular o pseudo estimador de Wigner comeca com
(9.4) e colocase M = 1. Tendo em vista usar a FFT, colocamos 1, := n§; €

obtemos
N-1 n
frwed) =2 3" exp(=2ikm) Lhw(b) X (1 + DX (1~ k),
k=—N+1

comn=0,1,...,N-1.
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Separando a soma em duas, temos

=

-1

Frws (6, 4,) = 2[27%( exp(—?ikﬂ%)l NIy k))— | X(0) |2 ]
k

Il
(=]

Se quisermos calcular o estimador suavizado (M > 1) temos que
adicionar uma suavizacao sobre estimadores de Wigner,

M-1 N-1
Frus@D =2 Y% gulm) Y exp(=2ikn ) | h(6)

m=—M+1 k=—N+1
Xt+m+k)X(t+m-—k).

Veja Martin e Flandrin (1985) para detalhes.

ExeEMPLO 6.1 (continuacao) Na quarta linha da Figura 6.1 apresentamos
o pseudo estimador suavizado de Wigner. Uma janela retangular em
ambos os dominios foi usada, com 121 observacoes (N = 60) para o
dominio da frequéncia, e 41 observacoes (M = 20) para o dominio do
tempo, com pesos diferentes de zero. Também foram usados N = 100 e
M = 25, a fim de verificar o efeito de pontos de truncamento diferentes no
comportamento do estimador. As frequéncias usadas foram as frequéncias
da forma A; = nj/N, j=0,1,...,[N/2], e o = 10. O estimador apresenta
picos entre os tempos 200 e 800, os outros valores sio proximos de zero.
Enquanto o pico para o espectro verdadeiro do processo modulado
situa-se ao redor da frequéncia n/4 = 0,78 radianos, os dois picos do

estimador situam-se ao redor das frequéncias 0,35 e 0,80 radianos.

ExempLO 9.1 (continuacao) Na Figura 9.1, quarta linha, temos o pseudo
estimador de Wigner para o processo AR(2) variando no tempo. Esse
apresenta picos proximos as frequéncias 0,81 radianos, para 100 <t <
400, 0,50 e 1,20 radianos, para 400 < ¢ < 600 e 1,20 radianos, para
600 < ¢ < 10.000. Vemos que o estimador apresenta picos que outros
estimadores (veja a proxima secao) nao conseguem detectar.

9.4 EstiMAcAo DO EsPeEcTRO DE PLE

Nesta secdo, trataremos da estimacao do espectro dependente do
tempo f(u, 1), de um processo localmente estacionario no sentido de
Dahlhaus.
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9.4.1 Usando o Periodograma Segmentado

O que segue é baseado em Dahlhaus (1996). Primeiramente, podemos
estimar a covariancia local (6.35) por

. 1 u—(t+k/2)T
er(u,k) = T Z K(%)Xuﬁ(mk,r (9.8)

Aqui, K é um nucleo nao negativo, par, fK(x)dx =1 e K(x) =0, para
x ¢[-1/2,1/2]; br é uma largura de faixa no tempo.
Se X, r for um PLE, com média zero e se A(u, 1) for duas vezes derivavel

em u, com derivadas uniformemente limitadas, entao, pode-se provar que

2 2
Eleru.k)) = c(.k) + % f 2K0H dx[a c(u, k)] .

ou? (9.9)

+o(b3) + O T™).

No lado direito de (9.9), o segundo termo representa o viés devido a
nao estacionariedade e anula-se se o processo for estaciondrio (a segunda
derivada € zero, neste caso). Note, também, que brT fornece o intervalo
efetivo para a estimacao de c(u, k).

Sob as mesmas condicoes, pode-se mostrar que a variancia do estima-
dor ¢é dada por

Var{¢r(u, k)} = bTLT Z cu,O)[c(u, ) + c(u, € + 2k)]. (9.10)
(=0

Para u fixo, essa formula € similar aquela do caso de processos estacio-
narios. Veja Fuller (1996, Theorem 6.2.2).

Vamos passar, agora, a estimacao de f(u, ). Considere o periodograma
modificado (tapered)

2

N
1 .

In(u, ) = SnHe Z h(s/N)Xpuri-njossre” ™| (9.11)

s=1

7THN

onde £ : [0,1] — R é uma janela de dados (taper), com h(x) = h(1 —x). Esse
estimador é também chamado periodograma segmentado, pois estima
f(u, ) sobre o segmento {[uT] - N/2 + 1,[uT] + N/2}.

Considere a funcao

1
K,(x) = f RPx)dx) ' hA(x+1/2), -1/2<x<1/2.
0
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O teorema a seguir mostra que essa funcao faz o papel de uma janela
no dominio do tempo, com by = N/T fazendo o papel da largura de faixa.

Considere o estimador suavizado
o 1 A-
fw, ) = — fo( )IN(u a)da, (9.12)
by by

onde Ky : R — [0, o0] é um nicleo com as propriedades do nucleo K de
(9.5); by € alargura de faixa na direcao da frequéncia.
Entao, temos o seguinte resultado (Dahlhaus, 1996).

TeorREMA 9.1  Suponha que X, 1 seja um PLE, com média zero e fun¢do de

transferéncia A com derivadas segundas com relagdo a u e A continuas. Entdo:

. i r1/2 2 f(u, og(br
() EtyGe D} = )+ % [ 2 Kidx 580 + ob2) + 0( 82D,
.. A 12 4 2 f(u

(i) E(f, D} = fa, D)+ % [ 2K xdx] e
- rl1/2 u, .
20 xQKf(x)dx[a g}ﬂ)] + o(b? + EUD 4 p2y,

(i) Var{f(u, ) = (brb;T)™ fu, 12 [
1/2
-1/2

B / » K(x)%dx
Kf(x)de(Qﬂ + 21{A = O(modn)}).

O periodograma (9.11) é também chamado short-time periodogram
(Martin e Flandrin, 1985). Esses autores também consideram estimadores
para o espectro de Wigner-Ville, e pseudoestimadores de Wigner-Ville.
Veja também Flandrin e Martin (1983).

ExemMPLO 6.1 (continuacao) Na Figura 6.1, terceira linha, encontramos
o periodograma segmentado. Assim como o estimador de Priestley, o
periodograma suaviza bastante o pico contido no espectro verdadeiro.

Exemprro 9.1 (continuacao) O estimador (9.11) tem caracteristicas
semelhantes ao estimador de Priestley, como ja era esperado, e os picos

do espectro tedrico sao consideravelmente suavizados.

9.4.2 Usando Ondaletas

Vejamos, agora, como utilizar ondaletas para estimar o espectro evolu-
ciondrio f(u, ) de um processo localmente estacionario. Como se trata
de uma funcao de duas varidveis, teremos que usar bases de ondaletas

bidimensionais, como visto na secao 4.7.
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O procedimento consiste em aplicar limiares nao lineares aos coefi-
cientes de ondaletas empiricos do espectro evolucionario. Como vimos,
esse procedimento é adaptativo, no sentido de ser 6timo com relacao a
algum critério de erro, como o risco L?.

As duas possibilidades mencionadas na se¢ao 4.7 foram tratadas por
von Sachs e Schneider (1996) e Neumann e von Sachs (1997) para estimar
o espectro evolucionario.

Consideraremos, aqui, estimadores construidos usando-se a base 8o,
definida em (4.50), e o periodograma segmentado, dado em (9.11).

Vamos supor, também, que na representacdo (4.52) existe uma es-
cala de resolucao mais grossa j = 0. Considere a projecao de f(u,1)
sobre o espaco 22/ dimesional V, c L%(U x V), denotado fi(u,d), e sua
decomposicao em ondaletas na forma

J 2-1

D =cog+ D> > di W wd), (9.13)

Jj=0 k=0 p=h,.d
amostrada na grade (u;,4;), 0 <i,n < N — 1. Note que estamos denotando
UxV=[0,1]x[-1/2,1/2] e A é a frequéncia em ciclos por unidade de
tempo. Vemos, portanto, que estamos nos restringindo a escala mais fina,

J. Os coeficientes de (9.13) sao dados por

1 1/2
co0 = f f(u,)dudA, (9.14)
0 J-172

1 12
d’;k = f f(u,/l)‘I”;k(u,/l)dud/l. (9.15)
0 J-172

Como nao conhecemos o verdadeiro espectro, esse € substituido em
(9.14) e (9.15) pelo periodograma (9.11), sendo que esse é calculado
sobre segmentos superpostos de X; 7, de comprimentos iguais a N. Seja
S a translacao de segmento para segmento, 1 < S < N. Entao, o
periodograma é calculado nos instantes de tempo

1

N
==, t;=Si+—, 0<i<N-1,
T 2

com T = SN, e nas frequéncias 4, = 2mn/N, 0 <n <N - 1.

Os coeficientes empiricos resultantes sao

N-1 1/2
6’()’0 = — f IN(ui,/l)d/l, (916)
N ; -1/2
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1L 12 "
oL f Iy DV (i, A)d A, (9.17)
kTN ; 12 N Jk

Sob suposicoes apropriadas temos o seguinte teorema, que fornece
as propriedades assinto6ticas dos coeficientes de ondaletas (von Sachs e
Schneider, 1996).

TEOREMA 9.2 Sob condi¢des apropriadas, para T — oo, uniformemente em j, K,
com 2/ = o(N),

(i) E(ﬁ‘;’k —d) = 0@ IN") = o(T™'2), para todo p.
(ii) Var(c?j{k) = AT + O@IN/T?) + 0Q7IT™), para todo .
(i) TL/chmL{c?';k} =o(1), VL > 3.

(iv) NT (cf‘].f K~ d’; W) € assintoticamente normal com média zero e varidncia Ai o
em que na soma (9.17) N é substituido por M, tal queT = S(M - 1) +
N, 1<S <N, uizt;/T, [[ZS,‘-FN/Q, 0<i<M-1,¢

A =20, f { f(u,/l)‘P’jfk(u,/l)}Qdud/l, (9.18)
’ UxV ’
com Cy = [, W dx/([} R2(x)dx)2, para$ = N, ¢Cy = 1 seS/N — 0.

A introducao do parametro adicional M é utilizada para controlar
a regularidade na direcao u. Veja von Sachs e Schneider (1996) para
comentarios adicionais.

Como estimador do espectro f(u,4), tomamos

J-12/-1

frady=cog+ D7 %" D & ), (9.19)

Jj=0 k=0 pu=h,d
. S _ S (g A
com limiar suave dj’k =0 N (dj,k), € parametro

KlogT

Ar = A7k = A

ou seja, o limiar € o mesmo para todo j, ke u.

Seja ¥ uma classe apropriada de funcoes, com parametro de regu-
laridade (suavidade) «. Entao, pode-se provar que o estimador (9.19)
satisfaz

sup Ellfr — fI2, = O(T>*/®**D(log T)%). (9.20)
fe7
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Alguns espacos de funcoes convenientes sao os de Besov, Holder ou
Sobolev. Veja von Sachs e Schneider (1996) para outros detalhes.
Um estimador para K pode ser
K =2C, max max |f(u, )],
O<u<l -1/2<1<1/2

com Cj, dado em (9.18) e f um estimador consistente qualquer de f.

Para o uso da base 84, veja as referéncias citadas acima.

9.5 COMENTARIOS ADICIONAIS

Nesta secao comentamos algumas abordagens recentes sobre proces-
sos localmente estacionarios, incluindo novas definicoes de PLE e testes

para estruturas paramétricas ou nao paramétricas.

PROCESSOS LOCALMENTE ESTACIONARIOS POR PARTES

Adak (1998) define inicialmente um processo localmente estaciondrio
{X,r},t=12,...,T, no tempo u, 0 < u < 1. Tal processo é basicamente
definido como um processo localmente estacionario no sentido de

Dahlhaus (se¢ao 6.3), substituindo a condicao () da definicao 6.1 por:

(i)’ Existem constantes K > 0,¢ > 0 e a (1/2 < a < 1), e uma funcao
A(u,1), como antes, tal que

t:t/Teer(u

max )Sup |A;),T(/l) — A(I/l,/l)l < KT_Q/, (921)
a1

onde er(u) = [u— cT™*u+ cT™*] é um intervalo pequeno centrado em u.

Um processo localmente estaciondrio por partes (piecewise locally stationary
process) € um processo como acima, definido em todos os pontos u € [0,1],
exceto, possivelmente, em um conjunto finito de pontos de saltos.

Como no caso de PLE de Dahlhaus, o espectro dependente do tempo
no ponto u € definido como em (6.29). Pode-se mostrar que um PLE,
como definido por Dahlhaus, satisfaz as condicoes da definicao de um
PLE por partes se A(u,4) for diferenciavel em u e A4, com derivadas
uniformemente limitadas.

Sao exemplos de PLE por partes os processos estaciondrios por partes
(veja o problema 6), processos modulados e processos autorregressivos

com coeficientes variando no tempo.
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Adak (1998) propoe um método de segmentacao adaptativa para
estimar o espectro evoluciondrio para essa classe de processos. Esse
procedimento usa arvores bindrias e espectros janelados para particionar
os dados em intervalos onde o processo é aproximadamente estacionario.

MEDIDAS DE ESTACIONARIEDADE

Dette et al. (2011) introduzem uma medida de desvio da suposicao de
estacionariedade para uma classe de processos localmente estacionarios.
Especificamente, propoem a medida

T 1
D? = min f f (Fw,A) — g(A))2dudA,
9 - JO

na qual f(u,1) é a densidade espectral do processo localmente estacio-
nario, e g(4) é a densidade de um processo estaciondrio. Dizer que
D? = 0 é equivalente a dizer que existe uma funcio f tal que a hipétese
Hy : f(u,) = f(1) é satisfeita em q.t.p. sobre [0, 1] X [-7, 7].

A sequéncia de processos {X;r, t = 1,...,T}, T € N, constitui um
processo localmente estaciondrio se

Xf,T = Z wf,T,fZl—fa r= la 2, D) T9 (9'22)

(=—co
com as condicoes:
(a) Z ~ iid. N(O,c?);
(b) 2 Wizl < oo;

(c) existem funcoes duas vezes continuamente derivaveis ¥, : [0,1] - R,
com
sup Wire = et/ = O(T™; (9.23)

7 1<t<T
(d) ¢ supgeyer [P e(w)] < oo
(€) X suppe,<; €, W) < oo;
(f) Xrsupgg<t W, )] < co.

O espectro evolucionario € definido, entao, por

2
£, ) = %W(u, e, (9.94)

onde ¥ é dada por
v e™) = > wiwe ™, (9.25)
¢
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Os autores mostram a convergéncia de um estimador de D? para
um distribui¢cao normal e usam o resultado para construir intervalos de

confianca para D? e para testar a hip6tese de estacionariedade.

TESTES PARA HIPOTESES SEMIPARAMETRICAS

Um problema de interesse € testar se um dado PLE pertence a uma
particular classe de processos variando no tempo, como, por exemplo, a
classe de processos autoregressivos com coeficientes variando no tempo.
Sergides e Paparoditis (2009) tratam dessa situacao e propoem uma
estatistica que consiste de uma distancia do tipo L? entre a densidade
espectral local amostral e a densidade espectral dependente do tempo do
modelo semiparamétrico ajustado aos dados, modelo esse postulado sob
a hipétese nula. Os autores provam que a distribuicdo assintética dessa
estatistica é normal.

Formalmente, considere ;s a classe dos PLE no sentido de Dahlhaus
e Fprs a classe

Fres = {f(u, ) = fQu, 2,9w), Iu) = (1(u),..., %)), 9;:[0,1] = R}.

Por exemplo, essa classe pode ser a dos processos autorregressivos
e de médias moveis com coeficientes variando no tempo (tvARMA). O

interesse € testar as hipoteses
Hy: f(u,d) € Fprs contra Hy: f(u,d) € Frs\Fprs.

A estatistica do teste é baseada no periodograma segmentado da
equacao (9.11) e é dada por

1S In(us, 2;) ] :
Or =+ ; I Rt j;@ Kp(d - 1)) (f(us, 136 1|} da. (9.26)

Em (9.26), K,(-) = b"'K(-/b), sendo K um nucleo apropriado, b é a
largura de faixa e My €é um inteiro positivo, 0 < My < N. O periodograma
¢ calculado para segmentos de observacao, com pontos médios u; = t;/T,
escolhendo-se t; = S(j— 1)+ N/2, para j = 1,2,...,M, e onde a constante
S denota a translacao de um segmento para outro. O valor M representa
o numero total de pontos no tempo do intervalo (0,1). Assim, temos
T =S(M~-1)+N. Também, em (9.26), 4, sao as frequéncias de Fourier, e
B(u) é um estimador de #(u). Por exemplo, no caso de um tvAR, podemos
tomar estimadores de Yule-Walker locais.
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Os autores também analisam o caso especial de um tvAR e propoem
um procedimento bootstrap, que fornece estimadores mais acurados da
distribuicao de Qr, dado que a aproximacao normal necessita amostras
muito grandes para ser util na pratica.

Um t6pico relacionado é considerado por Paparoditis (2009), que
propoe um teste nao paramétrico de estacionariedade, contra uma
alternativa de estrutura espectral variando no tempo. A ideia é comparar
estimativas locais da densidade espectral, baseadas em janelas méveis de
dados, com uma estimativa global usando todo o conjunto de observacoes.
A estatistica do teste é baseada em uma medida no sentido L?, da dife-
renca entre essas duas quantidades, calculada para diversas frequéncias
e segmentos de tempo. Estimativas suavizadas do periodograma e do
periodograma segmentado sao usadas na construcao da estatistica-teste.
Veja, também, Paparoditis (2010).

PROBLEMAS

1. Obtenha o estimador do espectro de Priestley da Figura 9.1.

2. Faca o mesmo para o periodograma segmentado e o estimador de
Wigner-Ville.

3. (Dette et al., 2011) Considere o processo localmente estacionario
Xir = a1(t/T)Z, — ax(t/T)Z;—1, com o = 1, aj(u) = cos(27u) e
as(u) = u®. Obtenha f(u,1), definido em (9.23).

4. Sabendo-se que D* é dada por

T 1 T 1 2
D? :f f2(u,/l)dud/l—f (f f(u,/l)du) da,
-1 JO - 0

calcule g*(1) = fol f(u,A)dA no problema anterior.

5. Mostre que um processo AR(1) com coeficientes variando no tempo

é um PLE por partes.

6. Um processo {X;r} é estacionario por partes, com pontos de mu-

danca fixos 0 = ug <uy <---<uppp =1, se

n
X = ) €y < 1T < up)X/,
j=1
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em que X,('i), j=0,1,...,n-1, sao processos estaciondrios indepen-
dentes, com média zero e espectros FP(1). Mostre que tal processo
é um PLE por partes, para qualquer u, u # uy, . .. ,lp+1, € O €SpECtro
evolucionario é dado por

Fad) = 3" 1; < 4T < uye) fOR).

J=1
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SERIES USADAS NO TEXTO

As séries listadas abaixo encontram-se no site www.ime.usp.br/~pam.
Notacao usada: min: em minutos; A: horaria; d: diaria; m: mensal; a: anual,
irreg: irregular
h-ubatuba  Série de marés em Ubatuba (Sao Paulo), de 1° a 20 de janeiro

de 1981, dados horarios, n = 480.

a-manchas Série de manchas solares de Wolf, de 1749 a 1924, dados
anuais, n = 176.

arl.200 Série de dados simulados de um modelo AR(1), com ¢ = 0,8,
n = 200.

a-fort Série de chuvas de Fortaleza (Ceara), de 1849 a 1997, dados

anuais, n = 149.

min-sono Série de estados de sono de dois grupos de recém-nascidos,
dados em minutos, n = 128.

min-sono.vigilia Série de estados de sono-vigilia de um menino desde
cinco semanas até quatro anos de idade, dados a cada dez minutos,

n = 2016.
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m-cimento Série de producao de cimento na Espanha, de 15 de janeiro
de 1964 a 15 de janeiro de 2012, dados mensais, n = 577.

irreg-andromeda  Série de magnitudes da estrela variavel RU-Androémeda,
dados irregulares, de 5 de julho de 1968 a 1° de outubro de 1972,
n = 256.

irreg-idade.renda  Série de renda e idades para mulheres brasileiras com

mestrado ou doutorado. Dados do IBGE-PNAD, 2004, n = 421.

irreg-bancorp  Série de retornos das acoes do Gouverneur Bancorp Inc.,
de 9 de agosto de 1999 a 6 de fevereiro de 2007, n = 1886.

a-beveridge Indices de precos anuais de trigo na Europa, de 1500 a 1869,
n = 370.

m-ubatuba Série de temperaturas mensais em Ubatuba (Sao Paulo), de
janeiro de 1976 a dezembro de 1985, n = 120.
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