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Simulagédo estética

Preliminares

@ Sabemos como construir alguns modelos probabilisticos para representar
uma situacao real, ou entdo para descrever um experimento aleatério.
Notamos, também, que determinados um espag¢o amostral e probabilidades
associadas aos pontos desse espaco, o modelo probabilistico ficara
completamente determinado e poderemos, entdo, calcular a probabilidade
de qualquer evento aleatério.

@ Muitas vezes, mesmo construindo um modelo probabilistico, certas
questoes ndo podem ser resolvidas analiticamente e teremos que recorrer a
estudos de simulagdo para obter aproximagbes de quantidades de interesse.

@ Estudos de simulagdo tentam reproduzir num ambiente controlado o que
se passa com um problema real. Para nossos propdsitos, a solucao de um
problema real consistird na simulagcdo de varidveis aleatérias (simulagdo
estdtica) ou de processos estocasticos (simulagdo dindmica).

@ A simulagdo de varidveis aleatérias deu origem aos chamados métodos

Monte Carlo (MMC), que por sua vez supdem que o pesquisador disponha
de um gerador de nimeros aleatdrios.
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Simulagédo estética

Preliminares

@ Um niimero aleatério (NA) representa o valor de uma varidvel aleatéria
uniformemente distribuida no intervalo (0,1). Originalmente, esses NA
eram gerados manualmente ou mecanicamente, usando dados, roletas etc.
Modernamente, usamos computadores para gerar NA.

@ Os MMC apareceram durante a segunda guerra mundial , em pesquisas
relacionadas a difusdo aleatdria de neutrons num material radioativo. Os
trabalhos pioneiros devem-se a Metropolis e Ulam (1949), Metropolis et
al. (1953) e von Neumann (1951). Veja Sébol (1976), Hammersley e
Handscomb (1964) e Ross (1997).

@ Para ilustrar, suponha que se queira calcular a drea da figura F contida no
quadrado Q de lado unitdrio (Figura 1). Suponha que sejamos capazes de
gerar pontos aleatérios em Q, de modo homogéneo, isto é, de modo a
cobrir toda a drea do quadrado, ou ainda, que estes pontos sejam
uniformemente distribuidos sobre Q. Se gerarmos N pontos, suponha que
N’ desses caiam em F. Ent3o, poderemos aproximar a drea de F por
N//N. Quanto mais pontos gerarmos, melhor serd a aproximacgao.

o Note que o problema em si ndo tem nenhuma componente aleatédria:
queremos calcular a drea de uma figura plana. Mas, para resolver o
problema, uma possivel maneira foi considerar um mecanismo aleatério.
Veremos que esse procedimento pode ser utilizado em muitas situagdes.
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Simulagédo estética

Preliminares

@ Dissemos acima que um NA é um valor de uma varidvel aleatéria
uniformemente distribuida no intervalo (0,1). Vejamos algumas maneiras
de obter um NA.

o Exemplo 1. Lance uma moeda 3 vezes e atribua o valor 1 se ocorrer cara
e o valor 0 se ocorrer coroa. Os resultados possiveis sdo as sequéncias ou
ndmeros bindrios abaixo:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111.

@ Cada um desses niimeros bindrios corresponde a um nimero decimal. Por
exemplo, (111)2 = (7)10, pois (111), =1 x 22 + 1 x 2" + 1 x 2°,
Considere a representacdo decimal de cada sequéncia acima e divida o
resultado por 22 — 1 = 7. Obteremos o nitimeros aleatdrios
0,1/7,2/7,...,1. Qualquer uma das 8 sequéncias acima tem a mesma
probabilidade, a saber, 1/2° =1/8.

o De modo geral, lancando-se a moeda n vezes, teremos 2" possibilidades e
cada uma terd probabilidade 1/2" e os NA finais s3o obtidos por meio de
divisdo por 2" — 1.

Pedro A. Morettin MAE 5905: Introducéo a Ciéncia de Dados



Simulagédo estética

Preliminares

@ O que se faz atualmente é fazer simulagdo por meio de computadores, que
utiliza ndimeros pseudo-aleatdrios, no lugar de NA.

@ Os niimeros pseudo-aleatérios (NPA) s3o obtidos por meio de técnicas que
usam relagbes matemadticas recursivas deterministicas. Logo, um NPA
gerado numa iteracdo dependera do nimero gerado na iteragao anterior, e
portanto ndo serad realmente aleatério, donde o nome pseudo-aleatério.

@ Um método bastante utilizado em pacotes computacionais é o método
congruencial

@ O R usa o comando runif(n,min,max), onde n é o nimero de valores a
gerar e (min, max) é o intervalo no qual se quer gerar os NPA. No nosso
caso, min=0 e max=1.

@ Outros pacotes tém seus préprios geradores de NPA, como o MatLab.

e Exemplo 2. O comando u < — runif(10,0,1) pede para gerar 10 NA e
guarda-los no vetor u.
> u<-runif(10,0,1)
> u
[1] 0.80850094 0.56611676 0.75882010 0.89910843 0.48447125
[6] 0.02119849 0.06239355 0.30022882 0.12722598 0.49714446
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Simulagédo estética

Preliminares

Existem trés grandes grupos de métodos de simula¢3o:

1) Métodos de Simulagdo Estatica. Aqui, os procedimentos tém por objetivo
gerar amostras independentes. Citamos os métodos Monte Carlo,
aceitacdo/rejeicio e reamostragem ponderada.

2) Métodos de Simulagdo por Imputacdo. A ideia desses métodos é aumentar
os dados, introduzindo dados latentes, com o intuito de facilitar a
simulagdo. Dentre esses métodos citamos o algoritmo EM ( de
expectation-maximization) e o algoritmo de dados aumentados.

3) Métodos de Simulagdo Dindmica. Esses métodos s3o denominados
atualmente por MCMC (Markov Chain Monte Carlo) e tém por objetivo
construir uma cadeia de Markov, cuja distribuicdo de equilibrio seja a
distribuicdo da qual queremos amostrar. Os métodos mais importantes
aqui s3o o amostrador de Gibbs e os algoritmos de Metropolis e
Metropolis-Hastings.
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Simulagédo estética

Métodos Monte Carlo

@ Suponha uma v.a. com distribuicdo F e desejamos calcular a média de
uma fungdo qualquer h(X). Suponha, ainda, que exista um método para
simular uma amostra Xi, ..., X, de F. Nas se¢Oes seguintes veremos
alguns desses métodos. Ent3o, o método Monte Carlo (MMC) consiste em
aproximar ur = Eg[h(X)] por

fr = Ee[h(X Zh (1)

o Observe que (14) aproxima a integral [ h(x)dF(x) ou [ h(x)f(x)dx, se
existir a densidade de X. A lei (forte) dos grandes nimeros garante que,
quando n — oo, [iF converge para pur com probabilidade um.

@ O erro padrio da estimativa (14) é dado pela raiz quadrada da variancia
de fir, denotada por Var(jir). Esta, por sua vez, pode ser estimada por

Var(fir) e, portanto, uma estimativa do erro padrio de fir serd

1/2
EP(ir) = [Z(h W} =0(n" ). (2)
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Simulagédo estética
MMC — Exemplo 3

e Exemplo 3. Suponha que se queira calcular o valor esperado de h(X),
onde h(x) = /1 —x?) e F ~U(0,1). Entdo, se X,..., X, for uma

amostra da distribuicdo uniforme padrao,

Er[h(X Z,/l—)@

@ Por exemplo, gerando-se 1.000 valores de uma ¢/(0, 1), obtivemos o valor
0,7880834. Observe que essa, é também, uma estimativa de um quarto da
drea de um circulo unitdrio, ou seja, /4 = 0,7853982. O erro padrio
calculado por (2) é 0,0069437.

@ Uma outra aplicagdo do MMC é na obtencdo de amostras de distribuigdes
marginais. Suponha, por exemplo, que as v.a. X e Y tenham densidade
conjunta f(x, y) e marginais fx(x) e fy(y), respectivamente. Entio,

)= [ T o / = xR, 3)

onde fy|x(y|x) é a densidade condicional de Y dado que X = x.
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Simulagédo estética

MMC — Exemplo 3

Para obter uma amostra de fy(y) procedemos como segue (método da
composi¢do ou mistura):

(a) obtemos um elemento x™ de fx(x);

(b) fixado x™, obtemos um elemento y™ de fyx(y|x").

Repetimos os passos (a) e (b) n vezes, obtendo-se (xi, y1), - - ., (Xn, ¥n) como
uma amostra de f(x,y), enquanto que yi,..., Y, representa uma amostra de
fr (y)-

E Sbvio que devemos saber como amostrar das densidades fx(x) e frix(y|x);
x* é chamado o elemento misturador.
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis discretas

@ Vimos que a geragdo de NAs corresponde a gerar valores de uma
distribui¢do uniforme no intervalo (0, 1)

@ Se U~U(0,1) ese 0 < a< b< 1, entdo

Pla< U<b)=b—a. (4)

o Considere, agora, uma v.a. qualquer X, com a distribui¢do de
probabilidades dada abaixo:

X : X1, X2, 500 Xn
pj : pla p27 R} pn
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis discretas

@ Geramos, agora, um NA u; Coloque:

X1, seu< pi,

b < < b
x—1* sepr Su<pr+p2 5)

Xj, sepr+...+p1<u<pr+...+p.

o Como

P(X=x)=P(pr+...+pp1 SU<pi+...+p) =pj
usando (4), vemos que X tem a distribuicdo que queremos.
o Exemplo 4. Simulacdo de Uma Distribuicdo de Bernoulli.

@ Suponha que X tenha uma distribuicdo de Bernoulli, com
P(X=0)=1—p=0,48e P(X =1) = p =0,52. Para gerar valores de
tal distribuicdo basta gerar NA u e concluir:

@ Se 1< 0,48, coloque X =0;

Se u> 0,48, coloque X = 1.
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis discretas

@ Por exemplo, suponha que geramos dez NA : 0,11;0,82;0,00;0,43; 0, 56;
0,60;0,72;0,42;0,08;0,53. Entdo, os dez valores gerados da distribui¢ao
em questado s3o 0,1,0,0,1,1,1,0,0,1, respectivamente.

e Exemplo 5. Simulagdo de Uma Distribuigdo Binomial.

@ Sabemos que se Y ~ b(n, p), entdo Y é o niimero de sucessos num
experimento de Bernoulli, com n repeticoes, e probabilidade de sucesso p.

@ No Exemplo 4, obtivemos 5 sucessos, logo Y = 5. Portanto, se
Y ~ b(10;0,52), e quisermos, digamos, gerar 20 valores dessa
distribuicdo, basta considerar 20 experimentos de Bernoulli, sendo que em
cada um deles repetimos o experimento n = 10 vezes, com probabilidade
de sucesso p = 0,52.

@ Para cada experimento j consideramos o nimero de sucessos(ntimero de
1), yj, j=1,2,...,20. Obteremos, entdo, os 20 valores simulados
¥1,---,¥0 da v.a. Y. Observe que esses valores serdo inteiros entre 0 e
20, inclusive esses dois valores.
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis discretas

Exemplo 6. Simulacio de Uma Distribuicdo de Poisson.
Se N ~ P()), entdo P(N = j) = p; é dada por

e N
J!

@ A geracao de valores de uma distribuicao de Poisson parte da seguinte
relacdo recursiva, que pode ser facilmente verificada:

P(N = j) = , j=0,1,.... (6)

A .
Pj+1 = mph Jj=0. (7)
Seja F(j) = P(N <) a fungio de distribui¢do acumulada ( f.d.a.) de N.
Considere j o valor atual gerado e queremos gerar o valor seguinte.
Chamemos simplesmente p = p; e F = F(j). Entdo o algoritmo para se
gerar os sucessivos valores é o seguinte:
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis discretas

Passo 1: Gere o NA u;

Passo 2: Faca j=0, p=e e F = p;

Passo 3: Se u < F, coloque N = j;

Passo 4: Faca p:j%p7 F=F+pej=j+1,;
Passo 5: Volte ao Passo 3.

Note que, no Passo 2,se j=0, P(IN=0)=py=e > e

F(0) = P(N < 0) = po.
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis discretas

Suponha, por exemplo, que queiramos simular valores de uma distribuicdo de
Poisson com pardmetro A = 2. Entdo e 2 = 0, 136. Obtemos:

Passo 1: Geramos u = 0, 35;

Passo 2: j =0, p=0,136, F = 0, 136;

Passo 3: u > F;

Passo 4: p = 2(0,136) = 0,272, F =0,136 4+ 0,272 = 0,408, j = 1;

Passo 5: voltemos ao Passo 3; com u < F, colocamos N = 1. Temos, portanto
o primeiro valor gerado da distribuicdo. Prosseguimos com o algoritmo para
gerar outros valores.
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis discretas

O R e a planilha Excel possuem subrotinas préprias para simular valores de uma
dada distribuicao de probabilidades. A Tabela 1 traz as distribui¢des discretas
contempladas por cada um e os comandos apropriados.

Tabela 1- Opgdes de Distribuigdes Discretas

Distribuicdo Excel(Par.) R(Par.)
Bernoulli Bernoulli(p) -

Binomial Binomial(n,p) | binom(n,p)
Geométrica - geom(p)
Hipergeométrica | — hyper(N,r,k)
Poisson Poisson(\) pois(\)
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis continuas

@ Considere uma v.a. X, com fung¢3o de distribuicdo acumulada F,
representada na Figura 2. Usando-se um gerador de NA, obtemos um
valor u. Marca-se esse valor no eixo das ordenadas e por meio da fun¢do
inversa de F obtém-se o valor x da v.a. X no eixo das abscissas. Ou seja,
estamos resolvendo a equacido

F(x) = u, (8)

ou x = F~!(u). Formalmente, estamos usando o método da
transformacao integral, consubstanciada no seguinte resultado. Suponha
F estritamente crescente.

@ Proposi¢cdo. Se X for uma v.a. com f.d.a F, entdo a v.a. U = F(X) tem
distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1].

@ O resultado pode ser estendido para o caso de F ser n3o decrescente,
usando-se uma definicdo mais geral de inversa.
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis continuas

Figura: Fungdo de distribuicdo acumulada de uma v.a. X.
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis continuas

o Exemplo 7. Simulacido de uma Distribuicdo Exponencial.
Se a v.a. T tiver densidade dada por

F(t) = %eft/ﬁ, >0, 9)

a sua f.d.a. é dada por
F(t)y=1—e "%, (10)
logo temos que resolver esta equagdo para gerar t.

@ Tomando logaritmo na base e, temos

_ t
l—u=e t/ﬁ@Iog(l—u):—Bét:—ﬂlog(l—u).
Logo, gerado um NA, um valor da distribuicdo Exp(3) é dado por
—Blog (1 — u).
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis continuas

@ Por exemplo, suponha 8 = 2 e queremos gerar 5 valores de T ~ Exp(2).
Gerados os valores
1 = 0,57, up =0,19, u3 =0,38, us = 0,33, us = 0,31 de uma
distribui¢do uniforme em (0, 1)(os nimeros aleatdrios), obteremos
t1 = (—2)(log(0,43)) = 1,68, t» = (—2)(log(81)) =0, 42,
t; = (—2)(log(0,62)) = 0,96, ts = (—2)(log(0,67)) = 0, 80,
ts = (—2)(log(0,69)) = 0, 74.

@ Podemos reduzir um pouco os célculos se usarmos o seguinte fato: se
U~ U(0,1), entdo 1 — U ~ U(0,1). Resulta que poderemos gerar os
valores de uma exponencial por meio de

t = —flog (u).

@ Usando esta férmula para os valores de U acima, obteremos os seguintes
valoresde T : 1,12; 3,32; 1,93; 0,96; 2, 34.
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis continuas

o Exemplo 8. Simulacdo de uma Distribuicdo Normal.
Ha varios métodos para gerar v.a. normais, mas uma observagdo
importante é que basta gerar uma v.a. normal padrdo, pois qualquer outra
pode ser obtida desta. De fato, gerado um valor z; da v.a. Z ~ N(0, 1),
para gerar um valor de uma v.a. X ~ N(u, 02) basta usar a transformacio
z = (x — p)/o para obter

X1 =pu+oz. (11)
@ Um método usa a transformacgio integral e uma tabela de probabilidades
para a normal padrao.
@ Vejamos um exemplo. Suponha que X ~ N(10;0,16), ou seja, u =10 e
o = 0,4. Temos que resover a equagio (7), ou seja,

d(z) = u,

onde estamos usando a notagdo ®(z) para a f.d.a. da N(0,1).
@ Por exemplo, gerado um NA u = 0,230, temos que resolver

d(z) = 0,230,
ou seja, temos que encontrar o valor z tal que a drea a sua esquerda, sob
a curva normal padrdo, seja 0,230. Veja a Figura 3.
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis continuas

Consultando uma tabela para a normal, encontramos que z = —0, 74. Logo o
valor gerado da normal em quest3do satisfaz

x—10
=—0,74
0,4 0,74,

ou seja, x = 10 + (0,4)(—0,74) = 9, 704. Qualquer outro valor pode ser
gerado da mesma forma.

Figura: Gera¢do de um valor z ~ N(0, 1).
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis continuas

@ Ha outros métodos mais eficientes. Alguns sdo variantes do método de
Box - Miiller (1958).

o Nesse método, sdo geradas duas v.a. Z; e Z;, independentes e N(0, 1),
por meio das transformagdes

Z = +/—2log Ui cos(2rlhs),
z = /~2ogUisen(2nh), &

em que U; e U, sdo v.a. com distribuicdo uniforme em [0, 1].
o Portanto, basta gerar dois NAs u; e u, e depois gerar z; e z, usando (12).

@ O método de Box-Miiller pode ser computacionalmente ineficiente, pois
necessita calcular senos e cossenos. Uma variante, chamado de método
polar, evita esses caculos.
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis continuas

Com o R podemos usar o comando gnorm, para obter um quantil de uma
distribuicdo normal, a partir de sua f.d.a. Por exemplo, para gerar 1.000 valores
de uma distribuicdo normal padrdo, usamos:

u <- runif(1000,0,1) # gera 1000 observagdes de uma uniformel[0,1]
x <- gnorm(u,mean=0, sd = 1) # Calcula os quantis para o vetor
u simulado da uniforme

par (mfrow=c(1,2))
hist(u, freq=FALSE, main="Histograma da amostra da distribuigo
Uniforme simulada")
hist(x, freq=FALSE, main="Histograma da variivel X simulada
a partir do resultado do Teorema 15.1")

Os histogramas, da uniforme e da normal, estdo na Figura 4.
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Simulac3o de varidveis

Simulagédo estética

continuas

z
8

Histograma da variavel X simulada a partir
do resultado do Teorema 9.1

Histograma da amostra da
distribuicéio Uniforme simulada

Density
2
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Simulagédo estética

Simulac3o de varidveis continuas

O R e a planilha Excel tém subrotinas préprias para gerar muitas das
distribuicdes estudadas nesta secdo. A Tabela 2 mostra as opgbes disponiveis e
os comandos apropriados. Além da N(0,1) o Excel usa a fun¢do INV para
gerar algumas outras distribui¢cdes continuas.

Tabela 2: Opc¢des de Distribuicdes Continuas

Distribuicdo Excel(Par.) | R(Par.)

Normal Normal(0,1) | norm(u, o)
Exponencial - exp(fB)
t(Student) - t(v)
F(Snedecor) = (v, 12)
Gama - gamma(a, )
Qui-Quadrado - chisq(v)
beta — beta(a, )
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Simulagédo estética

Simulac3o de vetores aleatérios

@ E mais complicado simular distribuicdes bidimensionais. No caso de X e Y
serem independentes, entao

f(x,y):fx(x)fy(y), VX, y,

se elas forem continuas, por exemplo. Logo, para gerar um valor (x,y) da
densidade conjunta f(x,y), basta gerar a componente x da distribuicdo
marginal de X e a componente y da distribuigdo marginal de Y,
independentemente.

@ No caso de v.a. dependentes, temos que vale a relagdo:

f(x,y) = tx(x)fyx(y]x).

@ Logo, por essa relagdo, primeiramente geramos um valor x da distribuicdo
marginal de X e fixado esse valor, xg, digamos, geramos um valor da
distribuicdo condicional de X, dado que X = xp. Isso implica que devemos
saber como gerar valores das distribuicSes fx(x) e fyx(y|x).
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Simulagédo estética

Simulac3o de vetores aleatérios

Exemplo 8. Distribuicdo Normal Bidimensional.

O método de Box-Miiller gera valores de duas normais padr&es independentes,
Zi e Z». Logo, se quisermos gerar valores da distribuicdo conjunta de X e Y,
independentes e normais, com X ~ N(jx,02) e Y ~ N(uy,07), basta
considerar

X=px+oxzi, Y =p, +o,2.
O cédigo em R, para o caso de duas normais paddes, seria:

ul<-runif (10000,0,1)
u2<-runif (10000,0,1)
P<-data.frame(ul,u2)
x<-qnorm(ul)
y<-qnorm(u2)
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Simulagédo estética

Simulac3o de vetores aleatérios

Na Figura 5 temos os histogramas das duas curvas juntamente com o diagrama
de dispersdo bidimensional obtidos gerando-se 10.000 valores cada uma desas
normais padrdes independentes.

Figura: Simulagdo de duas normais independentes (nas margens) e gréfico de
dispers3o.
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Simulagédo estética

Simulac3o de vetores aleatérios

Na Figura 6 temos a densidade bidimensional normal padrao e as respectivas
curvas de nivel.

Figura: Distribuicdo normal padrdo bidimensional gerada e curvas de nivel.
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Métodos de reamostragem

@ Suponha que se queira simular uma amostra da densidade 7w, mas que isso
ndo seja facil. O que se pode fazer é proceder em duas etapas.

@ Suponha que haja uma densidade g, da qual seja facil gerar valores e que
esteja proxima de w. Entdo:

(a) na primeira etapa simulamos uma amostra de g;

(b) na segunda etapa, exercemos um mecanismo de correcdo, de modo
que a amostra de g seja “direcionada” para tornar-se uma amostra de 7.

@ Em geral o que se faz ¢, ao simular um valor de g, este é aceito com certa
probabilidade p e escolhendo-se p adequadamente podemos assegurar que
o valor aceito seja um valor de 7.
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Aceitacao — rejeicao

o Nesta situagdo, supomos que exista uma constante finita conhecida A, tal
que m(x) < Ag(x), para todo x. Ou seja, Ag serve como um envelope
para 7 (Figura 7).

@ Algoritmo:

[1)] Simule x* de g(x);

[2)] simule u de uma distribui¢cdo 2/(0, 1), independentemente de x™;
[3)] se u < w(x*)/Ag(x™), entdo aceite x* como gerada de 7(x); caso
contrario, volte ao item 1.
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Métodos de reamostragem

Aceitacao — rejeicao

Figura: Densidades 7 (linha cheia) e Ag (linha pontilhada).
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Métodos de reamostragem
Aceitacao — rejeicao

@ Suponha que X ~ g(x). Seja p(x) a probabilidade que x seja aceito;
entdo, p(x) = w(x)/Ag(x). Logo,

X

P(X < x e X aceito) = / p(y)g(y)dy

—oo

oo}

P(X aceito) = / p(y)g(y)dy.

— o0

o Segue que

. S o pely)dy
P(X < x| aceito) = m / m(y)dy,

logo os valores aceitos tém realmente distribuicdo 7(x).

@ Também,

—o0

P(aceitagdo) = /oo p(y)g(y)dy = %/_oo m(y)dy = 5. (13)
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Aceitacao — rejeicao

@ Observe que 7 deve ser conhecida a menos de uma constante de
proporcionalidade, ou seja, basta conhecer o que se chama o niicleo de
m(x).

@ Devemos escolher g(x) de modo que ela seja facilmente simuldvel e de
sorte que (x) &~ Ag(x), pois a chance de rejeicdo serd menor. Também
de (13), devemos ter A =~ 1.

e Observacées: (a) 0 < 7(x")/Ag(x™) < 1;

(b) O nimero de iteragdes, N, necessarias para gerar m é uma v.a. com
distribuicdo geométrica, com probabilidade de sucesso

p=P(U < (x")/Ag(x")P(N = n) = (1 p)"p, n>1.
Potanto, em média, o ndmero de iteragdes necessarias é E(N) = 1/p.
Como vimos acima, p = 1/A, logo E(N) = A. Logo, é desejivel escolher
g de modo que A = sup, {m(x)/g(x)}.
(c) De (b), podemos dizer que o niimero esperado de iteragdes do

algoritmo necessarias até que um valor de 7 seja gerado com sucesso é
exatamente o valor da constante A.

o O método pode ser usado também para o caso de v.a.’s discretas.
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Aceitacao — rejeicao

o Exemplo 1. Considere a densidade de uma Beta(2,2), ou seja,

m(x) =6x(1—x), 0<x<Ll
@ Suponha g(x) =1, 0 < x < 1. O maximo de 7(x) é 1,5, para x =0, 5.
@ Logo, podemos tomar A =1,5 (o valor méximo de w(x), para x =0,5), e
teremos p = P(aceita¢do)=1/A = 0, 667.

@ Portanto, para obter, por exemplo, uma amostra de tamanho 1.000 de
m(x) deveremos simular em torno de 1.500 valores de uma uniforme
padrdo. Veja a Figura 8.
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Métodos de reamostragem

05

Figura: Densidades 7 (linha cheia) e g (linha tracejada) para o Exemplo 1.

Pedro A. Morettin
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Aceitacao — rejeicao

Um algoritmo equivalente é o seguinte:
1) Simule x* de g(x);
2) Simule y* de U(0, Ag(x™));
3) Aceite x* se y* < m(x™); caso contrdrio, volte a 1.

Usando o cédigo R do capitulo, podemos obter as Figuras 9 e 10; a primeira
mostra o histograma dos valores gerados (com a verdadeira curva adicionada) e

a segunda mostra as regides de aceitagdo e rejeicdo.
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Aceitacao — rejeicao

Histogram of s

Densiy

Figura: Histograma dos valores gerados e densidade (vermelho).
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Aceitacao — rejeicao
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Reamostragem ponderada

Neste tipo de simulacdo temos essencialmente as duas etapas anteriores, mas
Ag nao precisa ser um envelope para 7.

Algoritmo:

1) Retire uma amostra xi, ..., x, de g(x);

2) construa os pesos w; dados por

o ma)/gla)
Wis S ) /eGe) Y

3) reamostre da distribuicdo de probabilidades discreta (x;, w;), i =1,...,n.

o, n;
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Reamostragem ponderada

o Ent3o, a amostra resultante tem distribuicdo 7. De fato, se x for um valor
simulado pelo método,

(m(xi)/&(xi)) lix<ay
F(a) = P(X < a) w;, = ’1,, ==
=2 2 (m(xi)/g(xi)
e o dltimo termo converge, quando n — oo (lei forte dos grandes
nimeros), para

J (7(x)/g(x)) lix<a18(x)d _ [ m()lpxsaydx _ (
= = Fr(x).
[ (m(x)/g(x)) dx J m(x)dx
@ O método de reamostragem ponderada (importance sampling) é também
usado para reduzir a varidncia da estimativa MC. Lembremos que o MMC
consiste em aproximar Er[h(X)] por

ixj<a

. 1 <&
Er[h(X)] = — > (X)) (14)
i=1
Suponha que em (14) F tenha densidade 7. Ent3o

0 = E[HO0] = [ Hn(ax = [ S etodx.  (15)

Pedro A. Morettin MAE 5905: Introducéo a Ciéncia de Dados



Métodos de reamostragem

Reamostragem ponderada

@ Se chamarmos ¢(x) = h(x)m(x)/g(x), teremos
0r = [ (g0

@ Segue-se que, obtendo-se uma amostra xi, . .., X, de g(x), poderemos
estimar (15) por

b, — %Zw(xi) — %Zwih(Xi), (16)

onde w; = m(x;)/g(x;). Compare com o estimador MC de (14), que é ndo
viesado, ao passo que (16) é viesado.

@ Se quisermos um estimador n3o viesado, basta considerar

9F = 27:1 W,'h(X,')
" Siaw
o Note que o estimador d4 mais peso a regides onde g(x) < 7(x). Geweke
(1989) provou que 0 — 6, com probabilidade um, se o suporte de g(x)
inclui o suporte de 7(x), X; ~ iid g(x) e E[h(X)] < co. Mostrou, também,
que o erro padrdo da estimativa (17) é dado por
[oalh(xi) — 6517 w?]/?
- Wi .

(17)
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Reamostragem ponderada

o Exemplo 2. Num modelo/ genético, 197 animlais distribuem-se em quatro
classes X = (x1, %2, x3,xa) = (125, 18,20,34) , segundo as probabilidades
(0+2)/4,(1 —0)/4,(1—0)/4,0/4, e o objetivo é estimar 6.

@ A verossimilhanga é
L(A1X) o< (2 + 0)°(1 — 6)*6**.

@ Supondo uma priori constante , a densidade a posteriori é

p(A]1X) o (24 6)(1 — )6

@ Um estimador de 6 é a média dessa densidade a posteriori, que é estimada
por (17). Aqui, suponha que g(#) x 6>*(1 — 0)*®, 0 < 0 < 1, ou seja,
temos uma Beta (35,39).
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Reamostragem ponderada

e Portanto,
5 S wib
- n ’
Do Wi
onde 01, ...,60, é uma amostra de g(x) e os pesos w; sdo dados por
2460, .
W,‘:% i=1,...,n.

2 (2+6,)1°

Gerando-se 10.000 valores de uma Beta(35,39) obtivemos = 0, 6180.
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