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Anilise de Componentes Independentes

Preliminares

@ Vimos, no estudo de componentes principais, que essas sdo n3o
correlacionadas, ou ortogonais. No caso da andlise fatorial, hd a suposi¢cdo
adicional de normalidade. Na anélise de componentes independentes (ICA,
em Inglés), a ideia é obter componentes independentes e ndo gaussianas.

@ A ICA é relativamente recente, sendo introduzida na década de 1980 no
contexto de redes neuronais e encontra aplicagdes processamento de sinais
biomédicos, separagdo de sinais de dudio, séries temporais financeiras etc.

@ As referéncias principais nessa drea sdo Hyvarinen e Oja (1997), Hyvarinen
(1999), Hyvarinen et al. (1999), Stone (2004) e Gegembauer (2010).

@ Vamos supor que os dados consistem de um ndmero p de variaveis,

X = (X1,...,X,)", e consideramos a transformacdo
P
Y,-:ZW,-,-XJ-(t), parai=1, ..., q, (1)
j=1

onde g < p e os wj sdo alguns coeficientes que definem a representagao.
@ Reunindo os coeficientes wj; em uma matrix W, de ordem g X p, e os Y;
num vetor Y, de ordem g X 1, obtemos

Y = WX. ()
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Anilise de Componentes Independentes

Separacdo cega de fontes

o A diferenca com CP e AF é que escolhemos W de modo que as varidveis
Y; sejam independentes e ndo gaussianas. ICA é um caso particular da
Separagdo Cega de Fontes (blind source separation).

o Considere a situagdo onde existem pessoas conversando na mesma sala,
assim emitindo sinais de fala; ou telefones celulares emitindo suas ondas
de radio. Suponha que haja vdrios sensores ou receptores que estdo em
diferentes posi¢des, sendo assim cada mistura das fontes originais é
gravada com pesos um pouco diferentes.

@ Com o objetivo de simplificar a exposicado, digamos que existem trés fontes
que dao origem aos sinais, € também trés sinais observados, denotados por
Xi1(t), X2(t) e Xa(t), os quais sdo as amplitudes dos sinais gravados no
tempo t, e por Si(t), S2(t) e S3(t) os sinais originais. Os Xj(t) sdo uma
combinac3o linear dos Sj(t) com coeficientes constantes ajj, os quais ddo
as misturas dos pesos e que dependem da distancia entre as fontes e os
sensores e se supde que sejam desconhecidos:

Xl(t) = 31151(t) + 31252(t) —+ 31353(1’), (3)
Xo(t) = anSi(t) + a2S:(t) + a2 S3(t),

X3(t) = a3151(t) + a3 52(t) + as3Ss(t).
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Separacdo cega de fontes

@ Em geral, ndo conhecemos os valores aj; e a fonte do sinal S;(t) também é
desconhecida. O que gostariamos de fazer é encontrar os sinais originais a
partir das misturas Xi(t). Isso se chama Separacdo Cega de Fontes (Blind
Source Separation).

@ O termo cega significa que temos pouca ou nenhuma informag¢3o a
respeito das fontes.

@ Supomos que os coeficientes de mistura a; sejam diferentes o suficiente,
para tornar a matriz que formam invertivel. Ent3o, existe uma matriz W
com coeficiente wj;, tal que podemos escrever os S; como:

Si(t) = win Xu(t) + wi Xo(t) + wisX3(t), i=1,2,3, (4)

o Tal matriz W pode ser encontrada como a inversa da matriz que consiste
dos coeficientes de mistura a;; em (3) se conhecermos os coeficientes aj;.
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Separacdo cega de fontes

@ A quest3o agora é: como podemos estimar os coeficientes w;; em (4) ?
Observamos os sinais X1, X> e X3 e queremos achar uma matriz W de
modo que a representacdo seja dada pelos sinais da fonte original S1, S; e
Ss.

@ Uma solugdo simples ao problema pode ser encontrada, considerando
independéncia estatistica dos sinais. De fato, se os sinais sdo n3o
gaussianos, isto é suficiente para determinar os coeficientes w;; dado que
0s sinais

Yi(t) = win Xa(t) + win Xo(t) + wisXs(t), i=1,2,3, (5)

sejam estatisticamente independentes. Se os sinais Y;, sdo independentes,
entdo eles s3o iguais aos sinais originais S;,i = 1,2,3 (a menos da
multiplicagdo por um escalar). Usando apenas esta informagdo de
independéncia estatistica, podemos de fato estimar os coeficientes da
matriz W.
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ICA — metodologia

@ O que vimos acima nos leva a seguinte definicdo da ICA. Dado um vetor
de varidveis aleatérias X = (X1, Xz, - - - ,XP)T, supde-se que estas sejam
geradas como uma mistura linear de componentes independentes

S=(5,5,...,5)":

X S
X S
=A ; (6)
X, S
ou
X = AS, (7)

onde A=[a;j] é uma matriz desconhecida (chamada mixing).

@ A andlise de componentes independentes consiste agora em estimarmos
tanto a matriz A como os S;, onde apenas observamos os Xj(t). Observe
que supomos que o nimero de componentes independentes S; é igual ao
ndmero de varidveis observadas; isso € uma simplicagdo que n3o é
completamente necessaria.
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ICA — metodologia

@ Pode ser demonstrado que este problema é bem definido, isto é, o modelo
em (6) pode ser estimado se e somente se os componentes S; sdo ndo
gaussianos.

@ Essa é uma necessidade fundamental que também explica a principal
diferenca entre ICA e anilise fatorial, na qual a normalidade dos dados é
levada em conta.

@ De fato, ICA pode ser considerada como uma anélise fatorial n3o
gaussiana, visto que nesta também modelamos os dados como uma
mistura linear de alguns fatores latentes.

o Além da estimagdo, tem-se que encontrar um algoritmo para executar os
célculos necessdrios. Como o principio de estimacgdo usa fun¢des nio
quadraticas, os calculos necessarios, usualmente, ndo podem ser expressos
usando algebra linear simples, podendo ser extremamente complexos.
Algoritmos numéricos sdo assim uma parte integral dos métodos de
estimacgdo ICA.
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ICA — metodologia

@ Os métodos numéricos s3o tipicamente baseados na otimizacdo de
algumas fung¢8es objetivas. O método bdsico de otimizagdo é o método do
gradiente. De interesse particular tem-se o algoritmo de ponto fixo
chamado FastICA, que tem sido usado para explorar uma particular
estrutura dos problemas ICA. Por exemplo, podemos usar esses métodos
para encontrar o maximo de ndo normalidade como medido pelo valor
absoluto do excesso de curtose.

o Estimando-se a matriz A, supondo-se que exista sua inversa A=t = W,
obtemos

S = WX. (8)

@ Ha duas ambiguidades no procedimento da ICA. A primeira é que n3o
podemos determinar as variancias das S;, pois se as multiplicarmos por
uma constante C, basta dividir as colunas correspondentes de A por C.
Dessa maneira, o que fazemos é centrar as componentes, isto é,

E(Si) = 0, para todo i, e fixar as magnitudes das componentes
independentes (c.i.'s), de modo que E(S?) = 1, para todo i.

Pedro A. Morettin ntrodug3o a Ciéncia de Dados



Anilise de Componentes Independentes

ICA — metodologia

@ A segunda ambiguidade é que, contrariamente ao que ocorre com a ACP,
ndo podemos determinar a ordem das c.i., pois como S e A s3o
desconhecidas, podemos mudar livremente a ordem dos termos em (7).

@ Por que varidveis gaussianas n3o sio permitidas? Para responder,
considere o caso particular (3), suponha que A seja ortogonal e que as
Si(t) sejam gaussianas. Ent3o, as varidveis X;(t) s3o gaussianas
(combinagdes lineares de v.a.s independentes e gaussianas), ndo
correlacionadas (por que?) e de varidncia unitdria. Sua densidade conjunta
é dada por

1 —edod)2
(277)3/2
que é simétrica, logo n3o contém nenhuma informag3o sobre as dire¢Ges
das colunas de A. Logo, A n3o pode ser estimada, ou ainda, A n3o é
identificada para componentes gaussianas independentes.

f(x1,x2,x3) = g
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ICA — metodologia

. / 7
@ Sejay=v X =3 "% vX; onde v é um vetor p x 1. Se v fosse uma das
linhas de A~ = W, essa combinac3o linear seria uma das c.i.’s S;. O
problema reduz-se, entdo, a determinar um vetor v nessas condigdes.

@ Pode-se provar (ver Notas de Capitulo) que maximizando-se a n3o
gaussianidade de v' X nos d4 uma das componentes de S. Para tanto,
teremos que obter 2p maximos locais, 2 para cada c.i. (correspondendo a
Si e -Sj). Como as c.i.'s sdo n3o correlacionadas, podemos restringir a
busca no espaco que fornece estimativas ndo correlacionadas com as
anteriores e isso corresponde a branquear (whitening) as observagdes.

@ Como obter componentes independentes? Podemos escolher duas formas
como proxy de independéncia , que por sua vez determinam a forma do
algoritmo ICA a usar:

1. Minimizagdo da informagdo mitua (MIM);
2. Maximizagdo da ndo gaussianidade (MNG).
@ A familia de algoritmos que usa MIM utiliza medidas como a Divergéncia

de Kullback-Leibler e Maxima Entropia. A familia que aborda a nao
gaussianidade, usa curtose e negentropia.
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ICA — Pré-processamento

@ Como passos de pré-processamento, os algoritmos usam centragem
(subtrair a média para obter um sinal de média zero), branqueamento e
reducdo da dimensionalidade, usualmente via ACP e decomposi¢cio em
valores singulares. O branqueamento assegura que todas as dimensdes sio
tratadas igualmente antes que o algoritmo seja aplicado.

@ Se a Cov(X,Y)=E(XY)— E(X)E(Y) =0 dizemos que X e Y s3o n3do
correlacionadas. Se X e Y s3o independentes, entdo sdo nao
correlacionadas. Porém, n3o correlagdo ndo implica em independéncia, ou
seja covariancia zero nao implica necessariamente em independéncia, a
n3o ser que (X, Y) tenham distribuicdo gaussiana bivariada.

@ Uma propriedade um pouco mais forte que n3o correlacido é brancura
(whiteness). Branqueamento de um vetor de média zero, y, significa que
seus componentes sdo n3o correlacionados e suas varidncias sdo unitdrias.
Em outras palavras, a matriz de covariincia (assim como a matriz de
correlagdo) de y € igual a matriz identidade:

Elyy'] =1 (9)
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ICA — Pré-processamento

o Consequentemente, branqueamento significa que transformamos
linearmente o vetor de dados observados x através de uma multiplicagcdo
linear com alguma matriz V

z=Vx, (10)

obtendo ent3o um novo vetor z que é branco. O branqueamento é sempre
possivel. Um método bastante popular é usando a decomposi¢cdo em
valores singulares (singular value decomposition-SVD) da matriz de
covariancias da varidvel centrada, digamos X:

E[XXT] = EDE", (11)

onde E é a matriz ortogonal de autovetores de E[XX] e D é a matriz
diagonal de seus autovalores, D = diag(di, ..., dp).

@ Branqueamento pode agora ser feito pela matriz de branqueamento

V=ED '?E". (12)
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ICA — Pré-processamento

o O branqueamento transforma A em A, tal que
X =ED ’ETA S = AS.
e O procedimento torna A ortogonal, pois
EXX']=AE(SST)AT =AAT =1.

@ Ainda, o processo de branqueamento reduz o ndmero de pardmetros a
estimar, de p? para p(p — 1)/2, devido a ortogonalidade da matriz A.
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ICA — Algoritmos

@ Ha varios algoritmos para a andlise de componentes independentes de um
conjunto de dados: Algoritmo do Gradiente usando a Curtose, Algoritmo
de Ponto Fixo usando Curtose, Algoritmo do Gradiente usando
Negentropia, Algoritmo de Ponto Fixo usando Negentropia, Algoritmos
para Estimagdo de Maxima Verossimilhanca. Veja Gegembauer (2010)
para detalhes.

o Algoritmos tradicionalmente utilizados para a ICA incluem infomax,
FastICA e JADE.
@ O pacote ica, no R, contempla esses algoritmos.

@ Outros pacotes sdo o fastlCA e ProDenlCA, este desenvolvido por T.
Hastie e R. Tibshirani, que apresenta a particularidade de estimar a
densidade de cada componente.
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ICA — Exemplo 1

o Exemplo 1. Vamos retomar o exemplo visto na secdo de Andlise Fatorial,
sobre poluicao, com 9 variaveis.

@ Usaremos o pacote ica do R, que tem notagdo diferente para as diferentes
matrizes. Em cada caso faremos a correspondéncia entre as notagoes.

e A matriz M (mixing) estimada, de ordem 9 X 9, correspondente a matriz
A do texto, é

[1,1
[2,]
3,1
[4,]
[5,]
[6,]
[7,1
[8,]
9,1

(1,1
2,1
3,1
[4,]
(5,1
[6,]
[7,1
[8,]
[9,]

-139.
=5
=iz,
-42.
-264.
-109.
-121.
=il
-7362.

15.
=il
s
=il
227.
57.
14.
6.
-609.

[,1]
3790190 -149.
4866963 =0
4332654 2
4416295 -15.
2307634 -730.
9753576 -35.
4505476 21.
9760476 -19.
9405123 3856.

[,9]
571397
274516
172252
558269
872428
382165
380424
372196
643712

[,2]
7021007
2949352

4281842

1698381
1007230
9892578
0283925
9296505
0539441

-325.
=0
-25.
-86.
224.
-184.
-136.
Zo
3007.

[,3]

3324853 1077.
5650103 iy
8117720 42.
3634728 405.
9821643 -230.
6838704 661.
7716779 -19.
3521578 10.
1695557 -1949.
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[,4]
925146
190811
551213
249890
382230
491067
803719
763812

1565.
0.
13.

356

38.
263.
5.
.0445497 232.

14

521311 -1347
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[,8]
3171887 68.
3524588 0
2787874 13.

L4T77419 14.
0537401 123.
0009705 33.
3052447 19.

.9118353 1263.

[,6]
243758

.355581

166554
649072
889785
477923
311117
900590
932257

ililil o
4229097
16.
-24.
L4797710
308.
15.
-0.
-977.

o

©

L7
7946050

9792887
5665422

4517253
3286940
7320548
7231474
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[,8]

. 782659
.879921
.566097
.761388
.720764
.708621
762610
559599
. 758695




Anilise de Componentes Independentes

ICA — Exemplo 1

@ Temos, por exemplo,

X, = —139,379S; — 149, 7025, + ... + 15,571S,.

@ O programa também fornece as matrizes :

S, de ordem 193 x 9, matriz estimada das componentes independentes,
obtida por

S =WX=YR;

M, de ordem 9 x 9, matriz mixing estimada;

W, de ordem 9 X 9, matriz un-mixing, tal que XYW = S . W é escolhida
de modo a maximizar a negentropia, com a restricdo de que W seja
ortogonal;

Y, de ordem 193 x 9, matriz pré-branqueada;
Q, de ordem 9 x 15, matriz de pré-branqueamento, tal que Y = QX;

R, de ordem 9 x 9; matriz de rotacdo ortogonal, tal que S = YR.
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ICA — Exemplo 1

@ Fornece, também:

vafs : variancia explicada por cada c.i.

alg : algoritmo usado (parallel ou deflation)

fun : fung3o contraste (para aproximar a negentropia)
alpha : tuning parameter

iter : nimero de iteragdes do algoritmo

@ As variancias explicadas pelas c.i's sao dadas por
0.600985581 0.170645639 0.102434106 0.062162898 0.022555357

0.018513146 0.011778296 0.006196794 0.004728182

@ Vemos que as trés primeiras componente explicam cerca de 88% da
variancia dos dados. Na Figura 1 temos os gréaficos das primeiras duas
componentes independentes.
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ICA — Exemplo 1

st

s

Figura: Graficos das duas primeiras c.i.'s para o Exemplo 13.3.
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ICA — Exemplo 1

A matriz W estimada é dada por

[,1]
[1,]
[2,]
[3,]
[4,]
(5,1
[6,1
7,1
[8,]
[9,]

[1,]
[2,]
[3,]
(451
[5,]
[6,1
7,1
(8,1
[9,]

=il
.688197e-04
.673837e-04
.176365e-03
-1.
-2.
=il
.119943e-04
.545273e-04

|
w

w -

[,2]
750287e-04

511512e-03
234726e-05
548268e-03

[,91

.288335e-05
.515382e-05
.534598e-05
.056474e-05
.503345e-05
.322196e-06
.102442e¢-05
.811093e-06
.592838e-06

=0
=©-
-0.
-0.
0.
-0.
0.
0.
=0

[,3]
074821293
193146765
024630937
020637504
035410750
004478221
105156093
110425897
752508234

Assim, por exemplo,

ocoo

oo

=

IS

[,4]

.0018890899
.0014816133

0003486251

.0041025331

0012706791

.0004852519
.0053742429
.0148241124
.0074526851

=ilo
.790061e-04
.736989e-05
.933696e-04
.872724e-03
.619936e-04
.024956e-03
.879721e-05
=@

1
1
-1
2
-1
-2
-5

[,5]
219544e-04

531333e-05

[,61
-4.394832e-04
-1.018530e-03

2.822484e-04
-1.798993e-04
.468919e-04
-1.281089e-04
9.977071e-05
-1.557664e-04
2.558401e-04

b

[,7]
-9.771709e-05
5.109103e-04
6.088192e-04
-3.679419e-05
5.799778e-04
1.639626e-05
3.208043e-03
5.604000e-04
4.482189e-04

=ilo
-8.
-5.
=1.
.234842e-04
-1.
-9.

il

s

o

[,8]
951470e-03
073011e-05
353500e-03
609738e-03

038226e-04
018445e-04
003537e-03
568601e-04

S1 = —0,000175X; — 0,0748X; + ... + 0,0000829Xs.

.258294e-04

379454e-04
075091e-04
375905e-05
298423e-05
386960e-03
629357e-04

.855453e-04

558750e-04

Vemos que somente as varidveis X3=Zn, e Xs=Ba s3o as mais importantes

para explicar as componentes independentes S;, i =1,...,0.
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Anilise de Componentes Independentes

ICA — Exemplo 1

O pacote ProDenlCA do R, forece as densidades estimadas das c.i.'s,
mostradas na Figura 2.

Figura: Graficos das densidades das c.i.'s para o Exemplo 1.
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ICA — Exemplo 1

Vamos considerar, agora, trés componentes independentes. A matriz A agora

fica
[,1] [,2] [,3]
[1,] 130.0588599 -1172.278514 -50.1191462
[2,] 0.4506871 -1.538268 -0.2837152

[3,] 17.7456231  -64.094123 -17.9385466
[4,] 46.0218183 -489.157909 -30.7345628
[5,] 215.8328265 141.834601  846.2085520
[6,] 85.0325691 -771.625038 -24.1875542
[7,1 76.2477919  -26.575128  -18.3258463
[8,] 61.9279843  -24.349130 49.9983656
[9,] 8353.6861764 3325.603526 -2506.6567435
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ICA — Exemplo 1

o A matriz W fica
[,1] [,2] [,31 [,4] [,8] [,6] [,71 [,8]
[1,] 0.0002104413 2.494246e-07 7.925442e-06 8.257729e-05 3.307134e-04 1.416700e-04 1.255409e-05 3.473013e-05
[2,] -0.0005069541 -7.063526e-07 -2.903874e-05 -2.097610e-04 -8.165741e-06 -3.338968e-04 -2.364408e-05 -2.260694e-05
[3,] 0.0000287935 -1.201862e-07 -1.273793e-05 -2.839277e-06 1.091458e-03 2.931156e-05 7.179379e-06 8.385744e-05
[,9]
[1,] 1.056008e-04
[2,] 1.310325e-05
[3,] -2.959094e-05

@ A variancia eplicada por cada c.i. é mostrada abaixo:

[1] 0.77283297 0.14705258 0.07750351

@ Vemos que as duas primeira c.i.’s explicam 92% da variancia dos dados.
Usando-se a funcdo fastlCA do pacote fastlCA do R, podemos fazer
alguns graficos.

o A Figura 3 mostra os dados pré-processados, as componentes principais
estimadas e as componentes independentes estimadas. Na Figura 4 temos
os graficos das trés componentes.
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ICA — Exemplo 1

Pro-processed data

3 °a” % o °
g B
=

Figura: Gréficos dos dados, CP’s e Cl's para o Exemplo 1.
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ICA — Exemplo 1

Figura: Gréficos das trés componentes independentes.
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Decomposicdo de matrizes

Decomposicao espectral

@ Seja A uma matriz quadrada de ordem m. Segue-se que |A — Al| é um
polinémio de ordem m em X\ e terd m raizes complexas Ai, ..., Am. Essas
raizes sao chamadas raizes caracteristicas ou autovalores de A.

@ Como A — \jl é singular, j =1,..., m, existe um vetor aj, cujas
coordenadas n3o s3o todas nulas, tal que (A — \jl)a; = 0, ou seja,

Aaj = \ja;, j=1,...,m. Os vetores a1, ...,an sdo chamados vetores
caracteristicos ou autovetores de A.

@ Os seguintes resultados s3o vélidos.

(1) O posto de A, p(A),dd o ndmero de autovalores de A n3o nulos.

(2) tr(A) =370 N

(3) IAl=TIZ: A

(4) Se A é uma matriz simétrica, real, todos os seus autovalores s3o reais, e
para cada autovalor real existe um autovetor real.

(5) Se A é simétrica, real, os autovetores correspondentes a autovalores
distintos s3o ortogonais.

(6) Se A é n3o negativa definida, entdo \; >0, j=1,...,m.

(7) Se A é simétrica, de ordem m x m, existe uma matriz ortogonal X, tal que

X AX = A = diag{\1,..., Am},

’ ~ ~
ou A = XAX', onde os )\; s3o os autovalores de A e as colunas de X sdo os
correspondentes autovetores.
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Decomposicao espectral

@ O resultado (7) é chamado o teorema espectral para matrizes simétricas.
Segue-se que a decomposicdo espectral de A é dada por

m

’

A= E )\jXJ'Xj,
j=1

onde x; é o autovetor correspondente a J;.

@ Se A é uma matriz quadrada de ordem m, positiva definida, existe uma
matriz triangular inferior T, com elementos da diagonal principal positivos,
tal que

—il 0\ —il /
T AT) =Iln, ou A=TT.

o Esta decomposicao de A é chamada decomposicdo de Cholesky.
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Decomposicdo em valores singulares - DVS

@ DVS é uma fatoracdo de uma matriz qualquer em outras trés matrizes
com caracteristicas importantes.

@ Dada uma matriz A, de ordem m X n, m > n, n3o necessarirmente de
posto méximo, uma DVS de A é uma fatoracio da forma A= UZV',
onde:

e U, de ordem m X n, é ortogonal;

o V, de ordem m X n, é ortogonal;

o X é diagonal se m = n, caso contrario adicionam-se m — n linhas de zeros
em X.

o Os valores o1, ...,0, da diagonal principal de X sdo chamados valores
singularesde X e 01 > 02 > --- > 0op > 0.

o As colunas de U, uy, ..., un sdo chamados vetores singulares a esquerda de
A, enquanto as colunas de V, vi, ..., v, s3o chamados vetores singulares a
direita de A, de tal forma que Avj = oju;.

é
€
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Decomposicdo em valores singulares - DVS

e Decomposicio por Autovalores A = XAX
e usa a mesma base X para os espacos linha e coluna;
o geralmente n3o usa base ortonormal;
o é definida somente para matrizes quadradas.

e DVS
e usa bases diferentes V , U para os espagos linha e coluna;
e usa bases ortonormais;
o existe para todas as matrizes.
o Entretanto, para matrizes simétricas positivas definidas, a decomposi¢cdo
por autovalores e a DVS s3o idénticas.

Pedro A. Morettin MAE 5905: Introducéo a Ciéncia de Dados



Decomposicdo de matrizes

Aplicacbes da DVS

o Cilculo de propriedades de matrizes;

@ Aproximagao de A por matrizes de posto baixo;
@ Processamento de Sinais e Imagens

o Compressdo de Imagens;
o Eliminacdo de ruidos (ruidos normalmente possuem o; pequenos);
o Recuperagaoo de Informagdes.
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Curtose

1) Seja X uma varidvel aleatéria qualquer, com média y e varidncia o2. Entio, a
assimetria de X é definida por

AX)=E (M) , (13)

o3

enquanto a curtose de X é definida por

K(X)=E (M) . (14)

ot

2) Para uma distribui¢do normal, A =0 e K = 3, donde a quantidade
e(X) = K(X) — 3 ser chamada excesso de curtose. Distribuicdes com caudas
pesadas tém curtose maior do que 3, e esta pode mesmo ser infinita.
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Curtose

3) Com uma amostra Xi, ... X7 de X, considere o r-ésimo momento amostral

1< -
mr=— > (X —=X),

t=1

onde i = X. Substituindo os momentos verdadeiros de X pelos respectivos
momentos amostrais, obtemos os estimadores

T —\ 3
AX) = "3’2 - %Z <)?<> , (15)
a

t=1

T —\ 4
~ mgy 1 Xt — X
KX)=— == , 16
0=%=73 (%) oo
respectivamente, onde 62 = 33T (X; — X)2/T. Segue-se que &(X) = K(X) — 3.
4) Pode-se provar que, se tivermos uma amostra de uma distribuicdo normal, e T
for grande, entdo
A~N(,6/T), K~ N(3,24/T). (17)

Esses fatos podem ser utilizados para testar a normalidade de uma série
(Jarque-Bera).
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