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Estimadores espectrais suavizados

Suavizacio

1. Vimos que o periodograma nio é um bom estimador do espectro, dada a sua
grande instabilidade. Veremos, agora, como podemos obter estimadores
espectrais que tém propriedades melhores do que o periodograma. Usaremos dois
métodos para obter estimadores mais estdveis, ambos conduzindo aos chamados
estimadores espectrais suavizados.

2. Podemos fazer o processo de suavizagdo no tempo e depois transformar para o
dominio de frequéncias, obtendo os estimadores suavizados de covariancias.

3. Ou, ent3o, o processo de suavizag¢do é feito no préprio dominio de frequéncias e
teremos os estimadores suavizados de periodogramas.

4. Em ambos os casos, obtemos estimadores que sdo assintoticamente n3o viesados
e com varidncias que decrescem com o nimero de observagdes da série temporal.
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Estimadores espectrais suavizados

Estimagdo da facv

@ Como o espectro é definido por

[e o]

> ey, —m<A<m, (1)

T=—00

-1
T o

f(A)

a idéia natural é substituir v, por um estimador.

2. Suponha, ent3o, que tenhamos observacdes Xi, ..., X7t do processo
estaciondrio X; e estimamos ~yx por

_ {# S - X X — X se < T-1 )

Ck =
0, se |k| > T —1,

onde X é a média amostral

ol

1 T
Y = E Xt.
t=1
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Estimadores espectrais suavizados

Estimac3do da facv

1. Sem perda de generalidade, vamos supor que a média do processo seja
zero, de modo que X é omitida em (2) e obtemos

1 T—|k|

E{ck} T Z E{X: Xtk }

1 T—|k| |k|
= — = ]_ _ —
3 w= - 3

0 que mostra que ¢k é viesado.

2. Se, em (2), colocarmos T — |k| no denominador, no lugar de T,
obteremos um estimador n3o viesado de 7. Contudo, o estimador
definido por (2) tem um erro quadratico médio menor que o estimador ndo
viesado. De (3), vemos que ci ¢ assintoticamente ndo viesado.
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Estimadores espectrais suavizados

Estimac3do da facv

1. Se a média do processo n3o for zero, ndo é dificil verificar, de (2), que

T— k|

1 k||~
a= o 3 X~ Xy —pl - (- X @
t=1
de modo que

E(ed = (1 By — @ - Wyvar(). ©)

T T

2. Por outro lado (Morettin, 1979, p. 152),
T
<y — 1 L
Var(X) = 7 k:Z_T(l - T)’Ylm

de modo que se a média do processo n3o for zero, vemos de (5) que o viés
do estimador é acrescido de um termo de O(T™1).
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Estimadores espectrais suavizados

Periodograma suavizado

1. Estimando-se f(\) por

=& 30 e, ®)

k=—o0
é facil notar que esse estimador coincide com /{T)(\). Vamos usar (6) para obter
estimadores mais estdveis do que o periodograma.
2. Observamos que

T-1
|7l

E(DMI=@n)™ Y (1 D)yre ™. )
T
T=—T+1
3. Chamando
[l
11— se|r|<T-1
- T = 8
w(7) {0, se || >T -1, (8)

vemos que (7) é a transformada de Fourier do produto w(7)~-.
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Estimadores espectrais suavizados

Periodograma suavizado

1. Logo, temos

E{I M)} = . W(a)f(A — a)da, (9)

-

na qual W(X) é a transformada de Fourier de w(7), dada por

(10)

W) =T {Se”(””)r

TTA

2. A equagio (9) nos diz que o periodograma tem um valor esperado que
corresponde a “olhar o espectro através da janela W()\)". Como, para T
grande, W(X) comporta-se como uma fung¢do delta de Dirac, (9) também
nos diz que /{T)()\) ¢ assintoticamente n3o viesado.
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Estimadores espectrais suavizados

Estimador de Bartlett

1. O procedimento de suavizagdo foi introduzido por Bartlett, em 1953. Suponha
que dividamos a série de T observagées em K subséries de comprimentos

M = T /K e calculemos o periodograma IéM)()\), £=1, ...,K, para cada
subsérie.

2. Depois tomamos
1 K (M)
IA) == ;:1 I,A), —m<Xx<m, (11)

que é chamado o periodograma suavizado de Bartlett, na frequéncia .

3. Pode-se provar que
(O} = [ Wa(@)f(x— a)da, (12)

em que Wy () é a fungdo (10) com T = M, transformada de Fourier de wy(7),
dada por (8), com T substituido por M, M < T.

4. Dizemos que Wy () é a janela espectral de Bartlet, a qual estd ilustrada na
Figura 1, enquanto wy () é o nicleo de Bartlett (também chamado lag window).
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Estimadores espectrais suavizados

Estimador de Bartlett

Wy (®) 4

-2/M -1/M 0 1/M 2/M

Figura 1: Janela espectral de Bartlett.
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Estimadores suavizados de covariancias

Estimadores suavizados de covariancias

1. O procedimento acima sugere considerar estimadores espectrais da forma

i 1 — —iAT
f(A) = — Z wm(t)ere ™, —m <A<, (13)
T=—00
na qual, para um inteiro M < T, wy(7), 7=0,%1, ..., é uma

sequéncia de pesos satisfazendo:
(1) 0 < wm(7) < wym(0) =1
(it) wm(—7) = wm(7), para todo T
(iit) wm(T) =0, |7| > M.
2. O estimador f()) é chamado estimador suavizado de covaridncias. (ESC).
A janela espectral correspondente a fun¢do peso (nicleo) wu(7) é definida

por
Wm(X) = % > e M wm(r). (14)
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Estimadores suavizados de covariancias

1. Segue-se que Wy () satisfaz:

(i) Wm(=X) = Wn(X), para todo A;
(i) [ Wi(A)dA = wi(0) = 1.
2. De (13), obtemos que £()) é a convolucdo das transformadas de Fourier
de wu(7) e ¢;, isto §é,

F(\) = ! Wi (A — )7 (a)do. (15)

-

3. Tomando o valor esperado de (15), obtemos

E{f(\)} = /_ﬂ WA — @) E{I'V(a)}da

Q

! Wi (X — a)f(a)da. (16)

—T
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Estimadores suavizados de covariancias

1. Supondo a janela Wj(\) concentrada ao redor de A = 0 e f(\) constante
sobre todo intervalo de frequéncias de comprimento comparavel com a
largura do pico da janela, podemos escrever

E{f(A\)} ~ f()) / Wi (a)da. (17)
2. Sob essas mesmas condicdes, pode-se provar que

Var{F(\)} ~ 277%2@) " W2 (a)da, (18)

o que serd feito adiante.
3. A relagdo (18) vem do fato que
Cov{f (M), f(h2)} ~ (19)
2 s
~ Tﬁ/ War(h — a)[Wan(ha — @) + Win(hz + a)]F(a)da,

que por sua vez é obtida de (15).
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Estimadores suavizados de covariancias

ESC/ESP

1. A relagdo (19) mostra que a covariincia entre os estimadores espectrais
suavizados de covaridncias depende da intersec¢do entre as janelas espectrais
centradas em A1 e Ap.

2. Considere, agora, a integral (15) substituida por sua soma de Riemann:

[T/2]
== > wuG KD,
v=—=[(T-1)/2]
g;n\r qual A, s3o as frequéncias de Fourier. Como )
ZS, Wu(A) = [T Wiy(X)dX = 1, temos que o estimador (15) é
assintoticamente equivalente a

) [7/2]
o= > wo-a)iE, (20)
v=—[(T-1)/2]

em que W/(X\) é uma fung3o real, par, periddica e tal que

[7/2

> oww) =1

v=[(T-1)/2]

3. O estimador (20) é chamado estimador suavizado de periodogramas.
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Estimadores suavizados de periodogramas

Estimador suavizado de periodogramas

1. Um caso particular de (20) foi sugerido por Daniell, em 1946, e consiste
em tomar a média de n ordenadas do periodograma ao redor da frequéncia
de interesse. Se quisermos calcular £(\) em \; = 2, considere, ent3o,

Fv) = %Z USEA (21)

onde a soma é estendida aos indices v de j — [(n —1)/2] a j + [n/2].

2. Como Il(,T) é assintoticamente ndo viesado, temos que

E{FO)} =~ ) WO = X)F(). (22)
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Estimadores suavizados de periodogramas

1. Vejamos como obter a variancia de f()\), que € assintoticamente a mesma que a
variancia de £(\). Temos, de (20),

Cov{f(A1), F(M2)} Z W(A — AW — As)Cov{{T) 1Y, (23)

na qual A\ =2xr/T, X\s =27s/T.

3. Para T grande, as ordenadas do periodograma s3o n3o correlacionadas, logo,

Cov{f(M), F(A2)} = 2W(AM)W(X2)f?(0)
+ > W — w)W(he — w)f(wr)
r#0,T/2

+2W(A — )W (o — m)F2 (),
supondo T par. Para A\; = A, obtemos
Var{f(A)} = 2W2(\)F3(0)+

+ ) WA= AP 4+ 2WP (A — m) ().
r#0,T/2
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Estimadores suavizados de periodogramas

. Como W(A) &~ ZX Wi ()), substituindo as somas por integrais, obtemos

EFO = 23 Wa(h — W)F()

™

Q

W (X — a)f(a)da, (24)

—T

que coincide com a equacio (16).
. Também,

Cov{f()\l), F(Ag)} ~ 2% fjﬂ W/\/l()\l o Oé) W/\/](AQ — a)f2(a)da, (25)

para A1, A2 # 0, 7.
. Para )\1 = )\2,

Var{F(\)} ~ 27” /j W2 (A — a)f(a)da. (26)
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Estimadores suavizados de periodogramas

1. Observe que a expressdo (25) é aproximadamente a mesma que (19),
desprezando-se o termo que contém Wiy (A1 — a) Wm (A2 + «) em (19),
que é pequeno quando comparado com Wy(A1 — o) Wu(A2 — «).

2. Fazendo-se, agora, a suposicdo ja mencionada antes (17), obtemos de (24)
e (26) que B

E{f(N} = f(N), (27)

Var[F()} ~ 22 £2(3) /f W2 (a)da, (28)

que s3o aquelas ja mencionadas em (17) e (18) para f(\). Das relaces
acima, podemos concluir que tais estimadores s3ao consistentes.
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Estimadores suavizados de periodogramas

Distribuicdo assintética dos estimadores suavizados

1 Voltemos, agora, ao estimador suavizado (20), escrito na forma

FO\) ZWM(A — )0, (29)

para —[(T —1)/2] <v < [T/2].
2. Se f(A) for quase constante na largura do pico principal de W), ()), ent3o

= /\)7r

f(\) ~ ZWM (A = AU (30)
onde =
(M _ b
V= o0 (1)

tem distribuicdo x2(2)

3. Logo, f()\j) tem distribuicdo (para M e T grandes) que é uma combinag¢&o linear
de varidveis x2(2) independentes. Como ¢ dificil obter a distribuicio dessa
varidvel aleatdria, usamos uma aproximagio, supondo que f()xj) tenha uma
distribuicdo cx?(r), onde c e r sdo determinadas de modo que os dois primeiros
momentos do estimador coincidam com os dois primeiros momentos da
distribuicdo proposta.
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Estimadores suavizados de periodogramas

Distribuicdo assintética dos ES

1. Teremos, entao,

E{f(\)} = E{ex’(n)} = cr, (32)
Var{f(\;)} = Var{cx’(r)} = 2c°r. (33)
2.
_ Var{f()} (34)
2E{f(\)}’
r = AECONP (35)
Var{f(\;)}

3. O parametro r é chamado nidmero equivalente de graus de liberdade do
estimador. De (17) e (18), obtemos facilmente que

T
r = W7 (36)
= @ (37)
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Estimadores suavizados de periodogramas

Distribuicdo assintética dos ES

1. Como, assintoticamente, (27/T) Wy () =~ W(X), temos que
2

S STIew (38)

onde a soma é sobre os indices v, com —[(T —1)/2] <v < [T/2].

2. Concluimos, portanto, que f()\j), ou 1?(/\1-), tem uma distribuicio aproximada
[F(X;)/r]x?(r). onde r é dado por (36) ou (38).

3. E possivel construir estimadores que sejam consistentes e que tenham
distribuicdo assintética normal. Veja Brillinger (1981) para detalhes.
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Estimadores suavizados de periodogramas

Intervalos de confianca

1. Vamos nos referir, no que segue, a f(\), mas os resultados aplicam-se, é
claro, a ().

2. Fixado um coeficiente de confianga v, 0 < v < 1, podemos determinar os
quantis g(«/2) e g(1 — «/2) da distribui¢do qui-quadrado com r graus de
liberdade, com o =1 — ~, tais que

P{a(a/2) < ((j)) < q(1-a/2)} ~ (39)

3. De (39), obtemos que [rf())/q(1 — «/2), rf(\)/q(a/2)] é um intervalo
de confianga para f(), com coeficiente de confianga 7.

4. O comprimento desse intervalo é

[ — rf(\) rf(\) rF(0)2 q(1 - a/2) — q(e/2)
a(@/2) a1 —a/2) q(a/2)q(1 —a/2) ~

que depende de F()\) sendo, portanto, uma v.a.
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Estimadores suavizados de periodogramas

Intervalos de confianca

1. Se quisermos o comprimento constante, basta usarmos logaritmos,
obtendo-se

+ log f(A) < log f(\) < log ——— + log f(\),  (40)

8 ST af2) )

que € o intervalo de confianca com coeficiente de confianga v para

log f(X\). O comprimento do intervalo é igual a log < 1(a72/)2)

2. Normalmente, os estimadores espectrais sdo apresentados em graficos com
escala logaritmica no eixo das ordenadas, ou mesmo na escala decibel, que
consiste em utilizar 10 log;, F(/\) versus A\. Um intervalo de confianga para
logyo f(A\) pode ser obtido a partir de (40).
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Estimadores suavizados de periodogramas

Janelas espectrais

1. Usualmente, a janela (lag window) wy(7) é gerada por outra janela w(u) por
meio de

wm () = w(7/M),

e w(u) é uma fung3o par, continua no intervalo [—1, 1], com w(0) =1 e
w(u) =0, |u| > 1. Por exemplo, a janela de Bartlett dada em (10) seria gerada
por w(u) =1 — |ul, se |u| < 1.

2. Algumas janelas usadas na pratica sdo dadas na Tabela 1. Nesta tabela, h(n/N)
faz o papel de wy(7) e, HN)(t), o papel de Wy (). Veremos que a escolha da
janela é uma quest3do importante, mas n3o crucial. O fator chave é a escolha do
parametro M, que esta relacionado com o grau de concentra¢do de of W) () ao
redor do zero.

3. Vérias medidas dessa largura de faixa (bandwidth) sdo usadas na literatura. A
mais simples é a amplitude correspondente a metade da poténcia, sugerida por
Press e Tukey (1956), dada por byy = A — Ay, onde A\ e Ay sdo os primeiros A
positivo e negativo tais que Wy (A) = Wy,(0)/2.

4. Parzen (1961) sugeriu a medida
_ 1 . 2
W (0) 3=, wm(r)’

que € a largura de um retangulo com a mesma altura méxima e drea de Wj(\).

by
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Estimadores suavizados de periodogramas

Janelas espectrais

1. Para o estimador de Daniell, dado em (21),

0, caso contrario

1
W(\) = {n»se —[l(n—1)/21<j<I[n/2],

a definicdo natural de largura de faixa é considerar o comprimento da base da
janela retangular, ou seja, byy = 2wn/T em unidades de frequéncia.

2. Koopmans (1974) sugere considerar uma largura de faixa equivalente (LFE),
substituindo a janela espectral do estimador geral por uma janela retangular, de
modo que os dois primeiros momentos do estimador coincidam com os
respectivos do estimador de Daniell. Isso é equivalente a igualar os respectivos
graus de liberdade, ou seja, r = 2n.

3. Segue-se que a LFE do estimador suavizado de periodogramas serd

LFE = 27;” — o — 2771—’
T T T W2()\j)
ou
LFE = !

ST WEN) AN

para o estimador suavizado de covariancias.
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Estimadores suavizados de periodogramas

Janelas espectrais

1. A expressdo (28) d4 a variadncia do estimador suavizado. Vamos escrevé-la
numa forma que dependa do pardmetro M. Usando a relagdo de Parseval,
obtemos

o [ Wi(\dx= > w’(r/M)
=u =M

M 1

1

= I\/IT;M W2(T/M)M = M/q w?(u)du.

2. Logo, a variancia do estimador suavizado de covaridncias pode ser escrita,
de (28),

Var{f(\)} =~ f2()\)CW¥,

em que G, = f_ll w?(u)du. Portanto, essa varidncia sé depende da janela
usada por meio de ¢,. Se supusermos que T — oo, M — oo with

M/T — 0, ent3o o estimador suavizado de covariancias é consistente (é
assintoticamente n3o viesado e sua varidncia tende a zero).
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Estimadores suavizados de periodogramas

Janelas espectrais

1. Pode-se ver que (veja a Figura 2, por exemplo), que a largura de faixa da janela
espectral é inversamente proporcional a M, e assim a escolha de M tera reflexos
no viés e variancia do estimador.

2. O viés do estimador suavizado de covariancias é dado por

B(\) = E{f(\)} — (V)

1 5
~ o= S lw(r) — Lre P,
-

usando as definicdes do estimador e do espectro verdadeiro.

3. Dessa expressao, podemos calcular expressdes aproximadas para o viés do
estimador, utilizando vérias janelas. Veja Parzen (1961) para detalhes.

4. Por exemplo, que o viés do estimador usando a janela de Bartlett é da ordem
O(1/M), enquanto os vieses dos estimadores usando as janelas de Tukey e
Parzen tém ordem O(1/M?). Também, para o mesmo valor de M, o viés do
estimador de Parzen é maior do que o estimador de Tukey, mas o oposto ocorre
com suas variancias.
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Estimadores suavizados de periodogramas

Janelas espectrais

1. As observa¢des anteriores mostram que que o viés B(\) do estimador
suavizado de covariancias decresce com M crescendo, e sua variancia
decresce, com M decrescendo. Logo, n3o é possivel que o viés e a
variancia diminuam simultaneamente. Em outras palavras, ndo é possivel
aumentar a resoluc3o e a estabilidade do estimador ao mesmo tempo.
Uma possibilidade é tentar minimizar o erro quadratico médio (EQM) do
estimador, dado por

EQM[f(N)] = Var{f(\)} + B*(\).

2. Exemplo 1. A Figura 2 mostra os estimadores suavizados obtidos para as
séries de marés de Ubatuba e de chuvas de Fortaleza, calculados usando o
SPlus. Na Figura 3 mostramos o estimador suavizado para a série de
Fortaleza, na escala decibel, com o intervalo de confianga indicado a
direita, no grafico. A legenda da figura mostra a largura de faixa
(bandwidth) usada para o célculo do estimador e do intervalo de confianga.
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Estimadores suavizados de periodogramas

Exemplos de ES

smooth.per

g
8
8
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requency requency
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Figure 2: Estimadores espectrais suavizados:
(a) Série de marés (Ubatuba); (b) Série de chuvas (Fortaleza).
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Estimadores suavizados de periodogramas

Exemplos de ES

Series: fort
Smoothed Periodogram
8 J
g 4
o
8
54
E
§
: 8 A
8 4
9
o]
g 4
T T T T T T
00 01 02 03 04 05

bandwidth-= 0.00893889, 95% C.I.is 369796 , 6.48451 )dB
Figure 3: Estimador suavizado de periodograma para a série de chuvas,

com intervalo de confian¢a indicado (escala decibel).
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Estimadores suavizados de periodogramas

Exemplos de ES

1. Exemplo 2. Na Figura 4, temos o periodograma e um estimador
suavizado para a série de sono-vigilia. Vemos que em ambos hd um pico
correspondendo a um periodo de 24 horas. No periodograma, notamos a
presenca de dois outros picos, correspondentes a periodos de 12 e 8 horas,
respectivamente.

2. Exemplo 3. Considere a série de manchas solares de Wolf. Na Figura 5,
temos o periodograma e um estimador suavizado dessa série, mostrando o
periodo aproximado de 11 anos
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Exemplos ES

30

10 4

L
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o 200 100 600 800 1000
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Figura 4: Série de sono-vigilia de um menino.

(a) Periodograma;
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(b) Estimador suavizado.
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Estimadores suavizados de periodogramas

Exemplos ES

15000
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20000
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Periodogram
smooth.per
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Figura 5: Série de manchas solares de Wolf.
(a) Periodograma; (b) Estimador suavizado.
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