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icGes normais

Normal p-variada

1. Asv.a. X1, ..., Xp, reais, tém uma distribuicdo conjunta normal multivariada de
dimens&o p (ou, simplesmente, p-variada), se sua fungio densidade for dada por

_ 1 ’
Fx1, - xp) = (2m) P/2|A| D (1)
onde A é uma matrlz p X p positiva deflnlda |A| é o determinante de A,
x = (x1, <roxp) € p=(u1, s p1p)
2. Se X = (X17 ...,Xp) , segue-se que E(X) = e a matriz de covariancias de X é
>=A"

3. Se X tem distribuicdo p-variada com média p e matriz de covariancias X,
escrevemos X ~ Np(u, X). Pode-se verificar que a fungdo caracteristica de X é

! ’
it p—t Xt/2
€ )

para todo vetor real t, de ordem p x 1.
A densidade (1) n3o existe se X for singular.
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Distribuicées normais

Normal complexa

Se Z = X + iY for um vetor aleatério p X 1, entdo Z terd uma distribuicdo normal

g a ’ . . . B
complexa multivariada, se o vetor (X,Y) , de ordem 2p X 1, tiver uma distribuicdo
normal multivariada, de dimens3o 2p. H3 alguma ambigiiidade na escolha da
distribuicdo conjunta desse vetor e, portanto, nos fixaremos na

Definicdao 1. Se Z = X + /Y for um vetor p X 1, com componentes complexas,
dizemos que Z tem distribuicdo normal complexa multivariada com média p e matriz

A . ’
de covaridncias X, se e somente se o vetor (X,Y) , de ordem 2p x 1, com
. . . . .~ . ou /
componentes reais, tiver distribuico normal 2p-variada, com média (R, Z p) e
matriz de covaridncias Q = %V, com

V— R -IX
~ | IX RX
para algum vetor p X 1 p e alguma matriz X, de ordem p X p, hermitiana e
n3o-negativa definida.

Escreveremos Z ~ Ng( p, X).
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Distribuicées normais

Normal complexa

1. Um caso de interesse é p=1. Se Z = X + iY tem distribuicdo normal
complexa Nf(u, o), entdo X e Y serdo v.a. independentes, com
distribui¢des normais Ny(p1,0/2) e Ni(u2, 0/2), respectivamente, onde
pwr=Rue p =Zp.

2. Um fato importante é o

’
Teorema 1. (Isserlis) Se Z = (21, 2>, Z3,2Z4) for uma v.a. com
distribuicdo normal complexa, com média zero e matriz de covariancias X,
entdo

E{21222324} = E{lez}E{Z3Z4} + E{ZlZ3}E{Z2Z4}+
+E{Z1Z}E{Z:Z5}. (2)

3. No caso de v.a. normais reais com média zero, o teorema reduz-se a
COV{lez, Z3Z4} = E{le3}E{ZQZ4}+
E{Z.:Z,}E{Z,Z5}).
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Distribuicées normais

Normal complexa

Algumas propriedades que podem ser de interesse s3o:

(i) Se Z for uma v.a. complexa p X 1, entdo
Y77=%xx +Zyy +i(Evx — Zxv).

(i) Se Z = X +iY, entdo Var(Z) = Var(X) + Var(Y).

(iii) Se Z ~ Ny(p,X) e se ZX = 0, entdo as componentes de
Z s3o independentes.
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Transformada de Fourier finita

Introducao

1. Nestas notas estudaremos a estimac3do do espectro de Fourier de um processo
estaciondrio. A estatistica bdsica a ser considerada é a transformada de Fourier
finita, definida por

;
1 —i
dMO) = Nirss > Xee ™, (3)
t=1

—00 < A < 00, dados os valores Xi, ..., X7 do processo estaciondrio {X:, t € Z}.

2. O primeiro estimador sugerido para o espectro foi o periodograma, que remonta a
Schuster (1906), em sua andlise da série de manchas solares (sunspot numbers).
O periodograma consiste no quadrado do médulo da transformada de Fourier.

3. Como o periodograma é muito errdtico (tem variabilidade grande), estimadores
mais estaveis sdo necessdrios. Uma possibilidade é considerar o periodograma
suavizado. Outra, é considerar estimadores suavizados de covariancias.

4. Outra possibilidade é cosiderar estimadores espectrais de maxima entropia ou
autorregressivos. A ideia aqui é ajustar modelos autorregressivos aos dados e
obter estimadores dos coeficiente e, depois, usar expressGes para os espectros de
modelos ARMA estaciondrios.
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Transformada de Fourier finita

Transformada de Fourier discreta

1. Considere (3). E fécil ver que
(i) dD(A) = d D (X + 27), isto é, tem periodo 27;
(i) dM(=X) = dD(N).

2. Portanto, basta considerar as frequéncias no intervalo [—m, ]. Embora (3)
seja definida para todas as frequéncias nesse intervalo, ela, na pratica, é
calculada para frequéncias da forma A\, = 2”—” com
—[(T =1)/2] <v < [T/2], chamadas frequenuas de Fourier. Obtemos a

transformada de Fourier discreta (TFD)

dl(/T 7127r1/t/T (4)

X:e
= Z
3. Vamos supor, no que segue, que X; tem média zero, f.a.c.v. v, e espectro
f(A\). Temos, entdo, que E{dl(,T)} = 0. Calculemos
Var{d{"} = E{|d\"?}.
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Transformada de Fourier finita

1. Usando a representacao espectral de X; , obtemos

T T
di) = (27TT)—1/QZe—*Vf/ e™dz(N)
t=1

-7

:/ (2rT) 23 Oz ().

t=1
2. Chamando

A(T)()\ \/7 Z At (5)

temos que
d(") = D= 2)dz(n). (6)

-

3. E facil ver que |A)(A)[? é o nicleo de Fejér e comporta-se como uma
func3o delta de Dirac, quando T — oo
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Transformada de Fourier finita

1. Agora,

E(Ai7) = E(e7di")

/ A\ - 27T—”)ﬁ—Q%V)E{dz(/\)dz(a)}

2. Como E{dZ(\)dZ(a)} = f(\)dA, se A = a, segue-se que

AP0 -2

E{|dS"1*} = F(A)dA. (7)

-7

3. Pela propriedade acima referida do niicleo de Fejér, segue-se que se f())
for continua, para T grande,

E{1dVP} = F(\), (8)
e essa aproximagdo é tanto melhor quanto mais suave for f(\) na
vizinhanga de A\, = 2"7"
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Transformada de Fourier finita

1. Vamos suE)or agora, que X; seja gaussiano, de média zero. Segue-se de
) que di ’, sendo uma combinag3o linear de varidveis normais, terd uma
dlstrlbuu;ao normal complexa. Temos, entdo, o seguinte teorema limite
central.

2. Teorema 2. Se o espectro f(\) for continuo, entdo as varidveis aleatdrias
d\", —[(T —1)/2] < v < [T/2], sdo assintoticamente independentes,
quando T — oo, com distribuicdo assintdtica normal NE (0, f(\,)), se
v#0, T/2 ecom distribuicdo assintdtica N1(0,7(\,)), se v =0 ou
T/2.
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Transformada de Fourier finita

1. O Teorema 2 é demonstrado sob a suposi¢cdo que X; é gaussiano. Se X;
for um processo estaciondrio ndo gaussiano, satisfazendo a condigcdo
> |7llv+| < oo, pode-se provar que

Cov{d'",d\"} = F(\,) + O(1),

e sob condicGes de regularidade adicionais sobre as frequéncias A,, a
varidvel d\”) tem distribuicdo normal complexa, como no Teorema 2. Para
detalhes, veja Brillinger (1981, Cap. 4).

2. O Teorema 2 também é vidlido para uma frequéncia A qualquer. Basta
considerar uma sequéncia de inteiros {v7} e as frequéncias de Fourier
2nwvr/ T convergindo para A.

3. Outras referéncias para o aprofundamento desta se¢do sdo os livros de
Hannan (1970), Priestley (1981), Brockwell e Davis (1991) e Fuller (1996).
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O periodograma

O periodograma

1. A relag3o (8) sugere que um primeiro estimador que podemos considerar é
o periodograma, definido por

2

, (9)

2 1

s

T .
ZXte—u\ut
t=1

para frequéncias A\, = (27v)/T, —[(T —1)/2] <v <[T/2].
2. Podemos, também, definir o periodograma para qualquer frequéncia
X € [—m, @], ou seja,

1) = [d PP, (10)

mas, na pratica, esse sé poderd ser calculado para um ndmero finito de
frequéncias. Pode-se demonstrar que (10) é completamente determinado
pelos seus valores nas frequéncias de Fourier.

3. De (8) segue-se que o periodograma é assintoticamente n3o viesado, isto &,

Jim E{I{T} = £(\). (11)
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O periodograma

Propriedades do periodograma

1. Vejamos, agora, a distribuicdo assintética do periodograma. Vamos supor
que o processo X; seja gaussiano.

Teoreama 3. As ordenadas do periodograma I,ET) sdo variaveis aleatdrias
assintoticamente independentes e com distribuicdo assintética multipla de
uma varidvel qui-quadrado com dois graus de liberdade, se v # 0 e

v # T/2, e com um grau de liberdade se v =0 ouv = T /2.

2. Temos, entdo, que assintoticamente,
E(TY = (),
Var(IiD) = f2(\), v £0, v# T/2, (12)

{2)‘2(0)7 sev=0

Var(1{"
ar(lo™) 2f%(r), se v = T/2.
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O periodograma

Propriedades do periodograma

1. Vé-se, entdo, que embora o periodograma seja assintoticamente n3o
viesado, ele ndo é consistente, o que significa que, mesmo aumentando o
nimero de observacdes, a variancia de I,ST) nao decresce e permanece no
nivel de f2(\,).

2. Pode-se demonstrar que as relagdes (13) valem para frequéncias quaisquer
e que o Teorema 3 continua valido, removendo-se a suposicao de que X;
seja gaussiano. Veja Brillinger (1981) para detalhes.

3. Teorema 4. Se X; tiver média j1 e ) |v-| < oo, entdo

E(TO)} = / " 1AD( - a)PF(a)da + AV (13)
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O periodograma

Propriedades do periodograma

Note que se A\ = (27v)/T, v # 0, v # T /2, o termo envolvendo p no segundo
membro de (13) anula-se e obtemos

EUTIO)} = /” AT (A — a)2f(a)da. (14)

Lembre também que |A(T)(:)|? é o niicleo de Fejér, e, se A\ #0, A# T, o
segundo termo de (13) é pequeno e nos diz que a média do periodograma é
aproximadamente igual a uma média ponderada do espectro com peso
concentrado na vizinhanga de .
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O periodograma

Propriedades do periodograma

Teorema 4. Se \1 e \» sdo frequéncias diferentes de zero ou w, entdo

Cov{/IM (M), 1P (A2)}

_ senT[A1 + A\2]/2 2 senT[A\1 — A\2]/2 z .
—HT(AW] *[m} }f(*ﬂ

+0(T71). (15)
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O periodograma

Propriedades do periodograma

Uma consequéncia do Teorema 4 é que, se as frequéncias A1 e A2 sdo
frequéncias de Fourier, distintas de zero ou , ent3o,

Cov{IM(A1), M (A)} = O(TY). (16)
Também, para \1 = \» = (27v)/ T, obtemos de (15) que
Var{I (A1)} = F2(\) + O(T ). (17)

A relagdo (16) nos diz que as ordenadas do periodograma sdo praticamente n3o
correlacionadas, resultando o seu comportamento erratico.
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O periodograma

Para calcular a transformada de Fourier discreta sio necessarias T2
operagoes complexas. Por uma operagdo complexa entendemos uma
multiplicagdo complexa seguida por uma adicdo complexa.

Cooley e Tukey (1965) introduziram um algoritmo, chamado transformada
rapida de Fourier, conhecido por FFT (fast Fourier transform), que requer
T log T operagdes.

Para séries longas, a economia de tempo é consideravel. Dizemos que o
algoritmo tem complexidade O(T log T).

Inicialmente, para o caso T = rir», . e r inteiros e diferentes de um, é
mostrado que sdo necessdrias T(r + r.) operagdes. Se T = rr -+ rm,
serdo necessarias T(r + r + ...+ rm) operacdes.

O caso T = r", com r = 2 ou 4, oferece vantagens importantes sob o
ponto de vista computacional. Nessa situagdo, o nimero total de
operagdes é Tmr = rT log, T, que para r = 2 reduz-se a 2T log, T. Para
outros detalhes, veja o artigo mencionado, Brillinger (1981) ou Bloomfield
(2000).
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O periodograma

Veremos, mais adiante, que um procedimento para estimar f(\) consiste em
considerar

Z w(T)3-e= AT (18)

T=—00

" 2r

onde 4, é um estimador da f.a.c.v. do processo e w(7) é uma fungo peso.

(18) é um estimador suavizado de covaridncias e corresponde a suavizar a f.a.c.v.

no dominio do tempo e ent3o transformar para o dominio de frequéncias.

Outra possibilidade é obter estimadores suavizados de periodogramas, de modo

que todas as computagdes s3o feitas no dominio de frequéncias; obtemos a TFD

(4) usando uma FFT, depois obtemos o periodograma, ambas as estatisticas nas

frequéncias de Fourier, e suavizamos ao redor de uma frequéncia de interesse.

Aqui reside a vantagem do algoritmo, reduzindo o tempo de computagio

necessario.

Se T n3o for uma poténcia de 2 ou da forma T = - - - rp, considere um inteiro
/

adequado T > T, T' uma poténcia de 2, e acrescente T — T zeros aos dados.
Obtemos, depois, a TFD

(T/)(27TV

7/) X; e—127r1/t/T .
T \/271-T Z

Teremos, entdo, um ndmero maior de frequéncias do que no caso de usar T
observagdes.
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O periodograma

Exemplos

1. Exemplo 1. A Figura 1 mostra o periodograma da série de marés de
Ubatuba. Notamos um pico dominante, correspondente a frequéncia
semi-diurna (periodo de 12 horas) e dois picos menores, anteriores ao pico
principal, correspondentes a periodos de 80 horas e 24 horas,
respectivamente.

2. Vemos que esse periodograma apresenta picos, correspondendo a
periodicidades presentes nos dados, mais uma componente
aproximadamente constante, correspondendo a um ruido. Um modelo para
essa série de marés seria constituido pela soma de um processo harménico
mais um ruido branco.
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O periodograma

Exemplos
60000 1
240000 |
£ 20000 1
01 /ULAMJ.
0 50 100 150 200 90
Harmonico

Figura 1: Periodograma da série de marés de Ubatuba.
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O periodograma

Exemplos

1. Exemplo 2. Vamos retomar a série de chuvas de Fortaleza. Seu
periodograma esta representado na Figura 2. Vemos que ha dois picos que
se destacam, correspondentes aos possiveis periodos de 13 e 26 anos.

2. Utilizando testes de periodicidades apropriados, verifica-se que, de fato,
esses periodos sdo estatisticamente significativos. Veja Morettin (2018)
para uma andlise completa.

3. Os gréficos envolvendo o periodograma e estimadores espectrais
suavizados desse capitulo foram feitos por meio do software R e o pacote
astsa.
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O periodograma

Exemplos
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Figura 2: Periodograma da série de chuvas de Fortaleza.
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Testes para periodicidade

Teste de Fisher

1. Vamos considerar aqui dois testes de periodicidades que utilizam as
ordenadas do periodograma.

2. Suponha que um modelo adequado para a série temporal observada seja

K
Zt:ZR;COS(Wit+¢i)+5t7 t=1,...,N, (19)
i=1
em que K, Ri ew;, i =1,...,K, s3o constantes, ¢; ~ U(—m,7)
independentes, {e:} sequéncia de ruidos brancos independentes de Z;,
com média zero e variincia o2.

3. Utilizando uma amostra 7y, 25, ..., Zy de (19) podemos calcular o
periodograma IJ-(N), i=1,...,[%]. Mesmo que R; =0, todo i, é possivel
que ocorrram picos nas ordenadas do periodograma devido a flutua¢des
aleatérias. Em resumo, mesmo que o periodograma apresente varios picos,
nao poderemos concluir, a priori, que cada um dos picos corresponda a
uma componente periédica na série Z;.
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Testes para periodicidade

Teste de Fisher

1. Supondo que o processo Z; seja Gaussiano, Fisher (1929) apresenta um
procedimento para testar a hipdtese
Ho : Ri =0, todo i (n3o existe periodicidade)
baseado na estatistica
TR ,j(N) @ 20)
g = N = N . 20
[3] (v (31 (v
S X
3. Fisher mostrou que, para N impar, a distribuicdo exata de g, sob Hp, é
dada por

P(g >a)=n(1—a)"'— (,27) (1—2a)" '+ ... +(-1) <Z> (1—xa)" !,
(21)

em que

{N} : . | ! 1 ( {1}>
n= |—| e x é o maior inteiro menor que — | x = [=| | .
2 a a
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Testes para periodicidade

Teste de Fisher

1. Assim, para um dado nivel de significancia «, podemos utilizar a equagdo
(21) para encontrar o valor critico a(«) tal que P(g > a(a)) = a. Se o
valor observado da estatistica (gobs) for maior que a(«), rejeitaremos Hp,
o que significa afirmar que a série apresenta uma periodicidade igual a
1/w*, sendo w* a frequéncia em ciclos, correspondente a /™).

2. Uma boa aproximag&o para a expresso (21) é obtida utilizando somente o
primeiro termo da expansao, isto é,

P(g >a)=n(1-a)"", (22)
que pode ser utilizada para encontrar o p-valor aproximado do teste,
fazendo a = gobs-

3. Fisher (1929) obteve a expressdo (21) utilizando argumentos geométricos;
Grenander e Rosenblatt (1957) e Hannan (1970) apresentaram
demonstracoes analiticas.
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Testes para periodicidade

Teste de Whittle

1. Whittle (1952) sugeriu uma extens3o para o teste de Fisher, que fornece um
teste para a segunda maior ordenada do periodograma (1(2)), omitindo o termo
1) do denominador da estatistica g, isto é, considerando a estatistica

, 1) (23)
8 = N .

Tz i - 1w
e utilizando a distribui¢do g de Fisher com n substituido por (n — 1).

2. Se a segunda maior ordenada for significante, pode-se aplicar o procedimento de
Whittle para testar a terceira maior ordenada (l(3)) e assim por diante, até que
se obtenha um resultado n3o significante. Dessa maneira, obtemos uma
estimativa do nimero de componentes periédicas, K, do modelo (19).

3. O teste de Whittle é bom se todas as componentes periédicas tiverem
frequéncias iguais ou muito préximas a muiltiplos de 27/ N; se isto n3o ocorrer o
poder do teste serd bastante afetado. O pior caso ocorre quando uma ou mais
frequéncias estiverem no ponto médio entre duas frequéncias de Fourier
adjacentes, isto &, entre 27j/N e 2w (j + 1)/N.

4. Priestley (1981) apresenta outros testes de periodicidade que s3o adequados para
processos mais gerais do que aquele representado pela express3o (19), ou seja,
processos em que o termo de ruido € € substituido por um modelo linear da
forma >°0° 0 guet—u-

Pedro A. Morettin MAE 5871: Analise Espectral de Séries Temporais



Testes para periodicidade

Exemplos

Vamos aplicar o teste de Fisher a série Temperatura—Cananéia. Podemos
verificar que max Ij(m) = 67,05, para j = 10. Utilizando (20) podemos calcular
o valor da estatistica de Fisher
67,06 67,05
Z'Ol /j(120) - 75, 65
=

8obs = = O7 8863

e o p-valor, utilizando (21), é

*

o = P(g > gobs) = n(l - gobs)n 3

ou seja,
o = P(g > 0,8863) 22 60(1 — 0,8863)*° = 1,1695 x 10>,

que é menor do que qualquer valor usual de nivel de significancia. Esse p-valor
nos leva a rejeitar a hipdtese de ndo existéncia de periodicidade e a concluir
que a série de temperatura em Cananéia possui uma periodicidade de

N/j =120/10 = 12 meses.

O teste de Fisher pode ser realizado utilizando a fung3o fisher.g.test da
biblioteca GeneCycle do R.
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Testes para periodicidade

Exemplos

Vamos utilizar, agora, a série de Chuva de Fortaleza. Podemos verificar que

max [ =312.011,17, j =12,

€ 75
> 189 = 2.902.343, 46.
j=1
Assim, 312.911,1
. 7
obs — ——— = = 07 1078
obs = 5902.343, 46
e

a* = P(g > 0,1078) ~ 74 x (1 — 0,1078)"> = 0,0179.

Fixando um nivel de significincia de 0,02, podemos concluir que existe uma

periodicidade de % = 12,41 anos na série de chuvas em Fortaleza.
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Testes para periodicidade

Exemplos

Para verificar a existéncia de uma segunda periodicidade, utilizamos a
estatistica g’, expressdo (23), com

I® = 211.756,89, j =6,

(4]
1049 — 1) = 2.902.343, 46 — 312.911,17 = 2.589.432, 29.
Jj=1
Assim, 211.756, 89
r_ o ) _
8obs = 5 589.432,00 O 08178
e

a* = P(g’ > 0,0818) ~ 73(1 — 0,0818)"* = 0, 1566,

indicando a n3o existéncia de uma segunda periodicidade na série.
Siegel (1980) d4 uma extensdo do teste de Fisher para vérias periodicidades.
Veja Morettin et al. (1985) para uma aplicagdo a série de chuvas em Fortaleza.
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Testes para periodicidade
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