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Filtros lineares

Filtro linear

1. Uma das razées que tornam a andlise espectral uma ferramenta analitica
importante é o fato que o espectro fornece uma descrigdo simples do efeito da
aplicacdo de uma transformag3o linear em um processo estacionario. O nome
“filtro” vem da engenharia de comunicagdes, significando um mecanismo (na sua
forma mais simples) que é composto de uma série de entrada Y(t), uma série de
saida X(t) e uma “operacdo”’ F que permite que componentes da entrada, numa
faixa de frequéncias, passem pelo mecanismo, sendo que as outras componentes
sejam eliminadas ou atenuadas. Usaremos a notacdo

X = F[Y]
ou
X(t) = FIY1(2).
2. Dizemos que F é invariante no tempo se o atraso (ou avanco) de Y(t) no tempo
de 7 unidades implicar o atraso (ou avanco) em X(t) das mesmas 7 unidades, ou

seja, F[Y](t £ 7) = X(t & 7). Dizemos que F é linear se para o conjunto de
séries Yi(t),..., Yk(t) e constantes oy, ..., ax temos

k k
FI3 | (1) =" aFIYi](0).
j=1 j=1

3. Denominamos por filtro linear ou sistema linear qualquer operacdo F que seja
linear e invariante no tempo.
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Filtros lineares

Filtro convolucao

1. Um caso especial importante de um filtro linear é o filtro convolucg3o.
Suponha que {X(t), t € R} seja dado por

X(t) = /Oo h(T)Y(t — 7)dT, (1)

— 00
na qual {Y(t),t € R} é um processo estaciondrio, com média zero e
f.a.cv. vy (7).
2. Ent3o X(t) é também estaciondrio, com média zero e f.a.c.v.

vx(7) = / / u)h(v)yy (T — v + u)dudv. (2)

3. Segue-se que o espectro de X(t) é dado por

f()) = %/ -'*T{/ / S Iy

supondo que ¥(7) seja absolutamente integravel, e isso é verdadeiro desde
que [*°_|h(7)|dT < oo.
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Filtros lineares

Filtro convolucao

1. Efetuando a transformacdo w = 7 — v + u, obtemos

x(\) = %/ h(u)e”‘”du/ h(v)e_ikvdv/ vy (w)e " dw.

— 00 — 00

2. Denotando

H(\) = / h(u)e™ " du, (3)
obtemos, finalmente,

fx(X) = [H)*Fr(A). (4)

3. A fungdo H(X) é a fungdo de transferéncia do filtro convolugdo. A fungdo
h(u) é chamada fung3o resposta de impulso. Vemos que (4) d4 uma
relacdo entre o espectro da série de entrada, Y(t), e o espectro da série de
saida, X(t).
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Filtros lineares

Filtro convolucao

1. Se Y; e X; sdo processos discretos, as relagdes correspondentes a (1) e (3)

sao
Xt: Z hkytflﬂ (5)
k=—o0
HA) = Y e ™, (6)
k=—o0

respectivamente, com (4) permanecendo inalterada. A condi¢éo de
estabilidade do filtro torna-se, agora, »_, |hx| < oo.

3. De modo geral, temos o seguinte resultado.

Teorema 1. Se a condicdo (1) valer e Fy()\) € a fungio de distribuicio
espectral (f.d.e) de Y (t), entdo a f.d.e de X(t) satisfaz

dFx(X) = [H(N)PdFy (X). ()
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Filtros lineares

Filtro convolucao

1. No caso especial em que Y; é ruido branco, a relagdo (1) torna-se um PLG
e sua f.a.c.v. fica

(k) =0 hihi_ ),
J

fx(A) = 7‘ Zh e N2,

2. Para que o lado direito de (1) seja bem definido, isto é, a integral convirja
em média quadratica, é necessario que X(t) tenha variancia finita, ou
/ fx(\)d\ < oo = / [HO) (A dA < oo.

Uma condig3o suficiente para que esta seja satisfeita é que

|7 o <o [ s < e,

—o0o

se fy(A) < M, para uma constante M e para todo A.
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Filtros lineares

Ganho e fase

1.

Em geral, a fungdo de transferéncia do filtro, H(\), é complexa. Escrevendo-a em forma polar temos

HA) = 6D, ®
em que |H(X)| = G(X) é denominada ganho do filtro e 6(\) = arg [H(\)] é a fase.
Exemplo 1. Considere o filtro convolugdo dado por (1). Usando as representacdes espectrais das séries de

entrada e de saida, temos que o termo exp(iAt) da série de entrada, Y(t), tem amplitude |dZy (\)]| e fase
arg {dZy (\)}, enquanto o termo exp(itA) da série filtrada, X(t), tem amplitude

[dZx(N)] = [HN)|.[dZy (V)]
G(N)-[dZy (N)] )
e fase
arg{dZx(A\)} = arg{H(A).dZy(\)}
O(\) + arg {dZy(\)}. (10)

Analisando as expressdes (9) and (10), podemos concluir que a amplitude da série de saida é
pelo ganho do filtro, e sua fase é adicionada pela quantidade 6(\).

Para que 8(X) = 0, VA, ou seja, ndo haja mudanca de fase, H()) deve ser real, e isso implica que h(u)
seja uma fungdo par, o que implicaria que o filtro fosse fisicamente n3o realizavel (h(u) # 0, u < 0). Na
pratica, a maioria dos filtros tém fungdes de transferéncia complexas e produzem mudangas de fase em
algumas (ou todas as) frequéncias.

multiplicada
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Tipos de filtros

Alguns tipos de filtros

1. Filtro passa-alto
Esse tipo de filtro elimina ou atenua componentes, na série de entrada, com
frequéncias baixas. O quadrado do médulo da fung3o de transferéncia é dado por

2 [ 1, A= o,
moe={ & Bz
cujo grafico estd na Figura 1. Versdes aproximadas desse filtro sdo usadas em
amplificadores de dudio, de modo a suprimir distorcdes de baixa frequéncia.

2. Filtro passa-baixo

Nesse caso temos a supress3o (ou atenuagdo) de componentes de alta
frequéncia. Logo,

2 [ 1, N <A,
e ={ & NS
e o grafico estd representado na Figura 2. Esse tipo de filtro também é usado em
equipamentos de dudio para suprimir ruido de alta frequéncia.
3. Filtro passa-banda
Finalmente, para esse tipo de filtro, temos que

2 [ 1, X< AL A
IH)I" = { 0, caso contrdrio,

representada na Figura 3.
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Tipos de filtros

Tipos de filtros

- 11 —
-\

'
A
}\O
Figura 1: Quadrado do médulo da fungdo de transferéncia

de um filtro passa-alto.
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Tipos de filtros

Tipos de filtros

A Hy®

L
- A
A A
Figura 2: Quadrado do médulo da fungdo de transferéncia

de um filtro passa-baixo.
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Tipos de filtros

Tipos de filtros

— 1 1 —

=Y

Figura 3: Quadrado do mddulo da fungdo de transferéncia
de um filtro passa-banda.
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Tipos de filtros

Exemplos

1.

Filtro diferenga. Nesse caso, temos que

Xe=0Q—-B)Y:=Y: — Yi_1.
Aqui, hg =1, hy = —1e h; =0, # 0, 1. Essa fun¢do mostra que o filtro elimina componentes de baixa
frequéncia (tendéncias) e é, aproximadamente, um filtro passa-alto. Ainda,

“()

G(A) = [H(V)| =2

e
_ (m —X)/2, A >0,
N = { —(m —A)/2, A<o.
A fung3o de transferéncia do filtro é dada por
HA) = > hem™M=1-e —7<A<n (11)
j=—oo
e, consequentemente,
HOP = (1—e™)a—e?) (12)
2[1 —cos(A)], —w <A<, (13)

representada na Figura 4.
Essa fun¢do mostra que o filtro elimina componentes de baixa frequéncia (tendéncias) e &,

aproximadamente, um filtro passa-alto. Ainda,
(3l
sin ([ —
2

G(A) = [HO)| =2

Temporais



Tipos de filtros

Exemplos

IHGambam)~2

ety

Figura 4: Quadrado do médulo da fungdo de transferéncia
de um filtro diferenca.
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Tipos de filtros

Exemplos

1. Filtro diferenca sazonal. Suponha que o periodo sazonal seja 12; entdo, a
relacdo entre entrada e saida é dada por
Xe=(1-B®)Y,=Yi— Yi 1.
Vemos que ho =1, hip = —1e hj =0, j #0,12.

2. A fungdo de transferéncia é dada por

HX) = > he ™ =1—exp(—12i)), -t <A<7m  (14)

k=—o0

|[H*(A)| = |1 —exp(—12i\)|* =2 — 2cos(12)) (15)
2(1 — cos(12X)), (16)

representada na Figura 5. Esta indica que o filtro suprime frequéncias
sazonais e suas harmdnicas.
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Tipos de filtros

Exemplos

IHGambam)~2

ety

Figura 5: Quadrado do médulo da fungdo de transferéncia
de um filtro diferenca sazonal de ordem 12.
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Tipos de filtros

Exemplos

1. Filtro de médias méveis simétrico. Esse filtro é comumente usado para
suavizar uma série temporal. Considere

; (v
Xe = - Z Yi—j, m impar.
j=—(m-1)/2

2. Aqui, H(X) = (sin(Am/2))/(msin(\/2)) e, consequentemente,

G(\) = H(\)

o()) = 0, se sen(Am/2) > 0,
T | &m, sesen(Am/2) < 0.

3. O quadrado do médulo da fun¢do de transferéncia, com m =5, esta
representado na Figura 6, indicando que o filtro de médias mdveis é um
filtro passa-baixo, ou seja, reduz a variabilidade (ruido) da série.
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Tipos de filtros

Exemplos

IHGamBbaa A2

Fequency

Figura 6: Quadrado do médulo da fungdo de transferéncia
de um filtro de médias méveis simétrico, com m = 5.
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Tipos de filtros

Filtros sequenciais

1. Considere a aplicagdo sequencial de dois filtros, 71 e F», a uma série de entrada, Y(t), isto &,
X(t) = FIY(2)] = FlA[Y(®)])-
2. Pode ser facilmente provado que a fung3o de transferéncia do filtro F é dada por
H(X) = Ha(A)-Hi(X), 17)

na qual H;() é a fungdo de transferéncia do filtro 7, j = 1,2

3. Além disso, usando (4) e (17), encontramos que a fun¢do de densidade espectral da série de saida é dada por

2 2
fx(X) = [H2(N) |7 [HL(A) " Fy (A)- (18)
4. Esses resultados podem ser generalizados para uma aplicagio sequencial de K filtros, Fy, 2, . .., Fk,
obtendo-se
K
H) =TT H)
j=1
e
i 2
ix(2) = iy (M) TTIH)]
j=1
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Filtros

Tipos de filtros

sequenciais

. Considere a aplicagdo sequencial dos filtros diferenca e diferenga sazonal

de ordem 12, ou seja,

X: = (1—-B)(1-BY)Y..

. Nesse caso, F1 = (1 — B) and F» = (1 — B*). Usando as expressdes (17)

e (18), temos que
H\) = (1 — e_i’\)(l —exp(—12i})), — 7w <A<mw
da qual segue

fx(A\) = 4(1 — cos(A))(1 — cos(12X))fv (N).

. O quadrado do médulo de |H(\)|? estd representada na Figura 7,

indicando que esse filtro atenua componentes de baixa frequéncia
(tendéncias) e frequéncias correspondendo ao periodo sazonal (12) e suas
fracdes. Para mais detalhes, veja Priestley (1981).
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Tipos de filtros

Filtros sequenciais

IHdambday i~z

fequenry

Figura 7: Quadrado do mddulo da fungdo de transferéncia
do filtro sequencial diferenca-diferenca sazonal.
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Exemplos de espectro

Ruido branco discreto

1. Considere o processo {e;, t € Z}, o ruido branco discreto. A partir de sua
f.a.c.v obtemos

0_2

f()\)ZE, —rT <A< T (19)

2. Segue-se que o ruido branco discreto tem um espectro constante no
intervalo [—7, 7]. Em outras palavras, a poténcia total estd
uniformemente distribuida sobre todas as frequéncias desse intervalo.
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Exemplos de espectro

Espectro de AR(1)

1. Considere o processo AR(1), X; = ¢X;—1 + €+, com & ~ RB(0,02) e |¢| < 1.
2. A f.a.c.v. é dada por

2
o
—2,5eT=0,
Ve =

Te

1—¢2

¢I7l, se |7 > 1,

logo

— 075 - T —iAT o T AT
(A = 2ﬂ(1_¢2)<1+§¢e +TZ:1¢e )

2 —iX i
_ o2 (1+ de M de _)\)
2r(1 — ¢2) 1—ge—r ' 1 ge
oe 1
27 |1 — pe—iA|2"

3. Escrevendo de outra forma,

fO\) = e . N\
N = o d T @ —29csp))’ "SAST
A Figura 8 mostra o gréfico do espectro f(\) para ¢ = 0.5 e ¢ = —0.5, com

2
oz =1.
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Exemplos de espectro

Espectro de AR(1)

4 4
3 3
8 3
) gy
1 1
3 2 -1 0 1 2 3 302 -1 0 1 2 3
(0] (0]
¢ =05 ¢=—05

Figura 8: Espectro de um processo AR(1).
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Exemplos de espectro

Espectro de AR(p)

1. Considere, agora, um processo AR(p), com p = 0. Podemos considerar €; como
a saida de um filtro linear com entrada X: e fungdo de transferéncia

P
HQA) = d(e™™) =1-) ¢je™™V. (20)
2. Logo,
2
a? 2 i
— |1 = e i
o =t quje fx (),
Jj=1
da qual segue que o espectro de um processo AR(p) é dado por
—2
p oy #
fx(\) = Z e~™N| | —r<A< T (21)

3. Na Figura 9 mostramos o espectro de um processo AR(2) com ¢1 = 1,5 e
¢2 = —0,92, que apresenta um pico, indicando um comportamento pseudo
periédico da série.
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Exemplos de espectro

Espectro de um AR(2)

spectrum

fequency

Figure 9: Epectro de um processo AR(2
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Exemplos de espectro

Espectro de MA(q)

Considere o processo de médias mdveis de ordem g, MA(q). Este é um caso
particular de (5) logo por (7) vemos que o espectro de tal processo é dado por

. 2

S e

j=0

fie(\) = ;7 , (22)

com hp =1e hj: —Qj,j:1,...,q.
Na Figura 10 temos um grafico do espectro de um process MA(1) com 6 = 0, 8.
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Exemplos de espectro

Espectro de um MA(1)

0.3 0.4 0.5
I I

spectrum

0.2

0.1

Q
<]




Exemplos de espectro

Espectro de ARMA(p,q)

O processo ARMA(p,q) pode escrito na forma ¢(B)X: = 0(B)e:, ou seja, um
filtro linear com funcio de transferéncia H(\) = 8(e~"*)/p(e=™).
Portanto, o espectro desse processo é dado por

21571 g.e—i/\j|2

o =17

fx(A) = — S = —m <A< 23
N = s g TEAST *)

Dizemos que um processo ARMA genérico tem espectro racional, pois (23) é a
razdo de dois polindmios em .
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Exemplos de espectro

Processo harménico

1. Vamos retomar o processo

J
t)=>_ Ajcos(\t + ¢;), (24)
j=1
no qual A;, \j,j =1,...,J, sdo constantes reais e ¢j,j = 1,...,J, sdo

v.a's independentes, uniformemente distribuidas no intervalo [—, 7].
2. Segue-se que a f.a.c.v desse processo é dada por

1 J
() =5 Z > cos(\jT) (25)

3. Vemos que y(7) ndo é absolutamente integravel, e ndo podemos usar a
definigdo usual de espectro. Considere, para efeito de simplicidade, o caso
J=1, X =\, A = A e calculemos

1 (7 1 5, (7
frlw) = %/o cos(wt)y(7)dT = EA /0 cos(wT) cos(AT)dT
A Tl
= / E{cos(w + A)7 + cos(w — A)T}dT
T Jo
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Exemplos de espectro

Processo harménico

1. Aqui,

1 sin(Ta)
@)= e
é um niicleo de Dirac e portanto satisfaz d7(a) > 0e [ 6r(a)da =1.

2. Como
_ T sin(Ta)

5 — ik W7
(@) 47 Ta
quando T — oo, vemos que para T grande, d7(a) comporta-se como uma
fun¢3o delta de Dirac.

3. Logo

Flw) = %{5@ ) + 8w — N} (26)
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Exemplos de espectro

Processo harménico

1. Observe que podemos escrever

W)= [ &)

-7

com
0,se —T<w<—A

Flw)=qA%/4, se —A<w<A
A% se A <w <.

2. Veja a Figura 11.
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Exemplos de espectro

Processo harmoénico

a4 0 b1 MR

Figura 11: Espectro de um processo harmonico.

= -
= ssoocccsoooos
= Vv
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Exemplos de espectro
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