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O espectro

Conceitos basicos

1. Vimos que uma fung3o periddica, de quadrado integravel, admite uma
representacdo em série de Fourier, que converge para a funcdo, sob
determinadas condi¢Bes. Se a funcdo ndo for periédica, mas de quadrado
integravel, podiamos considerar a sua representacao como uma integral de
Fourier.

2. Considere, agora, um processo estocdstico estacionario {X(t),t € T}, que
pode ser complexo, com média suposta igual a zero e suponha
inicialmente que 7 = R. Considere o conjunto de todas as trajetérias do
processo. Pelo fato dele ser estaciondrio, segue-se que se considerarmos
qualquer trajetdria X(j)(t), teremos que ela ndo é de quadrado integravel
e, portanto, ndo podemos definir a transformada de Fourier de XY (t). Do
mesmo modo, essa trajetdria ndo é periddica; portanto, ndo podemos
considerar sua série de Fourier.

3. Pareceria, entdo, que n3o se poderia obter uma “representacido
espectral’ para o processo. Contudo, o argumento heuristico que passamos
a apresentar mostrard que podemos de fato efetuar a andlise de Fourier
(ou espectral) de um processo estaciondrio, sob determinadas condi¢des.
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O espectro

Conceitos basicos

1. Considere uma realizagdo particular do processo, que chamaremos
simplesmente de X(t), para simplificar a notagdo. Vamos lembrar que
X(t) é, agora, uma fungdo ndo aleatdria de t.

2. Defina a fun¢do

Yie) = {X(t), se —T<t<T )

0, se |t| > T.

3. Para essa fungdo, podemos definir a transformada de Fourier

Fy()) = 217r /_Oo Y(t)e Pidt = %/_Txu)e*f“dt, 2)
com
Y(t) = / T Ry ()eMdn. 3)
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O espectro

Definicdo de espectro

1. Vemos, pois, que

|Fy(N)[dA (4)
representa a contribuicdo a energia total daquelas componentes de Y(t),
com frequéncias em (A, A + d)).

2. Segue-se que

2
Moy QU ;
Ay = 1A 5)
representa uma func¢do densidade de poténcia de Y/(t).
3. Portanto, ,
. [Fy(M)
A, a7 (©)

descreveria as propriedades espectrais de X(t).
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O espectro

Espectro

1. O limite (6) depende da particular realizagdo X(t) do processo, de modo
que se quisermos caracterizar as propriedades espectrais do processo
estaciondrio X(t), devemos tomar a média de J(")(\) sobre todas as
realizacGes e considerar

f(A) = lim E{J ( )} (7)

T—o0

quando esse limite existir.

2. Denominamos f(A) de fungdo densidade espectral X(t), ou simplesmente
espectro de X(t), se ele existir. Da interpretacio de J()()\) dada acima,
vemos que f(\) representa a média das contribui¢cdes, das componentes de
X(t) com frequéncias em (A, XA + d\), a poténcia total.

3. Nao é dificil mostrar que

= gim 2 [ - (e ar, (8)

onde v(7) é a funcio de autocovaridncia de X(t).
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O espectro

Espectro

1. Uma condi¢3o suficiente para que o limite em (8) exista é
oo
| htodr < oo, ©)
— 00
ou seja, v(7) — 0, |7| — oo, indicando que valores do processo
suficientemente afastados sdo fracamente correlacionados.
2. Se (9) estiver satisfeita, segue-se de (8) que

FO) = ~ / Y () dr, (10)

:g .

obtendo-se o espectro como a transformada de Fourier da fungao de
autocovariancia.
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O espectro

Espectro

1. A transformada inversa resulta
y(7) :/ f(\)e*dA. (11)

2. Em particular, para 7 = 0 em (21), obtemos
10 = Var(x(@)) = [ FO)ax (12)

0 que mostra que a variancia do processo é uma “soma’”de contribuicdes
devidas as diversas componentes de frequéncias presentes em X(t), sendo
que as componentes com frequéncias em (A, A + d\) contribuem para a
variancia com f(A)dA\.
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O espectro

Espectro

Se tivermos um processo estaciondrio discreto {X¢, t € Z}, o argumento acima
pode ser repetido, com somas substituindo integrais. Se

(oo}

> Il < oo (13)

k=—o0

estiver satisfeita, obtemos o espectro de X; como

) == 3 e ™, —r<i<m (14)
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O espectro

Propriedades do espectro

1. O espectro f()), definido em (14), é limitado, ndo negativo, uniformemente
continuo, par e periédico, de periodo 2.

2. O fato que f(\) é limitado segue de (13) e |f(\)| < ﬁ > re oo k-

3. Como
1 G —i(X k —iXk
FA+w) = F S o2 D0 JeT O — ey
k=—o00
1 & i
= o= > hulle™™* ~1,
k=—o0

vemos que o Ultimo termo tende a zero para w — 0, independente de \; logo,
f(X) é uniformemente continuo.

4. Como a f.a.c.v. € par, segue-se facilmente que o espectro também é par e,
portanto, real. Que é periédico, de periodo 27, segue do fato que e =27k =1, k

inteiro.
5. Quando E{JM} — f(\), f(\) >0, para N — co e JM)(X\) > 0, onde JIV)(X) é
a versio discreta de (8), baseada em observagdes Xp, ..., Xy—_1 do processo.
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O espectro

Propriedades do espectro

1. Para processos continuos, f(\) tem as mesmas propriedades anteriores,
exceto que neste caso n3o é periddico.

2. No caso discreto, como f(\) tem periodo 27, considere A € [—, 7].
Sendo par, basta representa-lo graficamente no intervalo [0, 7], ou no
intervalo [0,1/2], se a frequéncia for dada em ciclos por unidade de tempo.

3. Da defini¢do de espectro no caso discreto, obtemos

’yk:/ e KF(A)IA Lk = 0,41, ... . (15)
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O espectro
Processos reais

1. Suponha, agora, que {X(t), t € R} seja real. Como (7) é par, temos

) = 5 / " [cos(Ar) — isen(Ar)(r)dr

— 00

o0 I' o0
o) cos(AT)y(7)dT — 5 [m sen(A7)y(7)dT

e, portanto, como a dltima integral se anula (pois o integrando é uma
funcio impar), obtemos

ﬂM:%AwwﬂMhﬁMr (16)

3. De modo andlogo, temos

Wﬂ:zlwmqmyuwx (17)
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O espectro

Processos reais

1. No caso de um processo discreto real, teremos, respectivamente,

F()) = % > wcos(k) = Z41 423 prcos(Ak)}, (18)
=2 / " cos(AK)F(\)dA. (19)

2. As condigdes (9) e (13) ndo necessitam estar, necessariamente, satisfeitas.
Lembremos que o processo quase periédico é tal que sua f.a.c.v. ndo tende
a zero, quando |k| — oo.

3. Em situagcdes como esta serd necessario introduzir o espectro do processo
de outra maneira. Basicamente, a relagdo (11) entre o espectro e a f.a.c.v.
continua viélida, mas a integral serad substituida por uma integral de
Riemann-Stieltjes.
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Representacdes espectrais (REs)

RE da facv

1. Vimos que um processo quase peridédico é uma soma de componentes
periédicas, da forma

X(t) = i Zye™ (20)

k=—o00

e sua f.a.c.v. é dada por

oo}
W)= 3 ate, (21)
J=—00

2. Essas duas relagdes s3o casos particulares das chamadas representacoes
espectrais do processo X(t) e da f.a.c.v. v(7), respectivamente.

3. Ambas constituem as relacdes de Wiener-Khintchine. Observe a
semelhanca de (21) com (11) e (15). Na realidade, essas relagdes sdo
casos particulares de

1= T eTdF(), (22)

no caso continuo e relagdo andloga (com limites de integracdo —m e )
para o caso discreto.
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Representacdes espectrais (REs)

RE da facv

1. Em (22), temos uma integral de Riemann-Stieltjes, de modo que essa se
reduz a (11), no caso que F(\) for absolutamente continua, com
dF(X\) = f(A)d\, e a (21), no caso em que F(A) for uma fungdo em

escada, com saltos nos pontos J; iguais a 01-2.

2. O fato importante é que, embora nem todo processo estaciondrio X(t)
seja uma soma de componentes harménicas, como em (20), ele pode ser
aproximado por tal soma. Ou seja, X(t) pode ser obtido como um limite
de somas do tipo >, Z;e™it, tomando-se as frequéncias \; bem préximas
entre si e as v.a. Z; escolhidas de tal sorte que o limite seja X(t).
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Representacdes espectrais (REs)

RE da facv

1. Consideremos, entdo, um processo estocdstico estaciondrio {X(t), t € R},
real, de média zero e f.a.c.v. v(7), suposta continua para todo 7.

2. Teorema 1. Uma condicdo necessaria e suficiente para que (7) seja a
f.a.c.v. de um processo estaciondrio € que

v(r) = /_ = e dF(N), (23)

para todo T real, onde F(\) € uma funco real, ndo decrescente e limitada.
3. Este teorema é denominado representagao espectral de
Bochner-Wiener-Khintchine, porque Wiener (1930) e Khintchine (1934) o
provaram para classes de fun¢8es distintas, enquanto Bochner (1936)
demonstrou um teorema geral para fungdes positivas definidas.
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Representacdes espectrais (REs)
RE da facv

1. Dividindo ambos os membros de (23) por v(0), podemos escrever
o) — / T dG(\) (24)

onde G(\) tem propriedades andlogas as de F(\).
2. A fungdo F() é definida a menos de uma constante e podemos supor
F(—o00) =0, F(+00) = 7(0). Se considerarmos (24), supomos
G(—o0) =0, G(+00) = 1, de modo que G(\) pode ser considerada uma
fun¢do de distribui¢do. Usualmente, tomamos F(\) continua a direita.
3. De (23), temos

10) = VarX(©)) = [ dF(), (25)
que nos diz que a variancia total do processo é determinada por F()) e,

portanto, fornece a distribuicdo espectral de X(t) sobre o eixo das
frequéncias.
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Representacdes espectrais (REs)

FD espectral

1. Como F()) tem o cardter de uma fungio de distribui¢do (f.d.), ela pode
ser escrita na forma

F(X) = a1Fa(X) + a2Fc(X) + azFs(N), (26)

para todo A, onde a1, a» e az sdo constantes n3o negativas, com
ai+a+a=1.

2. F4(\) é uma fung3o em escada (a f.d. discreta), F-(\) é absolutamente
continua (componente continua da f.d. espectral) e Fs(\) é componente
singular, com F/()\) = 0 em quase toda a parte.

3. Para modelos de interesse pratico, a ultima componente pode ser
desprezada, de modo que

F(A) = a1Fa(X) + a2 Fc(N), (27)

com ai, a» nao negativos e a; + a» = 1.
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Representacdes espectrais (REs)
FD espectral

1. Em correspondéncia, a f.a.c.v. 7(7) pode ser decomposta na forma
Y(7) = a1va(7) + a27e(7),
onde

va(T) = / - e dF4(\)

—o0

ve(7) = / T AR ().

— 00
2. A componente continua ¢é tal que
A

F(N\) = / fe(a)da,

ou seja, f(A\) = F/()\), para todo A. Como F.(\) é n3o decrescente,
f(\) > 0, para todo \.

3. A componente discreta Fy(\) estd associada a uma fungdo p(\) > 0, para
todo A, e p(A) > 0, para um conjunto discreto de frequéncias {);}, de
modo que dF () = 0, exceto em \; e dF (\;) = p(};). Segue-se que

Fa(N) = > p(X)

A <A

Pedro A. Morettin MAE 5871: Analise Espectral de Séries Temporais



Representacdes espectrais (REs)

FD espectral

1. Vemos, entdo, de modo genérico, que a f.d. espectral é uma mistura de
uma fun¢do em escada, com saltos iguais a p(};) nas frequéncias )\, e de
uma fungdo continua, ambas n3o decrescentes.

2. Se a condigdo [%_|vc(7)|dT < oo estiver satisfeita, entdo
N == [ e P(r)dr
c = o . Ye .

3. Para obter os p()\;) em fungdo de v4(7), considere

T oo

1 —iXgT _ 1 T iT(Nj—Xg)
ﬁ _T’)/d(’r)e ls dr = Z p(Aj)ﬁ ‘/_‘Te J ls dr.
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Representacdes espectrais (REs)

FD espectral

1. Mas

LT g {1, seA=0

2T T %,se)\;éo,

de modo que, quando T — oo,

-
1 T A gy 4 158 A= Ak
2T J_1 O,se )‘j 75 )\k

e obtemos, entdo, que

T .
p(Ak) = lim / vag(T)e T dr.
T—oo J_T

2. Seem (27), a1 = 1,a = 0, dizemos que X(t) tem espectro puramente discreto.
O processo quase periddico é um exemplo dessa situagdo. Nesse caso, como
vimos, v(7) n3o tende a zero, quando |7| — oco.

3. Se a; = 0,a = 1, entdo X(t) tem espectro puramente continuo; assim,
(1) — 0, quando |7| — co. Sdo exemplos o ruido branco discreto, os processos
AR(p), MA(q), ARMA(p,q) e o processo linear geral.

Pedro A. Morettin MAE 5871: Analise Espectral de Séries Temporais



Representacdes espectrais (REs)

FD espectral

1. Se a; > 0,a > 0, entdo X(t) tem espectro misto. Nesse caso, (1) — 0,
quando |7| — oo, mas v4(7) 4 0, quando |7| — co. Um exemplo de tal
processo é dado por

[eS) K
X(t) = ij&t—j_FZAk COS()\kt—F(ka), (28)

=0 k=1

que é um modelo adequado para muitas séries temporais reais.

2. Em (28), o primeiro termo do lado direito, Y(t), digamos, é um PLG, com
a suposicdo que > =, ¥? < 00, e o segundo termo, Z(t), digamos, é um
processo harménico. Supomos, ainda, que esses dois processos sejam n3o
correlacionados. Segue-se que Y(t) terd um espectro continuo e Z(t) tera
um espectro discreto, de modo que X(t) terd um espectro misto.
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Representacdes espectrais (REs)

RE do processo

1. Passemos, agora, a representacdo espectral do processo estacionario
{X(t),t € R}. No que segue, vamos supor que 0 processo seja continuo
em média quadratica.

2. Teorema 2. Seja o processo X(t), como o acima. Entdo, existe um
processo estocdstico {Z(\), A € R}, de incrementos ortogonais, tal que

X(t) = / e™dzZ(\), (29)
para todo t € R. O processo Z(\) tem as propriedades:

(i) E{dZ(\)} = 0, para todo \;
(i) E{|dZ(\)[*} = dF()), para todo .
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Representacdes espectrais (REs)

RE do processo

1. Este resultado é também denominado teorema espectral de Cramér.
2. O processo {Z(\)} é o processo espectral associado a X(t).

3. O fato importante contido em (29) é que as amplitudes aleatérias Z(AN\),
correspondentes a intervalos de frequéncias disjuntos, sdo nao
correlacionadas.

4. Ha vérias demonstra¢des do Teorema 2. Cramér (1950) usa métodos da
teoria de espacos de Hilbert, enquanto que Kolmogorov (1941) obtém (29)
como caso particular da teoria espectral de operadores unitarios.

5. A demonstragdo dada no Apéndice A.3 do texto segue Yaglom (1962).
Definimos uma fun¢do Z(\) de modo apropriado e demonstramos que
{Z(X), A € R} é um processo com incrementos ortogonais. Depois,
provamos que E{|X(t) — [*°_e™dZ(\)[’} = 0.

e
o)
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Representacdes espectrais (REs)

Processos com tempo discreto

1. Consideremos, agora, um processo estaciondrio com tempo discreto { Xz, t € Z}.
Como vimos, a frequéncia angular A nesse caso varia entre —7 e 7, de modo que
o correspondente do Teorema 1 é o resultado seguinte, devido a Herglotz.

2. Teorema 3. Uma condicdo necessaria e suficiente para i, k € Z, seja a f.a.c.v.
de X: € que

= L " eMkgE(N), (30)

para todo k € Z, na qual F(\) é uma fungdo real, ndo decrescente e limitada.

2. Se a condicdo (13) estiver satisfeita, entdo F(\) é derivével, com
f(A) = [, dF() e (30) fica

A,k:/ eMF(N)dA, (31)

e a relag3do inversa é dada por

oo

1 )
fA) = — e M —r <A< (32)
27 oo
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Representacdes espectrais (REs)

Processos com tempo discreto

O teorema seguinte dd a representacdo espectral de X; no caso de tempo
discreto.

Teorema 4. Para um processo com tempo discreto, como o acima,
™ .
X: = / e dz(\), (33)
—T

na qual {Z(\), —m < XA < w} é um processo com incrementos ortogonais com
as propriedades (i) e (ii) do Teorema 2.
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Representacdes espectrais (REs)
Processos reais

1.

2.

Suponha, agora, que o processo {X(t),t € R} seja um processo
estaciondrio real, isto é, para cada t € R, X(t) é uma v.a. real.
Entdo, para todo t, X(t) = X(t)
oo oo}
X(t) = / e MdZ(\) = / e™MdZ(—N\),

do que segue que dZ(\) = dZ(—X), para todo \.

. Consideremos os processos reais Up(\) e Vo(A), tais que

dUo(A) = R[dZ(N)],
dVo(X) = Z[dZ(N)],

para todo A. Entdo, Up(—A) = Up(A), Vo(—A) = —Vo(A) e podemos
escrever

X(t) = /oo (cos(At) + isen(At))[dUo(N) — idVo(N)]

— 00

- / " cos(At)dU() + / " sen(At)dVo(N).

— 00 — 00
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Representacdes espectrais (REs)

Processos reais

1. Os processos U(XA) e V() sdo definidos por
dU(N) = 2dUs(N\) = {dUp(N) + dUp(=N)}, A # 0,
du(0) = dUo(0),
dV(A) = 2dVp(A) = {dVo(N) — dVo(=N)}.
2. Seguem-se as relagdes

E{dU(\)dU(u)} = E{dV(N)dV (1)}

_ JO,se AF#p
B {dG(A),se A= u, (34)

E{dU(M\)dV(p)} =0, para quaisquer X, p,
3. mostrando que U(X) e V/(X) sdo processos ortogonais e ortogonais entre si. A
fungdo G(\) em (34) é tal que
o0
~v(r) = / cos(AT)dG(N), (35)
0

com G(X) = 2F(X) + C, C uma constante, e se (9) estiver satisfeita

com g(A) = 2f(A\), X > 0,g(0) = 0.
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Representacdes espectrais (REs)
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