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Funcoes generalizadas

Delta de Dirac

1. Para que f(t) tenha uma transformada de Fourier, ela deve satisfazer
certas condigdes, por exemplo, ser de quadrado integravel ou
absolutamente integravel. Usando a teoria das fungdes generalizadas é
possivel estender a teoria para fungbes que ndo satisfazem essas condicGes.
Tal teoria estd fora do alcance deste curso, de modo que vamos nos limitar
a apresentar brevemente, e de modo n3o rigoroso, a fun¢ao delta de Dirac.

2. A funcdo delta de Dirac (ou fungdo impulso) é definida pelas relag8es

400, set =0
o(t) = ’ 1
(t) 0, se t #0, @)

/oo o(t)dt = 1. (2)

3. A rigor, §(t) ndo é uma fungdo, pois assume o valor +co parat =0e a
integral (2) deveria ser zero.
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Funcoes generalizadas

Delta de Dirac

1. Usualmente, §(t) é introduzida pela propriedade

/ T S(0)f(£)dt = £(0), (3)

— 00
se f(t) for uma fung3o real, continua e que se anula fora de um intervalo

limitado. Contudo, como 4(t) ndo é uma funcio, a integral do primeiro
membro de (3) ndo faz sentido.

Para contornar esse problema, vamos considerar uma sequéncia de fungdes
continuas d0,(t), tais que:

(i) dn(t) > 0, para todo t;

(ii) [0 0n(t)dt = 1;

(iii) para todo € > 0,1 > 0, existe ng tal que, para n > mo,

/ dn(t)dt < €.
[t|>n

3. Dessa maneira, (3) poderia ser definida por

/Oo o(t)f(t)dt = ningo /Oo on(t)f(t)dt. (4)
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Funcoes generalizadas

Delta de Direc

1. Uma sequéncia de fung¢des d,(t) como a definida acima é chamada
sequéncia de niicleos de Dirac. Pode-se demonstrar, usando (4), que a
relagdo (3) é realmente correta, se impusermos a condi¢do adicional que
On(t) seja par, para todo n.

2. A interpretac3o fisica da funcdo delta é a de um impulso de energia num
sistema. Suponha que esse sistema seja definido pela integral

y(6) = [ hux(e = u)d (5)

— 00

3. Aqui, x(t) é a entrada e y(t) é a saida do sistema, o qual é caracterizado
pela fungdo h(t). Tal sistema diz-se um filtro linear. Se a entrada for
x(t) = 4(t), entdo

y(6) = [ h(u)o(e — w)da = (o),

ou seja, a resposta do sistema a um impulso é a fung3o h(t), donde o
nome fungdo resposta de impulso.
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Funcoes generalizadas

Heaviside e pente de Dirac

1. Duas outras fungdes lteis sdo a funcdo de Heaviside e o pente de Dirac,
que denotaremos por H(t) e 7(t), respectivamente. Essas sdo definidas

por:
2.
0,set<0
H(t)=4¢1/2,se t =0 (6)
1, set>0.
3. e -
t)= > 5§t 2mj). (7)
j=—o0

4. A fungdo H(t) pode ser encarada como o limite de fun¢des H,(t) (para
n — o0) que tém limite zero, para t < 0, e um, para t > 0. Por exemplo,

considere
e "/2,set<0

Hn(t) =
(t) {1—6’”/27 se t > 0.

5. A fungdo 7(t) tem a propriedade

/ " F(e)n(t)dt = Z F(2rj). (8)

—o0
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Nucleos e janelas

Ndcleos

1. Considere
N

fu(t) = cae™", (9)

n=—

onde )\, s3o as frequéncias de Fourier. Substituindo o valor de ¢,, obtemos

Fu(t) = /_TT/; DN[27’T(r— )]F (u)du, (10)
onde
Du(r) = 3 =2 (1)

é o niicleo (kernel) de Dirichlet, que tem as propriedades:
2. (i) Dn(t) é uma fungdo par;

(ii) f T/2 w(t)dt = 1;

(iii) DN(%) é uma fungio periédica de periodo T;

(iv) Du(0) = 2L,
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Nucleos e janelas

Dirichlet

1. A equacido (10) mostra que fy(t) é soma de valores de f(t) ponderada
pelo niicleo Dy(+). Dizemos que Dy(-) é uma janela pela qual fy(t)
“ve&" f(t).

2. De modo geral, se f(t) e g(t) sdo fungdes periddicas, de periodo T, tal
que

T/2
) =[T/2 K — e, (12)

dizemos que K(-) é uma janela pela qual g(t) “v&" f(t).

3. Propriedades de K(-) geralmente necessarias s3o:

() [T K(t)dt =1;

-T/)2
(i) K(=t) = K(t);
(i) |K(t)| < K(0), para todo t.
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Nucleos e janelas

Dirichlet

Na Figura 1, temos gréficos de Dy(:) para T = 27 e dois valores de N.

T
3 2 1 o 1 2 s 3 2 1 o 1 2 E

(a) (b)
Figura 1: Ndcleo de Dirichlet. (a) N =3 (b) N =5.
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Nucleos e janelas

. A relag3o (10) mostra que a aproximagdo de f(t) por meio de fy(t) serd
boa se o nicleo Dy(-) for concentrado ao redor do ponto t. A Figura 1,
por outro lado, nos mostra que o nticleo de Dirichlet ndo é satisfatério,
pois n3o estd suficientemente concentrado ao redor da origem. Mesmo
para N = 10, ha muitos picos laterais, com magnitudes razodveis.

. Para que fy(t) convirja para f(t), quando N — oo, em algum sentido,
f(t) deve satisfazer certas condicBes de regularidade. No entanto, o
teorema de aproximacgido de Weierstrass afirma que se f(t) for uma fungdo
real, continua, definida no intervalo [a, b], existe uma sucess3o de
polindmios que converge uniformemente para f(t) em |[a, b].

. Uma maneira de construir polinbmios harmoénicos convergentes para a
funcdo em quest3o foi proposta por Fejér em 1904. Seja f(t) dada pela
sua série de Fourier e considere a média

onia() = g () + A(E) + ..+ (). (13)
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Nucleos e janelas

1. Ent3o, pode-se provar que:

o (i) on41(t) converge para f(t) uniformemente, se f(t) for continua e
periddica;

o (ii) ony1(t) = ,,N:,N(l = ,\‘,L*_ll)cne“"t;

o (i) ont1(t) = 717, Fus1[2E (¢ — u)]f(u)du, onde

1 [sen[(N—l— l/2)t]]2
T(N+1) sen(t/2) ’
para t #0,+T,£2T,... é o nicleo de Fejér.

Frsa(t) = (1)

2. Este tem as propriedades: (a) Fy41(t) é uma fungdo par;
b) f /2 FN+1 dt—].

(c) Fn+1(27t/T) é continua, periddica, de periodo T;

(d) Fusa(0) = 22,

Pedro A. Morettin MAE 5871: Analise Espectral de Séries Temporais



Nucleos e janelas

A Figura 2 ilustra Fy,1(-) para T = 27 e dois valores de N. Vemos que o niicleo de
Fejér é uma janela mais concentrada ao redor da origem do que o niicleo de Dirichlet.
Além disso, Fy11(t) > 0, para todo t, e os picos laterais tém magnitudes pequenas
quando comparadas com a do pico central.

Temporais



Nucleos e janelas

Ndcleos

1. Podemos considerar, genericamente,

F(t) =" h(n/N)cae™", (15)
para alguma fun¢do h(t), com h(0) =1, h(t) =0, |t| > 1. A funcdo
h(n/N) é chamada fator de convergéncia, coeficientes geradores de janelas
ou, ainda, tapers e data windows

2. Se definirmos

Wy 1 — i
HY(6) = 23 h(n/N)e™™, (16)
entdo podemos escrever (15) como

() T2
(t) :/ HY"™W[=(t — v)]f(u)du. (17)
—T/2 T

3. A fungio H™)(.) é o que chamaremos janela espectral, definida no
dominio da frequéncia, enquanto h(n/N) é definida no dominio do tempo.
A forma tipica de H)(.) é aquela das figuras 1 e 2.

4. Varios fatores de convergéncia tém sido sugeridos na literatura. A Tabela
1 ilustra alguns deles.
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Nucleos e janelas

Nicleos e janelas

Tabela 1.1 Nicleos e Janelas

h(n/N), 0 < |n| < N HM (@), —m<t<m Autores
1 Dy (t) Dirichlet
Fejér,
1— 2 Fri1(t) Bartlett
11+ cos(Z2)) %DN(t{ + $Dn(t— %) | Hamming,
+7Dn(t+ ) Tukey
6n? [n| N a
lfﬁ(lfw), [n]| < 5 o g1t de la Vallé-
2+-cos(t) [sen(Nt/4 .
o s e
2(1 — ‘—”)3, |n| > % Parzen
exp{—n?/2N%} = \/I\zlf exp{—N2t2/2} Gauss,
™

Weierstrass

Riesz,
1_ o2 D 1 d2Dy() Bt
- v (t) + Va2 ochner,
Parzen
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Convergéncia de varidveis aleatérias

Varidvel aleatéria

1. Seja (22,.A, P) um espaco de probabilidades, no qual  é o espaco amostral, A é
uma o-algebra de subconjuntos de Q(os eventos aleatérios) e P é uma medida de
probabilidade sobre A. Uma varidvel aleatéria(v.a.) é uma funcdo mensuravel
definida sobre © com valores reais, isto é, uma funcdo X : Q — R tal que, para
todo conjunto de Borel B de R, teremos que X ~1(B) é um evento de A. Aqui, R
denota o conjunto dos niimeros reais. Pode-se provar que X é uma v.a. se e
somente se X 1(J) € A, sendo J um intervalo da forma (—oo, a].

2. Se F for a fungio de distribui¢do (f.d.) de X, isto é,

F(x) = P(X < x) = P(w: X(w) < x), entdo o valor esperado, ou a média de X
é definida como

E(X) = /:: xdF(x),

que se reduz a

E(X) = L O:o F(x)dx,

se F(x) for absolutamente continua, isto é, dF(x) = f(x)dx, com f(x) sendo a
funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) de X. Se X for discreta, tomando
valores em um conjunto enumerdvel {xi, x2, ...} com probabilidades

p(xj) = P(X = x;) > 0, para todo j, entdo

E(X) = x; p(x;
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Convergéncia de varidveis aleatérias

Varidvel aleatéria

1. Em todos os casos, supde-se que a integral ou soma exista.
A variancia de X é definida por

Var(X) = E{[X — E(X)*},
e é facil ver que Var(X) = E(X?) — [E(X)]?.

2. Se X e Y sdo duas v.a.’s definidas sobre (L,.4, P), entdo a distribui¢do conjunta
de X e Y é especificada por uma f.d. bivariada F(x,y), tal que

F(x,y) = P(w: X(w) < x,Y(w) < y).
Se F(x, y) for absolutamente contlnua existe f(x,y) tal que
0%F(x,y)/0x0y = f(x,y) e F(x,y) = [*__ [ f(u,v)dudv. No caso discreto,
quando (X, Y) toma valores em um conjunto enumeravel
{(xi,¥)),1, =1,2,...}, existe p(x;, y;) tal que F(x,y) =3_; ZJ- p(xi,yj), onde a
soma estende-se sobre todos os pares (x;, y;) tais que x; < x,y; < y.

3. A covariancia entre X e Y é definida por

Cov(x Y) = E{X — EQIIY — E(V)]},
queéa [0 [ E(X)]ly — E(Y)]dF(x,y). Segue-se facilmente que

Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
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Convergéncia de varidveis aleatérias

Varidvel aleatéria

1. Asv.a.'s X e Y sdo independentes se F(x,y) = Fx(x)Fy(y), para todos
os pares (x,y), onde Fx e Fy sdo as f.d." s (marginais) de X e Y,
respectivamente. Nesse caso E(XY) = E(X)E(Y) e Cov(X, Y) = 0.

2. Quando Cov(X, Y) =0, dizemos que X e Y sdo ndo correlacionadas.
Segue-se que se X e Y sdo independentes, entdo elas sdo ndo
correlacionadas, mas a reciproca n3o é verdadeira.

3. O coeficiente de correlacdo, que é uma medida de associacdo linear entre
X e Y, é obtido padronizando-se a expressdo para a covariancia:

Cov(X,Y)
p(Xa Y) = )
oX0y

onde ox e oy sdo os desvios padrbes de X e Y, respectivamente. N3o é
dificil provar que —1 < p(X,Y) < 1.

Pedro A. Morettin MAE 5871: Analise Espectral de Séries Temporais



Convergéncia de varidveis aleatérias

Varidvel aleatéria

1. Suponha, agora, que X seja uma v.a. complexa, ou seja, X : Q — C, sendo que
C é o conjunto dos niimeros complexos. Entdo, X =Y +iZ, com Y e Z v.a.'s
reais. Dizemos que Y é a parte real de X e escrevemos Y = R(X), enquanto Z
é a parte imagindria de X, e escrevemos Z = Z(X).

2. Nesse caso, a média de X é definida por

E(X)=E(Y)+iE(2),
e a varidncia de X é definida por

Var(X) = E{|X — E(X)|?}.

3. E facil ver que Var(X) = Var(Y) + Var(Z) e que, para Z = 0, obtemos as
definices usuais para v.a.’s reais.

4. Sejam, agora, X; e Xp duas v.a.'s complexas. A covaridncia entre ambas agora é
definida como

Cov(X1, X2) = E{[X1 — E(X1)][X2 — E(X2)]},
pois se assim ndo fosse, colocando X; = X>, a varidncia n3o seria real. Vale a
relagdo

COV(Xl7 XQ) = COV( Y1, Y2) =+ COV(Zl, ZQ) + I'[COV(Zl7 Yz) — COV( Y1, Zg)]7
se Xj =Y +iZ;, j=1,2.
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Convergéncia de varidveis aleatérias

Desigualdades

1. Desigualdade de Chebyshev. Se ¢ for uma fungdo positiva e estritamente
crescente sobre (0, 00), com ¢(u) = ¢(—u), e X for uma v.a. com média finita,
entdo para cada u > 0,

1 < EL000)
PUXI 2 u} < =550

O caso familiar surge quando ¢(u) = u? e X = Y — E(Y), resultando

Var(Y)
P

P{lY —E(Y)| 2 u} <

2. Desigualdade de Jensen. Se ¢ for uma fung3o convexa sobre R e X e ¢(X) forem
v.a.'s integraveis,

H{E(X)} < E{6(X)}-
Por exemplo, se ¢(x) = x2, entdo [E(X)]? < E(X?).

3. Desigualdade de Schwarz . Se X e Y forem v.a.’s, entdo

|E(XY)| < E(IXY]) < [EIXPPE|Y 2.
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Convergéncia de varidveis aleatérias

Convergéncia de v.a.

1. Seja {Xa,n > 1} uma sequéncia de v.a.’s definidas no mesmo espaco de
probabilidades, digamos (€2, A, P).

2. A sequéncia {X,} converge em probabilidade para a v.a. X se e somente
se para todo € > 0 tivermos

nILn;oP{|X" — X| > e} =0,

.. P
e indicamos X, — X.

3. A sequéncia {X,} converge quase certamente para a v.a. X se e somente
se existe um conjunto D com P(D) = 0 e tal que

lim X,(w) = X(w) < oo, paratodo w € (2 — N)
n—o00

- . .C.
e indicamos por X, % X.
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Convergéncia de varidveis aleatérias

Convergéncia de v.a.

1. O conceito de convergéncia quase certamente (ou quase em toda a parte)
é mais forte do que o conceito de convegéncia em probabilidade, e o
seguinte resultado vale.

e <. . P 2
Proposicio. Se X, 5 X valer, entdo X, — X também vale.

2. A sequéncia {X,} converge para a v.a. X em média quadratica (m.q.) ou
em L, se e somente se

. 21 _
lim E{|X, — X[’} =0.

A notacdo é X, =¥ X ou X, kX

3. Da desigualdade de Chebyshev segue imediatamente que

Proposicio. Se X, =¥ X, entdo X, £ X
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Convergéncia de varidveis aleatérias

Convergéncia de v.a.

1. Convergéncia em m.q. e em probabilidade ndo implicam convergéncia
quase certamente, mas o seguinte resultado vale.

Proposicdo. Se a sequéncia {X,} convergir em m.q. para X (e logo em
probabilidade), ento existe uma subsequéncia ny tal que X, converge
quase certamente para X.

2. Convergéncia quase certamente n3o implica convergéncia em média
quadratica.

3. Dizemos que X, é dominada por Y se e somente se |X,| < Y g.c. Ent3o,

é verdade que, se X, £ X, entdo X, =¥ X, desde que {X,} seja
dominada por uma v.a. Y que seja de quadrado integravel.

4. Seja {X,} uma sequéncia de v.a.'s e {F,} a sequéncia correspondente de
f.d.’s. Dizemos que {X,} converge para a v.a. X em distribuicdo se e
somente se a sequéncia F, converge para a f.d. F de X nos pontos de
continuidade de F.

Usaremos a notagao X, B X.

5. Esse é o conceito de convergéncia “mais fraco”, pois convergéncia em
probabilidade implica em convergéncia em distribuicao.
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Convergéncia de varidveis aleatérias

Teorema de Slutsky e TLC

1. Se X, converge em probabilidade para X e Y, converge em probabilidade
para Y, entdo X, + Y, converge em probabilidade para X + Y , e o
mesmo vale para produtos.

2. Essas afirmagdes n3o valem para convergéncia em distribui¢3o.

3. Uma excecdo é o Teorema de Slutsky: Se Y, converge em probabilidade
para uma constante ¢, e X, converge em distribuicao para X, entdo
Xn + Y, converge em distribuicdo para X + c e X, Y, converge em
distribuicdo para cX.

4. (TLC) Suponha que {Xi,..., Xy} seja uma sequéncia i.i.d. de v.a. com
E[Xi] = p e Var[Xi] = 0 < 0o. Quando n — o0, as v.a. /n(Xs — 1)
converge em distribuicio para uma v.a. normal A/(0,?).

5. TLC mais gerais valem para v.a. independentes e suposicdes sobre
momentos: Lyapunov e Lindeberg-Feller.
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Convergéncia de varidveis aleatérias
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