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Modelos de médias méveis

Modelo MA

1. Dizemos que {X:, t € Z} é um processo de médias méveis de ordem g
(denotado por MA (q)), se satisfizer a equacdo de diferengas

Xt :/,LJrEt*elEt_l 7---70q6t—q7 (1)
na qual u, 01, ...,0, s3o constantes reais e & ~ RB(0, o?).
2. Segue-se que X; é estaciondrio, de média p, e como &; sdo ndo
correlacionadas, podemos obter facilmente a variancia do processo,
ox =" (1+6+...+62). (2)

3. A facv do processo é

0 (—0r + 601011+ ... +0g0g—7), seT=1, ...,q
Y+ =140, seT>gq 3)
Y—r, se T < 0.
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Modelos de médias méveis

1. A f.a.c. do processo MA (q) é dada por

—07 4010, 11+... 40404+
1462 +...+62
pPr =140, seT>q (4)

p—r, se T < 0.

,seTt=1,...,q9

2. Observamos, entdo, que a f.a.c.v. (ou a f.a.c.) de um processo MA (q)
anula-se para 7 > gq.
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Modelos de médias méveis

Modelo MA(1)

1. Em particular, para um processo MA(1),

Xt =&t — 06t71, (5)

obtemos

-0
_ W,SGTZZE]., 6
pr {0,se |7 > 1. ©)

2. Definindo-se o operador de médias méveis de ordem g por
O(B)=1—01B— 0,82 — ... — 0489,
o modelo (1) pode ser escrito
Xt = Q(B)Eb (7)

3. Em particular, para o processo MA(1), temos 6(B) = 1 — 6B, de modo que

podemos escrever

Xt = (1 — QB)at
de onde, formalmente, segue

er=(1—6B)"1X; = (14+ 0B+ 6?B> + .. )X;.
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Modelos de médias méveis

Invertibilidade

1. Ou seja, podemos escrever
Xe=—0Xee1 — 0° X — ... + &, (8)

se || < 1, para que a série do lado direito de (8) convirja.

2. Nessa equagdo, temos X; escrito como um processo autorregressivo de
ordem infinita. Dizemos que |f| < 1 é uma condicdo de invertibilidade
para o processo MA(1).

3. De modo geral, o processo (1) poderd ser escrito na forma
Xe = ZTrijfj-i-Et, (9)
j=1

se a seguinte condicdo de invertibilidade estiver satisfeita: todas as raizes
de O(B) = 0 devem estar fora do circulo unitdrio. Veja Box et al. (1994)
para detalhes.
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Modelos de médias méveis
Invertibilidade

1. A relagio (9) pode ser escrita

(B)X: = e, (10)
onde m(B) =1 - mB — mB? — ..., de modo que 7(B) = §(B)~'.
Portanto, os coeficientes 7; podem ser obtidos a partir da identidade

0(B)r(B) = 1.

2. A Figura 1 apresenta 100 observa¢des de um processo MA(1), gerado
segundo o modelo

Xt =&t — 0,88t71 y Et ii.d. N(O7 1) (11)

Para esse processo, p1 = —0,49, p, =0, 7>2e p_; = p,;. Temos
também, na figura, o grafico da f.a.c. de X:.
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Modelos de médias méveis

Exemplo MA

Pr

X(0)
—
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t

(a) (b)
Figura 1: (a) Valores gerados de um modelo MA(1) com 6 = 0,8.
(b) Fung¢3o de autocorrelagio.
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Modelos ARMA

Modelos ARMA

1. Um modelo autorregressivo e de médias méveis, de ordem (p, q), denotado
por ARMA (p,q), é definido por

Xe—p =¢1(Xeer —p) + ...+ ¢p(Xeep — 1)
=& — 018[»71 = 600 = 9q5t7q, (12)

onde e; ~ RB(0,0°). Segue-se que a média do processo é 1.

2. Usando os operadores autorregressivos e de médias moéveis, definidos
anteriormente, podemos escrever (12) na forma

#(B)X: = 6(B)e, (13)

em que Xe = X, — . Suponha que, a partir de agora, p = 0.
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Modelos ARMA

Modelo ARMA (1,1)

1. Um modelo frequentemente usado é o ARMA (1,1), ou seja,
Xt = (bXt—l + Et — 96t—1~ (14)

2. E facil ver, por substituicoes sucessivas, que podemos escrever

Xt = w(B)Efa

na qual ¢ = ¢/~ *(¢ — 6), j > L.

3. A condicdo de estacionariedade é a mesma que para um processo AR (1),
ou seja, |¢| < 1. Do mesmo modo, a condi¢do de invertibilidade |6] < 1
vale aqui e implica que podemos escrever o processo na forma (10), com
pesos m; = @1 (¢ —0), j > 1.
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Modelos ARMA

facv e fac

1. Para um processo ARMA(p,q) genérico a condi¢c3o de estacionariedade é a
mesma que para processos AR(p), ou seja, as raizes de ¢(B) = 0 devem
estar fora do circulo unitdrio, e a condi¢do de invertibilidade é a mesma
que para processos MA(q), ou seja, as raizes de §(B) = 0 devem estar fora
do circulo unitario.

2. Multiplicando-se (12), com p = 0, por X;—, e tomando-se esperangas,
obtemos

Vo = P1Yr—1+ G2Vr—2 + oo+ PpVr—p, T > Q. (15)

3. A conclusdo é que as autocovariancias (e, portanto, as autocorrelagdes
que satisfazem equagio similar) de lags 1,2, ..., g serdo afetadas pelos
parametros de médias méveis, mas para T > g, elas comportam-se como
nos modelos autorregressivos.
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Modelos ARMA

facv e fac

1. Para o caso do modelo ARMA (1,1), obtemos facilmente

=t - A=0)¢—9)
Yo 1462 —2¢0
e, para T > 1,
pr = Gpr—1.
2. A Figura 2 apresenta 100 observacdes geradas de acordo com um processo
ARMA (1,1), com ¢ = 0,8, § =0,3 e &, ~ N(0,1). Na figura, temos
também o grafico da f.a.c.
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Modelos ARMA

Modelo ARMA (1,1)
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Figura 2: (a) Valores gerados de um modelo ARMA(1,1) com ¢ = 0,8
e 0 = 0,3; (b) Funcdo de autocorrelagdo.
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Modelos ARMA

Modelo linear geral

1. Os exemplos AR, MA, ARMA s3o casos particulares do chamado modelo
linear geral, que pode ser expresso na forma

Xe=p+ ) v, (16)
j=0

2 ~ . o 2
no qual e: ~ RB(0,07) e 1) sdo constantes satisfazendo >, 1j < oo.
2. Essa condigdo é necessaria para que a variancia do processo seja finita e,
neste caso,

ox =U2zwf. (17)
3. Também, vemos que E{X;} = 0 e para 7 > 0,
Ve =02 bith-r, (18)
j=0

admitindo-se que a série do segundo membro de (18). convirja para um

valor finito.
oo

4. Usando-se a desigualdade de Schwarz, obtemos que ijo 1/)f < 0. Logo,
essa é a condicdo de estacionariedade para o modelo linear..
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Modelos ARMA

Modelo quase-periddico

1. Considere o processo estocastico {X(t), t € R}, definido por

X(t) = i Z e, (19)

k=—o0

na qual Zx = Xk +iYx ,k =0,£1, ... sdo v.a. complexas.

2. Para que X(t) seja um processo real é necessario que tenhamos Z_x = Z
e A_x = —A«. Vejamos sob qual condi¢do o processo é estacionario.

3. Supondo que E(Zx) =0, E{|Z|*} = o% para todo k, temos que

E{X(t)X(s)} = ZZ E{ZZ\}eit =™

dado que o processo é real.
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Modelos ARMA

Modelo quase-periddico

1. Segue-se que
’Y(t,S Zo_evxt S+ZZE{ZZ }el)\t //\ks
J7#k

logo a autocovaridncia acima sera um funcdo de |t — s| se
E{ZZ\} =0, j#k.

2. Assim, o processo é estacionario, com f.a.c.v.

Z are™NT, (20)

j=—o0
se -
E{ZZ} =0, j#k (21)

3. Dizemos que um processo X(t) é quase periddico se ele puder ser escrito
na forma (19) e as v.a. Z; forem n3o correlacionadas, isto &, satisfizerem
(21).
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Modelos ARMA
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