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Modelo MA

1. Dizemos que {Xt , t ∈ Z} é um processo de médias móveis de ordem q
(denotado por MA (q)), se satisfizer à equação de diferenças

Xt = µ+ εt − θ1εt−1 − . . .− θqεt−q, (1)

na qual µ, θ1, . . . , θq são constantes reais e εt ∼ RB(0, σ2).

2. Segue-se que Xt é estacionário, de média µ, e como εt são não
correlacionadas, podemos obter facilmente a variância do processo,

σ2
X = σ2(1 + θ2

1 + . . .+ θ2
q). (2)

3. A facv do processo é

γτ =


σ2(−θτ + θ1θτ+1 + . . .+ θqθq−τ ), se τ = 1, . . . , q

0, se τ > q

γ−τ , se τ < 0.

(3)
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Modelos de médias móveis
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fac

1. A f.a.c. do processo MA (q) é dada por

ρτ =


−θτ +θ1θτ+1+...+θqθq−τ

1+θ2
1+...+θ2

q
, se τ = 1, . . . , q

0, se τ > q

ρ−τ , se τ < 0.

(4)

2. Observamos, então, que a f.a.c.v. (ou a f.a.c.) de um processo MA (q)
anula-se para τ > q.
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Modelo MA(1)

1. Em particular, para um processo MA(1),

Xt = εt − θεt−1, (5)

obtemos
Var(Xt) = σ2

X = σ2(1 + θ2),

ρτ =

{
−θ

1+θ2 , se τ = ±1,

0, se |τ | > 1.
(6)

2. Definindo-se o operador de médias móveis de ordem q por

θ(B) = 1− θ1B − θ2B
2 − . . .− θqBq ,

o modelo (1) pode ser escrito

Xt = θ(B)εt . (7)

3. Em particular, para o processo MA(1), temos θ(B) = 1− θB, de modo que
podemos escrever

Xt = (1− θB)εt

de onde, formalmente, segue

εt = (1− θB)−1Xt = (1 + θB + θ2B2 + . . .)Xt .
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Invertibilidade

1. Ou seja, podemos escrever

Xt = −θXt−1 − θ2Xt−2 − . . .+ εt , (8)

se |θ| < 1, para que a série do lado direito de (8) convirja.

2. Nessa equação, temos Xt escrito como um processo autorregressivo de
ordem infinita. Dizemos que |θ| < 1 é uma condição de invertibilidade
para o processo MA(1).

3. De modo geral, o processo (1) poderá ser escrito na forma

Xt =
∞∑
j=1

πjXt−j + εt , (9)

se a seguinte condição de invertibilidade estiver satisfeita: todas as ráızes
de θ(B) = 0 devem estar fora do ćırculo unitário. Veja Box et al. (1994)
para detalhes.
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Invertibilidade

1. A relação (9) pode ser escrita

π(B)Xt = εt , (10)

onde π(B) = 1− π1B − π2B
2 − . . . , de modo que π(B) = θ(B)−1.

Portanto, os coeficientes πj podem ser obtidos a partir da identidade
θ(B)π(B) = 1.

2. A Figura 1 apresenta 100 observações de um processo MA(1), gerado
segundo o modelo

Xt = εt − 0, 8εt−1 , εt ∼ i.i.d. N(0, 1). (11)

Para esse processo, ρ1 = −0, 49, ρτ = 0, τ ≥ 2 e ρ−τ = ρτ . Temos
também, na figura, o gráfico da f.a.c. de Xt .
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Exemplo MA

(a) (b)
Figura 1: (a) Valores gerados de um modelo MA(1) com θ = 0,8.

(b) Função de autocorrelação.
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Modelos de médias móveis
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Modelos ARMA

1. Um modelo autorregressivo e de médias móveis, de ordem (p, q), denotado
por ARMA (p,q), é definido por

Xt − µ = φ1(Xt−1 − µ) + . . .+ φp(Xt−p − µ)

+εt − θ1εt−1 − . . .− θqεt−q, (12)

onde εt ∼ RB(0, σ2). Segue-se que a média do processo é µ.

2. Usando os operadores autorregressivos e de médias móveis, definidos
anteriormente, podemos escrever (12) na forma

φ(B)X̃t = θ(B)εt , (13)

em que X̃t = Xt − µ. Suponha que, a partir de agora, µ = 0.

Pedro A. Morettin MAE 5871: Análise Espectral de Séries Temporais
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Modelo ARMA (1,1)

1. Um modelo frequentemente usado é o ARMA (1,1), ou seja,

Xt = φXt−1 + εt − θεt−1. (14)

2. É fácil ver, por substituições sucessivas, que podemos escrever

Xt = ψ(B)εt ,

na qual ψj = φj−1(φ− θ), j ≥ 1.

3. A condição de estacionariedade é a mesma que para um processo AR (1),
ou seja, |φ| < 1. Do mesmo modo, a condição de invertibilidade |θ| < 1
vale aqui e implica que podemos escrever o processo na forma (10), com
pesos πj = θj−1(φ− θ), j ≥ 1.
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facv e fac

1. Para um processo ARMA(p,q) genérico a condição de estacionariedade é a
mesma que para processos AR(p), ou seja, as ráızes de φ(B) = 0 devem
estar fora do ćırculo unitário, e a condição de invertibilidade é a mesma
que para processos MA(q), ou seja, as ráızes de θ(B) = 0 devem estar fora
do ćırculo unitário.

2. Multiplicando-se (12), com µ = 0, por Xt−τ e tomando-se esperanças,
obtemos

γτ = φ1γτ−1 + φ2γτ−2 + . . .+ φpγτ−p , τ > q. (15)

3. A conclusão é que as autocovariâncias (e, portanto, as autocorrelações
que satisfazem equação similar) de lags 1, 2, . . . , q serão afetadas pelos
parâmetros de médias móveis, mas para τ > q, elas comportam-se como
nos modelos autorregressivos.
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facv e fac

1. Para o caso do modelo ARMA (1,1), obtemos facilmente

ρ1 =
γ1

γ0
=

(1− φθ)(φ− θ)

1 + θ2 − 2φθ

e, para τ > 1,
ρτ = φρτ−1.

2. A Figura 2 apresenta 100 observações geradas de acordo com um processo
ARMA (1,1), com φ = 0, 8, θ = 0, 3 e εt ∼ N(0, 1). Na figura, temos
também o gráfico da f.a.c.

Pedro A. Morettin MAE 5871: Análise Espectral de Séries Temporais
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Modelo ARMA (1,1)

(a) (b)
Figura 2: (a) Valores gerados de um modelo ARMA(1,1) com φ = 0,8

e θ = 0,3; (b) Função de autocorrelação.
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Modelo linear geral

1. Os exemplos AR, MA, ARMA são casos particulares do chamado modelo
linear geral, que pode ser expresso na forma

Xt = µ+
∞∑
j=0

ψjεt−j , (16)

no qual εt ∼ RB(0, σ2) e ψj são constantes satisfazendo
∑∞

j=0 ψ
2
j <∞.

2. Essa condição é necessária para que a variância do processo seja finita e,
neste caso,

σ2
X = σ2

∞∑
j=0

ψ2
j . (17)

3. Também, vemos que E{Xt} = 0 e para τ > 0,

γτ = σ2
∞∑
j=0

ψjψj−τ , (18)

admitindo-se que a série do segundo membro de (18). convirja para um
valor finito.

4. Usando-se a desigualdade de Schwarz, obtemos que
∑∞

j=0 ψ
2
j <∞. Logo,

essa é a condição de estacionariedade para o modelo linear..
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Modelo quase-periódico

1. Considere o processo estocástico {X (t), t ∈ R}, definido por

X (t) =
∞∑

k=−∞

Zke
iλk t , (19)

na qual Zk = Xk + iYk , k = 0,±1, . . . são v.a. complexas.

2. Para que X (t) seja um processo real é necessário que tenhamos Z−k = Z k

e λ−k = −λk . Vejamos sob qual condição o processo é estacionário.

3. Supondo que E(Zk) = 0, E{|Zk |2} = σ2
k para todo k, temos que

E{X (t)X (s)} =
∑
j

∑
k

E{ZjZ k}e iλj t−iλk s ,

dado que o processo é real.
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Modelo quase-periódico

1. Segue-se que

γ(t, s) =
∑
j

σ2
j e

iλj (t−s) +
∑
j 6=k

∑
E{ZjZ k}e iλj t−iλk s ;

logo a autocovariância acima será um função de |t − s| se
E{ZjZ k} = 0, j 6= k.

2. Assim, o processo é estacionário, com f.a.c.v.

γ(τ) =
∞∑

j=−∞

σ2
j e

iλjτ , (20)

se
E{ZjZ k} = 0 , j 6= k. (21)

3. Dizemos que um processo X (t) é quase periódico se ele puder ser escrito
na forma (19) e as v.a. Zj forem não correlacionadas, isto é, satisfizerem
(21).
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