MAE 5871: Andlise Espectral de Séries Temporais

Pedro A. Morettin

Instituto de Matemadtica e Estatistica
Universidade de S3o Paulo
pam@ime.usp.br
http://www.ime.usp.br/~ pam

Aula 3

26 de agosto de 2021

Pedro A. Morettin MAE 5871: Analise Espectral de Séries Temporais



Sumario

@ Processos estacionarios

© Funcio de autocovariancia

© Processos estocasticos complexos

@ Exemplos de processos estocsticos

Pedro A. Morettin 8 dlise Espectral de Séries Temporais



Processos estacionarios

Definicoes

1. No caso de processos estocdsticos, uma suposicdo normalmente feita é a
de estacionariedade. Intuitivamente, um processo estocastico
{X(t),t € T} é estaciondrio se ele se desenvolve no tempo, de modo que
a escolha de uma origem dos tempos nao seja importante. Em outras
palavras, as caracteristicas probabilisticas de X(t + 7), para todo 7 € T,
sdo as mesmas de X(t).

2. Duas formas de estacionariedade: fraca (ou ampla ou, ainda, de segunda
ordem) e forte (ou estrita).

3. Um processo estocastico {X(t),t € T} diz-se estritamente estaciondrio se
todas as suas distribui¢des finito dimensionais permanecem as mesmas sob
translacdes do tempo, ou seja,

F(xt, «..oxmti+7, ... tn+7)=F(xt, ..., Xnit1, ..., t), (1)

para quaisquer ti, ...,t,, 7 de T.
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Processos estacionarios

Definicoes

1. Isto significa, em particular, que todas as distribui¢des unidimensionais sdo
invariantes sob transla¢des do tempo; supondo-se que momentos de
primeira e segunda ordem existam, a média p(t) e a varidncia o2(t) sio
constantes, isto é,

E{X(t)} =u(t)=p, paratodo teT, (2)
Var{X(t)} = o*(t) = 0>, paratodo teT. 3)

2. Do mesmo modo, todas as distribui¢cdes bidimensionais dependem de
diferengas de tempos. De fato, para ti,t2 € T, v(t1, t2) = y(t1 + t, 2 + t)

e fazendo t = —t», temos que
V(t1, ) = y(t1 — 12,0) = Cov{X(tr — 1), X(0)}. (4)
3. Na realidade, a covaridncia (4) é uma funcdo de |t; — t2| e para isso basta
fazer t = —t; acima.

Segue-se que podemos escrever a funcdo de autocovaridncia de um
processo estacionario forte ou estrito como

(1) = Cov{X(t), X(t + 1)} = Cov{X(0), X(7)} (5)
para t,7 € T.
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Processos estacionarios

Definicoes

1. Genericamente, de (1), segue-se que os momentos de ordem n de X(t), se
existirem, dependem apenas das diferengas t; — t;, e sdo fungdes de n — 1
argumentos.

2. E possivel que momentos ndo existam, por exemplo, o caso de um
processo de Cauchy, em que a média e varidncia n3o s3o finitas.

3. Como dissemos anteriormente, estaremos interessados em caracterizar os
processos estocasticos por um nimero pequeno de fun¢des de distribuicdo
ou de momentos. Se nos restringirmos a momentos de primeira e segunda
ordens, somos levados a seguinte defini¢do:

4. Um processo estocastico {X(t),t € T} diz-se fracamente estacionario (ou
estaciondrio de segunda ordem) se e somente se

i) E{X(t)} = p(t) = p, constante, para todo t € T,
i) E{X?(t)} < o0, para todo t € T;

i) v(t1, &) = Cov{X(t1), X(t2)} € uma funcdo apenas de
|t1 = tg‘.
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Processos estacionarios

Definicoes

1. A partir de agora, estaremos interessados principalmente nessa classe de
processos, que denominaremos simplesmente de processos estacionarios.

2. Note-se que, se X(t) for estritamente estaciondrio, ele ndo necessita ser
fracamente estaciondrio, pois a condi¢do (ii) da definicdo 2.2 pode n3o
estar satisfeita. Um processo tal que (ii) esteja satisfeita diz-se um
processo de segunda ordem.

3. Um processo estocastico real {X(t),t € T} diz-se gaussiano se, para
qualquer conjunto ti, ..., t, de T, as v.a. X(t1), X(t2), ..., X(tn) tém
uma distribuicdo normal n-variada.

4. Como um processo gaussiano, com variancia finita, é determinado pelas

médias e covariancias, se ele for estaciondrio de segunda ordem, ent3o sera
estritamente estaciondrio.
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Processos estacionarios

Definicoes

1. No que segue usaremos a seguinte notac¢3o:
se o parametro t (tempo) for discreto, isto é, t € Z = {0,£1,£2, ...}, o
processo sera escrito {X;, t € Z}, ao passo que se t for continuo, isto &,

t € R, o processo serd indicado por {X(t), t € R}.

2. A mesma convenc3o aplica-se aos momentos. Por exemplo, a fun¢do de
autocovariancia de um processo estacionario com tempo discreto sera
denotada por 7, ao passo que a de um processo com tempo continuo sera
denotada por (7).
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Funcdo de autocovariancia

Propriedades da facv

1. Seja {X:, t € Z} um processo estaciondrio real, com tempo discreto, de
média zero e fun¢3o de autocovaridncia (facv) v = E{X¢ Xesr}-

2. Proposicao 1. A facv v, satisfaz as seguintes propriedades:

i) 7 >0,

i) y-r =r,

i) [r| <70,

iv) v+ € ndo negativa definida, no sentido em que

n

DD aayy-n 20, (6)

j=1 k=1
para quaisquer nimeros reais ai, ...,an, € T1, ...,Tn de
Z.

3. A prova é facil; ver o texto. Tipicamente, a facv de um processo
estaciondrio tende a zero, para || — co. Veja a Figura 1.
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Funcdo de autocovariancia

T

Figura 1: Comportamento tipico da fung¢do de
autocovariancia de um processo estaciondrio.
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Funcdo de autocovariancia

Func3o de autocorrelacdo

A fun¢do de autocorrelagdo (f.a.c.) do processo é definida por

Yr
=2 recz, 7
Y0 @

e tem as propriedades de 7, sendo que pp = 1.
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Funcdo de autocovariancia

Continuidade da facv

1. A continuidade de um processo estocdstico tem que ser definida de
maneira apropriada.

2. Seja {X(t),t € R} um processo de segunda ordem. Dizemos que X(t) é
continuo em média quadrdtica no ponto t, se e somente se

lim E{IX(5) = X(w)[*} = 0. (8)

Escreveremos X (t) — X(to) m.q ou X(t) =¥ X(to).

3. A continuidade em m.q. de X(t) estd relacionada com a continuidade da
f.a.c.v. y(7).
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Funcdo de autocovariancia

Continuidade da facv

1. Proposi¢do 2. A continuidade de v(7) para 7 = 0 implica a continuidade
de v(7) para todo 7.
Prova: Usando a desigualdade de Schwarz para duas v.a., temos

[E{[X(7 + h) = X(MIIX (OB < E{IX(r + h) = X(7)PYE{IX(0)[*},
que desenvolvida resulta
V(T + h) = 7(7)* < 27(0)[(0) — v(h)]

e se v(7) for continua na origem vem que, para h — 0, o primeiro termo
tende a zero e y(7) é continua para todo 7. O
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Funcdo de autocovariancia

Continuidade da facv

1. Proposicdo 4. Se «(7) for continua, entdo X(t) é continuo em média
quadratica.

2. Prova: Temos que
E{|X(t + h) = X(£)"} = 2(0) — 2v(h)

e, para h — 0, obtemos o resultado. O

3. A continuidade de um processo em m.q. n3o implica que as trajetdrias do
processo sejam continuas. Um exemplo ocorre com o processo de Poisson.
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Funcdo de autocovariancia

Ergodicidade

1. Um conceito importante, mas dificil, é o de ergodicidade. Esperamos que,
se a série temporal for suficientemente longa, a média amostral seja uma
boa aproximacdo da média no ensemble, o mesmo valendo para outros
parametros.

2. Formalmente, dizemos que X; é ergédico com respeito a média p = E{X:}
se

m

1 m.q.
=37 X(t
mz (t,w) = p,

t=1
quando m — oo.
3. Ainda, X; é ergddico com respeito a autocovariancia 7y, se

m—T

—— > X(t,w)X(t + 7,w) = 7,
=7

t=1

quando m — oo.
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Funcdo de autocovariancia

ergodocidade

1. Proposicdo 5. O processo {X;,t € Z} é ergddico com respeito a média
se e somente se

1 m
lim —— == (0.
2. Uma condi¢do suficiente para que X; seja ergddico com respeito a p é
lim v, =0,
T—>00

e isso é satisfeito se as v.a.'s do processo separadas por 7 sdo n3o
correlacionadas, quando 7 cresce.

3. Sejam t e 7 fixos e defina

n(r) = E{[Xt+T0+‘FXt+‘F - '7"’0][Xt+7'oxt - '77'0]}'

Se X; for estritamente ou fracamente estacionario, 71(7) n3o depende de
t. Entdo, temos o resultado seguinte.
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Funcdo de autocovariancia

Ergodicidade

1. Proposicdo 6. O processo {X;,t € Z} € ergédico com respeito a . se e
somente se

li
mL»moo m —+ 1 Z "Yl
2. Uma condig3o suficiente para que X; seja ergddico com respeito a v, € que

lim v(7)=0.

T—00

3. Também nesse caso, essa condi¢cdo estard satisfeita se valores do processo
suficientemente separados no tempo forem n3o correlacionados.
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Processos estocasticos complexos

Processos complexos

1. Em algumas situagdes é conveniente considerar processos estocasticos
complexos, isto é, temos uma familia {X(t),t € T}, onde para cada
t € T, X(t) é uma v.a. complexa. Ou seja, podemos escrever

X(t) = Y(t) +iZ(t),

em que Y(t) e Z(t) sdo processos estocdsticos reais.

2. Nesse caso, X(t) estard especificado se conhecermos as func¢des de
distribuicdo das 2n v.a.’s reais Y(t1), ..., Y(tn), Z(t1), ..., Z(tn), para
qualquer conjunto de instantes de tempo ti, ..., t, de 7.

3. Definimos a média de X(t) por

E{X(t)} = E{Y(t)} +iE{Z(t)}, (9)
e a variancia por
Var{X(t)} = E{|X(t) — E{X(t)}[*}- (10)

Vemos, pois, que a média é um nimero complexo, mas a variancia é um
ndmero real.
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Processos estocasticos complexos

Processos complexos

1. A f.a.c.v. de X(t) é definida por

Yt ) = E{[X(t1) — E{X(t) }][X(t2) — E{X(22)}]}, (11)

para ti,to € 7.

2. Se o processo complexo X(t) for estaciondrio, entdo (9) e (10) serdo
constantes (a primeira complexa e a segunda real), e a f.a.c.v. (11)
dependera apenas de |t; — t»|, de modo que podemos escrever

V(1) = E{X(t +7)X(1)}, (12)

supondo a média zero. As propriedades de (), dadas pela Proposi¢do 1,
no caso real, sdo facilmente adaptadas para o caso complexo.
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Exemplos de processos estocasticos

Sequéncia aleatédria

1. Consideremos {X,,n=1,2, ...} uma sequéncia de v.a. definidas no
mesmo espa¢o amostral Q. Aqui, 7 = {1,2, ...}, e temos um processo
com parametro discreto, ou uma sequéncia aleatdria. Para todo n > 1,
podemos escrever

P{Xlzal, ...,Xn:an}: (13)

= P{X1 = a1}P{X2 = a2\X1 = 31} P P{X,, = a,,|X1 =ai, ... ,X,,71 = a,,71}.
(14)

2. Em (14), os ajs representam estados do processo, e o espaco dos estados
pode ser tomado como o conjunto dos reais. O caso mais simples é aquele
em que temos uma sequéncia {X,, n > 1} de v.a. mutuamente
independentes e, nesse caso, (14) fica

P{Xl = a1, ...7Xn = a,,} = P{Xl = 31} P{Xn = an}. (15)

Pedro A. Morettin MAE 5871: Analise Espectral de Séries Temporais



Exemplos de processos estocasticos

Ruido branco

1. Se as v.a. Xi, Xa, ... tiverem todas a mesma distribuicdo, teremos, ent3o,
uma sequéncia de v.a. independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).
Nesse caso, o processo X, é estacionario. Se E{X,} = pu, Var{X,} = o2,
para todo n > 1, entdo

o%,se T =0,

T:CO XI77XI'IT —
7 v trl 0,se 7 # 0.

(16)

2. Segue-se que pr =1, para 7 =0, e p, = 0, caso contrdario.
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Exemplos de processos estocasticos

Ruido branco

1. Dizemos que {e¢, t € Z} é um ruido branco com tempo discreto se as v.a.
¢ tém média zero, varidncia o e sdo n3o correlacionadas, isto é,
Cov{et,es} =0,t #s.

2. Esse processo é estaciondrio e a f.a.c.v. de &; é dada por (16), com
o® =o?.

3. Obviamente, se as v.a. &; sdo independentes, elas também serdo n3o
correlacionadas. Uma sequéncia de v.a. i.i.d., como definida acima, é
chamada processo puramente aleatério.

@ Notac3o:

2
ee ~ RB(0,0%).
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Exemplos de processos estocasticos

Passeio Aleatério

1. Considere uma sequéncia aleatéria {e;,t > 1}, de v.a. i.i.d. (ue,o?).
Defina a sequéncia
Xt:€]_+...+5t. (17)
2. Segue-se que E(X;) = tue e Var(X;) = to?, ou seja, ambas dependem de
t.

3. N&o é dificil mostrar que

x(t1, &) = Uf;min(h7 t)
e, portanto, a autocovariancia de X; depende de t; e t.
4. O processo (17) é chamado passeio aleatério, e a medida que o tempo

passa, X; tende a oscilar ao redor de tu. com amplitude crescente. O
processo é claramente n3o estacionario.

5. Observe que X; = X:—1 + &¢; logo, dado o valor de X;_1, o valor de X;
dependera apenas de ;. Como & = X — X;_1, esse processo apresenta
incrementos independentes.
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Exemplos de processos estocasticos

Processo de Poisson

1. Suponha que estejamos interessados no nimero de eventos de certo tipo que
ocorrem num intervalo de tempo (0, t]. Por exemplo, podemos contar o ndimero
de chamadas telefonicas que chegam a uma central de atendimentos nesse
intervalo, ou o nimero de particulas radioativas registradas por um contador
Geiger etc. O intervalo (0, t] ndo necessita ser um intervalo de tempo. Podemos
estar interessados no niimero de defeitos de um fio a cada 100 m, ou no nimero
de acidentes em um trecho de uma rodovia.

2. Denotando por {N(t),t > 0} o niimero de eventos em (0, t], dizemos que esse é
um processo de Poisson com intensidade A se as condigdes seguintes forem
satisfeitas:

(i) N(0) = 0;

(i) para todas as escolhas de tg < t; < ... < t; em (0,00), as v.a.’s

N(t1) — N(to), ..., N(tn) — N(tn—1) sdo independentes;

(iii) para qualquer escolha de t1, t> e T positivos, as v.a.'s N(tp +7) — N(t1 + 7)
e N(t2) — N(t1) tém a mesma distribuicio;

(iv) para todos s, t, s < t, a v.a. N(t) — N(s) tem uma distribuicio de Poisson
com média \(t — s), ou seja,

P{N(t) — N(s) = k} = w7 (18)

k!
para k =0,1,2,....

Pedro A. Morettin MAE 5871: Analise Espectral de Séries Temporais



Exemplos de processos estocasticos

Processo de Poisson

Segue-se que E{N(t) — N(s)} = Var{N(t) — N(s)} = A(t —s). O pardmetro A da a
taxa de ocorréncia de eventos por unidade de tempo (ou outra medida). A Figura 2
ilustra uma trajetdria tipica de um processo de Poisson, que n3o é estaciondrio, mas
tem incrementos independentes e estaciondrios. Temos que u(t) = V(t) = At e
~(t1, t2) = A(t1 A t2), com t1 A tp representando o minimo entre t; e to.

stepfun(x, yO, f=f)

M)

Figura 2. Trajetdria tipica de um processo de Poisson.
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Exemplos de processos estocasticos

Processo de Wiener

1. O movimento de uma particula imersa num liquido foi analisada pelo
botéanico inglés Robert Brown, em 1827. O fenémeno foi estudado por A.
Eisntein em 1905 e depois por N. Wiener e P. Lévy. Outros nomes usados
para esse processo sdo Movimento Browniano e processo de Wiener-Lévy.

2. Seja {X(t),t > 0} a posi¢do da particula apés t unidades de tempo. O
processo diz-se um processo de Wiener se:

(i) X(0) = 0;

(i) para todo t > 0, X(t) ~ N(0,t);

(iii) o processo tem incrementos estaciondrios e independentes, no sentido
de (ii) e (iii) do exemplo anterior
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Exemplos de processos estocasticos

Processo de Wiener

1. Para esse processo, u(t) = 0 e deixamos a cargo do leitor provar que
Y(t1, ) = t1 A to.

2. Também, o processo é gaussiano. De fato, como

X(t1) 1 0 O 0 X(t1)
X(tz) 1 1 0 0 X(tz) —X(tl)
X(tn) 1101 1| X)) = X(tn)

e como X(t1), X(t2) — X(t1), ..., X(tn) — X(tn—1) sdo v.a.'s gaussianas
independentes, entdo X(t1),...,X(tn) tem uma distribuicdo gaussiana
n—variada.

3. Uma realizag3o tipica de um proceso de Wiener é dada na Figura 3. A aparéncia
é de uma curva serrilhada, e pode-se provar que, embora as trajetérias de um
processo de Wiener sejam continuas quase certamente, elas n3o tém derivadas
em qualquer ponto.
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Exemplos de processos estocasticos

Processo de Wiener

| i |
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Exemplos de processos estocasticos

Processo autorregressivo

Dizemos que {X;, t € Z} é um processo autorregressivo de ordem p e
escrevemos X; ~ AR(p), se satisfizer a equacdo de diferencas

Xe—p=¢1(Xem1 — p) + p2(Xe—2 — 1) + ... + $p(Xe—p — p) + &1, (19)

onde p, ¢1, ...,¢p s30 pardmetros reais e e; ~ RB(0,0?).
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Exemplos de processos estocasticos

Processo autorregressivo

Vamos definir o operador retroativo B, por B°X; = X;—s, se s > 1. Entdo,
(19) pode ser escrita

P(B)X; = e, (20)

na qual ¢(B) =1 — ¢1B — $2B* — ... — $,BP é o operador autorregressivo de
ordem p e X; = Xi — p. Suponha p = 0 de agora em diante.
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Exemplos de processos estocasticos

Processo AR(1)

1. Um caso particular importante é o processo AR(1),
Xe = ¢pXt—1 + €t (21)

2. Aqui, ¢(B) =1 — ¢B. Por substituicdes sucessivas, obtemos

r

Xe = Z ¢j5t—j + ¢r+1Xt—r—1-

Jj=0
3. Se X; for estaciondrio, com variancia finita ai, entao

r

EX: =Y de ] = 6" 2E{XE,_;} = 9" 20k

Jj=0

4. Se |¢| <1, 1) 5 0, quando r — oo, portanto, sob essa suposicio,
podemos escrever

Xi = i?ﬁjft—ja (22)

onde a convergéncia é em média quadratica.
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Exemplos de processos estocasticos

Processo AR(1)

1. Logo, a condig3o |¢| < 1 é suficiente para X; ser estacionario.

2. Multiplicando ambos os membros de (21) por X;—, e tomando a
esperanca, obtemos

Yr=¢Yrr-1=... = ¢ Y.
3. Mas, de (22), obtemos

n=ck=0*> ¢¥ =7 (23)
j=0

do que segue

o .

=7 >0.
Vr 1_&¢, 720

4. Como ~, é simétrica, podemos escrever finalmente a f.a.c.v. de um
processo AR(1) como

2
g

Yr = 1_7¢2¢|T|, T E L. (24)
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Exemplos de processos estocasticos

Processo AR(1)

A f.a.c. de X; é obtida de (23) e (24), ou seja,

pr=T=gl"l rez (25)
Yo

p, A P

I 1

1234567891071

(a) (b)
Figura 4: Funcgdo de autocorrelagdo de um AR(1). (a) ¢ = 0,8 (b) ¢ =-0,8.
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Exemplos de processos estocasticos

AR estacionario

1. Pode-se demonstrar (Box et al., 1994) que a condi¢do para que X; seja
estaciondrio é que todas as raizes de ¢(B) = 0 estejam fora do circulo
unitario.

2. Em particular, para p=1, ¢(B) =1 — ¢B =0 implica B=¢ ', e a
condi¢do enunciada acarreta |¢| < 1.

3. A facv de um processo AR(p) é dada por

Yr = 1¥r-1+d2Yvr—2+ ...+ Ppyr—p, para T>0.  (26)

4. A mesma equagdo de diferencas é satisfeita por p,, bastando dividir todos
os termos de (26) por 7o.
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Exemplos de processos estocasticos

Equacoes de Yule-Walker

1. A solucdo geral dessa equagdo é dada por
vr =A1G] + AGy + ...+ AG,, (27)

onde os G;js satisfazem
P

¢(B)=]] - GB).

li=ll

2. Como as raizes de ¢(B) = 0 devem estar fora do circulo unitdrio, devemos

ter que |Gj| < 1, paratodo i=1, ..., p.
3. Se fizermos 7 = 1,2, ..., p em (27), obtemos
Mg, =7, (28)
onde temos rP = [/’Y’J]' Vi = ’V|171\ ) IaJ = 17 sy Py d)p = (¢17 ©0 '7¢P), €
Vo= (11, -, W)

O conjunto de equag¢des (28), chamadas de equacdes de Yule-Walker,
pode ser utilizado para obter estimadores dos parametros ¢;'s,
substituindo-se as f.a.c.vs por suas estimativas. Esses estimadores sdo
chamados estimadores de Yule-Walker.
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facv de AR(p)

Uma andlise de (27) nos permite concluir que a f.a.c.v. de um processo
autorregressivo de ordem p é uma mistura de exponencias (correspondentes as
raizes G; reais) e/ou sendides (correspondentes a pares de raizes complexas
conjugadas) amortecidas.

Pz Py

L.
5678910 1T 0 2

(a) (b)
Figura 6: Funcdo de autocorrelagdo de um modelo AR(2).

(@) g1 =05, ¢ = 0,3 (b) ¢1 =- 0,5, ¢» = 0,3.
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