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Introducao

1. A aplicacdo de modelos autorregressivos na andlise espectral foi sugerida por
Parzen (1969). Estimadores equivalentes, baseados no principio da maxima
entropia, foram considerados independentemente por Burg (1967, 1975).
Estimadores espectrais autoregressivos (EEAR) produzem estimadores que sio
mais suaves que os estimadores espectrais considerados nas se¢Ges anteriores e
com maior resolugdo. Veja Jones (1974) e Makhoul (1975) para mais detalhes
sobre esse tépico.

2. A ideia b3sica é considerar um modelo AR(p)

Xt = ¢o + P1 Xe—1+ ...+ PpXe—p + €t (1)
ajustado a observagdes Xi, ..., X7 de um process estationdrio {X;, t € Z}, com
espectro f(X).

3. Em (1), ¢o,. .-, ¢p sdo pardmetros reais e £; ~ RB(0, 02). Sabemos que o

espectro desse processo é dado por

o? 1

- —m<A<m )
2m [1— 527, e |2

f(A)
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1. O EEAR sugerido por Parzen é

R s? 1
fr(A) = =2 = :
P( ) o |1 _ f:l que_Mj‘Q

—T <AL, (3)

na qual 53 é um estimador de momentos da variancia do erro, o°.

2. O estimador dessa variancia é dado por

P
S§:C0_Z¢jcj7 (4)
j=1

e ¢; sdo os estimadores de Yule-Walker dos coeficientes.

3. Em (4) os ¢j sdo as autocovaridncias amostrais e ¢ € a varidncia amostral.
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1. O racional da proposta é que todo processo fracamente estaciondrio, ndo
deterministico, pode ser aproximado por um processo autorregressivo de ordem p
suficientemente grande. Uma questdo importante é a determinagdo da ordem p,
mas isso foi exaustivamente tratado na literatura, e varios procedimentos podem
ser utilizados para esse fim.

2. Mencionamos os critérios de informag¢3o AIC e BIC, que para o caso de um
modelo AR(p) ficam

AIC(p) = log S2 +2p/ T,

BIC(p) = log S3 + plog T/ T,

sendo T o nimero de observacdes, e esses devem ser calculados para p < P,
com P grande. A ideia é escolher o valor de p que minimiza AIC ou BIC. Outros
critérios foram sugeridos e mencionamos FPE (Akaike, 1969), CAT (Parzen,
1979) e HQ (Hannan and Quinn, 1979).

3. Determinada a ordem p, os pardmetros podem ser estimados pelo método
sugerido acima, por maxima verossimilhan¢a ou minimos quadrados. Para
detalhes, o leitor deve consultar Brockwell e Davis (1991) ou Morettin e Toloi
(2018). Usando resultados de Anderson e Walker (1964) e sob condi¢cdes
apropriadas sobre €; e o processo, pode ser provado que os os estimadores de
Yule-Walker, ¢A>J-, sdo assintoticamente normais.

Pedro A. Morettin MAE 5871: Analise Espectral de Séries Temporais



Estimadores espectrais autorregressivos

1. No que se refere as propriedades dos EEAR, Berk (1974) provou que eles
sdo consistentes e assintoticamente normais. Resultados similares foram
obtidos por Kromer (1969). Especificamente, os seguintes resultados sio
validos.

2. Teorema 1. (Berk, 1974). Suponha que X: = 37" 1jer—;, sendo . ruido

branco com média zero e varidncia o®. Suponha que

1
_ 2 _
V(z) =141z + 1z +...= o)’
na qual ®(z) =1 — ¢1z — ¢p22> — ... é ndo nula para |z| < 1. Suponha,

também, que:
(i) ®(e™) é ndo nula, —m < X < ;
(ii) E(e}) < oo, para todo t;
(i) p3/T — 0, quando T — co;
(iv) P 2(|pps1| + [dps2] +...) = 0, quando T — oo.
Ent3o, quando T — oo, f,(\) converge para f(\) em probabilidade.
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Suponha, agora, que as suposicdes do Teorema 1 sejam validas, exceto se
substituirmos (i) pela suposicdo que a densidade espectral
(02/27)|W(e™)|? > 0. Entdo, temos o seguinte resultado.

Teorema 2. (Berk, 1974) As varidveis aleatdrias \/p/ T (f(A;) — F()\})),
para0 < A1 < ... < A\, <, sdo assintoticamente independentes e
normalmente distribuidas, com médias nulas e varidncias 2f*();). Para
A =0 ou \ =7, a distribuicdo assintética é normal, com média zero e
varidncia 4f2(0) ou 4f*(r), respectivamente.

Os teoremas mostram que, se a ordem p é assintoticamente suficiente para
eliminar o viés, a autoregressdao conduz a um estimador consistente da
densidade espectral de X;. Além disso, os estimadores s3o
assintoticamente normais e independentes, para frequéncias fixas e
diferentes, e a variancia assintética é a mesma que a do periodograma.
Veja abaixo para uma discussdo dos estimadores de Burg.
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1. Vamos considerar o logaritmo da série de linces canadenses. Essa série foi
extensivamente analisada no passado, para uma resenha veja Campbell
and Walker (1977). A série fornece o nlimero desses animais aprisionados
durante T = 114 anos, de 1821 a 1934, e seu gréfico estd na Figura 1.
Devido a sua aparente pseudo-periodicidade, um modelo AR(2) foi
sugerido para descrever os dados.

2. Em nosso caso, um modelo autorregressivo de ordem 11 foi escolhido de
acordo com o critério AIC e o modelo estimado (ajustado para a média)
resultou

X: = 1,130X;_1 — 0,517X;_» +0,275X;_3 — 0,308X;_4 +
40,176 X;—5 — 0,184X;_6 + 0,079X;_7 — 0,030X;_5 +
+0,130X,_o + 0,224X,_10 — 0,327 Xe_11 + &,

sendo a variancia residual estimada 62 = 0, 037.

3. A densidade espectral estimada estd na Figura 2. Compare com o
periodograma na Figura 3. Nota-se um periodo de aproximadamente 10
anos.
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lambda

Figura 2: Estimador espectral autorregressivo para a série de linces.
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Fequency

Figura 3: Periodograma para a série de linces.
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O método de maxima entropia (MME) da anélise espectral foi proposto por Burg
(1967, 1975), juntamente com um procedimento para o célculo dos coeficientes
de um preditor linear.

. A obten¢3o de um estimador, pelo MME, do espectro de um processo
estaciondrio, uniformemente amostrado, é feita maximizando-se a entropia do
processo. Primeiramente, vamos introduzir algumas no¢des sobre informag3do e
entropia.

. Considere a situagdo na qual podem ocorrer M saidas de um sistema, a saber,
Xi,...,Xpm, com probabilidades p;, ..., py. A probabilidade de ocorréncia da

saida X estd relacionada com a informagdo que temos sobre ela. Esta

informacg3o é definida por | = log,(1/p;).

Suponha que o sistema seja observado por um longo periodo de tempo, T.

Ent3o, esperamos que a saida X; ocorra p; T vezes, i = 1,..., M. A informag3o

total sobre o sistema serd

M

hotal = Z pi T log,(1/p;).
i=1

. A entropia H do sistema é definida por (Shannon, 1948)

I
H= t°ta' Zp, log; pi-
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1. E razodvel supor que a entropia é uma medida da incerteza descrita por um
conjunto de probabilidades e é sempre positiva (com exce¢do do caso em que
todas as p; = 0, exceto para uma que € igual a um, de modo que n3o ha
incerteza). Portanto, entropia é uma medida da desordem de um sistema.

2. Suponha, agora, que o processo X: sob consideragdo seja estacionario, com
densidade espectral f(\) e fun¢do de autocorrelagdo pg, k € Z. Ent3o, Smylie et
al. (1973) mostraram que

1 An/2m
= — log f(A)dA, (A.8.2)

AN Sy /2n

em que Ay é a frequéncia de Nyquist.
3. Ou
1 An/2m

= — log[» pkexp{—irAkAt}]dA, (5)

AN Sy /2n ;

na qual At é o intervalo de amostragem.
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1. Maximizando (5) com respeito a pk, com a restricdo que f(\) é consistente com
autocorrela¢des conhecidas, po, p1, - -.,PMm—1 , Obtemos o estimador da densidade
espectral pelo MME, a saber,

PM
X M ™~ ’
M1+ T, 5 exp{—iN AL}
na qual py é uma constante e 3; sdo os coeficientes do erro de predi¢do. Vemos
que este é equivalente ao EEAR, dado em (3). A equivaléncia entre o MME e a

representacdo autorregressiva de um processo estacionario, foi estabelecida por
Van den Bos (1971).

2. Se X; é dado por um AR(p), com p = M, ent3o o filtro linear

me(d) =

M
et = Xe — Z &iXe—i
i=1

tem coeficientes 1, —¢1, ..., —dp, que sio identificados com 1, 51,..., By

3. Burg (1967) sugeriu um método para estimar os coeficientes autorregressivos (ou
os coeficientes do filtro ), que ndo necessitam estimativas anteriores da f.a.c.v. A
recursdo de Burg é bastante similar ao algoritmo de Durbin—Levinson, usado para
obter os estimadores de Yule-Walker. Para detalhes, veja os artigos mencionados
acima e Morettin (1984).
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