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Reducao da dimensionalidade

Preliminares

@ As técnicas de Analise de Componentes Principais (ACP), Anélise de
Fatorial (AF) e Anélise de Componentes Independentes (ACI) tém como
objetivo reduzir a dimensionalidade de observagdes multivariadas com base
em sua estrutura de dependéncia.

o A ideia que as permeia é a obtengao de poucos fatores, obtidos como
fungdes das caracteristicas observadas, que conservem, pelo menos
aproximadamente, a estrutura de covariancia das varidveis originais.

@ Esses poucos fatores vao substituir as varidveis originais em andlises
subsequentes, servindo, por exemplo, como varidveis explicativas em
modelos de regressao. Por esse motivo, a interpretacdo dessas novas
varidveis é muito importante.

@ Dessas técnicas, ACP e AF sio bastante conhecidas ha muito tempo. A
ACI (ou ICA, em Inglés) é mais recente, da década de 1990-2000, e n3o
muito contempada em textos de Estatistica.
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Andlise de componentes principais

introducao

A técnica de Componentes Principais consiste numa transformagao
ortogonal dos eixos de coordenadas de um sistema multivariado.

A orientagdo dos novos eixos é determinada por meio da particao
sequencial da variancia total das observacGes em porcdes cada vez
menores de modo que, ao primeiro eixo transformado, corresponda o maior
componente da particdo da variancia; ao segundo eixo transformado, a
parcela seguinte e assim por diante.

Se os primeiros eixos forem tais que uma grande parcela da variancia seja
explicada por eles, poderemos desprezar os demais e trabalhar apenas com
os primeiros em analises subsequentes.

Consideremos duas varidveis X; e X, com distribuicdo normal bivariada
com média p e matriz de covariancias .

O grafico correspondente aos pontos em que a fungdo densidade de
probabilidade é constante é uma elipse; um exemplo esta apresentado na
Figura 1. Admitimos dados com distribuicdo normal apenas para
finalidade didatica. Em geral, essa suposicao nao é necessaria.
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Andlise de componentes principais

ACP — introducao
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Andlise de componentes principais

metodologia

A medida em que a correlagdo entre X; e X, aumenta, o comprimento do
eixo maior da elipse também aumenta e o do eixo menor diminui até que a
elipse se degenera em um segmento de reta no caso limite em que as
varidveis sdo perfeitamente correlacionadas, i.e., em que o correspondente
coeficiente de correlacdo linear é igual a 1.

Na Figura 1, o eixo | corresponde ao eixo maior e o eixo |l, ao menor. O
eixo | pode ser expresso por intermédio de uma combinac3o linear de X; e
Xz, ou seja

Yi = 01 X1 + B2 Xo (1)

No caso extremo, em que X; e X> sdo perfeitamente correlacionadas, toda
a variabilidade pode ser explicada por meio de Y;.

Quando a correlagdo entre X; e Xz n3o é perfeita, Y1 explica apenas uma
parcela de sua variabilidade. A outra parcela é explicada por meio de um
segundo eixo, a saber

Yo = y1.X1 + 12X (2)
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Andlise de componentes principais

ACP — metodologia

Na Figura 2 apresentamos um grafico de dispersdo correspondente a n
observagdes (Xij, Xoi) do par (X1, X2).

x2

Figura: Gréfico de dispersdo de n observagdes do par (X1, X2).
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Andlise de componentes principais

ACP — metodologia

@ A variabilidade no sistema de eixos correspondente a (X1, X2) pode ser

expressa como
n

Z(Xl,' — Y1)2 A Z(XZ - Y2)2

i=1 i=1

em que X; e X sdo, respectivamente, as médias dos n valores de Xj; e

Xo;.
@ No sistema de eixos correspondente a (Y1, Y2), a variabilidade é expressa
como
Z(Yu — 71)2 -+ Z(Yz — 72)2
i=1 i=1

em que Y e Y5 tém interpretacdes similares a X1 e Xa.
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Andlise de componentes principais

metodologia

Se a correlagdo entre X; e X, for “grande”, é possivel obter valores de [,
B2, 71, 72 de tal forma que Yi e Y2 em (1) e (2) sejam tais que

n

Z(Yu — V1)2 > En:(yzi — 72)2-

i=1 i=1

Nesse caso, podemos utilizar apenas Y; como varidvel para explicar a
variabilidade de Xj e X>.

Para descrever o processo de obten¢cdo das componentes principais,
consideremos o caso geral em que xi,...,X, corresponde a uma amostra
aleatéria de uma varidvel X = (Xi,...,X,)" com p componentes e para a
qual o vetor de médias é p e a matriz de covariancias é X.
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Andlise de componentes principais

metodologia

2 = — =1 n X _ =1l n = L _%\T
Sejamx=n"3" x;eS=(n—1)"" >, (xi —X)(xi —X) ",
respectivamente, o vetor de médias amostrais e a matriz de covariancias
amostral.

A técnica consiste em procurar sequencialmente p combinacdes lineares
(denominadas componentes principais) de X, ..., X, tais que a primeira
corresponda a maior parcela de sua variabilidade, a segunda, a segunda
maior parcela e assim por diante e que, além disso, sejam nao
correlacionadas entre si.

A primeira componente principal é a combinag3o linear
Yi =B X=puXi+...+ BXp

com B; = (Bu1, - - - ,Blp)T, para a qual a varidncia Var(Y1) = ,BITZ,BI é
maxima.
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Andlise de componentes principais

metodologia

Uma estimativa da primeira componente principal calculada com base na
. . o _ Al U A ed &
amostra é a combinac¢3o linear Y1 = 3; x para a qual Var(Y1) = 3, SB3, é
maxima.
Este problema ndo tem solugdo sem uma restricdo adicional, pois se
2 A
tomarmos 3; = c¢3; com c denotando uma constante arbitraria, podemos
= o

tornar a varidncia Var(Y1) = Var(3,x) arbitrariamente grande, tomando ¢
arbitrariamente grande.
A restri¢cdo adicional mais usada consiste em padronizar 3; por meio de

1B =1
B1 B =1
Consequentemente, o problema de determinacdo da primeira componente
principal se resume a obter 3, tal que

Maximize ﬂfi,@l, sujeito a ,@;—51 =1

Pedro A. Morettin ntrodugdo a Ciéncia de Dados



Andlise de componentes principais

metodologia

A solugdo desse problema pode ser encontrada por meio da aplicagdo de
multiplicadores de Lagrange.

Dada a primeira componente principal, obtém-se a segunda, Y> = ,BQTX,
por meio da maximizagdo de ,3;—):,82 sujeito a ,3;—,62 =1le ,8?,32 =0
(para garantir a ortogonalidade).

Note que a ortogonalidade das componentes principais implica que a soma
de suas varidncias seja igual a variancia total do sistema de varidveis. Esse
procedimento é repetido até a determinacdo da p-ésima componente
principal.

Os coeficientes das componentes principais estimadas s3o os autovetores
Bl, e 7@, da matriz S e suas varidncias sdo os autovalores

)\1 > )\2 > )\p correspondentes.
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Andlise de componentes principais

metodologia

Como a variancia total do sistema é tr(S) = Y7 | i, a contribuicio da
i-ésima componente principal é \;/tr(S). Lembrando que

~ o~ AT . . .
S =>",XiB;8; podemos verificar qudo bem ela pode ser aproximada
com um menor nimero de componentes principais. Detalhes podem ser
obtidos na Nota de Capitulo 2.

Na prética, a determinacao do niimero de componentes principais a reter
como novo conjunto de varidveis para futuras andlises pode ser realizada
por meio do elbow plot, também conhecido como scree plot, que consiste
num grafico cartesiano com os autovalores no eixo vertical e os indices
correspondentes as suas magnitudes (em ordem decrescente) no eixo das
abscissas.

Um exemplo estad apresentado na Figura 3
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Andlise de componentes principais

ACP — metodologia
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Andlise de componentes principais

metodologia

A ideia é acrescentar componentes principais até que sua contribuicdo para
a explicagdo da variancia do sistema n3o apresente contribui¢Ges
“relevantes”. Com base na Figura 3, apenas as duas primeiras
componentes principais poderiam ser suficientes, pois a contribuicdo das
seguintes é apenas marginal.

Suponhamos que r componentes principais, Yi,..., Y, explicam uma
parcela “substancial”da variabilidade do sistema multivariado. Entdo para
a k-ésima unidade amostral, podemos substituir os valores das variaveis

originais xx = (X1, - . . ,xpk)T pelos correspondentes escores associados as
L. ~ —~ —~ ~T
componentes principais, nomeadamente, Yik, ..., Y& com Yi = 3; Xk.

Infelizmente, nem a matriz de covariancias nem os correspondentes
autovalores s3o invariantes relativamente a mudancgas de escala. Em outras
palavras, mudang¢as nas unidades de medida das caracteristicas Xi, ..., X,
podem acarretar mudangas na forma e na posi¢cdo dos elipsoides
correspondentes a pontos em que a func3o densidade é constante.
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Andlise de componentes principais

metodologia

E dificil interpretar combinacgdes lineares de caracteristicas com unidades
de medida diferentes e uma possivel solu¢do é padroniza-las por meio de
transformacdes do tipo Z; = (X;j — X;)/Si em que X; e S; representam,
respectivamente a média e o desvio padrdo de Xj; antes da obten¢do das
componentes principais.

A utilizagdo da matriz de correlagcdes R obtida por meio dessa
transformacgdo pode ser utilizada na determinagdo das componentes
principais; no entanto, os resultados sdo, em geral, diferentes e ndo é
possivel passar de uma solu¢do a outra por meio de uma mudanca de
escala dos coeficientes.

Se as caracteristicas de interesse foram medidas com as mesmas unidades,
é preferivel extrair as componentes principais utilizando a matriz de
covariancias amostrais S.
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Andlise de componentes principais

ACP — metodologia

@ Lembrando que a i-ésima componente principal é Y; = B X1 + ...+ BipXp
do sistema multivariado, se as varidveis Xi, ..., X, tiverem variancias
similares ou forem varidveis padronizadas, os coeficientes (j; indicam a
importancia e a dire¢do da j-ésima variavel relativamente a i-ésima
componente principal.

@ Nos casos em que as variancias das varidveis originais s3o diferentes,
convém avaliar sua importancia relativa na definicdo das componentes
principais por meio dos correspondentes coeficientes de correlagdo. O
vetor de covariancias entre as varidveis originais e a i-ésima componente
principal é

Cov(IX, B3;X) = 1,283, = £B; = \if3;

pois (X — A\il,)B3; = 0 (ver Nota de Capitulo 1).
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Andlise de componentes principais

ACP — metodologia

@ Uma estimativa desse vetor de covaridncias é \;3;.

o Consequentemente, uma estimativa do coeficiente de correlagdo entre a
Jj-ésima varidvel original e a i-ésima componente principal é

\//ATiSj 5j

em que s;j é o desvio padrao amostral de X;.

Corr(X;, B;)

@ As componentes principais podem ser encaradas como um conjunto de
varidveis latentes (ou fatores) n3o correlacionados que servem para
descrever o sistema multivariado original sem as dificuldades relacionadas
com sua estrutura de correlagcdo. Os coeficientes associados a cada
componente principal servem para descrevé-las em termos das varidveis
originais.

@ A comparagdo entre unidades realizada por meio da componente principal
Y; é independente da comparagdo baseada na componente Y;. No
entanto, essa comparagdo pode ser ilusdria se essas componentes
principais n3o tiverem uma interpretacdo simples.
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Andlise de componentes principais

ACP — metodologia

o Como, em geral, isso ndo é a regra, costuma-se utilizar essa técnica como
um passo intermedidrio para a obtencdo de um dos possiveis conjuntos de
combinagdes lineares ortogonais das varidveis originais passiveis de
interpretacdo como varidveis latentes.

@ Esses conjuntos estdo relacionados entre si por meio de rotagdes rigidas
(transformagdes ortogonais) e sdo equivalentes no sentido de aproximar as
correlagles entre as varidveis originais. Apesar de essas rotagdes rigidas
implicarem uma perda da caracteristica de ordenagdo das componentes
principais em termos de porcentagem de explicagdo da variabilidade do
sistema multivariado, muitas vezes produzem ganhos interpretativos.

@ Ha muitas opgdes computacionais para a andlise de componentes
principais no sistema R, dentre as quais destacamos (fungdes e pacotes
entre parénteses) prcomp (stats), princomp (stats) e pca
(FactoMineR). Como ha vdrios métodos tanto para a extragdo quanto
para a rotagdo das componentes principais, nem sempre os resultados
coincidem. A andlise deve ser realizada por tentativa e erro tendo como
objetivo um sistema com interpretagdo adequada.
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Andlise de componentes principais

ACP — Exemplo 1

o Exemplo 1. Num estudo em que se pretendia avaliar o efeito de varidveis
climdticas na ocorréncia de suicidios por enforcamento na cidade de S3o
Paulo foram observadas Xi = temperatura maxima, Xo = temperatura
minima, X3 = temperatura média, Xs = precipitacao e Xs = nebulosidade
didrias para o periodo de 01/07/2006 e 31/07/2006. Os dados est3o
disponiveis em
http://www.ime.usp.br/~jmsinger/MorettinSinger/suicidios.x1s
e detalhes em Zerbini et al. (2018)],

o Para reduzir o nimero de varidveis a serem utilizadas como varidveis
explicativas numa regressao logistica tenso como varidvel resposta a
ocorréncia de suicidios por enforcamento nesse periodo consideramos uma
analise de componentes principais.

o Os coeficientes das cinco componentes bem como as porcentagem da
variancia total do sistema explicada por cada uma delas (além da
porcentagem acumulada correspondente) est3o indicados na Tabela 1.
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Andlise de componentes principais

ACP — Exemplo 1

Tabela: Coeficientes das componentes principais e porcentagens da variancia
explicada: Exemplo 1

Componentes principais
Variavel CP1 CP2 CP3 CP4 CP5
Temperatura maxima 0,93 -0,25 0,05 0,26 0,06
Temperatura minima 0,91 0,29 -0,18 -0,24 0,06
Temperatura média 099 -0,02 -0,03 0,00 -0,11

Precipitacdo 0,12 0,75 0,66 0,02 0,00
Nebulosidade -0,12 0,85 -0,50 0,14 -0,01
% Variancia 54 28 14 3 0
% Acumulada 54 82 97 100 100
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Andlise de componentes principais

ACP — Exemplo 1

o Uma anélise do grafico da escarpa sedimentar correspondente representado
na Figura 4, conjuntamente com um exame da varidncia acumulada na
Tabela 1 sugere que apenas duas componentes principais podem ser
empregadas como resumo, retendo 82% da variancia total.

@ A primeira componente principal pode ser interpretada como percep¢do
térmica e segunda, percepcao de acinzentamento. Valores dessas novas
varidveis para cada unidade amostral sdo calculadas como
CP; = 0,93 x tempmax + 0,91 * tempmin + 0,99 x tempmed e
CP> = 0,75 % precip + 0, 85 % nebul, com as variaveis originais devidamente
padronizadas.

@ O grafico biplot disposto na Figura 5 é conveniente para representar a
relacdo entre as duas componentes principais e as varidveis originais.
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ACP — Exemplo 1
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Figura: Gréfico da escarpa sedimentar (ou do cotovelo) para os dados do Exemplo 1.
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ACP — Exemplo 1
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Gréfico biplot para os dados do Exemplo 1.
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