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SERIES

ELEMENTOS

Definig¢oes A sequéncia das somas parciais de (a,) c K, (s,), com s, = a1 +az +..... + ay,
+ 00

é a série Y. a,, associada a (ay), com termo geral a, e s, sua soma parcial de ordem n.
n=0

+0oo
O limite da série, se existir (finito ou infinito), é a soma da série também indicada Y ay,.
n=0
+o0

Notagoes Se a série inicia em n = p notamos Y. a, ou Y. G-
nzp n=p

Se a soma ¢é finita a série é convergente e notamos Y. a, < oo, sendo, ela é divergente.
n>1

Proposicao 1 Seja a,, >0,Vn € N. A série ) a, converge se, e s6 se, as somas parciais
n>1

Sp =01+ ..... + a,, formam uma sequéncia limitada.

Prova Imediata aplicagdo do Axioma do Supremo.

Para séries convergentes de termos positivos notamos também, simplesmente, ¥ a,. O
motivo surge no estudo de somabilidade (somas) em K e séries absolutamente e/ou co-

mutativamente convergentes em K.

Proposicao 2 O espago das séries em K e convergentes é um K-espago vetorial.

Prova: exercicio.
Condicao necessaria a convergéncia Se Y a, converge em K entao, lim a, =0.
n>1 n—+oo
Prova: E 6bvio que $,41 — Sn, = @y, V1, €, por hipdtese, existe hIP sp =z € C. E facil
n—+oo
ver que lim s,,1 = e, assim,

n—+oo
lim a, = lim (sp+1—$,)= lim sp41— lim s, = z-2z =0 m
n—+oo n—+oo n—+oo n—+oo
Critério de Cauchy para séries A série ), a,, em K, é convergente se, e sé se,
Ve >0, existe ng € N tal que |ani1 + ans2 + ... + Gnep| <€, VN >ng,VpeN.
Prova E claro que |an+1 + Gpia + oo + Anap| = [Snap — Snl, Sn & n-ésima soma parcial da
série e, a série é convergente se, e s6 se, (s,) é uma sequéncia de Cauchy, donde a tese m

Definigoes A série Y a,, em K, é
nx1

(a) absolutamente convergente se Y |a,| < co.
nx1

(b) condicionalmente convergente se é convergente e Y. |a,| = co.



10.

11.

12.

13.

O Teorema a seguir é de extrema importancia. Breve abordaremos a teoria elementar de

séries e veremos uma prova 'realmente’ elementar. Abaixo seguem duas provas simples.

Teorema Toda série, em K, absolutamente convergente é convergente.

Prova 1 Seja S, = |a1| + ..... + |an|; (Sn) é uma sequéncia de Cauchy e, V € > 0 existe
no € N tal que, Vn>ng e peN, Spip— Sy = |ans1| +|ansal+ ... +|anp| < €. Logo, se s, é a
n-ésima soma parcial de Y an, |Snip = Sn| = |Gn+1 + Gna2 + oo+ Qnap| < |ans1] + oo +|anap| < €
Prova 2 Uma série em C origina duas em R e, converge absolutamente se, e sé se, a
parte real e a imagindria também (pois, |Re(2)|, [Im(z)| < |z| < |Re(z)| + [Im(2)|).
Assim, podemos supor a série em R.

Para Y |a,| < +00, a, € R, temos, 0 < ap+|a,| < 2|an| e, como Y. 2|a,| converge, pelo critério
da comparagao, Z>:1(an + |an|) converge e portanto, sendo a série Y (—|a,|) convergente,

n

Yoan= Y (an + |6;n|) + Y(-|an|) também converge m
n>1 n>1

Seguem resultados que desde o abaixo até os critérios da razao e da raiz, ndo dependem

da relacao de ordem em R e sim da fungao mddulo e, portanto, valem em K.

Critério da Comparagao Sejam ). a, e Y. b, séries em K. Se existem ¢ >0 e ng € N
nx1 nx1

tais que |a,| < clbpl, VN > ng, e 3 |by| < 0o entdo Y |a,| < oo.

Prova: Segue da proposi¢ao acima.

Critério do Limite Sejam Y a, e Y b, ,b,s %0, séries em K e lim k;—"l =Le[0,+00].
n>1 n>1 n—+oo ‘n

(a) Se L=0e Y |by| é convergente entéo, Y |a,| é convergente.
(b) Se 0< L < +00 entdo, Y. |a,| é convergente se, e sé se, Y. b, é convergente.
nx1

(¢) Se L =+00 e ¥ |b,| é divergente entdo, ¥ |a,| é divergente.

+o0 + 00
Prova (a) Se L =0, Ing € N tal que |a,| < |by|,Vn 2 ng. Logo, Y |an|< X |by| < +oo.

n=n, n=ng

(b) Existe ng tal que, se n.>ng, [bp|% < |an| < 2E|by|. A tese segue da comparago.

(c) Existe ng € N tal que, se n > ng, |an| > |bn]. Logo, Ylan| =X |by|=+c0 m

Critério da Raiz Seja Y. a, uma série em K. Se lim {/|ay| =7 €[0,+oo] temos,
nx1 n—>+00

(a) Ser<1,asérie Y a, éabsolutamente convergente.
n>1

(b) Se r =1, nada se pode afirmar sobre a convergéncia de Y a.
n>1

(¢c) Ser>1our=+oo,asérie Y a, é divergente.
nx1

Prova (a) Basta tomarmos A >0, r < A< 1, e ng tal que, se n > ng, ¥/|an| <A e, |a,| < A™.

(c) Basta escolhermos A >0, 1 < A <7 e ng tal que, se n>ng, Vlan| > A e, |a,| > A™.

b) A série ¥ L diverge enquanto 3. = converge. Porém, lim —i== lim ——=1. m
n n ’ Y/n
n—+oo n—+oo

3
$
V)
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15.

16.

Critério da Razao Dada Zl ay , em K, a, #0(Vn), se nlirpoo % =r€[0,+00] temos,
n - "

+o00
(a) Ser<1,asérie Y a, é absolutamente convergente.
n=1
+o00
(b) Se r =1, nada se pode afirmar sobre a convergéncia de Y a,.
n=1
+00
(¢c) Ser>1our=+oo,asérie > a, é divergente.
n=1

Prova (a) Escolhamos A € R, r < XA <1, e ng € N tal que, para n > ng, IT{’;—TI < A. Entao,

lanl anoal - lasllazl) 1< g, (A" donde a convergéncia de ¥ |an|.

[an-1] lan—2| """ laz| a1

(c) Neste caso existe ng tal que, se n > ng,

para n > ng, |a,| =

‘an+1

> 1 e portanto, |an1| > |an|.

lan]

(b) Os exemplos citados no critério da raiz servem aqui também m

Abaixo, uma versao simples do teorema 4 no apéndice de sequéncias, nao utilizando as

nogoes de lim sup ou lim inf.

Proposicao 3 Se lim w =L entdo lim /|a,|=L.
-+ 00 n n—+oo
Prova Dado € >0, seja 0 < d <€ e ng tal que, se n>ng, L -9 < % <L+94. Logo,

n+
an
|an| |an-1] |ang+1]

(L = )" apy| < |an| = A2 101l
|an—1| |an—2| |an0|

|any| < (L +6)"""an,|

e, ainda para n > ng,
(L=0)" _ faul _ (L+0)"
(L=8)m ™ agy| = (L+d)mo
Sendo L -0 < L <L +§ temos (omitimos o caso L =0, que é similar)

(L-0)" _ laal _ (L+0)"

L 7 ap,| = L™
e, definindo « = l?j%ol,
Ya(L-68)< Vlan| < Va(L+6), Yn>ne.
Como f:g <1< fig e nh_{r; Yo =1, fixamos N > ng tal que, se n > N, f:g < Yac< fig

Assim procedendo, concluimos
(L-¢)< ¥Va(L-96)< Ylan < Va(L+8)<(L+e), Vn>N m

Critério da Integral Seja Y. a,,a, >0, uma série e f : [p,+00) — [0, +00), continua
n>1
e decrescente, com a,, = f(n),Vn > p. Temos,
+o00 too
/ f(z)dx < +00 <= ) a, < +00
p n=0

Prova Se k>pe x €[k, k+ 1] entdo, ar+1 < f(x) < ag, axs1 < f:ﬂ flx)dx <ayg e,

iak+1 < i[kkﬂ f(x)dx /pmlf(x)dac Siak.

p
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+o00
) , . n+1 +o0
Logo, ¥ a, < é convergente se, e s6 se, lim fp fx)dx = fp f(x)dz<oo m
n=1 n—+0o0o
Uma fungao como no enunciado do critério acima sempre existe mas, em geral, nao é util.

Basta definir f em [n,n + 1] tendo por grifico o segmento unindo (n,a,) e (n+1,a,41).

(Critério de Dirichlet) Em R, seja Y a, uma série (ndo necessariamente conver-
nx1

gente) com sequéncia das somas parciais, (s, ), limitada e (b,,) uma sequéncia decrescente,
lim b,, = 0. Entao, Y a,b, é convergente.

n>1
Prova Temos,

a1b1 + a2b2 = al(bl - bg) + (a1 + ag)bz = 51(b1 - bg) + 82[)2,
a1b1 + a2b2 + a3b3 = 81(b1 - bg) + 82b2 + a3b3 = 81(b1 - bg) + Sg(bg - b3) + 83b3,

e, de forma geral (exercicio: verifique, a indugdo é simples),

+00 too
Para M €R tal que |s,| < M temos, ¥ |s;-1(bi—1-b;)| < M ¥ (b;-1—b;) = Mb; e portanto,
n=2 n=2

+00
> si-1(bi—1 — b;) é absolutamente convergente, logo convergente e, como lim s,b,, =0, a
n=2

série Y. anb, é convergente ®m
n>1
No resultado abaixo enfraquecemos a hipé6tese sobre (b,) porém, exigimos mais de Y. a,,.

+oo
Critério de Abel Se ¥ a, é convergente e (b, ) é uma sequéncia decrescente de niimeros
n=1
+ o0
positivos (nfo necessariamente tendendo para zero) entdo, a série Y. a,b, é convergente.
n=1

2

+o00
Prova Para ¢ = limb,, (b, - ¢) N 0. Logo, pelo Critério de Dirichlet Y. a,(b, —¢) é
n=1

+oo +oo +o0o
convergente e, devido a hipétese, Y. ca, =c Y. a, também e assim  apb, =
n=1 n=1 n=1

+o00

Critério de Leibiniz Se (b,,) é decrescente e limb,, =0, a série Y (-1)"b,, é convergente.
n=1

Prova Consequéncia direta do critério de Dirichlet m

Os critérios a seguir sao um refinamento do critério da razao.

+00 +00
Critério de Comparacao de Razoes Sejam Y ap e Y by duas séries em C* = C—-{0}.
k=1 k=1
Suponhamos que exista p € N tal que

bk+1
bi,

Ak+1
ag

, VEk >p.

Temos, se Y, |bg| converge entao Y |ag| converge. Isto é, ¥ |ax| = +o0 = ¥ |bg| = +o0.

Prova Da hipdtese temos, para k > p, |Z:*11 < |‘;—:| Logo, para & > p a sequéncia %
N :
decresce, % < l\%l" e entdo, |ag| < %|bk|. Pelo critério da comparagio, segue a tese ®



+00
21. Critério de Raabe Seja Y. a,, uma série em K, |a,| # 0, Vn, tal que
n=1

lim n(l- |M|) =Le[-o00,+00]
n—+o0o n

+o00
(a) Se L>1, ¥ a, é absolutamente convergente.
n=1

+o00
(b) Se L<1, ¥ a, diverge.
n=1
(¢) Se L =1 o critério nada revela.

Prova (a) Seja « tal que 1 < «a < L. Entao, existe N € N para o qual

k(1—|M|) > a,Vk > N.
ay

Logo, para tais valores de k, |a;—zl| <1-£. Para continuarmos fagamos uma observagao.

Obs Paraa>1,2z > -1 e f(x)=(1+2)® temos f” >0, f'(0) = , concavidade voltada

para cima e reta tangente em (0,1) dada por y =1+ az. Logo, (1+2)* 21+ax.

Assim, utilizando tal desigualdade para x = —%, obtemos

R B e
a k k SV b (k—l)o‘

Como Y k% < oo (a>1), pelo critério da comparagao entre razoes Y. |ax| é convergente.

(b) Seja N €N tal que, se k > N, k(l—|“{’;—;l|) < 1. Assim,

Af+1
ag

Eo_bea 1
k+1 k

1 )
k-1 bk

>1_1:E
k k

+o00
Como a série harmonica diverge, pelo critério de comparacoes de razoes, Y. aj diverge.
k=1

1

——dr =In (lna:)|;r°° = +oo. Simplificando a ex-

+o00
(c) A série ¥, - diverge pois [,~
k=2

pressao na condicao no teste de Raabe para tal série obtemos,

B kink k[ (E+1)In(k+1)-kink
(k+1D)in(k+1)) k+1 In(k+1)
Se k - +00, ﬁ tende a 1 e, também, a fracao entre colchetes pois,
- - In(1+4)*
(k+1)in(k+1) klnk: 1+ kln(k+1) klnk‘: N n(l+3) 14021,
In(k+1) In(k+1) In(k+1)

+o00

sos 1 ’ . +00 1 _ [too 1 . .
A série kZ_:Q Faogh? ¢ convergente pois j2 Z(og7)? dx = flog2 " dy < oo. Simplificando a

expressao na condi¢ao no teste de Raabe para tal série obtemos,

klog® k )_ k [(k+1)log2(k;+1)—k:log2k:

I(k) = k(l_ (k+1)log?(k+1))] k+1 log®(k +1)



L klog?(k+1) - klog® k
k+1 log?(k +1)

il =1, simplificamos a anélise de I(k) estudando,

Como lim s

—+0o0

klog®(k+1) — klog’k _klog(k;+1) - logk log(k+1) + logk
log?(k +1) log(k +1) log(k +1)

Pela regra de L’Hospital, zligloobg% = 1 e deduzimos que k{i}rfw% = 2.

log(k+1) — logk _ lim log(1+%)k

Finalmente, como lim k Tog(F+T) Tog(hil)

k—+o0

. =0 concluimos limI(k) =1 m
—+00



